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Uloha IV.S ... lagrangeovska 10 bodii; primér 6,69; fesilo 16 student

V zavere seridlu ste si urcite vsimli Lagrangidn a diferencidlnu rovnicu, ktoré akoby ,spadli
z neba“ To nie je vobec nahoda, velkou castou tejto seridlovej tlohy bude tieto dve rovnice
odvodit.

1. Ukazte, ze ak mame pohyb castice v lubovolnom centralnom poli, teda v poli, kde potencial

zavisi len na vzdialenosti, bude sa cCastica zarucene pohybovat len v rovine.
Ndvod: Zostavte Lagrangeove rovnice I1. druhu pre tito situdciu, pouzite pri tom vhodné
zovSeobecnené suranice. Ndsledne bez ujmy na vSeobecnosti polozte siradnicu ¥ = /2
a pociatoc¢nu rychlost v smere tejto stiradnice nulovi. Zamyslite sa a vysvetlite, preco je
takato volba v poriadku a nestratime pri nej ziadne riesenie.

2. Zostavte Lagrangian pre hmotny bod pohybujici sa v rovine v centralnom poli. Mali by
ste dostat ten isty, ako je uvedeny v zavere serialu. Pre tento Lagrangian nasledne najdite
vsetky intergaly pohybu a pomocou nich najdite diferencidlnu rovnicu prvého radu pre
premennt r. Pre vasu kontrolu, mala by vam vyjst rovnako ako na konci serialu.

3. Zamyslite sa, ako urcit uhlovi vzdialenost medzi dvoma bodmi na sfére, ak mate zada-
né ich sférické siradnice. Ukazte to napriklad pre hviezdy Betelgeuze a Sirius, ktorych
suradnice si najdite.

Pomécka: Tato tloha sa dd jednoducho vyriesit aj bez znalosti sférickej trigonometrie.

1. V prvej ¢asti mdme navod, ako mame postupovat, je teda rozumné sa ho drzat. Najskor
si zostavime lagrangian pre tito ilohu. Kedze sa jedna o centralne pole, teda pole so stre-
dovou symetriou, vyuZijeme ju a zavedieme zovseobecnené sférické suradnice. Vyjadrenie
kartézskych stradnic potom bude

x =rsindcosyp,
y=rsindsing,
z=rcos?.
Oznacenie a vyznam stradnic je ako v seriali. Nasledne urc¢ime jednotlivé kartézske zlozky

rychlosti postupnym c¢asovym derivovanim transformacnych vztahov pre kartézske sirad-
nice. Dosadime do vztahu pre kinetickd energiu T, ktory bude

1 .
T = 5m (f2 +729% + r?sin? 194,2;2) .

Kedze potencidl V' zavisi len na vzdialenosti, bude funkciou len zovseobecnenej siiradni-
ce r. Lagrangian bude potom vyzerat

L= %m (r'2 + r?9% + r* sin® 19¢2) —-V(r).

Teraz zostavime ststavu Lagrangeovych rovnic. Kedze lagrangian nezavisi explicitne na ¢,
zapiseme poslednii rovnicu rovno v preintegrovanom tvare

mi — mrd® — mrsin® 9% + i—‘: =0,

2mrid + mr*d — ma® sind cos 9 =0,

mr? sin® Yo =C1.
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Chceme ukézat ze pohyb bude rovinny, potrebujeme preto, aby uhlova suradnica ¥ ostala
konstantna pocas celého deja. V népovede je povedané, ze ju mame na pociatku polozit
rovnd vhodnej konstante, rovnako ako aj rychlost v tomto smere. Ak zvolime ¢(0) = r/2
a 9(0) = 0, z druhej rovnice dostaneme

¥ = sin ¥ cos 9> — @ =0.

Pretoze je ¥ nulovd, nebude sa v dalSom okamziku ¢ menit. A pretoze je nulové i 9,
nebude sa menit ani 9. Obe veli¢iny zostant rovnaké, a preto sa ani ¥ nezmeni.

Teraz si podme v kratkosti odévodnit, preco bola vporiadku volba ¢ = /2 a ¥ = 0. Vy-
plyva to jednoducho z Iubovodle zavedenia kartézskych stradnic. Ak mam dand pociatoéni
polohu a rychlost nasej Castice, ni¢ mi nebrani v tom zvolit kartézske stradnice tak, aby
Castica aj vektor jej rychlosti lezali v rovine xy. Pociatok kartézskych stradnic bude teda
v strede nasho centralneho pola a polohovy vektor castice ako aj vektor rychlosti castice
budt lezat v rovine xy, preto bude pociatocnd rychlost v smere z nula, a teda nulové aj
v smere ). Ukazali sme teda, ze pohyb bude nutne rovinny.

2. Teraz zostavime lagrangian uz len pre pohyb castice v rovine. Postac¢i ndm pouzit polarne
suradnice

T =TrCcosy,
y=rsinp.

Lagrangian bude potom pre centralne pole vyzerat

L= %m(f" 20 — V().

Vidime, ze tento lagrangian nezavisi na sdradnici ¢. To ndm vygeneruje jeden integral
pohybu. Dals{ integral pohybu bude zovieobecnen4 energia. Pouzitim vzorcov na vypoéty
tychto integralov pohybu zo seridlu dostaneme prvy integral pohybu akusi ,,zovSseobecnent
hybnost“

mr?¢ = konst = |

a druhy integral pohybu ,zovSeobecnenu energiu

%m (P +1°¢*)+V(r)=E

Z prvého integralu pohybu vyjadrime ¢ a dosadime do druhého, ¢im dostaneme diferen-
cidlnu rovnicu prvého radu pre r

22 (g v - -
T T m " o2 )

Co je presne rovnica, ktord bola uvedend v texte seridlu.
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3. Treti priklad bol trochu na zamyslenie a aj ked mnohy z vas jednoducho pouzili sféric-

ki kosinovi vetu, nezdéraznili sme, ze vyzadujeme iny postup (aj ked sme iny postup
odporucili), nebudi sa samozrejme za tento postup body strhavat.
Je potrebné si uvedomit, ze aj ked hviezdy st od nas v réznej vzdialenosti, pri urcovani
ich uhlovych vzdialenosti uvazujeme, akoby boli vSetky na sfére s polomerom r. Dva body
na sfére, ktorych poloha je zadana v sférickych siradniciach nech s od seba vzdialené na
sfére o uhol a. Ak by sme poznali ich kartézske stiradnice, tak by sme vedeli ich uhlovi
vzdialenost jednoducho urcit zo skalarneho sii¢inu ich polohovych vektorov

x-y=|x||ylcosa.

My ale vieme spravit jednoducho prevod medzi sférickymi a kartézskymi stradnicami. Ak
budeme uvazovat body na sfére (hviezdy) vo vzdialenosti r, potom vyuzijic vyssie uve-
denych vztahov na prevod stiradnic a dosadenim do vzorca pre skaldrny stc¢in dostaneme
po vykrateni vzdialenosti r vztah

cos a = sin Y1 cos 1 sin Y2 cos 2 + sin ¥ sin ¢ sin Y2 sin 2 + cos ¥ cos V2 ,

ktory je vlastne kosinusové veta pre sféricky trojuholnik. Ak to chceme vypocitat pre
hviezdy Betelgeuze a Sirius, musime si spravne premenit jednotky rektaztenzie a deklina-
cie napriklad na stupne (pri rektastenzii je 1 hodina 15°, mintta a sekunda st prislusné
zlomky ako $tandardne). Dalej musime mat na pamiti, ze stradnica ¥ tak, ako je de-
finovand v nasej verzii sférickych sdradnic, sa meria od pélu sféry, kdezto deklinacia sa
meria od nebeského rovnika, teda ak mé Sirius deklindciu —16,7° jeho suradnica je ¥ =
= 106,7°. Po dosadeni takto upravenych a premenenych siradnic do vztahu odvodeného
vySSie vypocitame, ze uhol medzi tymito hviezdami je priblizne 27,1°.
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