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Uloha IIL.S ... zobecnéna 10 bodi; primér 6,33; Fesilo 18 student

1. Mé&jme vodorovnou desku, ve které je mala dirka. Pres tuto dirku je provleceny provazek
o délce I, na jehoz spodnim konci je zaveéSeno zavazi o hmotnosti M. Toto zavazi lze
povazovat za hmotny bod. Na druhém konci provazku na rovné desce je druhy hmotny
bod (kulicka) o hmotnosti m. Provdzek mezi nimi je napnuty diky zdvazi o hmotnosti
M. Celou soustavu drzime v klidu tak, ze ¢ast provazku pod deskou je ve svislém sméru.
Poté druhému hmotnému bodu, kulicce, udélime rychlost v ve vodorovném sméru kolmém
na provazek ve chvili, kdy soustavu uvolnime. V tomto prikladu neuvazujte zadné treni.
Zvolte vhodné souradnice a sestavte Lagrangeovu funkci pro tuto soustavu.

2. Méjme zeleznou tyc¢ ohnutou do tvaru paraboly tak, ze pokud v kartézské soustavé piisobi
tihové zrychleni v zdporném sméru osy y, pak ty¢ m4 stejny tvar jako funkce y = z?.
Po tyci se miize volné pohybovat hmotny bod o hmotnosti M, ke kterému je pevnou
nehmotnou tyckou o délce | pripevnéno zavazi o hmotnosti m. Takto jsme vytvorili kyvadlo
se zavesem klouzajicim podél ohnuté tyce. Konstrukce dovoluje pohyb celé soustavy pouze
v roviné paraboly. Urcete vhodné zobecnéné souradnice a najdéte Lagrangeovu funkci této
soustavy.

3. Méjme primku naklonénou pod tihlem « vzhledem k vodorovné roviné, po které se po-
hybuje bez treni hmotny bod o hmotnosti m. Najdéte vhodné zobecnéné souradnice této
soustavy a sestavte Lagrangeovu funkci. Poté sestavte i Lagrangeovy rovnice, dvakrat
je zintegrujte, a tak najdéte reseni. Zkontrolujte si, zda vase reseni vychazi stejné, jako
resent, které byste ziskali stredoskolskou metodou vypoctu. Pri integraci nezapomerite na
integracni konstanty a vysvétlete jejich vyznam. Jaké budou jejich hodnoty, pokud se bod
spusti z klidu z vysky h?

1. Nazaciatok je dolezité urcit, kolko stupnov volnosti ma dand tloha, teda kolko zovseobec-

nenych siradnic budeme potrebovat na jej popis. VSimneme si, ze gulicka, pohybujica sa
po doske, mé dva stupne volnosti. Mo6ze rotovat okolo dierky, cez ktoru je prevlecend nif,
zaroven sa moze pohybovat v smere priamo dalej alebo blizsie od dierky, nakolko Spagat
sa cez dierku tiez pohybuje bez trenia.
Potom je tu zavazie, ktoré tiez mdézme reprezentovat ako hmotny bod. Ten m4 ale len jeden
stupen volnosti. M6ze sa hybat hore a dole, inak povedané, ak zvolime osy x, y leziace
v rovine, tak sa zdvaZzie méze hybat iba pozdiz osi z (merané smerom nahor). Dalej ale
mame v tejto tlohe este jednu vézbu, tou je povrazok, ktory spdja hmotné body, a jeho
dizka je nemennd. Sturadnica r, ktord udéva vzdialenost gulicky od dierky, a stiradnica z,
ktora udava vysku zdvazia, budu zviazané pomocou vztahu

l=r—=z.

Na konstruovanie Lagrangeovej funkcie nam teda ostévaji uz len dve nezavislé siuradnice,
a to z a suradnica vyjadrujtca uhol, ktory zviera Spagat medzi dierkou a gulickou s osou =
(volba osi z je Iubovolnd vdaka symetrii problému).

Teraz nasleduje druhy krok konstrukcie Lagrangeovych rovnic, vyjadrenie kartézskych
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suradnic pomocou zovsSeobecnenych sflra.dnicm

Tm = (L + 2)cos g,
ym = (I + 2)singp,

ZM = Z.

Casovym derivovanim jednotlivych stradnic ndjdeme vztahy pre jednotlivé zlozky rych-
losti v zovSeobecnenych stradniciach. Nasledne ur¢ime vztah pre kinetickd energiu T

1 9 2 .2 1. .5
T:§m(z +({+2)¢ )JriMz .
Nasledne uréime potencidl. V tomto pripade sa jednd o potencidlnu energiu zdvazia (gu-
licka m& pocas celého pohybu rovnakd potencidlnu energiu, nemusime ju preto uvazovat)
V =Mgz.

Lagrangeova funkcia pre tento problém bude potom vyzerat
1 1
L=gm (#+1+2)7°¢") + 5Mz'2 — Mgz.

2. Znova si najprv urcime zovseobecnené sturadnice. Kedze tlohu riesime ako rovinny pro-
blém a vieme, Ze trajektéria bodu M je zadana ako explicitng funkcia (konkrétne y = az?,
kde a je nejakd konstanta, aby ndm sedeli jednotky), budi jeho obe stradnice vyjadre-
né pomocou jedinej siradnice . Co sa tyka zovSeobecnenych siradnic pre druhy bod
spravajuci sa ako kyvadlo, mézeme pouzit stradnice, ktoré sme si ukézali v seridli. Mu-
sime vSak ale pamaétat, Ze jeho kartézske stradnice budu nielen siradnice kyvajiceho sa
kyvadla, ale je nutné k nim pripocitat aj stiradnice zavesu kyvadla o hmotnosti M.
Vztah medzi kartézskymi a zovSeobecnenymi siradnicami je teda

M — X,
2
Ym = ax
Tm =x +Isinep,
2
Ym = ax” —lcosp.
Casovym derivovanim a dosadenim do vztahu pre kinetickd energiu dostaneme
T= % (M +m) i? (1 + 4a2a:2) + %m (21 (cos ¢ + 2az sin ) TP + l2¢72) .
Potencidl bude potom siicet potencidlnych energii oboch telies, teda
V= Mgaa:2 + mg (aw2 - lcosgp) .
Lagrangeova funkce bude jednoducho
1 1
L= 5 (M +m) i* (1 + 4a2m2) + 5m (2l (cos ¢ + 2az sin @) TP + l2gb2)

— Mgaa:2 —mg (am2 — [ cos go) .

!Tento ako aj nasledujiice kroky nebudem zvlast komentovat, nakolko sa jednd o mechanické pocitanie.
Budem len uvadzat, ¢o robime a ako vyzerd vysledok. Pre¢o to robime (keby niekto nevedel), je uvedené
v seriali.
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3. 7Z hladiska toho, ako zvolit zovSeobecnené siradnice, je tento problém trividlny. Hmotny
bod totizto kopiruje svojou trajektériou linedrnu funkciu zo sklonom «. Prevod medzi
kartézskymi a zovsebecnenymi stradnicami bude preto

Tm =T,
Ym =z tgar.
Co nédm déva analogickym spésobom ako v prvych dvoch tdlohach vztah pre kinetickd
energiu
1 .9 2
T= imx (1+tg a) .
A takisto aj pre potencidlnu energiu

V =mgxrtga.

Lagrangeova funkcia bude potom samozrejme
1
L= Emva (1 —|—tg2 a) —mgrtgo.

Napriek tomu, ze sme to v seridli explicitne nepreriesili na priklade, bolo v nom odvodené,
ako maji Lagrangeove rovnice vyzerat, co ndm dava navod, ako ich zostavit, ked mame
Lagrangeovu funkciu. V nasom pripade najprv parcidlne derivujeme L podla & a vysledok
nésledne podla ¢asu. Od toho este odéitame derivaciu L podla x a celé to polozime rovné
nule. Lagrangeova rovnica (bude samozrejme len jedna) m4 teda tvar

mi (1+tg°a) + mgtga=0.

Rovnicu upravime
__gtgx
1+tg?a

Tento vztah staci dvakrat preintegrovat, ¢im dostanem

= —gsinacosa.

1
z= _Egtgsinacosa-l-clt—l—cm

kde C; mé vyznam pociato¢nej rychlosti a Co ma vyznam pociatocnej polohy. Ak po-
ciato¢na rychlost bola nulovd a pociatocnd vyska nad zemou h, pricom sme pociatok
suradnicovej sustavy polozili do bodu, kde sa pretina naklonend rovina s podlozkou, po-
tom v kartézskych siradniciach pre ¢ = 0 z rovnice pre y mame

h=ztga,
h
T=—".
tga
Kompletné riesenie tejto tlohy je
1 2 . h
r=——gt"sinacosa+ —.

2 tg o
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Teraz to v rychlosti skontrolujeme so stredoskolskym riesenim. Rozlozime tiazovu silu
v smere rovnobeznom a kolmom so sikmou rovinou. Vidime, ze na teleso pdsobi len sinu-
sova zlozka gravitacného zrychlenia

a=g¢gsina,

z ¢oho je draha prejdena z pokoja za c¢as t pri tomto konstantnom zrychleni
1 t2 .
a=-gt'sina.
29

Aby sme to ale mohli porovnat s nasim vysledkom vypocitanym cez Lagrangeove rov-
nice, musime to trochu upravif. Nasou zvolenou zovseobecnenou sturadnicou bola z-ova
stradnica telesa. Chceme teda vediet posun telesa v z-ovom smere. Ten ziskame tak, ze
ziskani drédhu prendsobime kosinusom uhlu «. Teleso sa zdroven pohybuje v opacnom
smere ako je smer osy x, preto bude tento ¢len zaporny. Nazaver musime este pripocitat
z-ovu stradnicu vychodzieho bodu. Vychodzi bod je charakterizovany vyskou (y-novou
siradnicou) h. Musi preto platit
h=xotga.

7 toho jednoducho vyjadrime pociatocnu siradnicu zo a dosadime do stredoskolsky zis-
kaného tvaru rovnice, ¢im dostaneme rovnaky vyraz, ako pri vypocte skrz Lagrangeove
rovnice.
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