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Uloha LS ... rozjezd 10 bodi; primér 5,72; fesilo 47 student

Predtim, nez se zacneme vénovat uméni analytické mechaniky, je vhodné si zopakovat klasickou
mechaniku na nasledujici sérii prikladi.

a)

b)

Na vrcholu kristalové koule drepi homogenni kulicka s velmi malym polomérem. Kulicce
udélime libovolné malou rychlost a ta tak zacne padat po povrchu koule. Kde se kulicka
odpoji od kristalové koule? Uvazujte, ze kulicka neprokluzuje.

Misto koule z predchozi iilohy méme kiistalovy paraboloid, dany rovnici y = ¢ — az®. Opét
nds zajima, kde se kulicka od paraboloidu odpoji.

Cyklista odbocuje rychlosti v na cestu kolmou k té, po které pravé jede. Zatacku projede
po casti kruznice s polomérem r. Jak moc se musi cyklista do zatacky naklonit? Moment
setrvacnosti kol bicyklu muzZete zanedbat, cyklistu nahradte hmotnym bodem.

Bonus Moment setrvacnosti kol nemiizete zanedbat.

Kulicka o hmotnosti m se nejdrive kutali po povrchu kristalové koule, potom se odpoji a
zacne padat volnym padem. Necht ¢ je thel, o ktery se kulicka po kouli odvalila. Zaméime
se na normalové sily, které pusobi na kulicku hmotnosti m v prvni ¢dsti pohybu. Jednak je
to normalova slozka tihové sily, kterou spocitame jako

Fy, =mgcosgp,

jednak je to reakéni sila od velké koule. Dokud se kulicka neodlepi, plati, ze vyslednice téchto
sil je rovna dostredivé sile
mu?

R 9
kde v je rychlost kulicky a R je polomér kristalové koule. Zde jsme zanedbali polomér kulicky
r, v pripadé presnéjsiho vypoc¢tu by ve jmenovateli byl samoziejmé vyraz R + r. Rychlost
kulicky v hloubce h pod piivodni polohou spocitame ze zdkona zachovani energie

Fa=

1 1 02
§mv2—|— §JT—2 = mgh,

kde J je moment setrvacnosti kulicky vici ose prochézejici tézistém. Opét jsme vyuzili faktu,
Ze r € R, a proto pro thlovou rychlost kulicky plati w = v/r. Jelikoz je kulicka homogenn,
muZzeme pouzit vzorec

J = ngQ.

Pro rychlost kulicky tak dostavame

U_\/lOgh_\/lOgR(lcosnp)
B T 7 ’

kde jsme si h vyjadrili z geometrie situace jako h = R (1 — cos ) (v pocdteéni poloze plati
» =0).
Malé kulicka se odpoji ve chvili, kdy bude reakéni sila od velké koule nulova, neboli kdyz
bude platit Fy, = F4. Po dosazeni ze vztaht vyse dostaneme rovnici

10

T
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Kulicka se tedy od kristalové koule odpoji v hloubce

7
h=R(1—cosyp)= 17R

pod puvodni polohou. Vidime, ze vysledek nezavisi na poloméru kulicky r.

Budeme postupovat obdobné jako v predchozi tloze. Kulicka se ale nepohybuje po kruznici,
takZze nemuzeme dosttedivou silu vyjadrit tak snadno. Muzeme si ale v kazdém bodé parabo-
lu lokalné nahradit kruznici. Vezmeme obecnou rovnici kruznice (z — x0)* 4 (y — y0)* = R?
a zkusime ji napasovat na zadanou rovnici paraboly y = ¢ — ax®. Pfitom vSak budeme
chtit, aby se v daném bodé shodovaly nejen hodnoty obou funkci, ale i jejich prvni a druhé
derivace. Pro kruznici mame (v prvni rovnici jsme vhodné zvolili znaménko odmocniny)

y=1yo+1/ R~ (z —x0)°,

@:—(R2—(az—xo)2)7% (x_xo):_ac—mo

dx y—yo '
Py W-w)—(@-z0)§  (z—w0)+(y— )’
da? (y — o)’ (y — wo)°

Pro parabolu méame o néco snazsi praci a dostavame

_ 2
y=c—azx",

% = —2ax,
d?y
22 = —2a.

Mame tak soustavu tfi rovnic pro tii neznadmé R, xo, yo, ze kterych vyjadiime

/2

3
C (14+46%2®)77 (1 4+4da(c—y)*? (1 +4ah)®/?

2a 2a 2a ’

kde jsme zavedli hloubku pod puvodni polohou h = ¢ — y. Pro dostfedivou silu plati

kde rychlost opét spocitame ze zédkona zachovani energie jako

10gh

T

Déle musime spocitat normalovou slozku tihové sily. Plati pro ni
Fy, = Fgcosp,
kde —tg ¢ je smérnice tecny k parabole. Odtud dostaneme

tg o = 2ax .
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Po péar jednoduchych upravach dospé&jeme k rovnici

_1 1
cosp=(L+tg’p) 7 = (1+4a") % = (L+4dalc—y)) 2 = (1 +4ah) 2 .

Danou silu tedy miizeme vyjadiit jako

1
2

F,,, = mg(1+ 4ah)
Z rovnosti Fq = Fy,,, po dosazeni ze vztaht vyse, plyne
8ah+7=0,

coz nema pro a,h > 0 feSeni.

To znamen4, ze se kulicka od paraboloidu nikdy neodlepi. K tomuto vysledku jsme mohli
dojit i jednodussi tvahou: Pro vodorovny vrh urcitou rychlosti se kulicka bude pohybovat
pravé po dané parabole. V nasem pripadé je ale pocatecni energie nulovid a navic se Cést
energie ,ztraci“ do valivého pohybu. Proto kulicka nikdy béhem valeni nebude mit dostatec-
nou energii na to, aby se od paraboloidu odlepila. Zadana tloha tedy uz od zacatku neméla
zédny fyzikalni smysl.

Popisme situaci z pohledu cyklisty. Plsobi na néj tii sily — tihova, odstfedivd a reakce
podlozky. Jejich velikosti jsou

Fg:mg7

2
muv
F, = .

Tihova sila pusobi svisle, odstfediva vodorovné. Cyklista se musi naklonit tak, aby jeho
spojnice s mistem, ve kterém se kolo dotyka zemé, byla rovnobézna s vyslednici prvnich
dvou sil. Potom bude moment sil, co které na néj pusobi, nulovy. Pro odklon cyklisty od
svislého sméru tak plati

tgw:&,
Fy
02
Ap—arctgg—r.

Bonus

vvvvvv

vacnosti, takze pfi pohybu vykazuji moment hybnosti L. Jeho smér je samoziejmé kolmy
na rovinu otaceni kol, takze je od zemé naklonén o thel ¢. Vektor momentu hybnosti musi
rotovat spoleéné s otacejicim se kolem. Svisla slozka je stale stejné velkd, zajima nés tedy
vodorovnd slozka, pro kterou plati

L, = Lcosy.
Za Cas dt se cyklista pootoc¢i o tthel da = wdt, kde pro thlovou rychlost plati

v
w = —.
T
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Tomu odpovida pricteni vektoru zmény momentu hybnosti o velikosti
|dL| = Lyda = Lywdt.

Z toho uz muzeme spocitat velikost momentu sily, kterym na bicykl musime pusobit, jako
dL Lv
M :‘7‘:[, W= —Cosy.
M| dt ’ r v

Necht se hmotny bod, kterym jsme nahradili cyklistu, nachézi ve vysce h nad zemi (kdyz
cyklista jede rovné a tudiz neni naklonény). Potom tihova a odstfedivd sila vytvAfi moment
(vzhledem k bodu dotyku kola a podlozky ve sméru jizdy)

mu?
M = Mg+ M, = Fshsinp — Fohcos ¢ = mghsin g —

cos .

Proti témto silam samoziejmé plisobi reakce podlozky, kterd ma stejnou velikost a opacny
smér. Tato sila vsak pusobi v bodé dotyku kola a silnice, vii¢i kterému moment pocitame.
Moment sily, kterym na kolo ptisobi, tak bude nulovy. Vyslednice vSech sil, piisobicih na
kolo, je tak stejné jako v predchozim pripadé nulovd, ale vysledny moment nulovy neni.

Mame tak rovnici )

Lv .
TCosgp:mghsmtp— cos p,

ze které si uz snadno vyjadiime hledany tihel ndklonu cyklisty v zatacce

<v2 Lv )
@ =arctg | — + .
gr  mghr

Vidime, ze dosazenim L = 0 dostaneme stejny vysledek jako v zdkladni ¢asti tlohy.
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Obr. 1: Nakres situace z pohledu cyklisty.
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