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Uvodem

Milé fesitelky, mili Fesitelé,
s touto sérii prichazi posledni sance vylepsit své dosavadni skére a zajistit si tak misto na jarnim
soustredéni. Jiz ted vim miiZzeme slibit, Ze bude stat opravdu za to!

Ve tieti sérii pronikneme do tajt biofyziky, kde se pokusime zjistit, jakym zpisobem lze
nabijet powerbanku pouze ze zdroju lidského téla. Opomenuta nezistane ani klasicka ¢ast
fyziky, tésit se muzete napiiklad na Mikuldsovy zlevnéné banany ¢i Jachymovo efektivni kafe.
V seridlu se budeme zabyvat Langrangeovymi rovnicemi 2. druhu, které popisuji pokrocilejsi
formulaci mechaniky.

Ve stiedu 28. listopadu 2018 probéhlo Fyziklani online, coz byl idedlni trénink na FYKOSI
Fyziklani, které se bude konat 15. Gnora 2019, opét v Praze. Jiz se muzete prihldsit a poté si
pométit sily se svymi vrstevniky z celé Ceské a Slovenské republiky i zahrani¢i! Tésfme se na
vas na soutézi.

Organizatori opét trochu nestihaji. Snad nam chybéjici statistiky odpustite, stejné jako
chybéjici predpovéd pocasi pred dvéma tydny. Ackoliv médme znac¢né zjednodusené podminky,
slibujeme, zZe feSeni sepiSeme poctive.

Na zavér bychom vam chtéli poprat stastné a veselé Vanoce, plné pohody, radosti, lasky a
dobrého cukrovi. Budeme se na Vés opét tésit v novém kalendainim roce!

Organizdtori
Zadani lll. série
Termin uploadu: 18. 12. 2018 23.59
Termin odeslani: 17. 12. 2018
Uloha IIL.1 ... zlevnéné banany 3 body

Mikulés v obchodé vlozil nékolik bananta do igelitového sidcku. Pred jejich zvazenim ho napadlo,
ze kdyby pytlik naplnil misto vzduchu heliem, budou banany stat o néco méné. Helium Mikulas
koupil ve slevé za jednu korunu na litr pfi standardnim tlaku. Jaka musi byt cena banant, aby
se mu tento ,podvod* vyplatil?

Bonus Naleznéte plyn, u kterého se vyplati plnit jim sidcek pri cené bandnid 30 korun na
kilogram. Nezapomente citovat zdroje ceny daného plynu.

Uloha IIL.2 ... efektivni kafe 3 body

Jsou dvé hodiny v noci a Jachym si jde uvarit kafe. Na plotynku, kterou tvori litinovy valec
o poloméru r a vysce h, polozi konvici s tepelnou kapacitou Cyx. Konvice obsahuje vodu o obje-
mu V| kterd ma pocatecni teplotu 7\. Zbytek soustavy mé pocatecni teplotu Ts. Jaka je celkova
uc¢innost (tj. pomér energie pfijaté vodou ku dodané energii) ohfevu vody z jeji pocateéni tep-
loty na teplotu T" = 100 °C? Nezndmé hodnoty si dohledejte v tabulkéch, nebo je odhadnéte.
Predpokladejte, ze déj probéhne tak rychle, ze vSechny tepelné ztraty muzeme zanedbat. Pro
tplnost zadani necht Ty, T, < T.



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXII ¢islo 3/7

Uloha IIL.3 ... teplicko v Dysonové sféie 6 bodu

Jaky polomér by musela mit Dysonova sféra, aby obklopila hvézdu se zafivym vykonem Slunce
tak, Ze na vnéjsim povrchu této sféry by byla teplota ¢ = 25 °C? Neuvazujte pfitomnost atmo-
sféry v Dysonové sfére. Dysonova sféra by méla byt relativné tenkd dutd struktura kulového
tvaru obklopujici danou hvézdu.

Uloha II1.4 ... destrukce smycky 8 bodu

Predstavme si médénou smycku o poloméru r, kterd je uréena rovinou, na niz je kolmé magne-
tické pole s magnetickou indukci B. Maximalni povolené tahové napéti ve smycce je o,. Nyni
zaneme ménit magneticky tok ve smyéce z ptivodni hodnoty ®¢ podle vzahu ®(t) = &g + at,
kde a je kladna konstanta. Urcete, za jak dlouho dosdhneme ve smycce maximalniho tahového
napéti.

Napovéda Napétovou silu ve smycéce muzeme spoéitat jako T' = |BIr|.

Uloha IIL.5 ... bodova 8 bodii

Uvazujme hmotny bod umistény v jednodimenziondlnim prostoru. Jeho poéateéni pozice i rych-
lost je nulovd. Bod se dokdze pohybovat s libovolnym zrychlenim z intervalu [—a, a]. Nazvéme
M (t) mnozinu vSech moznych stavii (z,v) takovych, ze bod se v ¢ase ¢ miZze nachdzet na pozi-
ci z s rychlost{ v. Sestrojme graf zdvislosti v na = v éase t. Mnozina M (t) v tomto grafu vytvori
plochu S(¢). Analyticky popiste k¥ivky ohranicujici S(t).

Bonus Najdéte funkéni zévislost obsahu S(t).

Uloha IIL.P ... osobni powerbanka 10 bodu

Posledni procenta baterky v mobilu dochézi, powerbanku méate vybitou nebo jste si ji pro jistotu
nechali doma a 230 také neni nikde v dohledu. Nebylo by skvélé mit neustale pri sobé vlastni
zdroj elektrické energie?
e Navrhnéte nékolik ruznych zafizeni, kterd by dokédzala vyrdbét elektrickou energii pouze
ze zdroju vaseho téla.
o Diskutujte jejich maximélni vykon a Gc¢innost. Co vSechno byste s jejich pomoci dokazali
zasobovat elektrinou?
o Diskutujte jejich dopad na vase zdravi a fyzickou kondici. Které orgdny by vam v disledku
jejich pretézovani selhaly nejdiive?
Jako jedno z moznych zafizeni uvazujte soustavu drobnych turbin umisténych v krevnim
fecisti. VSechny argumenty podpofte co nejpresnéjsimi vypocty.

Uloha IILE ... indexovany kondenzétor 12 bodu

Postou vam prisel elektrolyticky kondenzator a rezistor. Zmérte kapacitu kondenzatoru a odpor
rezistoru, nemérte je vSsak prfimo. Soucin kapacity kondenzatoru a odporu rezistoru je pribliz-
né RC ~ 20s.

Varovdni Elektrolyticky kondenzator méa kladnou a zapornou elektrodu, pri zapojeni opacné
ho muzete znic¢it. Maximélni dovolené napéti je 10 V.
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Uloha IILS ... zobecnéna 10 bodi

1. Méjme vodorovnou desku, ve které je mala dirka. Pres tuto dirku je provlec¢eny provéizek
o délce I, na jehoz spodnim konci je zavéseno zavazi o hmotnosti M. Toto zavazi lze
povazovat za hmotny bod. Na druhém konci provazku na rovné desce je druhy hmotny
bod (kulicka) o hmotnosti m. Provdzek mezi nimi je napnuty diky zdvaz{ o hmotnosti
M. Celou soustavu drzime v klidu tak, ze ¢ast provazku pod deskou je ve svislém sméru.
Poté druhému hmotnému bodu, kulicce, udélime rychlost v ve vodorovném sméru kolmém
na provazek ve chvili, kdy soustavu uvolnime. V tomto prikladu neuvazujte zadné treni.
Zvolte vhodné souradnice a sestavte Lagrangeovu funkci pro tuto soustavu.

2. Mgjme zeleznou ty¢ ohnutou do tvaru paraboly tak, ze pokud v kartézské soustavé ptsobi
tihové zrychleni v zdporném sméru osy y, pak ty¢ mé stejny tvar jako funkce y = z2.
Po tyci se muze volné pohybovat hmotny bod o hmotnosti M, ke kterému je pevnou
nehmotnou tyckou o délce [ pfipevnéno zavazi o hmotnosti m. Takto jsme vytvorili kyvadlo
se zaveésem klouzajicim podél ohnuté tyce. Konstrukce dovoluje pohyb celé soustavy pouze
v roviné paraboly. Urcete vhodné zobecnéné souradnice a najdéte Lagrangeovu funkci této

soustavy.

3. Méjme pfimku naklonénou pod dhlem « vzhledem k vodorovné roving, po které se po-
hybuje bez tfeni hmotny bod o hmotnosti m. Najdéte vhodné zobecnéné souradnice této
soustavy a sestavte Lagrangeovu funkci. Poté sestavte i Lagrangeovy rovnice, dvakrat
je zintegrujte, a tak najdéte reseni. Zkontrolujte si, zda vase Teseni vychézi stejné, jako
feSeni, které byste ziskali stredoskolskou metodou vypoctu. Pti integraci nezapomente na
integracni konstanty a vysvétlete jejich vyznam. Jaké budou jejich hodnoty, pokud se bod
spusti z klidu z vysky h?



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXII ¢islo 3/7

Reseni ll. série

Uloha II.1 ... moonmen 3 body; primér 2,63; Fesilo 68 studentu

Vase vaha by byla pri Mésici v zenitu mensi nez pri Mésici v nadiru. O kolik?
Matéj zrejmé doufd, Ze v tu chvili néco snadnéji postavi.

Nejprve si ujasnime, ze naSe hmotnost nezdvisi viibec na poloze mésice ani na tom, na jaké
planeté se nachdzime. Vaha je vSak veli¢ina, kterou ukazuji vahy, kdyz se na né postavime.
Vahy méri pouze silu, tu pak prepocitavaji na hmotnost, pricemz pouzivaji standardni hodnotu
tthového zrychleni g = 9,81 m-s~2.

Proto néas bude zajimat pouze rozdil sil v ptipadé, kdyz je Mésic v zenitu a kdyz je v nadiru.
Nagi hmotnost ozna¢me m. Hmotnost Mésice budeme znaéit M = 7,35-10%? kg, jeho vzdélenost
od stfedu Zemé R = 384000 km a polomér Zemé r = 6 378 km. Pti vypoctu sily, kterou na nés
pusobi Mésic, vyjdeme z Newtonova gravitacniho zédkona

F=g ™M _
(R—r)

)

kde G je Newtonova gravitacni konstanta. Protoze vzdalenost Mésice od Zemé je o dva rady
vétsi nez polomér Zemé, muzeme r zanedbat a pocitat pouze se vzdalenosti R. Kdyz se Mésic
nachdz{ v nadiru (podnozniku), ptisobi na nés silou F' smérem od Zemé. Kdyz se nachazi v zenitu
(nadhlavniku), pfitahuje nds silou F' k Zemi. Celkovy rozdil je tedy 2F. Tomu odpovidd zména
vahy

_2F  2GmM

g gR*

Z pouzitych veli¢in nezndme nasi hmotnost m, proto odhadneme primérnou hmotnost fykosdka
na m = 70kg. Po dosazeni mame Am = 0,47 g. Budete-li se vazit pfesné pod Mésicem, budete
vazit pfiblizné o polovinu gramu méné nez v druhém ptipadé.

Am

Skryty bonus

Gravitacni sila vsak neni jednou silou, kterd na néds pusobi. Jesté je tu odstiediva sila, kterd
vznika tak, ze se otacime kolem tezisté soustavy Zemé—Meésic.
Uhlové rychlost otédeni této soustavy bud w, hmotnost Zemé necht je Mz = 5,97 - 10** kg.

Yoy

M

Mz—‘rMR

od stfedu Zemé smérem k Mésici, coz je pod zemskym povrchem. Velikost odstiedivé sily
v okamziku, kdy mame Mésic presné pod nohama, je

2 M )
F1 =mw (T+M2+MR .
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Kdyz je Mésic v opacné pozici, pro odstredivou silu plati
M
P> = muw? ( - 73) .
S R Vg v

Abychom doséhli pozadované presnosti, nemtzeme pii vypoctu sily F' zanedbat zemsky polo-
mér. Pocitejme tedy se silou F, pro mésic v podnozniku a F}, pro mésic v nadhlavniku. Vysledny
rozdil sil bude

GmM GmM  2mw’MR
AF = (Fa—F) — (-F, — F») = + - -
( D ) = G T e T My M

1 1 2
it (G G )

kde jsme za w dosadili z tiettho Keplerova zakona

2 G(M2+M)
W = .

R3

Déle muzeme vzorec pro zménu sily upravit na

2 2 2 2
AF = Gt (TR (B4 B = (-0
(R+7)"R? (R—7)"R?
r —2R—r 2R—1r
AF = GmM n :
" R2<<R+r>2 <R—r>2)

AF = GmM = ((—ZR—T) (R—7)*+ (2R —7) (R+r)2> 7
e (R + 7’)2 (R — 7')2

612

. . GM (2 T , o .
Pro rozdil vah po dosazeni a; = “% (zde zanedbéavame odstfedivou silu zplisobenou rotaci

Zemé, ale chyba zpusobend timto zanedbdnim je vici vysledné hodnoté velmi malé, protoze sa
jedna o multiplikativn{ konstantu a ne o rozdil blizkych ¢isel jako vyse) dostdvame

6Mrt
Mz R4

Am ~m =0,39mg,

coz je vyrazné méné nez v predchozim pripadé. Stoji za pozornost, ze takové sily zpusobuji
mimo jiné i priliv a odliv.

Matéj Mezera Jozef Liptdk
m.mezera@fykos.cz@fykos.cz liptak. j@fykos.cz@fykos.cz
Uloha II.2 ... finskd sauna 3 body; primér 2,82; fesilo 55 studenti

Predstavte si, ze by Dano mél finskou saunu o rozmérech 2,5m krat 3m krat 4m s relativni
vlhkosti uvnitr 20% pfi teploté 90 °C. Kolik vody by musel vypafit, aby uvnitr sauny byla
relativni vlhkost 35 %7 Vodu vypafuje uvniti na kamnech tak, Ze se teplota mistnosti nezméni.

Karel premyslel nad tim, jestli se Danovi rozpusti plavky.
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Pomérné dobry vysledek ziskdme, pokud vypocitdme mnozstvi vodni pary v sauné na zacatku
a na konci. Nejdiive si ujasnime, co nam udava veli¢ina absolutni vlhkost vzduchu ®. Ta nam
zaddva hmotnost m vodni pary ve vzduchu o objemu V neboli hustotu vodni pary obsazené ve
vzduchu. Matematicky ji mizeme vyjadrit jako ® = m/V. Relativni vlhkosti vzduchu ¢ pak
rozumime pomeér absolutni vlhkosti vzduchu ® pri dané teploté a absolutni vlhkosti vzduchu ®,,,,
pri které je za této teploty vodni para ve vzduchu sytou parou.

Nyni uz je vypocet jednoduchy. Hmotnost vody, kterou musi Dano nechat vyparit, je rovna

Am:(<1>2—<1>1)V,

kde V je objem sauny, ®; a ®2 jsou absolutni vlhkosti vzduchu na zacatku a na konci. Déale
potfebujeme vyuzit nasi znalosti relativni vlhkosti o1 = 20% a @2 = 35% na zacitku a na
konci. Pro hmotnost vody Am dostaneme

Am = (p2 = 1) PmV,

kde ®,, = 0,42kg-m_? je hustota syté vodni pary pii teploté 90°C, jejiz éiselnou hodnotu
najdeme v tabulkdch® Dano by ale radsi znal potfebny objem vody AV, a proto mu ho jesté

dopocteme,
AV = A7m — (902—801)‘me’
p p
kde p = 1000kg:m ™2 je hustota studené vody (asi 10 °C), kterou do sauny napustil z vnéjsku.
Po ¢iselném dosazeni dostavame, ze Dano musi nechat vypaftit 1,91 vody. Nezapominejme, ze
se nejedna o presny vysledek, protoze jsme neuvazovali napriklad tnik vzduchu s vodni parou
ze sauny v prubéhu vyparovani.

Vdclav Mikeska
v.mikeska@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IL.3 ... fyzikalni trofej 6 bodii; (chybi statistiky)

Danka vyhrala zavod v derivovani a za odménu dostala sosku vyrobenou z priithledného mate-
ridlu ve tvaru hranolu se ¢tvercovou podstavou o hrané a = 5 cm a vysce h < a. At se diva,
jak se diva, celni sténou nikdy nevidi pres boc¢ni stény skrze trofej, vzdy vidi pouze odrazené
paprsky. Jaky miize mit material trofeje index lomu? Hranol je umistén ve vzduchu.

Michala K. okouzlila soska.

Nejdrive se zamysleme nad tim, co se ndm zadani snazi fict. Na bo¢nich sténdch vidime jenom
odraz, tudiz jsme schopni vidét jen paprsky prichazejici z protilehlé stény (at uz pfimo nebo
odrazem).

To nutné implikuje, Zze paprsek se musi na boc¢ni sténé absolutné odrazit. Oznacime-li hel
dopadu na prvni rozhrani (ve sméru od pozorovatele) jako a a hel lomu jako 3, pak na prvnim
rozhrani piSeme Snellav zdkon

nosina =nsin g,

kde ng je index lomu vzduchu a n index lomu hranolu. Z toho pro absolutni odraz na bo¢ni
sténé dostaneme

nsin(g—ﬁ)zncosBZI. (1)

Lhttps://www.tzb-info.cz/tabulky-a-vypocty/9-vlastnosti-syte-vodni-pary-pri-danem-tlaku
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Obr. 1: Pohled shora na hranol.

Nyni naleznéme nejvétsi mozny thel 5. V rovnici vyse nastava rovnost pravé pro nejvétsi ihel
B, ozna¢me ho By. Tomuto thlu odpovida i nejvétsi thel ap a to v pripadé pripadé, kdyz jsou
paprsky téméf rovnobézné s povrchem hranolu, takze ag = n/2. Na prvnim, resp. na druhém
rozhrani plati

. . T
nsm,@o:nosmg =1,

LT
n cos Bo znosm§ =1,

kde jsme pri upravach polozili index lomu vzduchu roven 1. Sinus a kosinus thlu 8 se rovnaji
a tedy

Bo =

V poslednim kroku dosadime do (ﬂ) maximalni Bo, z ¢ehoz pro index lomu hranolu dostaneme

n > 2.

1A

Vit Beran
vit.beran@fykos.cz@fykos.cz

Uloha II.4 ... lunar lander 7 bodiy; (chybi statistiky)

Jak m4 fidici elektronika pristdvaciho modulu Apolla ddvkovat tah T' motoru (a tedy regulovat
spotrebu paliva) smérujici smérem dolii, aby se lod sndsela na povrch Mésice rovnomérnym pri-
mocarym pohybem? Efektivni rychlost spalin motoru je u. Lod jiz zbrzdila sviij pohyb po orbité
a sestupuje primo doli v homogennim gravitacnim poli se zrychlenim g. Pocatecni hmotnost
modulu je my.

Bonus Jak m4 elektronika ddavkovat tah pri pristani z vysky h a pocatecni rychlosti vo, aby
pristani bylo tzv. pddem z nulové vysky a minimalizovala se spotreba paliva? Maxim&lni tah
motoru je Tmax- Michal na webu®

2http://www.root.cz/clanky/historie-vyvoje-pocitacovych-her-2-cast-vek-simulaci/
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Pri rieseni tejto tlohy je délezité uvedomit si, Ze sa jedné o ststavu s premennou hmotnostou.
Pohybovi rovnicu systému urc¢ime z prvého Newtonovho zdkona

dp
F=—=.
dt
Nech je v nejakom ¢ase ¢ hybnost sustavy p(t) = m(t)v(t), pricom hybnost p aj rychlost v st
kladné smerom nahor. Kedze je rychlost modulu v konstantné, za ¢as At sa hybnost zmeni na

p(t+ At) = (m(t) + Am)v — Am (v —u) ,

kde Am (v —u) je prave hybnost paliva vyvrhnutého smerom nadol z motorov modulu. Pre
nekonecne mali zmenu ¢asu prejdeme od At k diferencidlu d¢, odkial

dp _ p(t+dt) —p(t) _dm

dt dt dt

Na pristdvaci modul posobi jeding sila, sila gravitacnd F = —F; = —m(t)g. Po dosadeni do
prvého Newtonovho zidkonu dostdvame

Riesime teda diferencialnu rovnicu

g dm
W't dt
ktorej riesenim je
m(t) = mo exp (—gt) ,
U
kde mo je hmotnost landeru v case ¢t = 0s. Spotrebu paliva médme jednoducho ako
—Cli—zl = m;)g exp (—%t)

a pre velkost tahu motora pozadujeme

T(t) = mog exp (—%t) ,

aby modul klesal rovnomerne priamociaro.

Bonus

V tomto pripade mame pohybovi rovnicu
mg = —1mu — ma,

kde kladny smer suradnice z smeruje nahor, z ¢oho po tprave mame

g+i’::7mu.
m
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Po integrécii podla ¢asu po ¢as dopadu tq méame

gta + [#]g! = —u[ln (m)]* (2)

gta =0 :1n<m0 ) ,
u med

kde sme pouzili v(ta) = 0. Vidime teda, Ze pre minimalnu spotrebu paliva musime pristét ¢o
najrychlejsie. Riesenim by bolo tesne pred dosadnutim prudko spomalif, to vSak nie je technicky
mozné. Najlepsie je teda volne padat a néisledne vo vhodnom c¢ase spustit motory na plny tah
tak, aby modul dosadol s nulovou rychlostou.

Ak v case to = 0s zacneme brzdit konstantnym tahom, pre hmotnost landeru mame

Tmax

m(t) = mo — t.

To po dosadeni do rovnice (E) pre medze s indexom 0 pre Cas zacCatia brzdenia a bez indexu
v Case t pocas brzdenia a tprave dava

Tmax
v(t) =vo — gt —uln (1 — —t) .
umo
Ak tento vztah znovu preintegrujeme a dosadime medzu pre zaciatok brzdenia, dostaneme

1 5 umo ( Tmax ) )
- — Zgt? — — In (1 — 2maxy) _
z(t) = ho + vot 2gt u ((t T ax) n o t)—t),

kde ho je vyska landeru nad povrchom v ¢ase zacCatia brzdenia. Par poznamok k vysledku. Pre
T = 0, teda bez tahu motorov, dostdvame vztahy pre volny pad (odportcame pouzit Taylorov
rozvoj na logaritmus). Vztah v argumente logaritmu je podiel aktudlnej hmotnosti lode a jej
hmotnosti v poc¢iato¢nom case, teda je kladny, pokym lodi neddjde palivo a pohybova rovnica
prestane platit.

Ako mé teda elektronika lode rozhodovat? V kazdom okamihu volného padu vieme zo vztahu
pre rychlost polozenim v = Om-s~' uréit as ¢ (napriklad numericky), v ktorom bude mat
lander nulovi rychlost. Tento ¢as dosadime do vztahu pre vysku nad povrchom z(t). Brzdit
je potrebné zacat v okamihu, ked sa takto urcend vyska rovna aktudlnej vyske landeru nad
povrchom. V praxi sa Casto prestane brzdit tesne nad povrchom a lander sa nechd dopadnit
volnym paddom z malej vysky, aby motory zbytocne nevirili prach na povrchu.

Jozef Liptdk
liptak. j@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IL.5 ... kladka a ptak 9 bodu; prumér 3,16; fesilo 37 studentt

Ke stropu je zavésend pevna kladka a je na ni navleceno lano tak, aby jeho levy i pravy konec
byly ve stejné hloubce. Na jednom konci visi ptdk Fykosdk a na druhém konci zavazi, které
ma stejnou hmotnost jako ptak. V pocatecnim stavu jsou ptak i zavazi nehybné. Popiste, co se
bude se soustavou dit, zacne-li ptdk Fykosdk 1ézt vzhiiru (po svém vlastnim lanu) s pouzitim
konstantni sily. Nejprve predpokladejte, Ze lano je nehmotné a kladka je idealni. Poté pocitejte
s délkovou hmotnosti lana A, jeho délkou |, momentem setrvacnosti kladky J a jejim polomérem
r. Predpokladejte, ze lano na kladce neprokluzuje.

Mirek prepsal wlohu od Lewise Carolla do FYKOStho tvaru.
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Ulohu budeme fesit pomoci rozboru sil. Ptdk Fykosak stahuje lano dolt silou F. Tato sila musi
byt ziejmé vétsi nez jeho tiha, jinak by se na lané neudrzel. Sila se pomoci lana prenese na
druhé téleso, na které tak budou pusobit dvé sily — tihova sila Fj; smérem dolu (ktera je podle
zaddni stejnd jako Fykosdkova) a sila F' smérem nahoru. Ozna¢me nyni hmotnost Fykoséka
a zévazi m, potom miuzeme urcit velikost zrychleni, s jakym se zdvazi zacne pohybovat smérem
nahoru

F-F, F

a = ———

m m

Na ptéka Fykosaka ptisobi také sila F' smérem nahoru a tihova sila F; smérem doli, takze i on
se bude pohybovat se zrychlenim a smérem nahoru.

Nenli to ale v rozporu se zékonem zachovani energie? Pokud by ptak Fykosak splhal napiiklad
po zebtiku, pii ptisobeni stejné sily F' by se zfejmé pohyboval se stejnym zrychlenim a. V tomto
pripadé se tak zavazi zveda ,zdarma“. Nebo snad ne?

Rozpor je samoziejmé pouze zdanlivy. Fykosdk plisobi silou na lano, tedy pfi vypoctu prace
musime silu integrovat podle délky lana. To se pohybuje dolu stejnou rychlosti, jakou se Fykosdk
pohybuje nahoru. Sila tedy pusobi na dvakrat delsi drdze nez v pripadé, ze by Fykosédk lezl po
Zebriku.

Ve druhé ¢asti tlohy uvazujeme hmotné lano a kladku s nenulovym momentem setrvacnosti.
Kladka déli lano na dvé c¢asti. Oznac¢me délku té s ptakem Fykosdkem jako x. Na tuto Cést
lana pusobi smérem dola sila F' + Axg, zatimco na druhou ¢ast lana pusobi smérem dola
sila (m+ (I —z))g. V tomto pfipadé jsme zanedbali rozméry kladky vici délce lana. Déle
necht je zrychleni zavaZi a’. Potom vyslednici téchto sil je vyraz

(m+)\l+%)a',
r

kde prvni ¢len predstavuje zrychleni zavazi, druhy zrychleni lana a treti zrychleni kladky. Mame
tak rovnici

(m—Q—)\l—i—TiQ)a/:F—l—/\xg—(m—l—)\(l—m))g,

odkud si muzeme vyjadrit

o — F+ 2 xg — Mg —mg
N m+ N+ Jr—2
Dostali jsme diferencidlni rovnici typu & = b + cz. ReSenfm homogenni rovnice je
TH = Cle\/zt + Cgeiﬁt .
Partikularnim resenim je zfejmé
Irp = ——,

tedy pro celkové feseni plati
C —_ C b
@ =xzn+ap = CreV + Che Vel — 2
c

Z pocéteénich podminek z(0) =1/2 a £(0) = 0 dostdvdme dosazenim do této rovnice soustavu

b
Gt C=2=3,

Cive—Cay/c=0,

~

10



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXII ¢islo 3/7

jejimz feSenim je

B 1 b I  F—-XNg—mg F-—mg
Gr=C=gtg=3" AXg VI

Tim jsme nasli funkci z(t). Jejim dosazenim do rovnic vySe snadno spocitdme napiiklad
zrychlen{ zavazi a’. Jak jiz uréité tusite, pohyb ptaka Fykosika nebude zdaleka tak slozity. Ve
skutecnosti bude zcela stejny jako v prvni ¢asti tlohy — sily, co na néj pusobi, se nezménily,
takze i jeho pohyb se nezméni. Pro jeho zrychleni tak plati

F

a=——g.
m

Poznamky k doslym resenim

Pro feSeni této ulohy je zcela zasadni spravné provést rozbor sil. Jestlize Fykosak leze nahoru
s pouzitim konstantni sily, znamen4 to, Ze na lano pusobi néjakou silou F. Nékteti z vas uvazo-
vali, Ze na lano piisobi silou F’ +mg, tedy ze sila F’ je jakési navyseni zdkladni mg, diky které
se ptak drzi na lané. To je ale jen otdzkou znaceni, proto jsme za to nestrhéavali body.

Pokud Fykosdk ptisobi silou F' (resp. F’ +mg) na lano, ze zédkona akce a reakce vyplyva, Ze
lano musi pusobit stejné velkou silou opac¢ného sméru na néj. Celkem na ptéka pusobi praveé dveé
sily — sila od lana F' a jeho vlastni tithova sila mg. Tyto sily maji rozdilny smér, tedy vyslednice
ve sméru nahoru m4 velikost F' —mg (resp. F’). Zrychleni je pak uZ jen podil sily a hmotnosti.

Déle neni viitbec nutné pocitat s nééim jako je napétova sila lana — stac¢i si uvédomit, Ze lano
»prenasi“ silu z jednoho konce na druhy. Kladka v tomto pripadé pouze obraci smér prenasené
sily. Tedy ptédk Fykosak piuisobi silou F' na lano smérem dolt a tato sila se prenese na zavazi,
na které lano pusobi silou F' smérem nahoru. Na zavazi tak pusobi stejné sily, jako na ptéka,
a sice F' a mg.

Dilezité je, ze tento pristup je obecné platny. Ve druhé casti se zménily vlastnosti lana
a kladky, ale stéle zustalo v platnosti, ze ptak Fykosdk leze nahoru s vyuzitim konstantni sily.
Potom i sily piisobici na néj budou stejné jak v prvni casti a tedy bude stejné i jeho zrychleni.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz@fykos.cz

Uloha ILE ... listopad 12 bodi; primér 9,85; fesilo 40 studentt

Zmeérte priimérnou vertikalni rychlost padajiciho listi. Pouzijte listy z nékolika riiznych stromu
a diskutujte, jaky vliv mé tvar listu na rychlost padu. Jak by mél vypadat idedlni list, pokud
bychom chtéli, aby padal co nejpomaleji?

Napadla Jachyma, kdyzZ se ptal kamardda, jestli neznd néjaky zajimavy experiment.

Tedria

Ak pad4 teleso v homogénnom gravita¢nom poli, ktoré sa nachadza pri povrchu Zeme, zvy-
Cajne uvazujeme volny pad. Aby boli splnené predpoklady volné padu, musi byt odporova sila
vzduchu, ktord pdsobi na padajice teleso, zanedbatelne mald oproti tiazovej sile. V pripade
padajiceho listu vSak toto neplati.

11
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List mé prilis velkd plochu v pomere k svojej hmotnosti. Pri analyze padu listu teda nemé-
zeme zanedbat odporovi silu. Pre turbulentné pridenie vzduchu okolo listu plati vzorec pre
odporovu silu

F, = %Cpsz ,

kde C' je Cinitel odporu, ktory zohladiuje tvar a kvalitu povrchu telesa, p je hustota vzduchu,
S je plocha prie¢neho prierezu telesa kolmé na smer pohybu a v je rychlost pohybu telesa.

Ak by mal list vhodny tvar, aby sa netocil pocas padu, v istom okamihu by sa tiazova sila
vyrovnala odporovej a list by padal rovnomerne priamociaro. Avsak kedZze listy maju rozne
zvlastne tvary, ktoré nie st ani zdaleka idedlne na nastolenie dynamickej rovnovahy sil, list sa
pocas padu otaca, meni svoju rychlost a pohybuje sa po velmi zlozitej trajektérii.

Rychlost padu tiez zavisi od toho, ako velmi je list suchy, ¢i je skriteny a ¢i moze bez po-
skodenia menif svoj tvar pri pade. Trajektoria padu, otacanie listu a teda aj priemerna rychlost
bude pre konkrétny list zavisiet na jeho pociatoénom natoceni, spésobe vypustenia, pripadnych
zéchvevoch vzduchu a dalsich faktoroch, ktoré nemozeme spolahlivo ovplyvnit. Budeme sa teda
spoliehat na to, Ze meranie pre kazdy list bude dostatoéne pocetné, aby sme ziskali rozumnu
Statistiku, z ktorej dostaneme priemernii rychlost s primeranou odchylkou.

Postup pri experimente

Natrhali sme si listy zo stromov, pripade nazbierali uz opadané, ale zachované. Vyberali sme
listy z 8 stromov a krikov, pricom sme sa snazili o diverzitu velkosti.

Potom sme listy odvazili na laboratérnych vahach, vysledky st v tabulke E Zdokumentovali
sme ich rozmery pomocou obrazku

C1" 2" 'cs" Imi

|

Obr. 2: Listy aj s meradlom dizky.

Jednotlivé listy si oznacené pismenami, pricom pismenom im priradzujeme druh podla
legendy v tabulke

Nésledne sme si pripravili bod na stene vo vyske h = 1,95m nad podlozkou a nahravaciu
aparatiru s kamerou. Z vysky uréenej znackou na stene sme volne pustali list (snazili sme sa
neudelit listu ziadnu pociatocni rychlost) a cely pdd nahrdvali. Potom sme postup opakovali,
priblizne desat krat pre kazdy list.

12
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Tab. 2: Hmotnosti pouzitych listov.
Tab. 1: Legenda oznacenia stromov.

— list =

oznaceni strom g
A javor Al 0,89
B buk A2 0,31
C dub B1 0,29
D Sipka Cl1 0,31
E viba, D1 0,07
F topol E1 0,18
G pagastan F1 0,79
H pajasen Gl 0,53
I buk (suchy) H1 2,00

I1 0,28

Nahravky padov listov sme spracovali pomocou programu Tracker. Jeho pouzitim sme zistili
pocet snimkov n, na ktorych bol list v stave padu. Zo znalosti snimkovacej frekvencie kamery
fH sme vypocéitali dobu trvania jedného snimku T podla vztahu T = f~'. Pomocou nej sme
dopocitali celkovy cas padu ako t = nT. Zo znalosti vysky h, z ktorej list padal, sme podla
vztahu

h _ h _hf

Tt al  n
vypocitali rychlost padu.

Priemerni rychlost pddu kazdého listu sme vypocitali rovnakym sposobom, akurat sme
namiesto n dosadzovali priemerny pocet snimkov 7. Zkuste si rozmyslief, preco sme dostali

mierne odlisné (ale presnejsie) vysledky, ako kebyZze vypoéitame aritmeticky priemer rychlosti.

Vysledky merania

V tabulke H su uvedené namerané pocty snimkov, cez ktoré padali jednotlivé listy. Rovno sme
z nich vypocitali aritmeticky priemer a standardni odchylku podla vztahu

N
1 —\2
Un g = m;mﬁn) ,

kde N oznacuje pocet meranych padov daného listu. Celkova neistota merania sa vypocita
zo Statistickej odchylky un, a systematickej odchylky un, sposobenej nepresnostou meracich
pristorojov, pripadne Tudskym faktorom ako

_ /.2 2
Un = \/ Una +URB -

Neistota urcenia presnej snimky, na ktorej bol list vypusteny a na ktorej dopadol na podlozku,
vyustila v nepresnost urcenia po¢tu snimok zachytavajicich pad na un,g = 3.

3Pocet snimok za sekundu. Hodnoty pouzité pre kazdé meranie si uvedené v tabulke E
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Tab. 3: Pouzité frekvencie merania.

) f

Al 29,7
A2 29,7
Bl 29,8
C1 29,7
D1 29,6
E1l 29,7
F1 298
Gl 29,7
H1 298

I1 29,7

Tab. 4: Namerané pocty snimkov pre pady jednotlivych listov a ich priemery a smerodajné
odchylky priemerov.

list | n n Un A

Al |61 74 63 57 55 56 69 63 51 66 | 61,5 2,2
A2 |74 71 62 59 70 59 47 55 54 65| 61,6 2,7
Bl1 |62 65 58 66 60 60 61 62 59 61,4 0,9
Cl |50 43 48 51 53 48 43 46 47,8 1,3
D1 |32 36 41 33 36 41 32 33 38 38| 36,0 1,1
El | 47 44 40 34 40 33 38 42 34 37| 389 1,5
F1 | 41 43 46 46 37 41 37 45 45 45| 426 1,1
Gl | 58 51 54 57 59 54 58 51 41 48 | 53,1 1,8
H1 | 38 42 50 46 40 41 42 40 36 37 | 41,2 1,3
1 71 61 63 61 67 61 65 67 58 61| 63,5 1,2

Nés vsak zaujima, ako sa tato chyba prejavila v chybe merania rychlosti. Podla zakona
Sirenia neistot mame

vy (o) + (o) =/ () + ()
v on " on ") = n h/) >’
kde neistota merania vysky vypustenia nad podlozkou bola u, = 2 cm.

Vypocitané priemerné hodnoty rychlosti padu jednotlivych listov a celkové neistoty merania
rychlosti st uvedené v tabulke p.

Diskusia

Relativna odchylka merania rychlosti sa pohybuje v rozmedzi od 5 do 11 %, ¢o povazujeme sa
rozumne presné. VAcsi podiel na celkovej odchylke mala systematicka chyba merania. Aby bola
mensia, museli by sme napriklad zabezpecit vypustanie listu zo stéle rovnakej vysky. Najvacsi
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Tab. 5: Priemerné rychlosti padu a ich neistoty.

list v U

m-s—! m-s—!
Al 0,94 0,06
A2 094 0,06
B1 0,95 0,05
c1 121 0,08
D1 1,60 0,14
El 1,49 0,13
F1 1,36 0,10
G1 1,09 0,07
H1 141 0,11
11 0,91 0,05

problém bolo vsak urcenie presnej snimky, na ktorej bol list vypusteny, resp. na ktorej uz
dopadol. V pociato¢nych fazach padu sa totiz list hybe velmi pomaly a je tazké rozoznat zmenu
jeho polohy na jednotlivych snimkach. Taktiez na konci pohybu je nadro¢né presne urcit, kedy sa
uz list nehybe. Ako riesenie tohto problému vidime sledovat len fazu padu mimo jeho zacéiatok
a koniec. V praxi to znamend vyznacit si polohu par centimetrov pod vyskou vypustenia a par
nad podlozkou a do uvahy brat len padd medzi nimi. V tomto pripade moézeme narazit na
problém, ze list sa bude hybat prilis rychlo, aby sme zachytili presne jeho prechod vyznacenou
polohou. Vtedy by pomohla len vysokorychlostnd kamera. Otdzkou by ale ostalo rozhodnif,
ktoru cast listu vlastne chceme merat.

Ak sa pozrieme na velkost relativnej odchylky rychlosti v zavislosti na samotnej rychlosti,
vidime, Ze vo vécsine pripadov s rasticou rychlostou rastie aj jej relativna odchylka. Pri¢inou
je mensi pocet snimkov zachycujicich pohyb, ¢o zvysuje relativnu odchylku n.

Ked porovname priemerné rychlosti paddu jednotlivych listov, dospejeme k zaveru, ze najmen-
Siu rychlost ma list I1. Tento list je ako jediny z pouzitych listov uz vysuseny. Zaujimavé je
porovnanie s listom B1, ktory je toho istého druhu, velmi podobnej velkosti a mé zhruba rov-
nakd hmotnost. Pravdepodobne sa vsak pocas padu ohybal menej, ¢o mohlo spdsobit vacsi
odpor vzduchu.

Najvacsiu rychlost mé list H1, ktory mal tiez najvacsiu hmotnost, no zaroven aj plochu.
Pravdepodobne jeho hmotnost a tiez poddajnost tvaru pri pade sposobili, ze padal najrychlejsie.
Len o nieco pomalsie padal list F'1, ktory je ale podstatne mensi a Tahsi. S listom H1 m4 spolo¢na
velki ochotu sa ohybat. Budi to v nds dojem, ze tento faktor do znac¢nej miery ovplyviiuje
rychlost padu. Je ale pravda, ze listie padajice zo stromov samovolne je zvic¢sa uz vyschnuté,
a teda tvar pocas paddu meni len minimalne.

Ked porovname rychlosti padu listov A1 a A2, ktoré sa lisia vo velkosti a hmotnosti, mézeme
vidiet, ze rozdiel rychlosti je vramci odchylky naozaj takmer zanedbatelny. Je logické uvazovat,
ze ich hustota bude zrejme podobna. Vedie nas to k zaveru, ze velkost listu vramci toho istého
druhu zésadne neovplyvinuje priemerni rychlost padu.

7 pozorovania padu jednotlivych listov by bolo vhodné este poznamenat, Ze najmenej sa po-
cas padu tocil list G1. To je sposobené pravdepodobne jeho specifickym tvarom, ktory umoznuje
obtekanie vzduchu aj pomedzi jeho ¢lanky, ¢o zrejme stabilizuje jeho pad.
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Vo vysledku z hladiska najpomalSieho padu vyhravaju listy A a B z javora a buku. Vzhladom
na to, ze tvar tychto listov sa vyrazne liSi, zrejme neexistuje nieco ako idealny tvar listu pre
najpomalsi pad. Avsak asi je mozné optimalizovat parametre listu - zmensit jeho hmotnost,
zvacsit plochu, zabezpedit vnitorné obtekanie ako stabilizdciu pri pade. A hlavne nechat list
prirodzene vyschniutf na znemoznenie zmeny tvaru pocas padu.

Zaver

Namerané rychlosti padu jednotlivych listov si v tabulke E

Rychlost padu zrejme ovplyvnuje viacero faktorov nez len samotny tvar listu. Najmensiu
rychlost pddu mal vysuseny bukovy list, teda rychlost je zavisld na moznosti listu menit tvar
pocas padu. Z hladiska druhu stromu mali najmesiu rychlost javor a buk, teda ich parametre
su najidedlnejsie pre néas ucel, najst ¢o najpomalsie padajuci list.

Idedlny list by mal podla nasho merania mat ¢o najmensiu hmotnost, najvacsiu plochu,
tvarom zabezpecenu stabilizdciu pocas padu a hlavne by mal byt suchy.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz@fykos.cz

Uloha ILS ... zviizujtca 10 bodii; primér 5,26; fesilo 23 studentii

1. Majme cinku tvoreni dvoma hmotnymi bodmi s hmotnostami m a M, ktoré si spojené
nehmotnou, ale velmi pevnou tycou. Tato c¢inka padd volnym padom. NapisSte vazbovi
podmienku a zaroven aj Lagrangeove rovnice prvého druhu pre tento objekt.

2. Majme vodorovnu polozku, na ktorej je umiestneny pravouhly trojboky hranol s hmot-
nostou M ako na obrazku |. Po strane tohto hranolu, ktora s podlozkou zviera uhol «,
sa sklzava hmotny bod s hmotnostou m. V celom priklade neuvazujte trenie.

e Zostavte Lagrangeove rovnice prvého druhu pre tito situdciu.

o Ukazte, ze celkova hybnost stistavy v smere osi x je pri nulovej pociatoc¢nej rychlosti
hmotného bodu nulova.

e Postupnym riesenim stistavy rovnic urcte velkosti rychlosti hmotného bodu a hranolu
v zavislosti od casu.

e Urcte pomer velkosti tychto rychlosti.

3. Majme kyvadlo zavesené na zavese. Zostavte Lagrangeove rovnice prvého druhu pre tiuto
situaciu a ukazte, ze pre nu plati zdkon zachovania energie.

1. Cinka pozostéva z dvoch hmotnych bodov. Ak uvazujeme, e sa pohybuje v trojrozmernom
priestore, bude sada Lagrangeovych rovnic obsahovat dohromady 6 rovnic — tri rovnice pre
oba konce ¢inky. Nech siiradnice hmotného bodu s hmotnostou M st X, Y, Z a suradnice
hmotného bodu s hmotnostou m st z, y, z. Dalej mame jednu viizbovii podmienku, ktord
vravi o tom, zZe vzdialenost koncov Cinky je vzdy rovnakd. Vzdialenost [ bodov m a M
spocitame ako

=@ X+ —¥) + (- 27,
Kedze ale vieme, Ze vazbovi podmeinku budeme derivovat, zapiSeme si ju jednoduchsie

(=X +@y-Y) +(=-2)"-1"=0.
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Obr. 3: Naklonend rovina

Bez ujmy na vseobecnosti mozme zvolit smer gravitacnej sily v smere osy z. Potom budi
Lagrangeove rovnice pre tuto ststavu vyzerat

2. V tomto priklade je najdolezitejsie si spravne predstavif celi situdciu, potom uz za nas
vSetku tazkd pracu spravia pravidld zavedené v tomto formalizme.

o Prezaciatok chceme zostavit Lagrangeove rovnice prvého druhu. Kedze tlohu budeme
riesit dvojrozmerne, budeme mat 4 rovnice. Uz na prvy pohlad ale vidime, ze kvader
sa nebude pohybovat v smere osy y, takze ststava pohybovych rovnic sa ndm zredu-
kuje na 3 rovnice. Ako prvé musime najst spravnu vazbu. Hmotny bod sa vzhladom
ku kvadru bude pohybovat po priamke so sklonom «. Bude sa teda jednat o line-
arnu funkciu so smernicou tga. Za premenni tejto funkcie musime ale polozif nie
z-ovu suradnicu hmotného bodu, ale tito stradnicu musime posunit este o sirad-
nicu bodu, kde sa hrana kvadra dotyka podlozky. Kedze kvader bude vykonévat len
posuvny pohyb, mézme bez ujmy na vSeobecnosti umiestnit vsetku jeho hmotnost
prave do tohto bodu, ¢o bude mat pre nds velkil vyhodu. Potom budem moct tuto
stradnicu stotoznit s x-ovou stradnicou kvadra ako celku. Vazbova podmienka bude
teda vyzerat

y1— (21 —22)tga =0,

kde sturadnice s indexom 1 sii stiradnice hmotného bodu a stradnice s indexom 2
su suradnice kvadra. Dalej predpokladajme, Zze smer gravitacnej sily je totozny so
smerom osy —y. Potom dostaneme Lagrangeove rovnice v tvare

mi = —Atga,

miji = A —myg,

Mi’l = )\tga .
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e Toto je tloha, ktord vyzaduje trochu zamyslenia. Délezité je uvedomit si, ze sila je
casova zmena hybnosti. Z Lagrangeovych rovnic je rychlo vidiet, aka je vysledna sila
posobiaca v smere osi x. S¢itanim prvej a tretej rovnice dostaneme

ma1 + Mia: =0.

Ak je sila posobiaca v smere osi x nulovd, znamena to, ze ¢asové zmena hybnosti
v tomto smere je nulové, teda ze hybnost v smere x je konstantna. Ak je konstantna,
je teda rovnaka ako na zaciatku. Na zaciatku bola ale cela ststava v pokoji, kedze zo
zadania vieme, ze pociato¢nd rychlost je nulova. A teda aj celkova hybnost v smere
x je po cely ¢as nulova.

e Pri rieseni Lagrangeovych rovnic pouzijeme prvy trik so seridlu, a dvakrat zderivu-
jeme véazbu

1 —E1tga+ 22tga=0.

Dalej vyjadrime postupne vsetky druhé derivécie z Lagrangeovych rovnic a dosadime
ich do dvakrat zderivovanej vazbovej podmienky. Z tejto rovnice vyjadrime

mMg

A= )
M+ Mtg?2a+mtg?a

Nés az tak nezaujima tvar )\, podstatné je skor to, Ze je to konstanta. Lagrangeove
pohybové rovnice teda nadobtidaji jednoduchy tvar typu hmotnost krat zrychlenie
je nejaka konstanta. Preintegrovat takéto rovnice nebude preto vobec problém. Do-

staneme
At
i = 28y
m
. A
y1:(f—g)t,
m
. Atga
XTo = ]\i t.

Integrac¢né konstanty nie sit uvedené, nakolko maji vyznam pociatocnych rychlosti
a my vieme, Ze tie boli pre oba predmety nulové. Rychlost hmotného bodu bude
preto odmocnina zo stctu kvadratov zloziek jeho rychlosti, ¢o je po dosadeni

A2 2
|v1|_t\/2(1+tg2a)—g<—g).
m m

Rychlost hranola mé len jednu zlozku, teda jej velkost sa rovné tejto zlozke.
o Pomer velkosti rychlosti (napriklad rychlost hmotného bodu ku rychlosti hranola) je
potom

vy M [ 2X
sy -o (30
v~ Mgo s ttgia)—g(——g),

¢o po dosadeni za A a tupravich déava
w_M 1+(1+ﬂ>2t2a
va  m M g a

18
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3. Ulohu budeme riesit v dvoch rozmeroch. Pre kyvadlo plati vdzbova rovnica
24y —12=0,

kde x,y si stradnice zévazia kyvadla s hmotnostou m a [ je dizka zdvesu kyvadla. Gra-
vitacné sila nech mé opét smer —y. Potom budu Lagrangeove rovnice

mi = 2\x,
mij =2 \y —mg.

Najjednoduchsie ako ukdzat, ze kyvadlo spliia zdkon zachovania energie, je pouzit rovnaky
trik ako v seridli. Prendsobime teda prvi rovnicu & a druhi g. Nésledne rovnice sc¢itame
m (&3 + gij) = —mgy + 2X (z3 + yy) .

Toto si mozeme upravit ako
1 d .92 .2 dy d 2 2
5™y (:c +79 )—|—ng :AE (m +y ) .
7 vizbovej podmienky vieme, ze x? + y? = 12, ¢o je vidy konstanta. Casové derivicia
konstanty je nula. Rovnica potom vyzera
1 d /.5 .2 dy
—-m— — =0.
Zmdt (1’ +y )+mgdt

Po preintegrovani dostaneme

1 .2 .2 .
Em(x + 9 )+mgy—konst,

¢o je presne formulédcia zdkona zachovania energie.

Jakub Jambrich
jakubj@fykos.cz@fykos.cz
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Serial: Lagrangeovy rovnice Il. druhu

Uvod

V tejto casti zacneme s novou témou, ktora nds bude sprevadzat az do konca seridlu. Po troch
dieloch seridlu sa na konci tohto dostaneme k Lagrangeovym rovniciam 2. druhu. Tieto rovnice
predstavuji novt, pokrocilejsiu formuldciu mechaniky, kde na popis fyzikalneho problému bu-
deme potrebovat iba jednu jedina skaldrnu funkciu, z ktorej sa nésledne naucime jednoducho
urc¢it pohybové rovnice.

Zovseobecnené stiradnice

Pri rieSeni nejakého fyzikdlneho problému musime na tuvod vzdy, aj ke spravidla to robime
mimovolne, u¢init rozhodnutie, v akych siradniciach budeme danii tlohu riesit. V pripade po-
krocilejsej stredoskolskej irovne fyziky je to obvykle tak, ze volime za tieto siradnice stradnice
kartézske. Dokonca castokrat prirodzent trojrozmerni trojicu suradnic x, y, z zredukujeme len
na dvojicu z, y a problém rieSime v jednej rovine. Mnohokrat je ale aj v tomto pripade tloha
riesitelnd velmi obtiazne.

Pri konstrukcii Lagrangeovych rovnic je problém obtiaznosti systému eliminovany do ma-
ximélnej moznej podoby hned od zaciatku, a to pouzitim zovseobecnenych siradnic. Jedna sa
o sustavu saradnic, ktoré vystihuji symetriu daného problému tak, ze berd ohlad na vézby,
ktorym st objekty podrobené.

Toto sa potom odraza na pocte zovseobecnenych stradnic. Napriklad poloha planéty po-
hybujicej sa okolo Slnka moze byt popisana tromi kartézskymi stradnicami. Alebo, nakolko
na planétu posobia 2 vizby® mdze byt jej poloha popisana jedinou stradnicou, a to napriklad
uhlom (od 0° do 360°), ktory zviera spojnica Slnka a planéty s hlavnou poloosou jej dréhy.

Podobne napriklad ¢inku z tlohy k predchddzajicemu dielu seridlu, ktorad sa pohybuje v 2D
priestore, m6zme namiesto dvoch kartézskych siradnic pre kazdy bod popisat dvoma kartéz-
skymi stradnicami taziska Cinky a siradnicou, ktord zodpoveda uhlu natocenia ¢inky voci osi
T.

Nie je tak tazké z tychto dvoch prikladov odpozorovat, kolko zovSeobecnenych sturadnic
potrebujeme na popis systému. Ak N je pocet kartézskych siradnic potrebnych na popis vSet-
kych hmotnych bodov (obvykle troj- alebo dvojnisobok poé¢tu hmotnych bodov, podla toho ¢
rieSime troj- alebo dvojrozmernii tilohu) a v je pocet vézieb, tak potom

n=N-—v

je pocet zovSeobecnenych siradnic potrebnych pre popis systému. Tento pocet je zaroven aj
pocet stuprnov volnosti telesa, co je vlastne neprekvapujice, nakolko kazdej moznosti pohybu
telesa vieme prisudit jednu stradnicu, v ktorej mieru tohto pohybu, ako aj polohu, vieme
odmerat.

Pre nés bude dalej dolezité, ze vzdy vieme najst transformacny vztah medzi kartézskymi
a zovSeobecnenymi siradnicami. Pre nase potreby bude délezité vediet najmé vyjadrit kaztézske

4Planéta sa pohybuje v rovine, a ziroven po elipse. Obe tieto tvrdenia si v rdmci seridlu dokdzeme.
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sturadnice pomocou zovseobecnenych. Ako a aj preco je to dolezité si ukdzeme na nasledujicom
priklade.

Priklad: Aka je kineticka energia kyvadla?

Pokusme sa najst vztah pre kineticka energiu matematického kyvadla s hmotnostou m a dizkou
zévesu [. Vieme, Ze kineticka energia je definovana ako
Er = %va .

Co po rozdeleni rychlosti do dvoch kaztézskych zloziek a s vedomostou, ze zlozka rychlosti
v nejakom smere je (v kartézskych suradniciach) ¢asovd derivicia danej siradnice vieme napisat
ako 1

By = 5m (2* +9°) .
Dalo by sa argumentovat, Ze tiloha je splnend, ¢o je samozrejme Ciasto¢ne pravda, avsak z nasho
vztahu nie je vidiet, ze sa jednd o kyvadlo, nakolko tento vztah plati pre kazdy hmotny bod
v 2D priestore. Na to, aby §lo o kineticka energiu kyvadla, by sme museli este pridat vizbu
v tvare 2 + y? = [2 a nejako ju do vztahu pre Ej zakomponovat. Preto zavedieme zovieobec-
nenu suradnicu ¢, ktord bude vyjadrovat uhol ndklonu kyvadla od osi y merany proti smeru
hodinovych ruciciek. Povazujme bod zavesu kyvadla za pociatok kartézskej sustavy suradnic.
Ak je dizka zévesu [, potom je prevod medzi kartézskymi stradnicami zdvazia na kyvadle z, y
a nasou zovseobecnenou suradnicou ¢

y=Ilcosyp,
z =Isingp.

7 tychto vztahov vieme derivovanim podla casu ziskat vztahy pre jednotlivé kartézske zlozky
rychlosti hmotného bodu vyjadrené pomocou zovseobecnenej stiradnice.

y ==l Sln(@)@ )
z=1lcos(p)p.

Po dosadeni do rovnice pre kinetickd energiu dostavame

1 . . .
B = gm ((sin(¢)$)” + (Leos(#)#)*) -
Kedze vieme, ze stcet kvadratu sinusu a kosinusu rovnakého argumentu je rovny jednej, dosta-
vame

1 2.9
Er = -ml .
k B 2
Kedze ¢ je vlastne uhlova rychlost, vidime, ze to ¢o sme dostali, je vlastne tplne ocakéavatelné,

nakolko ak do tohto vztahu dosadime

dostaneme povodny vztah.

Vidime teda, ze zavedenie zovseobecnenych siradnic mé svoju vyhodu uz aj na prvy pohlad,
a to v tom, Ze dolezité fyzikalne vztahy vyzeraju jednoduchsie a prirodzenejsie. Podme si teraz
pomocou nich ukazat, ako sa daji zaviest Lagrangeove pohybové rovnice.
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Lagrangeove rovnice Il. druhu

Lagrangeove rovnice si odvodime v jednorozmernom priestore a pre jeden hmotny bod. Tento
postup sme zvolili, aj ked je mozno mierne nestandardny, preto, Ze je jednoduchsi na uchopenie,
a pritom je tplne rovnaky, ako kedy sme to robili pre n hmotnych bodov a v 3D priestore.
Cely postup postupne rozlozime do niekolkych krokov a posnazime sa ich popisat ¢o najviac
zrozumitelne. Tak si drzme palce.

Diferencial polohy a kineticka energia

Majme v 1D priestore popisovanom sturadnicou x zovSeobecneni siradnicu q. Vo vSeobecnosti
je potom z nejakou funkciou nasej stradnice ¢ a Casu ¢, piSeme x(g,t). Ak predpokladdme,
ze x(q,t) je funkciou udévajicou polohu nejakej konkrétnej Castice, je pre nds velmi cennd
informdcia vediet urcit kinetickii energiu tejto castice, ktorej hmotnost si moézme pre nase
potreby oznacit m. Nato potrebujeme urcit rychlost danej castice, teda iplni ¢asovi derivaciou
funkcie x(q(t),t). To znamend derivovat najprv podla jednej a potom podla druhej premennej,
pricom ak je jedna z premennych funkciou ¢asu, samozrejme musime derivovat aj ti ako zlozend
funkciu. V nasom pripade to vyzera nasledovne
dz(gq,t)  Oxdg | Oz

dt ~ o9gdt = Ot

Preco je pri derivacii g znak obycajnej, a nie parcidlnej derivacie? V tomto pripade sa jednd
skuto¢ne o Uplnu ¢asova derivaciu tejto stradnice. Pravdou je ale aj to, Ze siradnica ¢ nema,
tak ako sme si ju zadefinovali, ziadne iné zdvislosti ako ¢asovi (o vyplyva priamo z toho Ze je
to sdiradnica pohybujiceho sa bodu), a teda pre tento konkrétny pripad plati
dg _ 9q _ .

a ot 1!
Napriek tomu je ale formélne spravnejsie pisat to ako ozajstni, a nie parcidlnu derivaciu.

Teraz m6zme napisat vztah pre kinetickt energiu nasho hmotného bodu. Zvolim znacenie, na
ktoré nie ste pravdepodobne zvyknuti, no budeme sa ho odteraz drzat, nakolko sa v analytickej
mechanike pouziva vzdy. Kinetickd energiu budeme znacit od tohto okamihu 7T". Potom plati

2 2
1 Ordg  Ozr\ 1 oz . Oz
Ty =gm <8th+8t> = zm<aqq+ 61&) ’

Zastavenie ¢asu

Teraz nas hmotny bod v case stoji. Inymi slovami, pozerdme sa nan v jednom konkrétnom
case, v ktorom skiimame jeho vlastnosti. Jeho poloha a rychlost st teda v konkrétnom ¢asovom
okamihu na sebe nezavislé. Ked budeme sktimat, ako by vyzerala energia tohto bodu v pripade,
ze trochu zmenime jeho polohu alebo rychlost budeme predpokladat, Ze pri malej zmene polohy
sa nezmeni jeho rychlost a obratene. V matematickej reci, ked budeme derivovat podla polohy
alebo rychlosti, tak bude platit

dg _ dg _

dg dg
¢o je vlastne len matematicky zapis toho ¢o sme povedali, teda ze rychlost a poloha st v kon-
krétnom casovom okamihu vnimané ako na sebe nezavislé.
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To ndm dovoli spocéitat parcidlne derivéicie kinetickej energie podla polohy a podla rychlosti.
Znova vam odportcam, aby ste si to skusili sami a vysledok si iba skontrolovali. Pamétajte pri
tom ale na to, Ze parcidlne derivacie x podla ¢asu aj podla zovSeobecnenej stiradnice g su stale
funkcie aj zovseobecnenej siradnice g. Vysledok by vdm mal vyjst nasledovne:

or _ (9. dxz) 0
g "\ 9q? " ot ) g

or_ (0=, 0z 0 (0z. 0Oz
dq ¢ ot ) ag \9q¢? " Bt ) -

Rozmrazenie asu

Teraz vSetky rovnice, ktorymi disponujeme, mézme znova chapat ako casovo zavislé. Dovolim
si pre prehladnost este jednu tUpravu, namiesto

dxdg | 0o
Oqg dt Ot
budeme pisat kratsiu verziu
dz
de -
Aplikujme na rovnicu pre %—g opericiu uplnej derivicie podla ¢asu. Druht rovnicu nechdme

nepozmenent, ¢im dostaneme

dor (d% dr dzx d am)

o "\az o T ardatog
or _ dedg
dq dt 0Oq

Teraz spravime trik — od prvej rovnice odc¢itame druhi. Vo vsetkych pripadoch, ktoré su pre
fyziku uzitoéné, mézme dalej predpokladat, ze plati

odf _dof
Oydz ~ dx oy’
Téato vlastnost sa nazyva zdmennost derivdcii. Az na malé vynimky je operacia derivicie sama

zo sebou komutativna.
Po uz spominanom odcéitani za pouzitia komutativity derivacii dostaneme

dor or _ d*z Ox
dt 8¢ 0q dt2 9q ) °
T4to rovnica by sa uz dala povazovat za formuléciu Lagrangeovych rovnic, avsak najmaé jej
prava strana nie je velmi dobre zrozumitelna. Podme sa teda pozriet, aky vyznam mé prava
strana tejto rovnice. Uz na prvy pohlad je zrejmé ze cast
d?z
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je nejaka vonkajsia sila pdsobiaca na nd$ hmotny bod. K tomu, aky vyznam mé cast g—z, si
pripomenieme nieco z druhej série seridlu, a sice, aky tvar ma gradient. V tomto pripade totizto,
kedZe sme len v jednorozmernom priestore, je gradient k danej krivke z(t) iba ¢éislo — jedna de-
rivacia %2' Cel4 pravé strana mé potom vyznam zovSeobecnenej sily (prendsobenej konstantou
zavislou len na volbe zovSebecnenych stradnic), ktord si mézme oznacit Q. Dostavame

To ale este nie je podoba Lagrangeovych rovnic tak, ako ju pozname. Vieme ale, ze so silami
sa vo vSeobecnosti spdja skaldrna veli¢ina nazyvand potencidl. Ak mame konzervativne pole¥
v ktorom posobi na teleso sila F, potom je potencidl V' tohto pola implicitne definovany ako

ov
F=-VVi=——.
8I¢
Pre nas pripad bude mat sila len jednu zlozku
dV (z)
Fx)=——7F"+
(z) I

a pouzitim pravidla pre derivovanie zloZzenej funkcie méame

dV oz oV (q,t)

Qlg,t) = Tdw g 0q

Dosadenim tejto rovnice do Lagrangeovych rovnic za predpokladu, Ze riesime pohyb v konzer-
vativnom poli, a naslednym presunutim vsetkych ¢lenov na jednu stranu dostdvame

dor ar v _

— =0.
dt 9¢ Oq + dq
Kedze potencial V' nie je zavisly na rychlosti telesa,7E plati
W _y o 4oV _
aq dt 9¢
Teraz mozme tento nulovy vyraz pripocitat k Lagrangeovej rovnici a po tprave dostaneme
do(T-Vv) o(Ir-V)
dt g Jdq

=0,

kde funkcia T'—V predstavuje rozdiel kinetickej a potencidlnej energie. Nazyvame ju Lagrangidn
a znac¢ime L. Rovnicu teda mozme zapisat aj takto

doL IL

dt(?iq'_ dq

5Pole, v ktorom objekt nestraca mechanickd energiu, teda ked sa objekt v tomto poli bude pohybovat je
celkovd zmena jeho kinetickej energie nezavisla na trajektérii pohybu, ale len na pociato¢nom a koncovom
bode. Ak sa takyto objekt v konzervativnom poli pohybuje po uzavretej krivke, nestridca ani neziskava ziadnu
energiu. Prikladom takéhoto pola je napriklad pole gravitacné.

S Ak by bol, mdze existovat tzv. zovSeobecneny potencial, pre ktory stéile platia Lagrangeove rovnice v nasle-
dujicom tvare. Napriklad pri elektromagnetickej sile to plati len pri istej Specidlnej volbe potencialu, nazvanej
Lorentzova kalibra¢nd podmienka.
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Co by sa ale stalo vo viacerjch rozmeroch? Pri pohlade na rovnicu vidime, Ze jediné ¢o nejako
zévisi na pocte rozmerov je siradnica q. Preto rozsirenie tejto rovnice na viacrozmerny pripad
je velmi trividlne, a sice len také, ze pre viacero siradnic dostaneme viacero rovnic tak, ze vzdy
budeme tymto sposobom derivovat Lagrangidn podla prislusnej siradnice a rychlosti. Preto
pocet rovnic zodpovedd poctu zovSeobecnenych suradnic® Tim dostaneme najznamejsi tvar
Lagrangeovych rovnic, s ktorym sa v tomto seridli budeme stretavat este velmi dlho

d oL 0L _

dt 8(]1 8qi N

Cela tato kapitola bola venovana odvodeniu Lagrangeovych rovnic. Berte ju skor informa-
tivne, rozhodne od vas nikto nebude vyzadovat, aby ste toto odvodenie ovladali¥ Dévod preco
som to tu ukazoval je, aby ste mali predstavu, ze k velkym fyzikdlnym zdkonom sa d& prist
hranim sa s deriviciami réznych veci a s¢itavanim a odéitavanim zdanlivo nesivisiacich veci od
seba, az nakoniec vznikne nieco tak zasadné ako Lagrangeove rovnice. Z vasho pohladu sme ale
eSte len na zaciatku. Prave ste docitali odvodenie niecoho, ¢oho vyuzitelnost pravdepodobne
vbbec nevidite. Ze je to na nieco vébec dobré mi zatial musite verit. V seridli sa dalej postupne
prepracujeme cez zostavenie a rieSenie Lagrangeovych rovnic pre rézne pripady. V dnesnej sérii
si este ukdzeme prvy krok k rieseniu fyzikalneho problému.

Néjdenie Lagrangeovej funkcie

Priamo z definicie Lagrangeovej funkcie vyplyva, ako ju treba hladat. Musime néjst vztah pre
kineticku a potencidlnu energiu systému. KedZze cely problém chceme riesit v zovseobecnenych
suradniciach, je azda najklticovejsim krokom néajst vhodné zovSeobecnené sturadnice. To zna-
mendé popisat ich a najst vztah medzi nimi a kartézskymi siradnicami. Potom derivaciou tohto
vztahu uréime, ako vyzeraju jednotlivé zlozky rychlosti, teda funkcii ¢(g,t). Tieto vztahy dosa-
dime do vztahov pre potencidlnu a kineticki energiu, aby sme dostali Lagrangian, z ktorého uz
nie je problém urcit pohybové rovnice. Podme sa na toto pozriet krok po kroku a simultdnne
s tym hladat Lagrangidn pre matematické kyvadlo.

1. Zavedenie zovseobecnenich suradnic
V nasom pripade, ako sme uz spominali skor, bude zovseobecnenou stradnicou uhol vy-
chylenia ¢. To, ze ndm sta¢i jedna sdradnica, je vidiet z toho, ze kyvadlo riesime ako
dvojrozmerny problém, pricom je v nom jedna vizba — hmotny bod musi byt vzdy v rov-
nakej vzdialenosti [ od bodu zavesu.

2. Vyjadrenie kartézskych siradnic pomocou zovSeobecnenyjch
Ako sme uviedli skér, vztah medzi zovseobecnenou siradnicou a kartézskymi stiradnicami

T,y je
y=lcosyp,

= lsingp.

"Délezitou poznamkou je, aj ked je to mozno zjavné, ze zovSeobecnené sturadnice mézu samozrjeme byt
siradnice viacerych hmotnych bodov, ktorych pohyb vySetrujeme.
8Samozrejme len pokial nepédjdete Studovat vieobecni fyziku.
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3. Spocitanie kartézskych riyjchlosti
V nasom pripade musime len usilovne derivovat, co dopadne presne tak ako na zaciatku
serialu
§ = —Isin(p)g,
z=1lcos(p)p.

4. Dosadenim do definicie T a V vypocitame kinetickd energiu a potencidl v zovSeobecnengch
suradniciach

1 1
T = Lo ((Lsin(e)9)? + (Leos(9)p)?) = Smi%6?,
V = —mgy = —mgl cos(p) .

5. Zostavime Lagrangeovu funkciu
1
L= 5m12ap2 + mgl cos (¢) .

6. Postupnym ustlovngm derivovanim zostavime Lagrangeove rovnice
Toto je cast, ku ktorej sa dostaneme v dalsom diele seridlu. Zostavenie rovnic totizto stvisi
s ich riesenim, preto je konzistentnejsie urobit to spolu v jednom diele serialu.

Dufam, Ze ste si z tohto dielu odniesli nieco nové. Zaroven difam, ze vas to more vysoko-
skolskej matematiky neodradilo a pri rieseni 1iloh k seridlu pouzijete svoj dovtip, a ndjdete tie
spravne zovSeobecnené sturadnice, a nasledne sa doderivujete tispesne az k spravnej Lagrange-
ovej funkcii.
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Poradr resiteli po Il. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 12345 P E S II %“ % =

Student Pilng MFF UK 6 66791012 10 66 100 132
1. Eva Feldbabelovd Katolické gymnézium Tiebic 8 6 6 54 6 9 10 54 81 107
2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno 26674 —-12 - 37 79 81
3. Adam Krska G, Mikulov 24 -7- —-12 - 25 68 58
4. Benedikt Bares G Dobruska 66442 - - 22 71 55
5. Vojtéch Votruba G Jana Keplera, Praha 66 -7—- - — 5 24 58 49
6. Adam Hustava European School Luxembourg 6 6 5 — — 4 9 30 77 40

11
7.—8. Ales Opl Gymnézium Praha 3 6 -—-—-- —-11 - 17 82 37
7.—8. Vojtéch Stransky G Brno, t¥. Kpt. Jarose 66 1 3 611 - 37 66 37
9.—10. Sdra Byskovd G Jana Keplera, Praha 46 --- 8 — — 18 63 33
9.-10. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, Kosice 46 --- — 8 — 18 49 33
11. Matej Charousek G Na Vitézné plani, Praha 2-—-—-——-—4 9 - 15 45 28
12. Adéla Kolembusovd European School Luxembourg 4 6 — -1 — 8 — 19 52 27

11
13. Filip Zikes G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — — — — - - - = 71 24
14. Petr Sicho G Jana Keplera, Praha - - - — — - - - = 32 18
15. Milan Marek G Neumannova, Zdar n. S. -2 -=-—- - - - 2 35 15
16. Eliska Durstovd G, Dvir Krélové n. L. 6 -—-—-- - — — 6100 12
17. Jan Ptdcek G, Spitalskd, Praha = — — — — — - - - - 58 11
18. Zuzana Lisztwanovd G J. Stowackiego, Cesky Téfn 4 — — — — — — — 4 83 10
19. Lukds Veskrna G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - — 3 8
20.—21. Natdlia Kalinovd G, P. Horova, Michalovce @~ - — — — — - - - = 50 7
20.—21. Bianka Tomascikovd G VarSavska, Zilina - — — — — - - = = 54 7
22.—26. Jiri Antond G, Spitélska, Praha = - — — — — - - - =100 6
22.—26. Tereza Preclikovd G Dobruska - - - - = - - - = 50 6
22.—26. Matyds Svoboda G, Mikulov 24 -—-—- - — — 6 50 6
22.-26. Adam Sebesta Masarykovo G, Plzen - — — — — - - - =100 6
22.-26. Jan Surdr G, Spitalska, Praha - — — — — - - - = 50 6
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Kategorie druhych rocniki

jméno Skola 12345 P E S II % % %
Student Pilng MFF UK 6 6679101210 66 100 132
1. Robert Gemrot G Komenského, Havifov 86274 412 3 46 70 93
2. Patrik Kaspdrek Katolické gymnéazium Trebi¢c 4 6 3 4 3 6 10 4 40 63 78
3. Martina Darkovd Klasické a spanélské G, Brno 6 6 — 7 — 712 — 38 77 77
4. Lubor Cech G Brno, tr. Kpt. Jarose 64633 910 1 42 61 75
5. Adam Mendl G P. de Coubertina, Tabor 26585 — — 9 35 84 U
6. Elena Chocholakovdi G L. Svobodu, Humenné 66 -73 —11 — 33 84 68
7. Sona Husdakovd G, Ceskolipskd, Praha 66733 —12 — 37 71 65
8. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha 66071 —11 — 31 66 59
9. Radek Lacko G Komenského, Havirov 66— — — 9 — 28 65 47
10. Tomds Tuleja G L. Svobodu, Humenné 66 -85 - — 25 94 44
11. Jan Klivan G, Dacice 46 -22 — — — 14 58 42
12. Jarmila Terpdkovd G L. Svobodu, Humenné 66 --3 - - — 15 82 28
13. Karolina Letochovd G, Sternberk - - - — = - - - = 51 26
14. Jan Cerverian G J. Pivecky, Slavicin - - — — — - - - = 52 25
15. Dangel Perout G Brno, tf. Kpt. Jarose 46 -4- - - — 14 65 20
16. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim - — - — — - - - — 63 19
17.-18. Matéj Dvordk G Jana Keplera, Praha 4 —-——-—- - - - 4 72 18
17.—18. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina 6 -—-4- — — — 10 90 18
19. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice = — — — — — - - - — 58 15
20. Gabriel Séurka SpMNDaG, Bratislava ~  — — — — — - - - = 53 10
21. Daniel Czinege SPS chemickd, Ostrava ~  — — — — — - - - = 47 9
22. Vojtéch Janota G, Strakonice -——=-1 - - = 1 47 7
23. Frantisek Kris Masarykovo G, Plzen @~ - — — — — - - - =27 6
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Kategorie tretich rocniki

jméno Skola 12345 P E S II % % %
Student Pilng MFF UK 33679101210 60 100 120
1. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose 332721113 4 45 85102
2. Jaroslav Herman G Brno, tf. Kpt. Jarose 33475 710 3 42 73 88
3. Jakub Jobus G Jura Hronca, Bratislava 3347210 9 5 43 70 84
4. Martin Schmied G, Jihlava 33674 610 3 42 68 82
5. Jaroslav Scheinpflug G Jirovcova, Ceské Budéjovice 3 3 — 7 5 6 10 10 44 68 78
6.—7. Radka KriZovd G J. Heyrovského, Praha 33574 —-11 - 33 84 76
6.—7. Martin Vavrik G, Sumperk 33-74 - - 8 25 83 76
8. David Komdnek G, Spitélska, Praha, 53483 4 8 3 38 67 74
9. Jan Benda G, Litomérickd, Praha 3367 - —1210 41 82 65
10. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 33121 —-12 - 22 59 59
11.-12. Jan Divila G, Lesni ¢tvrt, Zlin 33621 - 8 — 23 52 52
11.—12. Jakub Strnad Klvanovo G Kyjov 33372 — 6 3 27 53 52
13. Ronald Dobos G Postovd, Kosice - — — — — - - - = 8 51
14. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno 33--5 —-12 — 23 90 45
15. Veronika Hendrychovd G, Turnov 33-4—- —-11 5 26 65 42
16.—17. Lukds Hronek G, Pisek 33 -—-- - - 6 100 37
16.—17. Jan Oboril Klasické a Spanélské G, Brno — — — — — - - - 74 37
18. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 23 -—-—- - 8 — 13 67 34
19. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejéin 3--—-- - 7 — 10 60 28
20. Matéj Kratky PORG, Praha - — — — — - - - =71 27
21.—22. Petra Pdlkovdcsovd G, Nové Zdémky - — — — — - - - — 38 23
21.—22. Vidclav Zvonicek G Brno, t¥. Kpt. Jarose @ — - — — — - - - = 72 23
23. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha - - — — — - - = = 48 22
24. Rachel Johnson Richardson High School, USA — — — — — - - - = 42 21
25. Milan Tichavsky Slezské G, Opava -=——-6 - - — 5 11 67 20
26. Krystof Jasensky G, Lesni ¢tvrt, Zlin - - - — — - - = = 45 19
27.—28. Minh Khoi Ho Hanoi - Amsterdam HS, Viet- — — — — — - - - — 76 16
nam
27.—28. Filip Zukal G, Blansko - - - - - - - - = 27 16
29. Matéj Holubicka Zemédélska akademie a Gym- 2 3 3 — - — - — 8 64 14
nazium
30. Ewva Vochozkovd Biskupské G, Brno 1---- - - - 1 62 13
31.—32. Dominika Kodlovd PORG, Praha 31122 - - 2 11 29 11
31.-32. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou - — - — — - 6 - 6 50 11
33. Daniel Krdtky G, Trutnov - = - — = - - - = 59 10
34. Katerina Roupovd G, Blansko - = - - = - - - =23 9
35. Erika Zitniakovd Evanjelické G, Banskd Bystri- 1 1 -2 1 - - — 5 23 &5
ca
36.—37. Lucia Krajcoviechovd G Jura Hronca, Bratislava — - - — — — - - - = 67 4
36.—37. Martina Pivkovd Evanjelické G, Banskd Bystri- 2 — - 2 - — — — 4 40 4
ca
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno $kola 123 45 P E S II % % X
Student Pilng MFF UK 336 79101210 60 100 120
1. Martin Vanék G, Vysoké Myto 336 95 —1210 48 90 88
2. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikulas 33— 7- 912 4 38 90 79
3. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutna Hora 2 -- ——-— — —10 12 93 68
4.—5. Marie Grunovd G, Moravsky Krumlov 133 41 4 9 3 28 54 65
4.—5. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hejéin 3--12- - - — 15108 65
6. Vojtéch Ulman G Jaroslava Seiferta, Praha 3 34 53 5 8 1 32 46 55
7. Jirt Blaha G, Uherské Hradisté 33- 66 — — — 18 77 46
8. Vojtéch Klimes G, Trebon - = - = - - - = 67 40
9. Matej Mosko G Grosslingova, Bratislava 33 - - - - - - 6 72 39
10. Michal Jiza G, Benesov 33 -3 —11 - 20 57 38
11.—12. Tomds Drobil G, Dacice - - - - = = 72 36
11.-12. Kristian Matustik G, Benesov 321 43 - 6 — 19 45 36
13.—14. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha - - = - - - = 57 384
13.—14. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. - - = - = = - = 89 34
15. Leonardo Wimmer Colégio pH, Tijuca, Brazil 6 88 4 — — 32 8 32
16. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstena - —-= - - - =71 27
17. Jakub Ruzicka G, Nymburk -— = - - - - = 63 24
18. Tereza Prokopovd G Jura Hronca, Bratislava 3 - - - - - - — 3 92 22
19. Tadeds Wilczek G F. Zivného, Bohumin 336 ——- — — — 12 66 21
20. Andrej Rendek G, Dubnica n. Vadhom - - = - - - = 80 18
21. Miroslav Horsky G, Ceskolipskd, Praha - - = - - - = 52 16
22. Dominik Majkus G Na Vitézné plani, Praha - - - - - - - — — /6 13
23. Karel Balej G a SOS, Rokycany 3-—- —-—- - - — 3100 11
24. Katerina Charvdtovd G B. Némcové, HK 23- —-—- - - — 5 63 10
25.-27. Bernadeta Maiikovd G, Cesky Krumlov 3 - - - - — - — 8 5 9
25.-27. Stépdn Tichy G, Jateéni, Usti nad Labem — — - — — — — — — 43 9
25.—27. Marie Vandkovd G Boticska, Praha - = —-—= -7 - 7 50 9
28.—29. Vratislav Besta G, Olomouc-Hejéin - - - - - - 8 6
28.—29. Marek Talir G, Cesky Krumlov -—— —-—= - - - = 60 6
30. Marek Bozomn G, Karvind -— = - = - - - = 48 3

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: https://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz
Kl erYKOS [(0) @fykosak

Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyzika. Realizace projektu byla
podpotena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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