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Uvodem
Milé fesitelky, mili Fesitelé,

prvni série je uspésné za ndmi a s ni prichdzi série druhd. Jestli jste nestihli vyfesit zadny
priklad, nezoufejte! Do FYKOSu se muzete zapojit i v prubéhu roku, stile mate Sanci se zucast-
nit jarniho soustfedéni, poznat skvélé lidi, vyhrat kriasné ceny nebo dokonce ziskat potvrzeni
o prominuti prijimacich zkousek na MatFyz v Praze!

Ve druhé sérii si vyzkousite vypocitat vlhkost v Danové sauné, predpovédét pocasi ¢i zmérit
rychlost padajiciho listi. V seridlu se budeme vénovat zejména Lagrangerové rovnici 1. druhu,
ukazeme si, jak ji prakticky vyuzit spolecné se zdkonem zachovani energie.

Jako kazdy rok, tak i letos pofddd FYKOS Den S Experimentdlni Fyzikou (DSEF), avsak
poprvé ve spolupréaci s asociaci IAPS (International Association of Physics Students) v rdmci
projektu School day. Akce se kond v patek 9. 11. 2018. V rdmci DSEFu navstivite fadu zajima-
vych pracovist a prednések, také se potkate s nékterymi z nds, ale hlavné s vasimi vrstevniky,
ktefi maji podobné zajmy.

Za chybéjici statistiky k tloze hodinovd se omlouvame, nejen Jachymovi zbyvalo malo casu
do deadlinu.

Tésime se na vas!

vasi Organizdtori

Zadani ll. série

Termin uploadu: 13. 11. 2018 23.59
Termin odeslani: 12. 11. 2018

Uloha II.1 ... moonmen 3 body

Vase vaha by byla pti Mésici v zenitu mensi nez pti Mésici v nadiru. O kolik?

Uloha II.2 ... finska sauna 3 body

Predstavte si, ze by Dano mél finskou saunu o rozmérech 2,5m krat 3m krat 4 m s relativni
vlhkost{ uvnitt 20% pri teploté 90 °C. Kolik vody by musel vypafit, aby uvnitf sauny byla
relativni vlhkost 35 %? Vodu vypafuje uvnitf na kamnech tak, Ze se teplota mistnosti nezmé-
ni.

Uloha I1.3 ... fyzikalni trofej 6 bodt

Danka vyhréla zavod v derivovani a za odménu dostala sosku vyrobenou z prihledného materi-
alu ve tvaru hranolu se ¢tvercovou podstavou o hrané a = 5 cm a vysce h < a. At se diva, jak se
diva, ¢elni sténou nikdy nevidi pres bo¢ni stény skrze trofej, vzdy vidi pouze odrazené paprsky.
Jaky muze mit material trofeje index lomu? Hranol je umistén ve vzduchu.
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Uloha I1.4 ... lunar lander 7 bodu

Jak m4 Fidici elektronika pfistdvaciho modulu Apolla dédvkovat tah T' motoru (a tedy regulovat
spotfebu paliva) smétfujici smérem dolu, aby se lod snasela na povrch Mésice rovnomérnym pii-
mocarym pohybem? Efektivni rychlost spalin motoru je u. Lod jiz zbrzdila sviij pohyb po orbité
a sestupuje pfimo doli v homogennim gravitacnim poli se zrychlenim g. Po¢ateéni hmotnost
modulu je myo.

Bonus Jak mé elektronika davkovat tah pii pristani z vysky h a pocatecni rychlosti vo, aby
pristani bylo tzv. padem z nulové vysky a minimalizovala se spotieba paliva? Maximalni tah
motoru je Tmax-

Uloha IL.5 ... kladka a ptak 9 bodit

Ke stropu je zavésena pevnd kladka a je na ni navleceno lano tak, aby jeho levy i pravy konec
byly ve stejné hloubce. Na jednom konci visi ptak Fykosidk a na druhém konci zévazi, které
m3 stejnou hmotnost jako ptak. V pocatecnim stavu jsou pték i zavazi nehybné. Popiste, co se
bude se soustavou dit, zacne-li ptak Fykosak 1ézt vzhiru (po svém vlastnim lanu) s pouzitim
konstantni sily. Nejprve predpokladejte, ze lano je nehmotné a kladka je idedlni. Poté pocitejte
s délkovou hmotnosti lana A, jeho délkou [, momentem setrvac¢nosti kladky J a jejim polomérem
r. Predpokladejte, ze lano na kladce neprokluzuje.

Uloha IL.P ... podasi na Matfyzu 10 bodu

Vytvorte co nejpresnéjsi predpovéd pocasi pro adresu V Holesovickach 2, Praha 8, pro stfedu
nasledujici po uzavérce série od 12:00 do 15:00. Jak se bude ménit pocasi v prubéhu celého
dne? Smite vyuzit data o pocasi nejpozdéji do soboty (v¢etné) pfedchdzejici uzavérce. Soucdsti
feSeni je nutné svoji predpovéd zduvodnit, ocitovat zdroje a idedlni je vyuzit co nejvice dat
i zdroju.

Uloha ILE ... listopad 12 bodu

Zmérte prumérnou vertikalni rychlost padajiciho listi. Pouzijte listy z nékolika riznych stromu
a diskutujte, jaky vliv ma tvar listu na rychlost padu. Jak by mél vypadat idedlni list, pokud
bychom chtéli, aby padal co nejpomaleji?

Uloha IL.S ... zviizujuca 10 bodt

1. Majme ¢inku tvorenti dvoma hmotnymi bodmi s hmotnostami m a M, ktoré si spojené
nehmotnou, ale velmi pevnou tycou. Tato ¢inka padd volnym padom. Napiste vazbovi
podmienku a zaroven aj Lagrangeove rovnice prvého druhu pre tento objekt.

2. Majme vodorovnu polozku, na ktorej je umiestneny pravouhly trojboky hranol s hmot-
nostou M ako na obrazku ?7. Po strane tohto hranolu, ktora s podlozkou zviera uhol «,
sa skizava hmotny bod s hmotnostou m. V celom priklade neuvazujte trenie.

e Zostavte Lagrangeove rovnice prvého druhu pre tuto situaciu.

o Ukazte, ze celkova hybnost sistavy v smere osi x je pri nulovej pociatocnej rychlosti
hmotného bodu nulova.

e Postupnym riesenim stistavy rovnic urcte velkosti rychlosti hmotného bodu a hranolu
v zavislosti od casu.

o Urcte pomer velkost{ tychto rychlosti.
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3. Majme kyvadlo zavesené na zavese. Zostavte Lagrangeove rovnice prvého druhu pre tito
situdciu a ukézte, ze pre nu plati zakon zachovania energie.
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Reseni |. série

Uloha I.1 ... balénky 3 body; prumér 2,79; fesilo 104 studenti

Kolik balénii s objemem V = 101 naplnénych heliem s hustotou pu. = 0,179kg-m > je potieba,
aby se Filip s hmotnosti my = 80 kg vznésel ve vzduchu s hustotou py = 1,205kg-m~3? A kolik
by jich bylo potfeba, aby se vznasela Danka s hmotnosti mp = 50kg? Hmotnost prazdného
balénu zanedbejte. Danka dala Filipovi propagacni balének pro zvednuti ndlady.

Aby sa Filip vo vzduchu vznégal, musi sa tiazové sila pdsobiaca natitho a na hélium v balénoch
vyrovnat vztlakovej sile posobiacej na baléony vo vzduchu. Hmotnost hélia v jednom baléne
je mue = Vpue. Vztlakova sila pdsobiaca na jeden balén je Fy,o = Vpyg. Ak hladany pocet
balénov oznac¢ime n, potom z rovnosti sil mame

mrg + nmueg = Fg = Fy, = nFyy0),

mrg + npueVg =nVpeg,
mg .
V(pv — pre)
Teda Filip bude na vznaSanie sa potrebovat np = 7797 balénov. Ak do vzorca dosadime
namiesto hmotnosti Filipa hmotnost Danky, bude Danka na vznaSanie sa potrebovat np =
= 4873 balénov. Spravne by sme mali uvazovat aj vztlakovi silu pésobiacu priamo na Filipa,
ale vzhladom na takyto pocet balénov je Filipov objem zanedbatelny. A navyse by sme uz
museli uvazovat hmotnost prazdnych balénov.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz@fykos.cz

Uloha 1.2 ... ohnostroj 3 body; priumér 1,77; feSilo 88 studentil

Jachym odpaloval ohnostroj, ktery si mizZeme predstavit jako svétlici, ktera je v urcity cas
vystrelena rychlosti v smérem svisle nahoru, a poté za néjaky cas vybuchne. Jichym stal ve
vzdalenosti x od mista odpalu, kdyz uslysel zvuk vystrelu. Za cas t1 uvidél vybuch a za cas t2
po zpozorovani vybuchu ho i uslysel. Spocitejte rychlost v.

Jachym v sobé pyrotechnika nezapre.

Nazvéme y vysku, kam svétlice vystoupd, a 7 ¢as, jak dlouho ji tento vystup bude trvat. Vystrel
svétlice je svisly vrh vzhuru. Potom z rovnice rovnomeérné zpomaleného pohybu dostdvame

1
=vT — -g7" .
Y 59

Oznacime-li rychlost zvuku ¢, zvuk vystielu k Jichymovi putuje ¢as

=2,
C
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Daéle muzeme predpoklddat, ze rychlost svétla je vuci rychlosti zvuku libovolné velka, Jachym
proto uvidi vybuch presné v okamziku, kdy nastane. Svétlice nahoru doleti v Case t; od doby,
kdy ji Jachym uslysi, pficemz byla vystielena diive, v Case t. Z toho plyne

Tt t=t 4.
c
Pokud si predstavime pravouhly trojihelnik s odvésnami x a y a s pfeponou z, plati
z =cta.

Z Pythagorovy véty mame

y:\/zz—mzz\/c%%—:ﬂ.

Tim jsme pomoci zadanych veli¢in vyjadrili jak y, tak 7, a proto muzeme dosadit do prvni

rovnice 1
_ Y __ ¢ [2p2 _ 2 9
== 4 —g7 = ts — = (ct .
v T+2g7— cti1 +x et CL‘+2C(01+CC)
Jdachym Bartik
tuaki@fykos.cz@fykos.cz
Uloha 1.3 ... nestabilni 7 bodi; pramér 4,94; Fesilo 69 student

Méjme osm bodovych naboji (kazdy o velikosti q) umisténych ve vrcholech krychle. Urcete
velikost bodového naboje qo, ktery musime umistit do stredu krychle, aby byly vsechny body
v rovnovaze. Bude rovnovaha stabilni?

Matéj chtel zadat priklad, ktery nespocital ani profesor.

Na kazdy bod s ndbojem ¢ pusobi ostatni body ve vrcholech krychle odpudivou silou a jeden
bod ve stfedu pusobi silou pfitazlivou. Rovnoviha nastane, pokud tyto sily budou mit stejnou
velikost a opacny smér, takze se navzajem vyrusi. Ze symetrie problému je jasné, ze staci Tesit
tlohu jen pro jeden z vrcholi krychle a rovnoviaha pak bude splnéna i pro vsechny zbylé body
vCetné toho prostredniho.

Déle si uvédomme, Ze staci fesit silovou rovnovahu na primce spojujici stfed a dany vrchol
(tedy na télesové thlopticce). VSechny ostatni slozky sil se totiz diky symetrii navzajem vyrusi.
Nejprve spocitame, jakou celkovou silou je bod odpuzovan a posléze vyjadrime, jak velky nédboj
musime doprostied umistit.

Mame celkem sedm naboji, které na bod pusobi. Rozdélime se je do tii kategorii. Prvni
jsou tri naboje, které s nasim bodem sdileji spolecnou hranu krychle. Dalsi t¥i jsou ty, které
s nim sdileji sténovou thlopricku (neboli pravé jednu sténu). Posledni jeden ndboj je presné
v opa¢ném vrcholu krychle. Pro vypocet slozky sily pusobici ve sméru télesové tihlopricky jsou
klicové vzdy dveé veli¢iny — vzdéalenost bodu r a sklon jejich spojnice vuci télesové tthlopricce ¢
(pokud body lezi na télesové thlopticce, je sklon ¢ = 0, pokud je spojnice kolm4 na thlopticku,
je ¢ = 90°). Celkovou sflu ndm udévé Coulombuv zdkon
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Pro vypocet slozky sily rovnobézné s télesovou tihlopfickou staci velikost sily vynédsobit ¢lenem
cos . Dostavame tak

_q% cosp

T dne 2

Prvni zlomek je pro vSechny body stejny. Uhly a vzdalenosti lze zjistit jednoduchou geometrii,
vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce. Délka hrany krychle je a.

kategorie ‘ pocet naboju r cosp  5F
1 3 a %/’ 2 2
3 3a
2 1
2 3 \/ia \/; V6a?2
3 1 Va1 o

Celkova sila tedy je

2 2
3,1 6v3 +3v6 +2
o4 \/§+\/g+_q V3+3v6+2

" 4rnea? 3] 4nea? 6

N&boj, ktery umistime doprostied, musi kompenzovat tuto silu. Vzdalenost stiedu od vrcholu
je v/3a/2. Plati tedy

_ 1 4440

" 4me 3a2

Z podminky rovnosti sil dostavame

¢ 6V3+3V6+2 1 4qq
dnea? 6 "~ Ane 3a2

q(6v3+3V6+2) =8q,

_3V6+6v3+2
N 8

qo q = 2,468q .

Vsimnéme si, ze vysledek nezdvisi na rozmeéru krychle ani na permitivité prostfed{ (pfedpo-
klddali jsme homogenni prostiedi). Zbyva vytesit otdzku, zda bude rovnovdha stabilni, labilni,
¢i volna. Stabilni rovnovaha nastava, kdyz se soustava po malé vychylce z rovnovazné polohy
samovolné vrati zpét do rovnovazné polohy. Tedy pokud malinko vychylime néktery z bodi,
vyslednice sil ho bude tlacit zpét. Jak to ale zjistime? Mohli bychom si rozepsat zavislost sil na
obecné poloze bodu nebo primo vypocitat potencidl v okoli daného bodu.

Zkusme na to jit jednoduchou tvahou. Predstavme si, ze vychylime prostfedni bod o ma-
linkou vzdalenost ze stfedu smérem k jednomu z vrcholu. Na prostiedni bod ptivodné ptisobily
pouze pritazlivé sily od ostatnich vrcholt. Nyni se rozhodné zvysi pritazliva sila smérem k bodu,
ke kterému byl stredovy naboj priblizen, zaroven se ale snizi ptitazliva sila k vrcholu na opa¢né
strané. Na vychyleny prostfedni naboj nyni proto bude piisobit sila, ktera ho bude vychylovat
déle od stfedu. To znamend, ze rovnovaha je nestabilni, ba dokonce labilni.

Pokud bychom vsem vrcholovym bodtim udélili stejnou vychylku smérem od stiedu, stabilita
by zustala zachovana, protoze nezalezi na délce strany krychle. V tomto sméru je tedy rovnovaha
volna.

Tento problém muzeme samoziejmé Tesit i trikem. Z Gaussova zdkona elektrostatiky lze
dokézat, ze jakakoli soustava bodovych naboju nemuze byt nikdy ve stabilni rovnovazné poloze
bez pusobeni dalsich sil (napf. gravitacn{). Dokazme to sporem — predpokladejme, ze existuje
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bod, ve kterém ma elektrostaticky potencidl lokalni minimum a nenachézi se zde zadny néboj
(tedy kdybychom do tohoto mista umistili libovolné maly kladny bodovy néboj, byl by ve
stabilni rovnovaze). Kolem tohoto mista udélame dostate¢né malou Gaussovu plochu tak, aby
se uvnitt nenachézel zddny néboj. Jelikoz je to stabilni poloha, lze kouli udélat tak malou, aby
vektor intenzity elektrického pole vSude na povrchu koule smétoval dovniti (aby se pfi malé
vychylce kladny ndboj vracel zpét). Nyni po integraci

?{E~dS

S

dostaneme zaporny vysledek, coz znamena, ze uprostied koule se nachézi zaporny naboj, ale to
je ve sporu s nasim predpokladem.

Matéj Mezera
m.mezera@fykos.cz@fykos.cz

Uloha 1.4 ... pad z okna 7 bodii; pramér 3,74; fesilo 81 studentt

Kdyz James Bond pustil agenta 006 Aleca Treveljana z konstrukce radioteleskopu Arecibo ve
findlni scéné filmu Golden Eye, ten zacal kricet s frekvenci f. Spocitejte zavislost frekvence,
kterou slysi 007, na case. Odpor vzduchu neuvazujte.

Ndpovéda Pro radu jdéte k panu Dopplerovi. Matéj se rdd divd z ok(n)a.

Na casovou zéavislost frekvence, kterou 007 uslysi, bude mit vliv nékolik faktort. Roli bude
hrét Doppleruv jev, protoze Alec se chovd jako pohybujici se zdroj zvuku, dile bude zélezet
na vzdélenosti obou agentu, kterd se s ¢asem zvysuje, a také musime brat v tvahu fakt, ze
rychlost zvuku je konecna. Rychlost zvuku oznac¢me c a vzdalenost obou agentil y. Jelikoz se
jednd o volny pad z klidové polohy, je zavislost vzdalenosti na case ddna vztahem

1
y(t) = 5972,

kde g je tihové zrychleni a 7 je ¢as od okamziku upusténi.
Frekvence f’, kterou by slySel pozorovatel nachézejici se v klidu hned nad 006 padajicim
rychlosti v, je podle Dopplerova jevu

;o c
f - fC + v I
po dosazeni v = g7 dostavame casovou zavislost
, c
T) = .
£ =1
Problém je v tom, Ze frekvenci f' James neuslysi v éase 7, ale v ¢ase
2
t:Ter(T) =T+gi,
c 2c

protoze né&jaky €as trva, nez se k nému zvuk dostane. Hledame tak zdvislost f’(t). Z piedchozi
rovnice si muzeme vyjadrit

2 2ct
T c

g g g
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Ziejmé nas zajimé pouze kladny Cas, proto pred odmocninou pouzijeme znaménko plus. Dosa-
zenim do rovnice pro frekvenci dostavame

S = & -

B 29t
c+g(—§+,/§+%) V1i+

Samoziejmé jsme neuvazovali odraz zvuku od obiiho teleskopu, na ktery 006 tvrdé dopadne.

Matéj Mezera
m.mezera@fykos.cz@fykos.cz

Uloha L5 ... zpropadeny obvod 8 bodii; priamér 6,04; Fesilo 71 studentt

a) Urcete odpor nekonecné odporové sité na obrazku mezi body A a B. Bod A je primo spojen
s dvéma rezistory s odpory R, a Ry. Kazdy z téchto rezistort je spojen s dalsimi dvéma odpory
R, a Ry a tak dale.

b) Na obrdzku si misto rezistorii predstavte kondenzatory s kapacitami C, a Cy. Jakd bude
celkova kapacita obvodu?

Obr. 1: Schéma nekoneéné odporové sité.

Karel zase jednou chtél néco nekonecné-nekonecného.

V nekoneénych sitich se obecné vyuziva toho faktu, ze pokud by sit byla opravdu dokonald
a nekonecnda a pokud je zadroven pravidelnd, daji se v ni nalézt jednotlivé subcasti, které maji
stejny odpor (¢i stejnou kapacitu) jako celkova sit. Pokud je totiz obvod nekoneény, nezélezi na
tom, jestli jesté pridate nebo uberete jeden opakujici se ¢lanek, stéle jich bude nekonecno. Néco
maélo o takovychto obvodech naleznete naptiklad v knihovnicce Fﬁzikélni olympiady v textu
Elektrické obvody (stejnosmérny proud) - ¢ast 2.9 Retézovy obvodt

Nejprve se budeme vénovat bodu a), tedy rezistorové siti. Tu si miizeme pfedstavit bud jako
celou sit s odporem R, anebo jako obvod se ¢tyfmi rezistory, z nichz maji dva odpor Reo,
treti R, a ¢tvrty Ry, viz obrazek [.

thttp://fyzikalniolympiada.cz/texty/elobvody.pdf
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Obr. 2: Alternativni schémata problému, pomoci nichz vypocitdme odpor celé sité.

V druhém piipadé mame tedy dvé dvojice rezistori zapojenych sériové, tyto dvojice jsou
pak zapojené paralelné. Muzeme jednoduse napsat vztah mezi témito dvéma obvody pomoci
rovnice, kterd po tpravach vede na kvadratickou rovnici? kterou snadno vyresime.

o= (pm tmans)
Ro+ Roo Ry + R ’
p _ (Rat Roo) (R + Re)
® " Ry+ Roo+Ro+ Roo ’
Roo (Ra + Ry + 2Roc) = RaRy + Reo (Ra + Ry) + R,

R2. =R4Ry, = Re =+VRuRs.

Celkovy odpor rezistorové sité je tedy Roo = v/ RaoRp. Zaporny kofen jsme ,zahodili“, pro-
toze zaporny odpor pro nasi ilohu nema fyzikalni vyznam. Sc¢itdme totiz samé kladné idedlni
rezistory. Zaporny odpor by mohl mit vyznam, pokud bychom zapojili néjaké nelinearni ¢i
exotické sguééstky do naseho obvodu. Vice si o zdporném odporu miizete precist napiiklad na
Wikipediit

Stejnym zpisobem muizeme urcit i celkovou kapacitu v bodé b). Jediny rozdil je v tom,
Ze u rezistoru séitdme sériové zapojené odpory, kdezto u kapacity sc¢itdme paralelné zapojené
kondenzatory.

oa=(gras) *(aran)
Co (Cx Cy, Cx ’
C _ CaCoo Cbooo

F T 0+ Cx Cp+Csx’
_ Ca(Cy+Co) 4+ Cy (Ca + Cuo)
B (Ca+Cx) (Cr + Cx) ’

CouCl + Coo (Ca 4 Cp) + C% = 2C,Ch + Coo (Ca 4 Cy)
C2 =CiCy = Co =+vVCaCh.

[

Vyslo nam, ze celkova kapacita obvodu je Coo = v/CyCp, tedy shodou okolnosti jsme ziskali
zcela stejny tvar feSeni jako u rezistort. Kromé zaporného reSeni jsme jesté ,zahodili“ moznost,
ze by kapacita celkového obvodu byla nulova. Doslo k tomu v kroku mezi druhym a tretim rad-
kem, kdy jsme obé strany vydélili Co. Pro¢ necekame, ze by kapacita byla nulova? Intuitivné by
se dalo Cekat, ze pokud by byla kapacita nekone¢ného obvodu nulova, bude odpor slozeny z re-
zistoru stejnym zpusobem nekonec¢ny. Pokud tento argument nestaci, mizeme se podivat na to,

?Nekoneéné ¢&i fetézové obvody ve vétsiné uloh, se kterymi se muzete v soutézich setkat, vedou pravé na
kvadratickou rovnici.
3https://en.wikipedia.org/wiki/Negative_resistance
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jaké budou kapacity pro kone¢né obvody, které budeme postupné konstruovat priddvanim dal-
na jednotlivé vypocty a pocet kroku. Navic je potrebnd znalost konvergence. Pokud si zjedno-
dusime pro rozhodnuti potvrzeni ¢i zamitnuti nulové hodnoty celkové kapacity na situaci Cy =
= Cp = C, dostédvame postupné celkové kapacity obvodu 2C, 4C/3, 8C/7, 16C/15, 32C/31 ...
Intuitivné vidime, ze tato rada konverguje k C, coz odpovidd Cos = +/CoCp = C, nikoliv
nulovému feseni, které jsme zahodili opravnéné.

Celkovy odpor ¢i celkova kapacita takto posklddaného obvodu z nekonecného mnozstvi
soucastek o dvou odporech ¢i kapacitiach je tedy geometrickym pramérem jejich hodnot.

Jesté muzeme zcela na zavér poznamenat, ze jsme od zacatku predpokladali, ze odpory spo-
jovacich vodi¢t jsou nulové, coz je standardni dle obvyklych konvenci. Pokud bychom museli
uvazovat odpory i téchto vodicu, pak by se ndm tloha zkomplikovala. Nicméné v piipadé re-
zistoru je rozumné zahrnout odpor vodic¢e vedouciho k rezistoru k tomu pfislusnému rezistoru.
Vysledek by byl pak stejny, pokud by tyto odpory vodici byly vSude stejné. Samoziejmé, ze
u redlné nekonecné sité by byl nejspise problém v nestejné délce vodi¢i, pokud tedy pomineme
fakt, Ze nekonecné sité stejné nelze dosdhnout. V pripadé kondenzatoria by mohlo jit o trochu
vétsi problém, protoze kromé kapacity bychom museli uvazovat i rezistivitu vodi¢i. Navic i mezi
jakymikoliv sou¢dstkami muze vznikat parazitni kapacita (¢i induktance), kterd bude nejspise
mal4, ale v pfipadé nekoneéného obvodu je pak netrividlni ji zanedbat. Ulohu jsme nezamysleli
az takto tézkou, a proto tvahy nad témito jevy by mohly ziskat bonusové body. Dulezité je
korektni ,snadné“ feSeni idealizovanych obvodi.

Karel Kolar
karel@fykos.cz@fykos.cz

Uloha L.P ... straS$na zima 10 bodi; primér 3,09; fesilo 44 student

Nékteré mlhoviny tvorené plynem z hvézd, napr. Bumerang, maji nizsi teplotu nez reliktni
zareni, tedy vlastné jsou chladnéjsi nez vesmir. Jak je to mozné? Pokuste se stanovit podminku
na to, aby se plyn vyvrhovany horkou hvézdou ochladil na teplotu nizsi, nez je reliktni zareni.

Karel nebyl spokojen s tvrzenim, Ze vsude ve vesmiru je teplota alesporn relikiniho zdrent.

Reliktné Ziarenie je elektromagnetické Ziarenie prichddzajice zo vsetkych smerov, ktoré vznik-
lo kratko po velkom tresku. V dnesnej dobe mé charakter ziarenia absolitne Cierneho telesa
s teplotou T; = 2,73 K. Preto by sa dalo predpokladat, ze vsetky objekty vo vesmire budi mat
vyssiu teplotu. V pripade rovnovahy by mali vSetky objekty rovnakiu teplotu 7}, no vo vesmire
sa nachddzaji zdroje energie (napr. hviezdy), ktoré spésobuju, ze v istych oblastiach vesmiru je
podstatne teplejsie. Zdroj ,,chladu“ vsak neexistuje, preto nas zaujimaji nerovnovazne procesy,
pri ktorych dochadza k ochladzovaniu.

Hmlovina uvedend ako priklad v zadani je planetdrna hmlovina tvorend obdlkou plynu
s teplotou priblizne t = 2K rozpinajica sa rychlostou okolo v = 150km-s~'. Pri vzdialenosti
okolo 15001y je jej rozmer asi 0,51y a je teda stara asi 1000 rokov® Fakt, ze je chladnejsia ako
reliktné ziarenie, bol objaveny vdaka absorbcii fotonov reliktného ziarenia molekulami oxidu
uholnatého v hmlovine, ktoré by v opaénom pripade sami vyzarovali

Tato nizka teplota sa d& vysvetlit prave velmi rychlou expanziou plynu, ktory nestiha pri-
jimat teplo od materskej hviezdy (s vykonom L. = 300L¢ a povrchovou teplotou 7. = 6000 K

“http://adsabs.harvard.edu/abs/1997ApJ. . .487L. 1558
5 attp://adsabs.harvard.edu/abs/2017MNRAS.466.1412E
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a polomerom priblizne R. = 16Rw) ani reliktného ziarenia. PreCo ale takychto velmi chlad-
njch hmlovin nepozorujeme viac? Cim je prave Bumerang taky vynimoény? V pripade tejto
hmloviny je rychlost unikajucich castic o rdd vyssia ako obycajne. Tento rozdiel je pravdepo-
dobne spdsobeny inym mechanizmom vzniku - tesnou interakciou cerveného obra a inej hviezdy
v spolo¢nej obéalke. Pritom vznikal disk materidlu obalujici hviezdy a tymto procesom pohana-
ny vytrisk hmoty v smere norméaly na obeznt rovinu. Na konci procesu priblizovania sa po
Spirale sa obe hviezdy pravdepodobne zrazilit

Zakladnym problémom tejto tulohy je, ze procesy, o ktorych uvazujeme, nie st rovnovazne.
Preto nastdvaju problémy napr. s definiciou teploty ¢i inych stavovych veli¢in, a vztahy ako
Planckov zdkon, 1. veta termodynamickd, ¢i stavovd rovnica maji len obmedzené pouzitie
v zavislosti na extrémnosti podmienok. Napriek tomu sa vsak pokisme vytvorit aspon priblizny
model situdcie pouzitim tychto vztahov.

Oblak materialu, ktory hviezda vyvrhla, idealizujme ako dokonale tepelne vodivi gulu,
ktorej polomer r sa meni priamoumerne so vzdialenostou R od hviezdy. Neunikaji z neho
Castice, rychlost pohybu oblaku v je konstantnd v smere od hviezdy. Oblak prijima teplo Qr
od hviezdy, teplo @, od reliktného ziarenia a vyzaruje teplo @, do okolia podla Stephan-
Boltzmanovho zakona.

Pre polomer oblaku teda plati r = aR = avt. Pre jeho objem

4 4 :
V= gmﬂ?’ =3 (awt)® .

Z prvej vety termodynamickej mame
dU =6Qr +dQ: — 6Q, — W =6Qr + 0Q: — 6Q, —pdV .
Pre vnttornt energiu plynu plati U = $nRwT), ¢o po zdiferencovani a dosadeni déva
gan AT = 6QL + 6Q: — 6Q, — pdV = 6QL + 6Qx — 6Q, — dxp (aw)® 2 dt.
Pre teplo vyziarené oblakom za cas dt mame
0Q, = Pdt = 4nr’oT* dt = 4 (aw)? oT*t* dt .

Teplo prijaté plynom od hviezdy vieme urcit zo svietivosti hviezdy L, vzdialenosti oblaku
od hviezdy R a jeho prierezu S ako cast povrchu sféry so stredom v hviezde a polomerom R
obsahujicu oblak (hviezda vyZaruje rovnomerne do celého priestoru)
L L L

2 2
WSdt: 4TER2T{T' dt:Za dt,

0QL = Pdt =
teplo prijaté z reliktného Ziarenia ako
6Q, = Anr’o T dt = 4n (aw)? o T2 dt .

A pre tlak plynu mame
_ anT _ 3”RmT

Vo dn(owt)®

Shttps://arxiv.org/pdf/1703.06929. pdf
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Ked vsetko dosadime, dostdvame

%an dT = %aQ dt + 4n (aw)® o T dt — 4n (aw)? T dt — ?mR%T dt.
Po tprave dostavame vztah pre casovi derivaciu teploty
ar Lao? 8n (av)20T4t2 _ 8 (av)20T4t2 6T
dt = 2snRn snRym snRm st

Tato rovnica neméa analytické riesenie, d& sa vSak riesit numericky.
Pozrime sa ale na podmienku ochladenia pod teplotu 7;. Aby sa plyn pod tuto teplotu
ochladil, musi byt v case t,, ked tato teplotu dosiahne, derivacia teploty podla casu zaporna

dr _ La® 6Ty
dt =~ 2snRm S ty

To bude dosiahnuté pre mélo svietivi hviezdu vyvrhujicu velké mnozstvo hmoty do malej
oblasti priestoru, ak teplota oblaku dosiahne teplotu reliktného ziarenia dost skoro, teda hmota
bude vyvrhovana dostato¢nou rychlostou.

N4&s model méa vsak niekolko chyb. Vyvrhnuty materidl modeluje ako idedlny plyn, no v sku-
to¢nosti ide o najprv elektricky nabity materidl, z ktorého ¢asti sa stane neutralny plyn (¢i uz
atomicky, alebo neskor molekuldrny) a zo zvySku kondenzuji prachové ciastocky. N4S model
povazuje oblacik za dokonale tepelne vodivy, ¢o pravdepodobne neplati, kedZe sa oblak prudko
rozpina. Rozpinajtici sa oblak prijima energiu ziarenia. Tu je vSak podstatné, ¢i je opticky husty
(nepriehladny) ako na pociatku expanzie a energiu prijima svojim povrchom (teda jeho okraj je
znacne prehriaty oproti stredu), alebo priehladny ako riedky plyn na konci expanzie a energiu
prijimaja cCastice v celom objeme. Rovnako nas model rozpinania oblaku nie je idedlny. Oblak
nebude homogénny - bude mat husty stred a okraje, ktoré sa rozplyvaju do priestoru. Celkovo
sme neuvazovali dalSie interakcie: gravitdciu materskej hviezdy, jej magnetické pole a lokalne
pole galaxie, ktoré mézu ¢i uz na zaciatku usmernovat nabité Castice alebo zrnka prachu pozdié
siloc¢iar, Podobne sme zanedbali interakcie s hviezdnym a medzihviezdnym vetrom a ziarenim
okolitych hviezd.

Celkovo teda mozeme konstatovat, Ze na ochladenie pod teplotu reliktného ziarenia je nutné,
aby bol materidl vyvrhnuty vo velkom mnozZstve vysokou rychlostou a centralna hviezda mala
nizku svietivost. Kvantifikovat podmienky presne je velmi narocny, ak nie nemozny problém.
Na ich splnenie vSak pravdepodobne nestac¢i jedna hviezda. Malo svietiva hviezda totiz nedo-
kéze vyvrhnut materidl dostatoc¢ne prudko. Preto sa zdd, Ze jedinou moznostou je interakcia
Cerveného obra s inou hviezdou, ktord materidl obalky cerveného obra vymrsti do priestoru.

Poznamky k doslym resenim

RieSenie tlohy by sa dalo rozdelit na dve éasti - reSers (prehladné spracovanie informécif, ktoré
st na dand tému dostupné) a vytvorenie modelu s komentdrom. Mnohym chybala ¢i uz jed-
na, alebo druhé cast. Uz zdkladny prieskum a jednoduchy adiabaticky model bol hodnoteny
nadpoloviécnym mnozstvom bodov, ak bol dostatoc¢ne komentovany a citovany. Tym sa dosta-
vame k dalSiemu problému. Ak sa v rieSeni objavuji nejaké netrividlne informacie, je potrebné
citovat ich zdroj (uviest ndzov a autora publikdcie, ¢i adresu webovej stranky a datum, kedy
z nej bolo Cerpané). V rieseniach sa objavoval aj jeden nesprévny pristup, a to priama premena
vnutornej energie plynu na jeho makroskopickt kinetickd energiu. Znamenalo by to, ze oblak
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plynu naberd rychlost imerne odmocnine jeho teploty a takyto systém by sa stal perpetuum
mobile druhého druhu.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz@fykos.cz

Uloha L.E ... hodinova 12 bodii; primér 7,50; fesilo 44 student
Zmérte délku jednoho dne. Jedno souvislé méreni vSak nemiize trvat déle nez jednu hodinu (pro
statistickou presnost vsak méreni opakujte). Jachym mél hodinu do deadlinu.
Uvod

Rozvoj fyziky i vedy ako takej bol spojeny s kazdodennym Zzivotom nasich predkov. Prave
potreba poznania striedania sa dna a noci, roé¢nych obdobi ¢i roé¢ného cyklu printtili ludi merat
Cas a zostavif kalendar. Vdaka jeho jednoduchému urceniu sa stal zakladnou ¢asovou jednotkou
den. Novy den sa zacinal s vychodom, alebo zdpadom Slnka. Pohyb Slnka po oblohe sme pouzili
na urcenie diiky dna aj my. Merali sme v podstate uhlovt rychlost Slnka na oblohe, z ¢oho sme
ndsledne uréili, kolko trvd jeho jeden cely obeh (resp. jedno otoenie Zeme okolo osi).

Postup merania

Zakladom experimentu bolo meranie uhlu, o ktory sa posunul (tj. otocil) tien Spajdle za dany
cas. K meraniu sme pouzili papier ako podlozku, na ktorti sme znacili polohu tiena, a vhodne
dlht Spajdlu, ktort sme zabodli do zeme, aby sa jej poloha (tj. vrchol uhla) nemenila a zdroven
bola kolmé k podlozke. Podlozku sme umiestnili vodorovne. Pouzitd spajdla mala po zapichnuti
do zeme vysku | = (25,80 + 0,05) cm (medzné chyba merania je dand pouzitym pravitkom ako
polovica najmensieho dieliku) od miesta prieniku s papierovou podlozkou (péty).

Samotné meranie prebiehalo tak, ze sme na papierovi podlozku zakreslovali polohu tiena
Spajdle a ku kazdému meraniu sme si poznacili presny c¢as. Z toho sme potom urcili, o aky uhol
sa tien posunul za dany casovy usek.

Namerané data

Je viacero sposobov, ako mézeme k zberu dat pristipit. Jedna moznost je zmerat, o aky uhol sa
posunie tien spajdle za 1 hodinu. Pre ziskanie presného vysledku vsak budeme musief meranie
opakovat. Vdaka statistickému spracovaniu potom dostaneme dostatocne presnii hodnotu vy-
sledku. Druhou variantou je spravif niekolko merani polohy tiena v kratkych intervaloch pocas
jednej hodiny.

My sme zvolili druhtd moznost. Od 14:50 do 16:15 sme spravili 13 merani v ¢asovych interva-
loch 5 az 9 mindt (vid. tabulka m) Z tohto stboru dét sme vybrali ten hodinovy tdsek, ktorého
déta boli najlepsie namerané (tj. neovplyvnené napriklad silnym vetrom). Islo konkrétne o data
namerané v ¢ase od 15:09 do 16:09 (vid tabulka g;

Spracovanie merania

Uhol posunu tiena sme pre vicsiu presnost merali trigonometricky. Na zakreslenych tierioch
$pajdle ako priamkéch sme vyznacili body, ktoré sa od péty Spajdle (tj. vrcholu uhla) nachddzali
v rovnakej vzdialenosti, v nasom pripade to bolo a = (45,2 + 0,2) cm (medznd chyba je vicsia
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kvéli pouzitiu nepresnejsieho pravitka a motuziku). Uhol «, o ktory sa tien posunul, sme tak
urcili ako .
tga = a 5 (1)

kde z je vzdialenost vyznacenych bodov na tseckach dvoch susediacich poloh tiena sSpajdle.
Nakolko posunutie bolo vzdy mensie ako 3 °, mohli sme pouzit aproximéciu a ~ tg«. Chybu
urcenia uhlu a sme odhladli na 10 %. T4to chyba je vyrazne vacsia ako Statistickd chyba merania
a k jej hodnote sme dospeli uvdzenim nepresnosti pri zakreslovani polohy tienia (papier bol na
zemi mierne nerovny, pri zakreslovani fikal vietor, ktory mierne kyval Spajdlou i podlozkou).

Vybrany stbor dét (tabulka P) sme spracovali do grafu B, ktory zobrazuje, ako s velkostou
casového intervalu narastd odklon tiena Spajdle od pociato¢nej polohy. Tento nérast ma jasnd
linedrnu tendenciu. Graf sme preto nafitovali linedrnou funkciou

a=At+ B, (2)

pricom nas zaujima predovSetkym parameter A. Ten hovori o zavislosti pootocenia tiena na
case. Parameter B méa predovsetkym korekény charakter. Fitovanim sme urcili ich hodnoty ako

A=(0,231040,0017) °-min"",
B = (0,126 & 0,045) °.

Z hodnoty parametru A je zrejmé, ze tieni Slnka sa na papieri posunie o 0,231 ° za minttu.
Z toho jednoducho ur¢ime, Ze otocCenie o celych 360°, tj. jeden (synodicky) den bude trvat
T = 1558,44 miniit, ¢o je 25,97 hodin,

Tato hodnota vsak este nie je konecna. Uhol a, ktory sme merali, totiz vyjadruje otocenie
okolo péty Spajdle, a nie jej vrcholu. Preto musime hodnotu a prepocitat vzhladom na oto-
Cenie okolo vrcholu $pajdle. Pre zjednodusenie sme uvazovali, ze vyska Slnka nad obzorom je
nemenna.

Vrchol spajdle sme si oznacili V' a jej patu P. Vrchol $pajdle V sa premietol na papier ako
koniec tiena, oznacili sme ho A, reps. B na zaciatku a konci ¢asového intervalu jedného merania.
V takomto znaceni sme teda chceli prepocitat uhol a = |ZAPB| na uhol § = |[ZAVB].

V pripade konStantnej vysky Slnka nad obzorom je GSecka |AB| kolmd na rovinu APV.
Potom z trigonometrie plati o« = |AB|/|AP| a § = |AB|/|AV| (nakolko ide o malé uhly,

aproximovali sme tg a = «, resp. tgd & 6). Uhol ¢ sme vyjadrili pomocou uhlu « ako

_ AP
6_a|AV|‘ (3)

Do vztahu (E) tak uz len dosadime namerané hodnoty. Vzdialenost |AP| = (57,4 £ 0,3) cm
(vyjadruje dizku tiefia $pajdle) sme priamo namerali. Vzdialenost |AV| = (62,9 + 0,4) cm sme
vypocitali pomocou Pytagorovej vety z diiky spajdle | a z diiky jej tiena. Z toho pokial za
uhol a dosadime uhlovy posun Slnka za jednu mintdtu (tj. hodnotu parameteru A z rovnice (),
dostaneme uhol § = (0,210 8 + 0,002 1)° vyjadrujici hodnotu uhlového posunu Slnla korigovant
k vrcholu Spajdle. Nami namerand vysledna hodnota diéky dria tak vychddza (28,5 & 2,8) hodin.
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Tab. 1: Namerané hodnoty otocenia tiena sSpajdle a za zvolené casové intervaly t.

Meranie L %
min
1 7 1,774
2 5 1,141
3 7 1,774
4 5 1,267
5 9 2,027
6 8 2,027
7 7 1,521
8 7 1,647
9 5 1,267
10 7 1,394
11 6 1,394
12 6 1,267
13 6 1,141

Tab. 2: Otocenie tienia $pajdle o od pociatocnej polohy v priebehu 1 hodiny.

Meranie ——— %
1 5 1,27
2 14 3,29
3 22 5,32
4 29 6,84
5 36 8,49
6 41 9,76
7 48 11,15
8 54 12,55
9 60 13,81

Diskusia

Je zrejmé, ze vyslednd hodnota sa vyrazne liSi od redlneho synodického dia (tj. 24 hodin).
Tuto diskrepanciu pravdepodobne spésobuje hruba systematicka chyba. Ako hned prvi musime
zohladnit chybu, ktord sposobila tivaha, ze Slnko sa pohybuje pocas celého merania v rovnakej

vyske nad obzorom.

Dalsiu velkd nepresnost sposobila nestabilne umiestnend podlozka. Vzhladom na to, ze
podlozka tvorena tvrdym vykresom bola polozena na travnatej ploche, nerovnosti spésobovali
problém pri spravnom zakresleni tiena Spajdle. Problémy tiez spdsoboval vietor, ktory jednak
rozkyval Spajdlu a mohol mierne zmenit jej smer vzhladom na podlozku, zaroven tiez rozvlnil
upevnenu podlozku, ¢im opéat spdsoboval nepresnosti v zakresleni tienia. Chybu do vysledku
urcite zaniesla aj nie presne kolméa poloha spajdle.

Navyse, tien Spajdle bol hruby, ¢o sposobilo dalsiu nepresnost so zakreslenim. Snazili sme
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Obr. 3: Zavislost otocenia tietia $pajdle na dizke asového intervalu.

sa znadit stred tietia, o sa ndm vSak nie vzdy mohlo rovnako podarit. Cas sme merali na celé
mindty, pretoze zakreslovanie trvalo niekolko sekind (predovsetkym kvoli nedostatocne pevnej
zemi pod podlozkou), no meranie sme vzdy vykonévali okolo celej mintty, teda chyba v merani
Casu sa nekumulovala.

Presnost nasho vypoctu by sme mohli zvysit, keby sme pre kazdé meranie zaznamenali dizku
tiena spajdle, z ¢oho by bolo mozné urcit vysku Slnka nad obzorom pre kazdé meranie. Islo
by vsak len o priblizné urcenie, tien konca Spajdle bol totiz zle ohraniceny. Pretoze sme vSak
pouzili relativne dlha $pajdlu, ani pri pouziti dvoch vykresov sme sa nevyhli tomu, ze koniec
tiena sa premietol mimo podlozku uréent na jeho zakreslenie.

Presnost ndsho merania by sme mohli zvysit vac¢sim stiborom dét. Aby sme vsak neprekrocili
podmienku merania maximélne jednej hodiny, moznosti by boli dve. Jednou moznostou je
spravit meranie, ktoré sme popisali vyssie, niekolko krat po sebe a jeho vysledky sStatisticky
spracovat. Druhou moznostou je nescitat jednotlivé niekolko minitové iiseky merania spolu, ale
spriemerovat velky stibor merani o dizke niekolko mintit. Teoreticky, pri velkej snahe, m6zeme
tseky merat aj celd hodinu a potom priemerovat tieto merania. V oboch pripadoch by sme
sa nedopustili porusenia podmienky, pokial nepouzijeme c¢asovy interval dlhsi ako 1 hodina,
pripadne nebudeme jednotlivé intervaly s¢itavat do intervalu vécsieho ako 1 hodina.

Alterantivne spbsoby uréenia dizky dria

Pri urcovani diiky dna sme mohli taktiez pouzit tien nejakej budovy alebo vécsieho objektu.
Meranie by vsak mohlo byt viac nepresné. Taktiez sme mohli zvolit iné geometrické usporia-
danie objektu, ktory vrha tien, a tienidla. Bezne sa pri slne¢nych hodindch pouziva vodorovna
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podlozka a oska sklonend v smere zemskej osi. Na vypocty najjednoduchsie je tienn osky rovno-
beznej so zemskou osou premietat na stosi valcovi plochu, v tomto pripade netreba prevadzat
ziadne korekcie a tient by sa po povrchu valca mal pohybovat rovnomerne rychlostou 15°-h~*.

Dalsou metédou je sledovanie pohybu hviezd. Princip je podobny ako v nami zvolenom
postupe so sledovanim Slnka. V tomto pripade by sme vsak merali priamo posun hviezd na ob-
lohe. Sp6sobov na to je viacero, napriklad merat ¢as medzi hornymi kulmindciami dvoch hviezd
o znamych rektascenzidch. Tu sa ale ako problém ukazuje nezdvisle zmerat uhlové vzdialenosti
na oblohe, daja sa vsak najst vo hviezdnych mapéach.

Na zaver spomenieme metdédu vyuzivajiucu Foucaultovo kyvadlo. Jeho konstrukcia vSak nie
je uplne jednoducha a lahko sa mézeme dopustit velkej chyby merania. Foucaultovo kyvadlo
poukazuje na rotaciu Zeme, ktorej désledkom je Coriolisova sila. T4 bude zdanlivo stacat rovinu
kmitov kyvadla, ¢o moézeme namerat. Velkost tohto staCania vSak zavisi na zemepisnej sirke, na
rovniku sa rovina kmitov vobec nestaca. V nasich zemepisnych sirkach je posun dostatoc¢ne velky
uz pri hodinovom merani. Meranie by sme vsak i tak museli opakovat pre ziskanie dostatocne
velkého Statistického suboru dat a pre presné urcenie chyby nasho merania.

Poznamka na zaver

Autor tohto riesenia je presvedceny o tom, ze keby mal den naozaj 28 hodin, kone¢ne by stihal
aspon polovicu zo svojich planov.

Daniel Dupkala
daniel.dupkala@fykos.cz@fykos.cz

Uloha L.S ... rozjezd 10 bodii; primér 5,72; fesilo 47 student

Predtim, nez se zacneme vénovat uméni analytické mechaniky, je vhodné si zopakovat klasickou

mechaniku na nasledujici sérii prikladi.

a) Na vrcholu kristalové koule drepi homogenni kulicka s velmi malym polomérem. Kuli¢ce
udélime libovolné malou rychlost a ta tak zacne padat po povrchu koule. Kde se kulicka
odpoji od kristalové koule? Uvazujte, ze kulicka neprokluzuje.

b) Misto koule z pfedchozi tilohy mame k¥istalovy paraboloid, dany rovnici y = ¢ — ax?. Opét
nas zajima, kde se kulicka od paraboloidu odpoji.

¢) Cyklista odbocuje rychlosti v na cestu kolmou k té, po které pravé jede. Zatdcku projede
po cdsti kruznice s polomérem r. Jak moc se musi cyklista do zatacky naklonit? Moment
setrvacnosti kol bicyklu miiZzete zanedbat, cyklistu nahradte hmotnym bodem.

Bonus Moment setrvacnosti kol nemiizete zanedbat.

a) Kulicka o hmotnosti m se nejdiive kutdli po povrchu kfistdlové koule, potom se odpoji
a zacne padat volnym padem. Necht ¢ je tihel, o ktery se kulicka po kouli odvalila. Zaméime
se na normalové sily, které pusobi na kulicku hmotnosti m v prvni ¢asti pohybu. Jednak je
to normalova slozka tihové sily, kterou spocitdme jako

Fg, =mgcosop,

jednak je to reakéni sila od velké koule. Dokud se kulicka neodlepi, plati, ze vyslednice téchto
sil je rovna dostredivé sile
muv

R )

Fy=
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kde v je rychlost kulicky a R je polomér kiistalové koule. Zde jsme zanedbali polomér kulicky
r, v pripadé presnéjstho vypoctu by ve jmenovateli byl samoziejmé vyraz R + r. Rychlost
kulicky v hloubce h pod puvodni polohou spocitdme ze zakona zachovani energie

1 5 1 22

= —J— =mgh

M Tl T
kde J je moment setrvac¢nosti kulicky vuci ose prochéazejici tézistém. Opét jsme vyuzili faktu,
ze r < R, a proto pro thlovou rychlost kulicky plati w = v/r. Jelikoz je kulicka homogenn,
muzeme pouzit vzorec

J = gmrz.

Pro rychlost kulicky tak dostavame

Y 109h\/1OgR(1—cosg0)
N 7T 7 ’

kde jsme si h vyjadiili z geometrie situace jako h = R (1 — cos ) (v pocéteén{ poloze plati
¢ =0).

Mala kulicka se odpoji ve chvili, kdy bude reakéni sila od velké koule nulova, neboli kdyz
bude platit F,,, = Fq. Po dosazeni ze vztaht vyse dostaneme rovnici

10

17"

Kulicka se tedy od kristdlové koule odpoji v hloubce

cosp =

h=R(1—cosy) = 1—77R

pod puvodni polohou. Vidime, ze vysledek nezavisi na poloméru kulicky r.

Budeme postupovat obdobné jako v predchozi tiloze. Kulicka se ale nepohybuje po kruznici,
takZze nemtzeme dostfedivou silu vyjadrit tak snadno. Muzeme si ale v kazdém bodé parabo-
lu lokalné nahradit kruznici. Vezmeme obecnou rovnici kruznice (z — x0)* 4 (y — y0)* = R?
a zkusime ji napasovat na zadanou rovnici paraboly y = ¢ — ax®. Pfitom vSak budeme
chtit, aby se v daném bodé shodovaly nejen hodnoty obou funkci, ale i jejich prvni a druhé
derivace. Pro kruznici mdme (v prvni rovnici jsme vhodné zvolili znaménko odmocniny)

y =10+ 1/ R~ (z—z0)?,

W (B (o w0)?) (o) = L0

dx y—1yo
@:7(11—240)—(96—1’0)% _ (@20’ + (y—w)’
dz? (y — o) (y—0)°

Pro parabolu méame o néco snazsi praci a dostavame

_ 2
y=c—azx",

% = —2ax,
d2y
@ = —2a.
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Méme tak soustavu tfi rovnic pro tfi nezndmé R, xo, 4o, ze kterych vyjadrime

(L+40%)" (14 da(e—y)** _ (1+4an)*"

2a 2a 2a ’

kde jsme zavedli hloubku pod ptvodni polohou h = ¢ — y. Pro dostfedivou silu plati
mu?
R )

kde rychlost opét spocitame ze zdkona zachovani energie jako

_ [10gh
v=14/ 7

Déle musime spocitat normalovou slozku tihové sily. Plati pro ni

Fq =

Fy, =Fycosp,
kde —tg ¢ je smérnice tecny k parabole. Odtud dostaneme
tg o = 2azx.

Po péar jednoduchych tpravach dospéjeme k rovnici

S
Il
S

_1 _1
cosp = (1—|—tg2 <p) 2= (1+4a21:2) 2 =(1+4alc—y))~ (1+ 4ah)™

Danou silu tedy mizeme vyjadfit jako
Fy;, =mg(1+ 4ah)7% .
Z rovnosti Fy = Fy,,, po dosazeni ze vztahl vyse, plyne
8ah+7=0,

coz nema pro a, h > 0 Teseni.

To znamen4, ze se kulicka od paraboloidu nikdy neodlepi. K tomuto vysledku jsme mohli
dojit i jednodussi avahou: Pro vodorovny vrh urcitou rychlosti se kulicka bude pohybovat
pravé po dané parabole. V nasem pripadé je ale pocatecni energie nulovd a navic se Cést
energie ,ztraci“ do valivého pohybu. Proto kulicka nikdy béhem valeni nebude mit dostatec-
nou energii na to, aby se od paraboloidu odlepila. Zadana tloha tedy uz od zacatku neméla
zadny fyzikalni smysl.

Popisme situaci z pohledu cyklisty. Plsobi na néj tii sily — tihova, odstfedivd a reakce
podlozky. Jejich velikosti jsou

Fg:mg?
FO:m'”Q.
r

Tihova sila pusobi svisle, odstrediva vodorovné. Cyklista se musi naklonit tak, aby jeho
spojnice s mistem, ve kterém se kolo dotyka zemé, byla rovnobézné s vyslednici prvnich
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dvou sil. Potom bude moment sil, co které na néj pusobi, nulovy. Pro odklon cyklisty od
svislého sméru tak plati
tgpo ==,
Fy
= arct ﬁ
P = arctg .

Bonus

Nyni je situace o néco slozitéjsi (viz. obrazek H) Kola maji néjaky nenulovy moment setr-
vacnosti, takze pfi pohybu vykazuji moment hybnosti L. Jeho smér je samoziejmé kolmy
na rovinu otaceni kol, takze je od zemé naklonén o thel ¢. Vektor momentu hybnosti musi
rotovat spole¢né s otacejicim se kolem. Svisld slozka je stale stejné velkd, zajima nés tedy
vodorovnd slozka, pro kterou plati

L, = Lcosy.

Za cas dt se cyklista pootoc¢i o thel da = w dt, kde pro tthlovou rychlost plati

v
w = —.
T

Tomu odpovida pricteni vektoru zmény momentu hybnosti o velikosti
|dL| = Ly da = Lywdt.

Z toho uz muzeme spocitat velikost momentu sily, kterym na bicykl musime pusobit, jako
dL L
M| = ‘E’ = L,w= TUcosgp.

Necht se hmotny bod, kterym jsme nahradili cyklistu, nachézi ve vysce h nad zemi (kdyz
cyklista jede rovné a tudiz neni naklonény). Potom tihovd a odstredivd sila vytvaii moment
(vzhledem k bodu dotyku kola a podlozky ve sméru jizdy)

2
M = Mg+ M, = Fghsinp — Fohcos ¢ = mghsin ¢ — mu”h

cos .

Proti témto sildm samoziejmé pusobi reakce podlozky, kterd méa stejnou velikost a opacény
smér. Tato sila vsak ptsobi v bodé dotyku kola a silnice, vii¢i kterému moment pocitame.
Moment sily, kterym na kolo pusobi, tak bude nulovy. Vyslednice vSech sil, pusobicih na
kolo, je tak stejné jako v predchozim ptipadé nulova, ale vysledny moment nulovy neni.

Maéame tak rovnici ,
h

Lv .
— cos ¢ = mghsin p — cos ¢,
r

ze které si uz snadno vyjadrime hledany tihel ndklonu cyklisty v zatacce

(v2 Lv )
@ = arctg | — + .
gr  mghr

Vidime, ze dosazenim L = 0 dostaneme stejny vysledek jako v zakladni ¢éasti lohy.
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Obr. 4: Nakres situace z pohledu cyklisty.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz@fykos.cz
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Serial: Lagrangeovy rovnice I. druhu

Uvod

Na dvod véas vitam pri ¢itani druhej casti seridlu FYKOSu. Zaciatkom druhej série sa esSte raz
vratime k znaceniu, kde si rychlo ukazeme ako funguju indexy, ktoré ndm umoznia pisat jednu
rovnicu namiesto troch. Potom sa dostaneme k pojmu ,vazba“, ktory bol uz parkrat spome-
nuty v predchadzajicej Casti. Zadefinujeme si ho a ukdzeme si rézne druhy véizieb a priklady
na ne. Potom bude nasledovat jadro tejto Casti seridlu, kde zavedieme Lagrangeove rovnice 1.
druhu, ktorych pouzitie budeme demonstrovat aj na priklade z predchadzajiceho seridlu. Nako-
niec mam pre vas pripravenu ukazku zaujimavého prepojenia medzi Lagrangeovymi rovnicami
a zdkonom zachovania energie.

Znacenie po druhykrat

V mechanike (alebo vo vSeobecnosti vo fyzike) vyzerd problém v nejakej siradnicovej sistave
velmi podobne. Napriklad pohybové rovnice hmotného bodu vo vikuu, na ktory pdsobi nejaké
vonkajsia sila F', vyzeraju

mi = Fy,
my =F,,
mz=1F,.

Pripadne, ak je tento bod v homogénnom gravitaénom poli v zdpornom smere osy z, a navyse
nan posobi sila F', budd vyzerat takto

mi = Fy,
my = Fy,

mZ=F, —mg.

Castokrat chceme tento zapis zjednodusit, lebo na vyjadrenie jednoduchej fyzikalnej skutocnosti
sme pouzili vela miesta a zabralo ndm to vela casu. Mame v zdsade dve moznosti. Prva je, ze
pouzijeme vektorovy zapis
mx=F,
respektive
mx=F+F,,

kde F, je vektor tiazovej sily, ktorého prvé dve zlozky st nulové a tretia je —mg.

Z réznych dovodov sa ale pouziva aj iny zapis, indexovy. M4 td vyhodu, Ze sa v iom daja
po troche cviku jednoduchsie vidiet rovnice. Zaroven si ¢lovek nemusi davat pozor na to, co
je vektor a ¢o nie je. (Co je vyhodou najméi ak sa maji nejaké dva vektory nésobit.) Totizto
kazdy symbol v takto zapisanej rovnici chdpeme ako skalar. Rovnica pre hmotny bod vo vikuu
bez vonkajsieho gravitacného pola by v tomto zapise vyzerala
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V niektorych textoch sa mozete stretnif s tym, Ze pozicia indexu hore a dole sa rozlisSuje
a znamena nieco iné. Pre nase potreby to ale rozlisovat nebudeme a budeme indexy pisat vzdy
dole. V tomto pripade nie je tazké prist na to, ¢o presne znamend index i. Ak index ¢ bude
nadobidat hodnoty od 1 do 3 (alebo ak chcete z, y, z), dostaneme postupne pre tri rozne
hodnoty indexu tri pohybové rovnice.

Hlavnd vyhodu tohto formalizmu uvidime vo chvili, ked pomocou neho zapiSeme napriklad
vektorovy sucin. Vezmime si ako priklad moment hybnosti. Podla definicie je moment hybnosti

L=rxp,

kde r je polohovy vektor a p je hybnost. Po zlozkdch (ak z-ové zlozka bude oznacend indexom
1 atd.) zapiSeme potom tito rovnicu

Ly = r2p3 —r3p2,
Ly =r3p1 —rips,

L3 =r1p2 —T2p1 .
7 ¢oho sa da s trochou cviku uvidiet, ako by sa to zapisalo indexovo
Li = rjpx —pjT .-

Odportacam, aby ste si sami vyskuasali, ze ak za (i,7,k) dosadite postupne (1,2,3), (2,3,1)
a (3,2,1) dostanete pévodné rovnice.

Ti, ktori si to overili, sndd uz vidia, ako funguje indexovy zapis. My sa s nim stretneme
v pripadoch jednoduchsich, ako je vektorovy sucin, tak sa vim sndd ¢im skor dostane pod kozu
a bude pre vés zjednodusenim.

Viézby

V predchéidzajicom dieli seridlu ako aj v tivode tohto sme viackrat spomenuli pojem véizba.
Vazbou budeme mysliet nejakti podmienku, ktora, okrem pohybovych rovnic, obmedzuje pohyb
nejakého telesa (v nasom pripade hmotného bodu). Vazbou moze byt napriklad nejaka plocha,
po ktorej sa hmotny bod pohybuje. Takyto bod sa teda bude riadit pohybovymi rovnicami,
okrem toho sa ale musi pri pohybe vzdy nachadzat na danej ploche. Vo vseobecnosti vieme vazbu
matematicky zapisat. Obvykle zapisujeme vézbu pomocou jednej rovnice. Vo vSeobecnosti moze
vizba vyzerat takto
U(Zli'i,ii'i,t) =0.

Teda nejaka rovnica plochy, pripadne krivky zévisld od rychlosti hmotného bodu na nej a taktiez
¢asovo premennd. (VSimnite si index ¢ pri polohe a jej ¢asovej derivacii. To znaéi, Ze rovnica
vazby moze zdvisiet od vSetkych zloziek polohy aj rychlosti.) V nasich pripadoch budeme ale
uvazovat casovo nepremenné plochy alebo krivky nezavislé od rychlosti hmotného bodu. Takéto
plochy a krivky budeme zapisovat

U(z;) =0.

Typickym prikladom na vézbu moéze byt napriklad auto pohybujtce sa po kruhovej prete-
karskej drahe. Ak je auto v porovnani s velkostou drahy zanedbatelne malé, mozeme sa bavit
o hmotnom bode pohybujicom sa po kruznici. Pohyb takéhoto auta ovplyviuja vonkajsie vtis-
nuté sily (¢o moéze posobit zavadzajico, nakolko sa v tomto pripade jedné o silu motora, ktory
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posobi zvnutra auta) a zdroven aj vizbova sila, ktord ho drzi na pretekarskej drahe v tvare
kruhu. Néds momentalne zaujima, ako napisat podmienku pre stradnice auta, teda vizbova
rovnicu pre pohyb auta. Bude sa evidentne jednat o rovnicu kruznice. Pre tucely prikladu je
irelevantné, aké bude mat stred kruznice stradnice. Ak predpokladdme, ze jej polomer je r, je
rovnica tejto kruznice v tvare, ktory odpovedd nami uvedenému tvaru vazby

2 2 2
$1+$27T =0.

Ukazeme si eSte jeden velmi casty priklad. Majme rovinu naklonenti pod uhlom «, po ktorej
sa pohybuje hmotny bod. Zo zdkladnej intuicie je vidiet, ze ilohu mdzeme riesit ako dvojroz-
merny problém. Dalej mézeme bez ujmy na vieobecnosti polozit zadiatok siradnicovej ststavy
do bodu (0,0) tak, aby prechddzal cez nasu naklonend rovinu, po ktorej sa pohybuje hmotny
bod, a zdroven aby rovina zvierala s osou x uhol «. Rovina je teraz popisatelna ako linedrna
funkcia premennej z, so smernicou rovnou tg («). Vazbovd podmienka bude teda

y—tg(a)x=0.

Na dalsie precvicenie tvorenia vazieb mézete vyuzit napriklad prepocitanie si prikladov k seridlu,
kde budete musief napisat vazbovi rovnicu pre siistavu dvoch hmotnych bodov.

Lagrangeove rovnice prvého druhu

Kombinéciou Newtonovych pohybovych rovnic pre hmotny bod podrobeny vdzbe s rovnicou
tejto viazby dokazeme dostat ststavu pohybovych rovnic, ktorych riesenie budii pohybové rov-
nice pre hmotny bod. Ako ale zostavit zo znalosti Newtonovych rovnic a viazbovej (vazbovych)
rovnic nami hladant ststavu? To si ukdzeme v tejto Casti.

Majme trojicu pohybovych rovnic

Lava strana znac¢i druht casovu derivaciu postupne troch zloziek vektorovej funkcie polohy
a prava strana znaci sucet zlozky sily F, ktord zodpovedd vSetkym vtisnutym sildém (napr.
gravitacnej, elektromagnetickej, etc.), a zlozky sily R zodpovedajicej viazbovej sile. Nds bude
prave zaujimaft, ako vyzeraju zlozky sily R.

Pre zaciatok nas bude zaujimat smer tejto sily. Tato sila je sila, ktorou na hmotny bod
posobi plocha/priamka po ktorej sa pohybuje. V kazdom bode si vieme teda tito silu rozlozif na
zlozku kolmu a zlozku doty¢nicovii k rovine. Vo vSeobecnosti musime ratat s oboma zlozkami,
ale obycajne ratame v prikladoch so zjednodusenim, ze trecia sila medzi vdzbovou plochou
a hmotnym bodom je nulova. (Castokrat je to aj preto, lebo vézba nie je ni¢ fyzické, ale vystihuje
len vlasnosti nejakého fyzikalneho pésobenia.) Trecia sila je vzdy rovnobezna s rovinou pohybu.
Ale kedze predpokladdme, Ze trecia sila je nulovd, mé sila R vzdy len normélovi (kolmi) zlozku.

7 predchadzajicej tivahy teda vieme, ze smer vézbovej sily je kolmy na viazbovi plochu
(pripadne krivku). Nastastie ndm teraz poslizi matematika, vdaka ktorej je zndme, ze ak mdme
zadanu nejakd vazbu (je jedno ¢&i v dvoch, troch alebo pokojne aj viacerych rozmeroch), tak
po aplikovani operatora gradient dostaneme vektor, ktory je normélou — kolmicou k danej
krivke/rovine v danom bode.

Jediné, ¢o o gradiente budeme potrebovat vediet, je to, Ze sa jednd o operator (nieco ako
,nositel matematickej operdcie“), ktory skaldrnej funkeii priradi vektorovii funkciu. T4 hovori
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o tom, v ktorom smere dana skaldrna funkcia rastie najviac.E Napriklad gradient teploty je
smer, pri pohybe v ktorom sa teplota meni najviac. Gradient vysky terénu pri pohybe v horédch
je smer, v ktorom je z daného miesta najstrmsie do kopca. Ako sme ale uviedli, gradient je
zdroven aj normdlovym vektorom. Gradient funckie f(z;) sa poéita a znaci

of
(VI = 5.
Kazdé priestorova zlozka gradientu nejakej funkcie je teda derivicia danej funkcie podla zod-
povedajicej priestorovej suradnice.

Teraz musime doriesit otdzku velkosti sily. Prendsobime gradient vézby funkciou A tak,
aby mal velkost prave takd, aki ma normaélova zlozka sily. A mdze byt samozrejme funkciou
polohy a sama o sebe nemé ziadny fyzikdlny vyznam. KedZe méme ale tri nezndme funkcie pre
sturadnice, tri pohybové rovnice a jednu rovnicu vézby, teda dokopy sStyri rovnice, potrebujeme
eSte jednu nezndmu funkciu, aby bola stustava jednoznacne rieSitelnd. Prave funkcia A je nasou
stvrtou neznamou funkciou.

Ked uz vieme, ako by mala vazbova sila vyzerat, moézeme do rovnice

mi; = F; + R;

dosadit za R; gradient vizby prenasobeny neznamou skalarnou funkciou A, ¢im dostaneme
ststavu rovnic
of

(9.231' ’

Tito ststavu rovnic spolu s védzbovou rovnicou budeme oznacovat Lagrangeove rovnice prvého
druhu. Pocet nezndmych je teraz rovnaky ako pocet rovnic, teda stustava je riesitelna. Ak nie
analyticky, tak aspon numericky. Riesenie tychto rovnic ale nie je ni¢ priamociare, ¢o by ste
spravili bez zavdhania a na nicom sa nezasekli. Existuje ale ndvod, ktory funguje pre riesenie
tejto ststavy rovnic. Na priklade gulicky kizajljcej sa po guli z predchddzajtcej série si ukdzeme,
ako sa takéto rovnice riesia.

mi; = F; + X\

Gulicka na guli

Sformulujme si teda odznova zadanie. Na vrchole gule sa nachddza gulicka velmi malych roz-
merov (mdZzeme ju teda povazovat za hmotny bod). Po udeleni Tubovolne malého impulzu sa
gulicka zacne zoSmykovat smerom nadol bez trenia (gulicka sa teda nekotula). Otazka znie,
v akej vyske nad povrchom, na ktorom je velka gula umiestnend, sa mala gulicka od velkej gule
oddeli.

Znova ném zakladnd fyzikdlna intuicia povie, ze nezdvisi na tom, po ktorom ,poludniku*
sa gulicka bude pohybovat, ¢o ndm umozni tlohu riesit v dvoch rozmeroch, teda ako bod
zosmykujuci sa po kruhu. Nasa véizba bude teda kruznica. Mo6zeme si v§imnut, Ze nastane cas,
ked sa gulicka od gule oddeli. Co mézeme povedat o vizbovej sile v tomto okamihu? Kedze sa
jednd o bod, kedy sa gulicka od svojej vazby oddeli, zrejme na nu véazbova sila v tom okamihu
prestane posobit. Tento poznatok si zapamétame, pretoze sa nam bude hodif.

Nech mé gula polomer r. Teraz vieme jednoducho zostavit rovnicu vézby

f=a>+y"—r*=0.

7 Na nasej matematickej trovni sa budeme tvarit, ze operator gradient aplikujeme vZdy len na skaldrnu
funkciu a nasledne dostaneme vektorovi funkciu.
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Nésledne spocitame postupne obe parcidlne derivicie tejto rovnice a zostavime Lagrangeove
rovnice prvého druhu. Musime ale pamétat aj na to, ze v smere osy y posobi na gulicku aj
gravitacnd sila. Ak ma gulicka hmotnost m, budt rovnice vyzerat takto

m:i:)\g =2z,
ox
my:—mg—l—/\%:—mg—i—Qy)\.

Teraz prichadza cast, ked musime pouzit prvy trik. Je uzito¢né si ho zapamaétat, lebo sa pouziva
vzdy pri podobnych prikladoch. Trikom je pouzif druht ¢asovi derivaciu rovnice vazby. V tomto
okamihu odporiucam vsetkym , Studentom Pilnym*, aby si to, ako aj dalsie kroky, sami skusili
niekde na papieri vedla. Ja uvediem pre vasu kontrolu prvi derivaciu

=2z +2yy =0,

ako aj pre nas potrebnu druhu deriviciu

f=2&+ 223+ 29" + 29 =0.

Do tejto dvakrat zderivovanej rovnice vizby dosadime za & a ¢ vyjadrenie tychto veli¢in
z Lagrangeovych rovnic. Dalej za sticet kvadratov prvych derivacii siradnic dosadime kvadrat

rychlosti

v? =i + 47

Potom s vyuzitim vizbovej podmienky z2 4+ y? = r? vyjadrime z rovnic vyssie vizbovi silu
\ - mloy—v’)
o 272 '
Druhy trik, ktory pouzijeme, je zakon zachovania mechanickej energie. Teda sicet kinetickej

a polohovej energie gulicky polozime rovny pociatocnej energii.

1 9
mgr = §mv + mgy .

7Z tohto vyjadrime v?, dosadenim do predchadzajticej rovnice pre A dostavame

mg (3y — 2r)
2r2 ’

)\ =
Nésledne vidime, ze vazbovd sila bude nulova a gulicka sa oddeli vo vyske (nad stredom gule)

2,
y=3r

Co je presne ten isty vysledok, ktory by ste dostali pri pouziti klasického rozkladu sil.
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Zakon zachovania energie

Na zaver som si este pripravil pre c¢itatelov seridlu mala ukézku, ako tento matematicky kon-
strukt vazieb vystihuje, ba dokonca az implikuje tak fundamentélnu fyzikalnu skuto¢nost, akou
je zakon zachovania energie. Ukdzeme si to v dvoch rozmeroch, postup v trojrozmernom pries-
tore je uplne analogicky.

Vezmime Lagrangeove rovnice prvého druhu pre jeden hmotny bod v gravitacnom poli
podrobeny vézbe U.

mi = A—
ox’
N ou
mij=-—-mg+ A—.
oy
Znova si pomodzeme tak, ze pouzijeme trik. A to taky, Ze prendsobime prvi rovnicu & a druhd
y. Nésledne rovnice s¢itame, ¢im dostaneme rovnicu

m (2& + 9y) = —mgy + A <8U:r + aUZ/) .
ox oy
Dalej spravime trik, ktory spoéiva v tom, Ze celd Tavi stranu zapiSeme ako ¢asovi deriviciu
nejakej inej funkcie (schvalne si skuste spocitat derivaciu podla ¢asu, tak ako je to v rovnici (H)
na lavej strane, a uvidite, ze dostanete to, Co mame na lavej strane v predchddzajicej rovnici).
Pravy clen pravej strany zapiSeme ako uplni ¢asovi deriviaciu U prendsobent A, pre funkciu
dvoch premennych f(x(t),y(t)) totiz plati

df(t)  Of(x,y) dz(t) n Of (@, y) dy(®)

dt or dt y dt
Clen —mgy sa tiez lahko zapie ako ¢asova, derivicia, dostaneme teda
d /m .2, .o ) d dUu
— (= =—-— A—. 4
dt(Q(m ) i M) A )

My ale vieme, ze rovnica vézby je U = 0. Potom derivicia takejto vizby musi mat tiez hod-
notu nula. Ak na zvys$né dva ¢leny aplikujeme obratene pravidlo pre deriviciu stuctu funkcif,

dostaneme d r1
.2 .2
n <§m(a¢ + 9 ) +mgy> =0.

Po preintegrovani rovnice podla ¢asu

1 .2 .2 o
Em (x +y )+mgy—k0nst,

%mv2 + mgy = konst .
Co je samozrejme zékon zachovania energie ako ho poznime.

Dufam, Ze tato séria seridlu vdm po minulej opakovacej sérii dala nieco nové, ¢o jedného dna
vyhodnotite ako uzitocné. Ak si preratate priklady k seridlu, mali by ste si vdaka nim upevnit
dnes nadobudnuté vedomosti. Chcel by som véas ale poprosit, aby ste do vypracovanych tloh
napisali spatni vdzbu na seridl, a to najmé v pripade, ak nieco nebolo vysvetlené dostatocne,
pripadne sa vdm zda byt nieco nesprivne.
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Poradi resitelii po I. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.
Kategorie prvnich rocniki
jméno Skola 12345 P E S I, %% %
Student Pilng MFF UK 6 6 77 810 12 10 66 100 66
1. Eva Feldbabelovd Katolické gymnézium Tiebic 6 6 7 8 8 4 8 6 53 8053
2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno 64728 —10 7 44 79 44
3.—4. Benedikt Bares G Dobruska 66378 — - 3 33 7533
3.—4. Adam Krska G, Mikulov 64538 3 4 33 6133
5. Vojtéch Votruba G Jana Keplera, Praha 62535 1 — 25 4525
6. Filip Zikes G P. Bezruce, Frydek-Mistek 6 2 53 8 — — — 24 712
7. Ales Opl Gymnézium Praha 3 624-8 - - - 20 7420
8. Petr Sicho G Jana Keplera, Praha 62232 2 1 - 18 3218
9.—10. Sdra Byskovd G Jana Keplera, Praha 64--2 3 - - 15 5015
9.-10. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, Kosice 4--31 0 7 15 35 15
11.—-12. Matéj Charousek G Na Vitézné plani, Praha 6 2 22 - - - 13 3813
11.-12. Milan Marek G Neumannova, Zdar n. S. 42-31 - - 3 13 35138
13. Jan Ptdcek G, Spitalskd, Praha 62-3- - - - 11 5811
14. Adam Hustava European School Luxembourg 4 6 — — - — — — 10 83 10
11
15.-16. Adéla Kolembusovd European School Luxembourg 6 2 0 - - - - — 8 42 8
11

15.—-16. Lukds Veskrna G Jana Keplera, Praha -4-31 - - - 8 38 8
17.—18. Natdlia Kalinovd G, P. Horova, Michalovce 6 ---1 - - — 7 507
17.—-18. Bianka Tomascéikovd G Varavské, Zilina 4 -—-3 - - — = 7T 54 7
19.—24. Jiri Antond G, Spitélska, Praha, 6 -—-——-- - — — 6100 6
19.—24. FEliska Durstovd G, Dviur Krélové n. L. 6 —-——— — — — 6100 6
19.-24. Zuzana Lisztwanovd G J. Stowackiego, Cesky Téin 6 — — — — — — — 6 100 6
19.—24. Tereza Preclikovd G Dobruska 42-—-- - - — 6 50 6
19.—24. Adam Sebesta Masarykovo G, Plzen 6 —-——— — — — 6100 6
19.-24. Jan Surdn G, Spitalska, Praha 42-—-——-— - — — 6 50 6
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 12345 P E S I, %% =
Student Pilng MFF UK 6 6 77 810 12 10 66 100 66
1. Robert Gemrot G Komenského, Havifov 6 2548 212 8 47 7147
2.—3. Martina Darnkova Klasické a Spanélské G, Brno 6 2 — 4 8 312 4 39 66 39
2.—-83. Adam Mendl G P. de Coubertina, Tabor 66678 — — 6 39 8939
4. Patrik Kaspdrek Katolické gymnédzium Tiebic 6 6 4 3 — 4 11 4 38 66 38
5. Elena Chocholakova G L. Svobodu, Humenné 66 —-8—- 411 - 35 8535
6. Lubor Cech G Brno, t¥. Kpt. Jarose 62438 2 8 - 33 5933
7.—9. Sona Husdkovd G, Ceskolipskd, Praha 62224 —12 — 28 6128
7.-9. Jan Klivan G, Dacice 46338 — — 4 28 6428
7.-9. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha, 64737 1 — — 28 6428
10. Karolina Letochovd G, Sternberk 645 —-—- 5 2 4 26 5126
11. Jan Cerverian G J. Pivecky, Slavic¢in 66532 1 — — 23 5223
12.—14. Radek Lacko G Komenského, Havirov 4252~ - 6 - 19 5019
12.—14. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim 62--8 3 - — 19 6319
12.—14. Tomds Tuleja G L. Svobodu, Humenné 66 -7~ - - — 1910019
15. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice 6252—- - — — 15 5815
16. Matej Dvordk G Jana Keplera, Praha 626 - - — — 14 74 14
17. Jarmila Terpdikovd G L. Svobodu, Humenné 6 —-—-7- - — — 1310013
18. Gabriel Séurka SpMNDaG, Bratislava 622-- - - - 10 5310
19. Daniel Czinege SPS chemické, Ostrava 44-1- - - - 9 47 9
20. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina - 8- - - — 8114 8
21.—23. Vojtéch Janota G, Strakonice 6 —-——— — — — 6100 6
21.—23. Frantisek Kris Masarykovo G, Plzen 42--- 0 - - 6 27 6
21.—23. Daniel Perout G Brno, tr. Kpt. Jarose 42 - - - - — 6 50 6
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 12345 P E S I, %% =
Student Pilng MFF UK 33778101210 60 100 60
1. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose 33788 41410 57 9557
2.—3. Ronald Dobos G Postové, Kosice 33849 6 810 51 85561
2.-3. Martin Vavrik G, Sumperk 33638 614 8 51 8551
4. Jaroslav Herman G Brno, tr. Kpt. Jarose 33788 2 6 9 46 7746
5. Radka KrizZovd G J. Heyrovského, Praha 33778 510 — 43 86 43
6. Jakub Jobus G Jura Hronca, Bratislava 33538 4 6 9 41 6841
7. Martin Schmied G, Jihlava 31738 3 510 40 6740
8.—9. Jan Oboril Klasické a Spanélské G, Brno 316 58 - 6 8 37 7,387
8.-9. Jirt Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 33536 3 7 7 37 6237
10. David Komdnek G, Spitélska, Praha, 33738 — 9 3 36 7236
11. Jaroslav Scheinpflug G Jirovcova, Ceské Budéjovice 3 1 575 2 6 5 34 5734
12. Lukds Hronek G, Pisek 237-8 - —11 31 100 31
13. Jan Divila G, Lesni ¢tvrt, Zlin 32543 3 6 3 29 4829
14. Matéj Kratky PORG, Praha 33733 - - 8 27 7127
15. Jakub Strnad Klvanovo G Kyjov 31338 4 — 3 25 5225
16. Jan Benda G, Litoméricka, Praha 21528 - - 6 24 6324
17.—18. Petra Pdlkovdcsovad G, Nové Zamky 32238 2 2 1 23 3823
17.—18. Viclav Zvonicek G Brno, t¥. Kpt. Jarose --738 - — 5 23 72238
19.—20. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha 31 --8 2 3 5 22 4822
19.—20. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno 3-—--8 —11 — 22 9622
21.—22. Rachel Johnson Richardson High School, USA 12 6 3 2 4 3 - 21 4221
21.—22. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 327-4 - 5 - 21 6421
23. Krystof Jasensky G, Lesni ctvrt, Zlin 3373 - — 1 2 19 4519
24. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hej¢in 3133—- -8 — 18 5618
25.—27. Veronika Hendrychovd G, Turnov 3173 - - — 16 5316
25.-27. Minh Khoi Ho Hanoi - Amsterdam HS, Viet- 3 1 4 — - — 16 76 16
nam
25.-27. Filip Zukal G, Blansko 2 321 2 3 2 16 2716
28. Ewa Vochozkovd Biskupské G, Brno 3--36 — 12 6712
29. Daniel Krdtky G, Trutnov 3-52—- - — — 10 5910
30.-31. Katerina Roupovd G, Blansko 21320 -1 - 9 2% 9
30.—31. Milan Tichavsky Slezské G, Opava 33-3- - - -9 69 9
32. Mateéj Holubicka Zemédélsksa akademie a Gym- 3 — -3 - — — — 6 60 6
nazium
33. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 3-2-- - - — 5 50 5
34. Lucia Krajéoviechovd G Jura Hronca, Bratislava 31 —--- - — — 4 67
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno skola 12345 P E S I, %% =
Student Pilng MFF UK 33778101210 60 100 60
1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 32668 814 9 56 9356
2. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hejc¢in 31778 —1410 50 100 50
3. Ivan Huddk ESS7 Lip. Mikulas 326 -8 —1210 41 9541
4.—5. Vojtéch Klimes G, Trebon 31438 512 4 40 6740
4.—-5. Martin Vanék G, Vysoké Myto 32778 5 — 8 40 8340
6. Marie Grunovd G, Moravsky Krumlov 32638 211 2 37 6237
7. Tomds Drobil G, Dacice 33638 211 - 36 7236
8.-9. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 32538 1 5 7 34 5738
8.—9. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. 32787 — — 7 34 8934
10. Matej Mosko G Grosslingova, Bratislava 33548 3 - 7 33 6933
11. Jird Blaha G, Uherské Hradisté 31548 — — 7 28 7428
12. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstend 3 --48 8 4 27 7127
13. Jakub Rizicka G, Nymburk 31538 — — 4 24 632/
14. Vojtéch Ulman G Jaroslava Seiferta, Praha 32232 1 6 4 23 3823
15. Tereza Prokopovd G Jura Hronca, Bratislava 335-8 - - — 19 9019
16.—17. Michal Jiza G, Benesov 3153—- 2 — 4 18 4518
16.—-17. Andrej Rendek G, Dubnica n. Vahom 31231 3 3 2 18 3018
18. Kristian Matustik G, Benesov 3--32 4 5 - 17 4317
19. Miroslav Horsky G, Ceskolipska, Praha 22-28 - 2 16 5216
20. Dominik Majkus G Na Vitézné plani, Praha 22432 - - 183 46138
21.-22. Stépdn Tichy G, Jateéni, Usti nad Labem 31-32 - - - 9 48 9
21.—22. Tadeds Wilczek G F. Zivného, Bohumin 21 3 - — — — 9 45 9
23. Karel Balej G a SOS, Rokycany -—---8 - - - 8100 8
24.—26. Vratislav Besta G, Olomouc-Hej¢in -1-32 - - - 6 33 6
24.-26. Bernadeta Marikovd G, Cesky Krumlov 31 -2—- - — — 6 46 6
24.—26. Marek Talir G, Cesky Krumlov 3--3- - - — 6 60 6
27. Katerina Charvdtova G B. Némcové, HK 3--2- - - — 5 50 5
28. Marek Bozom G, Karving - —=-3- - - = 3 48 3
29. Marie Vandkovd G Boticska, Praha 11--- - - - 2 33 2
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Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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