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Serial: Lagrangeovy rovnice Il. druhu

Uvod

V tejto casti zacneme s novou témou, ktora nds bude sprevadzat az do konca seridlu. Po troch
dieloch seridlu sa na konci tohto dostaneme k Lagrangeovym rovniciam 2. druhu. Tieto rovnice
predstavuji novt, pokrocilejsiu formuldciu mechaniky, kde na popis fyzikalneho problému bu-
deme potrebovat iba jednu jedina skaldrnu funkciu, z ktorej sa nésledne naucime jednoducho
urc¢it pohybové rovnice.

Zovseobecnené stiradnice

Pri rieSeni nejakého fyzikdlneho problému musime na tuvod vzdy, aj ke spravidla to robime
mimovolne, u¢init rozhodnutie, v akych siradniciach budeme danii tlohu riesit. V pripade po-
krocilejsej stredoskolskej irovne fyziky je to obvykle tak, ze volime za tieto siradnice stradnice
kartézske. Dokonca castokrat prirodzent trojrozmerni trojicu suradnic x, y, z zredukujeme len
na dvojicu z, y a problém rieSime v jednej rovine. Mnohokrat je ale aj v tomto pripade tloha
riesitelnd velmi obtiazne.

Pri konstrukcii Lagrangeovych rovnic je problém obtiaznosti systému eliminovany do ma-
ximélnej moznej podoby hned od zaciatku, a to pouzitim zovseobecnenych siradnic. Jedna sa
o sustavu saradnic, ktoré vystihuji symetriu daného problému tak, ze berd ohlad na vézby,
ktorym st objekty podrobené.

Toto sa potom odraza na pocte zovseobecnenych stradnic. Napriklad poloha planéty po-
hybujicej sa okolo Slnka moze byt popisana tromi kartézskymi stradnicami. Alebo, nakolko
na planétu posobia 2 vizby® mdze byt jej poloha popisana jedinou stradnicou, a to napriklad
uhlom (od 0° do 360°), ktory zviera spojnica Slnka a planéty s hlavnou poloosou jej dréhy.

Podobne napriklad ¢inku z tlohy k predchddzajicemu dielu seridlu, ktorad sa pohybuje v 2D
priestore, m6zme namiesto dvoch kartézskych siradnic pre kazdy bod popisat dvoma kartéz-
skymi stradnicami taziska Cinky a siradnicou, ktord zodpoveda uhlu natocenia ¢inky voci osi
T.

Nie je tak tazké z tychto dvoch prikladov odpozorovat, kolko zovSeobecnenych sturadnic
potrebujeme na popis systému. Ak N je pocet kartézskych siradnic potrebnych na popis vSet-
kych hmotnych bodov (obvykle troj- alebo dvojnisobok poé¢tu hmotnych bodov, podla toho ¢
rieSime troj- alebo dvojrozmernii tilohu) a v je pocet vézieb, tak potom

n=N-—v

je pocet zovSeobecnenych siradnic potrebnych pre popis systému. Tento pocet je zaroven aj
pocet stuprnov volnosti telesa, co je vlastne neprekvapujice, nakolko kazdej moznosti pohybu
telesa vieme prisudit jednu stradnicu, v ktorej mieru tohto pohybu, ako aj polohu, vieme
odmerat.

Pre nés bude dalej dolezité, ze vzdy vieme najst transformacny vztah medzi kartézskymi
a zovSeobecnenymi siradnicami. Pre nase potreby bude délezité vediet najmé vyjadrit kaztézske

!Planéta sa pohybuje v rovine, a zaroven po elipse. Obe tieto tvrdenia si v rdmci seridlu dokazeme.
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sturadnice pomocou zovseobecnenych. Ako a aj preco je to dolezité si ukdzeme na nasledujicom
priklade.

Priklad: Aka je kineticka energia kyvadla?

Pokusme sa najst vztah pre kineticka energiu matematického kyvadla s hmotnostou m a dizkou
zévesu [. Vieme, Ze kineticka energia je definovana ako
Er = %va .

Co po rozdeleni rychlosti do dvoch kaztézskych zloziek a s vedomostou, ze zlozka rychlosti
v nejakom smere je (v kartézskych suradniciach) ¢asovd derivicia danej siradnice vieme napisat
ako 1

By = 5m (2* +9°) .
Dalo by sa argumentovat, Ze tiloha je splnend, ¢o je samozrejme Ciasto¢ne pravda, avsak z nasho
vztahu nie je vidiet, ze sa jednd o kyvadlo, nakolko tento vztah plati pre kazdy hmotny bod
v 2D priestore. Na to, aby §lo o kineticka energiu kyvadla, by sme museli este pridat vizbu
v tvare 2 + y? = [2 a nejako ju do vztahu pre Ej zakomponovat. Preto zavedieme zovieobec-
nenu suradnicu ¢, ktord bude vyjadrovat uhol ndklonu kyvadla od osi y merany proti smeru
hodinovych ruciciek. Povazujme bod zavesu kyvadla za pociatok kartézskej sustavy suradnic.
Ak je dizka zévesu [, potom je prevod medzi kartézskymi stradnicami zdvazia na kyvadle z, y
a nasou zovseobecnenou suradnicou ¢

y=Ilcosyp,

z =Isingp.

7 tychto vztahov vieme derivovanim podla casu ziskat vztahy pre jednotlivé kartézske zlozky
rychlosti hmotného bodu vyjadrené pomocou zovseobecnenej stiradnice.

y ==l Sln(@)@ )
z=1lcos(p)p.

Po dosadeni do rovnice pre kinetickd energiu dostavame

1 . . .
B = gm ((sin(¢)$)” + (Leos(#)#)*) -
Kedze vieme, ze stcet kvadratu sinusu a kosinusu rovnakého argumentu je rovny jednej, dosta-
vame

1 2.9
Er = -ml .
k B 2
Kedze ¢ je vlastne uhlova rychlost, vidime, ze to ¢o sme dostali, je vlastne tplne ocakéavatelné,

nakolko ak do tohto vztahu dosadime

dostaneme povodny vztah.

Vidime teda, ze zavedenie zovseobecnenych siradnic mé svoju vyhodu uz aj na prvy pohlad,
a to v tom, Ze dolezité fyzikalne vztahy vyzeraju jednoduchsie a prirodzenejsie. Podme si teraz
pomocou nich ukazat, ako sa daji zaviest Lagrangeove pohybové rovnice.
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Lagrangeove rovnice Il. druhu

Lagrangeove rovnice si odvodime v jednorozmernom priestore a pre jeden hmotny bod. Tento
postup sme zvolili, aj ked je mozno mierne nestandardny, preto, Ze je jednoduchsi na uchopenie,
a pritom je tplne rovnaky, ako kedy sme to robili pre n hmotnych bodov a v 3D priestore.
Cely postup postupne rozlozime do niekolkych krokov a posnazime sa ich popisat ¢o najviac
zrozumitelne. Tak si drzme palce.

Diferencial polohy a kineticka energia

Majme v 1D priestore popisovanom sturadnicou x zovSeobecneni siradnicu q. Vo vSeobecnosti
je potom z nejakou funkciou nasej stradnice ¢ a Casu ¢, piSeme x(g,t). Ak predpokladdme,
ze x(q,t) je funkciou udévajicou polohu nejakej konkrétnej Castice, je pre nds velmi cennd
informdcia vediet urcit kinetickii energiu tejto castice, ktorej hmotnost si moézme pre nase
potreby oznacit m. Nato potrebujeme urcit rychlost danej castice, teda iplni ¢asovi derivaciou
funkcie x(q(t),t). To znamend derivovat najprv podla jednej a potom podla druhej premennej,
pricom ak je jedna z premennych funkciou ¢asu, samozrejme musime derivovat aj ti ako zlozend
funkciu. V nasom pripade to vyzera nasledovne
dz(gq,t)  Oxdg | Oz

dt ~ o9gdt = Ot

Preco je pri derivacii g znak obycajnej, a nie parcidlnej derivacie? V tomto pripade sa jednd
skuto¢ne o Uplnu ¢asova derivaciu tejto stradnice. Pravdou je ale aj to, Ze siradnica ¢ nema,
tak ako sme si ju zadefinovali, ziadne iné zdvislosti ako ¢asovi (o vyplyva priamo z toho Ze je
to sdiradnica pohybujiceho sa bodu), a teda pre tento konkrétny pripad plati
dg _ 9q _ .

a ot 1!
Napriek tomu je ale formélne spravnejsie pisat to ako ozajstni, a nie parcidlnu derivaciu.

Teraz m6zme napisat vztah pre kinetickt energiu nasho hmotného bodu. Zvolim znacenie, na
ktoré nie ste pravdepodobne zvyknuti, no budeme sa ho odteraz drzat, nakolko sa v analytickej
mechanike pouziva vzdy. Kinetickd energiu budeme znacit od tohto okamihu 7T". Potom plati

2 2
1 Ordg  Ozr\ 1 oz . Oz
Ty =gm <8th+8t> = zm<aqq+ 61&) ’

Zastavenie ¢asu

Teraz nas hmotny bod v case stoji. Inymi slovami, pozerdme sa nan v jednom konkrétnom
case, v ktorom skiimame jeho vlastnosti. Jeho poloha a rychlost st teda v konkrétnom ¢asovom
okamihu na sebe nezavislé. Ked budeme sktimat, ako by vyzerala energia tohto bodu v pripade,
ze trochu zmenime jeho polohu alebo rychlost budeme predpokladat, Ze pri malej zmene polohy
sa nezmeni jeho rychlost a obratene. V matematickej reci, ked budeme derivovat podla polohy
alebo rychlosti, tak bude platit

dg _ dg _

dg dg
¢o je vlastne len matematicky zapis toho ¢o sme povedali, teda ze rychlost a poloha st v kon-
krétnom casovom okamihu vnimané ako na sebe nezavislé.
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To ndm dovoli spocéitat parcidlne derivéicie kinetickej energie podla polohy a podla rychlosti.
Znova vam odportcam, aby ste si to skusili sami a vysledok si iba skontrolovali. Pamétajte pri
tom ale na to, Ze parcidlne derivacie x podla ¢asu aj podla zovSeobecnenej stiradnice g su stale
funkcie aj zovseobecnenej siradnice g. Vysledok by vdm mal vyjst nasledovne:

or _ (9. dxz) 0
g "\ 9q? " ot ) g

or_ (0=, 0z 0 (0z. 0Oz
dq ¢ ot ) ag \9q¢? " Bt ) -

Rozmrazenie asu

Teraz vSetky rovnice, ktorymi disponujeme, mézme znova chapat ako casovo zavislé. Dovolim
si pre prehladnost este jednu tUpravu, namiesto

dxdg | 0o
Oqg dt Ot
budeme pisat kratsiu verziu
dz
dt ’
Aplikujme na rovnicu pre %—g opericiu uplnej derivicie podla ¢asu. Druht rovnicu nechdme

nepozmenent, ¢im dostaneme

dor (d% dr dzx d am)

o "\az o T ardatog
or _ dedg
dq dt 0Oq

Teraz spravime trik — od prvej rovnice odc¢itame druhi. Vo vsetkych pripadoch, ktoré su pre
fyziku uzitoéné, mézme dalej predpokladat, ze plati

odf _dof
Oydz ~ dx oy’
Téato vlastnost sa nazyva zdmennost derivdcii. Az na malé vynimky je operacia derivicie sama

zo sebou komutativna.
Po uz spominanom odcéitani za pouzitia komutativity derivacii dostaneme

dor _or _ (&
dt 8¢ 0q dt2 9q ) °
T4to rovnica by sa uz dala povazovat za formuléciu Lagrangeovych rovnic, avsak najmaé jej

prava strana nie je velmi dobre zrozumitelna. Podme sa teda pozriet, aky vyznam mé prava
strana tejto rovnice. Uz na prvy pohlad je zrejmé ze cast

A%z
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je nejaka vonkajsia sila pdsobiaca na nd$ hmotny bod. K tomu, aky vyznam mé cast g—z, si
pripomenieme nieco z druhej série seridlu, a sice, aky tvar ma gradient. V tomto pripade totizto,
kedZe sme len v jednorozmernom priestore, je gradient k danej krivke z(t) iba ¢éislo — jedna de-
rivacia %2' Cel4 pravé strana mé potom vyznam zovSeobecnenej sily (prendsobenej konstantou
zavislou len na volbe zovSebecnenych stradnic), ktord si mézme oznacit Q. Dostavame

To ale este nie je podoba Lagrangeovych rovnic tak, ako ju pozname. Vieme ale, ze so silami
sa vo vSeobecnosti spaja skaldrna veli¢ina nazyvana potencidl. Ak mame konzervativne poled,
v ktorom po6sobi na teleso sila F, potom je potencidl V' tohto pola implicitne definovany ako

ov
F,=-VVi=——.
8I¢
Pre nas pripad bude mat sila len jednu zlozku
dV (z)
Fx)=——7F"+
(z) I

a pouzitim pravidla pre derivovanie zloZzenej funkcie méame

dV oz oV (q,t)

Qlg,t) = Tdw g 0q

Dosadenim tejto rovnice do Lagrangeovych rovnic za predpokladu, Ze riesime pohyb v konzer-
vativnom poli, a naslednym presunutim vsetkych ¢lenov na jednu stranu dostdvame

dor ar v _

— =0.
dt 9¢ Oq + dq
Kedze potencial V' nie je zavisly na rychlosti telesa,7E plati
W _y o 4oV _
aq dt 9¢
Teraz mozme tento nulovy vyraz pripocitat k Lagrangeovej rovnici a po tprave dostaneme
do(T-Vv) o(Ir-V)
dt g Jdq

=0,

kde funkcia T'—V predstavuje rozdiel kinetickej a potencidlnej energie. Nazyvame ju Lagrangidn
a znac¢ime L. Rovnicu teda mozme zapisat aj takto

doL IL

dt(?iq'_ dq

2Pole, v ktorom objekt nestraca mechanickd energiu, teda ked sa objekt v tomto poli bude pohybovat je
celkovd zmena jeho kinetickej energie nezavisla na trajektérii pohybu, ale len na pociato¢nom a koncovom
bode. Ak sa takyto objekt v konzervativnom poli pohybuje po uzavretej krivke, nestridca ani neziskava ziadnu
energiu. Prikladom takéhoto pola je napriklad pole gravitacné.

3Ak by bol, mdze existovat tzv. zovSeobecneny potencial, pre ktory stéile platia Lagrangeove rovnice v nasle-
dujicom tvare. Napriklad pri elektromagnetickej sile to plati len pri istej Specidlnej volbe potencialu, nazvanej
Lorentzova kalibra¢nd podmienka.
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Co by sa ale stalo vo viacerjch rozmeroch? Pri pohlade na rovnicu vidime, Ze jediné ¢o nejako
zévisi na pocte rozmerov je siradnica q. Preto rozsirenie tejto rovnice na viacrozmerny pripad
je velmi trividlne, a sice len také, ze pre viacero siradnic dostaneme viacero rovnic tak, ze vzdy
budeme tymto sposobom derivovat Lagrangidn podla prislusnej siradnice a rychlosti. Preto
pocet rovnic zodpovedd poctu zovSeobecnenych suradnic? Tim dostaneme najznamejsi tvar
Lagrangeovych rovnic, s ktorym sa v tomto seridli budeme stretavat este velmi dlho

d oL 0L _

dt 8(]1 8qi N

Cela tato kapitola bola venovana odvodeniu Lagrangeovych rovnic. Berte ju skor informa-
tivne, rozhodne od vas nikto nebude vyzadovat, aby ste toto odvodenie ovladali¥ Dévod preco
som to tu ukazoval je, aby ste mali predstavu, ze k velkym fyzikdlnym zdkonom sa d& prist
hranim sa s deriviciami réznych veci a s¢itavanim a odéitavanim zdanlivo nesivisiacich veci od
seba, az nakoniec vznikne nieco tak zasadné ako Lagrangeove rovnice. Z vasho pohladu sme ale
eSte len na zaciatku. Prave ste docitali odvodenie niecoho, ¢oho vyuzitelnost pravdepodobne
vbbec nevidite. Ze je to na nieco vébec dobré mi zatial musite verit. V seridli sa dalej postupne
prepracujeme cez zostavenie a rieSenie Lagrangeovych rovnic pre rézne pripady. V dnesnej sérii
si este ukdzeme prvy krok k rieseniu fyzikalneho problému.

Néjdenie Lagrangeovej funkcie

Priamo z definicie Lagrangeovej funkcie vyplyva, ako ju treba hladat. Musime néjst vztah pre
kineticku a potencidlnu energiu systému. KedZze cely problém chceme riesit v zovseobecnenych
suradniciach, je azda najklticovejsim krokom néajst vhodné zovSeobecnené sturadnice. To zna-
mendé popisat ich a najst vztah medzi nimi a kartézskymi siradnicami. Potom derivaciou tohto
vztahu uréime, ako vyzeraju jednotlivé zlozky rychlosti, teda funkcii ¢(g,t). Tieto vztahy dosa-
dime do vztahov pre potencidlnu a kineticki energiu, aby sme dostali Lagrangian, z ktorého uz
nie je problém urcit pohybové rovnice. Podme sa na toto pozriet krok po kroku a simultdnne
s tym hladat Lagrangidn pre matematické kyvadlo.

1. Zavedenie zovseobecnenich suradnic
V nasom pripade, ako sme uz spominali skor, bude zovseobecnenou stradnicou uhol vy-
chylenia ¢. To, ze ndm sta¢i jedna sdradnica, je vidiet z toho, ze kyvadlo riesime ako
dvojrozmerny problém, pricom je v nom jedna vizba — hmotny bod musi byt vzdy v rov-
nakej vzdialenosti [ od bodu zavesu.

2. Vyjadrenie kartézskych siradnic pomocou zovSeobecnenyjch
Ako sme uviedli skér, vztah medzi zovseobecnenou siradnicou a kartézskymi stiradnicami

T,y je
y=lcosyp,

= lsingp.

4Délezitou pozndmkou je, aj ked je to mozno zjavné, ze zovSeobecnené stradnice mézu samozrjeme byt
sdiradnice viacerych hmotnych bodov, ktorych pohyb vySetrujeme.
5Samozrejme len pokial nepdjdete Studovat vieobecnt fyziku.
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3. Spocitanie kartézskych riyjchlosti
V nasom pripade musime len usilovne derivovat, co dopadne presne tak ako na zaciatku
serialu

j= ~lsin(e)¢,
z=1lcos(p)p.

4. Dosadenim do definicie T a V vypocitame kinetickd energiu a potencidl v zovSeobecnengch
suradniciach

1 1
T = Lo ((Lsin(e)9)? + (Leos(9)p)?) = Smi%6?,
V = —mgy = —mgl cos(p) .

5. Zostavime Lagrangeovu funkciu
1
L= 5m12ap2 + mgl cos (¢) .

6. Postupnym ustlovngm derivovanim zostavime Lagrangeove rovnice
Toto je cast, ku ktorej sa dostaneme v dalsom diele seridlu. Zostavenie rovnic totizto stvisi
s ich riesenim, preto je konzistentnejsie urobit to spolu v jednom diele serialu.

Dufam, Ze ste si z tohto dielu odniesli nieco nové. Zaroven difam, ze vas to more vysoko-
skolskej matematiky neodradilo a pri rieseni 1iloh k seridlu pouzijete svoj dovtip, a ndjdete tie
spravne zovSeobecnené sturadnice, a nasledne sa doderivujete tispesne az k spravnej Lagrange-
ovej funkcii.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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