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Uvod

Na dvod véas vitam pri ¢itani druhej casti seridlu FYKOSu. Zaciatkom druhej série sa esSte raz
vratime k znaceniu, kde si rychlo ukazeme ako funguju indexy, ktoré ndm umoznia pisat jednu
rovnicu namiesto troch. Potom sa dostaneme k pojmu ,vazba“, ktory bol uz parkrat spome-
nuty v predchadzajicej Casti. Zadefinujeme si ho a ukdzeme si rézne druhy véizieb a priklady
na ne. Potom bude nasledovat jadro tejto Casti seridlu, kde zavedieme Lagrangeove rovnice 1.
druhu, ktorych pouzitie budeme demonstrovat aj na priklade z predchadzajiceho seridlu. Nako-
niec mam pre vas pripravenu ukazku zaujimavého prepojenia medzi Lagrangeovymi rovnicami
a zdkonom zachovania energie.

Znacenie po druhykrat

V mechanike (alebo vo vSeobecnosti vo fyzike) vyzerd problém v nejakej siradnicovej sistave
velmi podobne. Napriklad pohybové rovnice hmotného bodu vo vikuu, na ktory pdsobi nejaké
vonkajsia sila F', vyzeraju

mi = Fy,
my =F,,
mz=1F,.

Pripadne, ak je tento bod v homogénnom gravitaénom poli v zdpornom smere osy z, a navyse
nan posobi sila F', budd vyzerat takto

mi = Fy,
my = Fy,

mZ=F, —mg.

Castokrat chceme tento zapis zjednodusit, lebo na vyjadrenie jednoduchej fyzikalnej skutocnosti
sme pouzili vela miesta a zabralo ndm to vela casu. Mame v zdsade dve moznosti. Prva je, ze
pouzijeme vektorovy zapis

mx = F,

respektive
mx =F + Fg,

kde F, je vektor tiazovej sily, ktorého prvé dve zlozky st nulové a tretia je —mg.

Z réznych dovodov sa ale pouziva aj iny zapis, indexovy. M4 td vyhodu, Ze sa v iom daja
po troche cviku jednoduchsie vidiet rovnice. Zaroven si ¢lovek nemusi davat pozor na to, co
je vektor a ¢o nie je. (Co je vyhodou najméi ak sa maji nejaké dva vektory nésobit.) Totizto
kazdy symbol v takto zapisanej rovnici chdpeme ako skalar. Rovnica pre hmotny bod vo vikuu
bez vonkajsieho gravitacného pola by v tomto zapise vyzerala
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V niektorych textoch sa mozete stretnif s tym, Ze pozicia indexu hore a dole sa rozlisSuje
a znamena nieco iné. Pre nase potreby to ale rozlisovat nebudeme a budeme indexy pisat vzdy
dole. V tomto pripade nie je tazké prist na to, ¢o presne znamend index i. Ak index ¢ bude
nadobidat hodnoty od 1 do 3 (alebo ak chcete z, y, z), dostaneme postupne pre tri rozne
hodnoty indexu tri pohybové rovnice.

Hlavnd vyhodu tohto formalizmu uvidime vo chvili, ked pomocou neho zapiSeme napriklad
vektorovy sucin. Vezmime si ako priklad moment hybnosti. Podla definicie je moment hybnosti

L=rxp,

kde r je polohovy vektor a p je hybnost. Po zlozkich (ak z-ové zlozka bude oznacend indexom
1 atd.) zapiSeme potom tuto rovnicu

Ly = r2p3 —r3p2,
Ly =r3p1 —rips,

L3 =r1p2 —T2p1 .
Z ¢oho sa da s trochou cviku uvidiet, ako by sa to zapisalo indexovo
Li=ripx —pjr .

Odportacam, aby ste si sami vyskuasali, ze ak za (4,7, k) dosadite postupne (1,2,3), (2,3,1)
a (3,2,1) dostanete pévodné rovnice.

Ti, ktori si to overili, sndd uz vidia, ako funguje indexovy zapis. My sa s nim stretneme
v pripadoch jednoduchsich, ako je vektorovy sucin, tak sa vim sndd ¢im skor dostane pod kozu
a bude pre vés zjednodusenim.

Viézby

V predchéidzajicom dieli seridlu ako aj v tivode tohto sme viackrat spomenuli pojem véizba.
Vazbou budeme mysliet nejakti podmienku, ktora, okrem pohybovych rovnic, obmedzuje pohyb
nejakého telesa (v nasom pripade hmotného bodu). Vazbou moze byt napriklad nejaka plocha,
po ktorej sa hmotny bod pohybuje. Takyto bod sa teda bude riadit pohybovymi rovnicami,
okrem toho sa ale musi pri pohybe vzdy nachadzat na danej ploche. Vo vseobecnosti vieme vazbu
matematicky zapisat. Obvykle zapisujeme vézbu pomocou jednej rovnice. Vo vSeobecnosti moze
vizba vyzerat takto
U(Zli'i,ii'i,t) =0.

Teda nejaka rovnica plochy, pripadne krivky zévisld od rychlosti hmotného bodu na nej a taktiez
¢asovo premennd. (VSimnite si index ¢ pri polohe a jej ¢asovej derivacii. To znaéi, Ze rovnica
vazby moze zdvisiet od vSetkych zloziek polohy aj rychlosti.) V nasich pripadoch budeme ale
uvazovat casovo nepremenné plochy alebo krivky nezavislé od rychlosti hmotného bodu. Takéto
plochy a krivky budeme zapisovat

U(z;) =0.

Typickym prikladom na vézbu moéze byt napriklad auto pohybujtce sa po kruhovej prete-
karskej drahe. Ak je auto v porovnani s velkostou drahy zanedbatelne malé, mozeme sa bavit
o hmotnom bode pohybujicom sa po kruznici. Pohyb takéhoto auta ovplyviuja vonkajsie vtis-
nuté sily (¢o moéze posobit zavadzajico, nakolko sa v tomto pripade jedné o silu motora, ktory
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posobi zvnutra auta) a zdroven aj vizbova sila, ktord ho drzi na pretekarskej drahe v tvare
kruhu. Néds momentalne zaujima, ako napisat podmienku pre stradnice auta, teda vizbova
rovnicu pre pohyb auta. Bude sa evidentne jednat o rovnicu kruznice. Pre tucely prikladu je
irelevantné, aké bude mat stred kruznice stradnice. Ak predpokladdme, ze jej polomer je r, je
rovnica tejto kruznice v tvare, ktory odpovedd nami uvedenému tvaru vazby

2 2 2
$1+$27T =0.

Ukazeme si eSte jeden velmi casty priklad. Majme rovinu naklonenti pod uhlom «, po ktorej
sa pohybuje hmotny bod. Zo zdkladnej intuicie je vidiet, ze ilohu mdzeme riesit ako dvojroz-
merny problém. Dalej mézeme bez ujmy na vieobecnosti polozit zadiatok siradnicovej ststavy
do bodu (0,0) tak, aby prechddzal cez nasu naklonend rovinu, po ktorej sa pohybuje hmotny
bod, a zdroven aby rovina zvierala s osou x uhol «. Rovina je teraz popisatelna ako linedrna
funkcia premennej z, so smernicou rovnou tg («). Vazbovd podmienka bude teda

y—tg(a)x=0.

Na dalsie precvicenie tvorenia vazieb mézete vyuzit napriklad prepocitanie si prikladov k seridlu,
kde budete musief napisat vazbovi rovnicu pre siistavu dvoch hmotnych bodov.

Lagrangeove rovnice prvého druhu

Kombinéciou Newtonovych pohybovych rovnic pre hmotny bod podrobeny vdzbe s rovnicou
tejto viazby dokazeme dostat ststavu pohybovych rovnic, ktorych riesenie budii pohybové rov-
nice pre hmotny bod. Ako ale zostavit zo znalosti Newtonovych rovnic a viazbovej (vazbovych)
rovnic nami hladant ststavu? To si ukdzeme v tejto Casti.

Majme trojicu pohybovych rovnic

Lava strana znac¢i druht casovu derivaciu postupne troch zloziek vektorovej funkcie polohy
a prava strana znacéi sucet zlozky sily F, ktord zodpovedd vSetkym vtisnutym sildém (napr.
gravitacnej, elektromagnetickej, etc.), a zlozky sily R zodpovedajicej vézbovej sile. Nés bude
prave zaujimat, ako vyzeraju zlozky sily R.

Pre zaciatok nas bude zaujimat smer tejto sily. Tato sila je sila, ktorou na hmotny bod
posobi plocha/priamka po ktorej sa pohybuje. V kazdom bode si vieme teda tito silu rozlozif na
zlozku kolmu a zlozku doty¢nicovii k rovine. Vo vSeobecnosti musime ratat s oboma zlozkami,
ale obycajne ratame v prikladoch so zjednodusenim, ze trecia sila medzi vdzbovou plochou
a hmotnym bodom je nulova. (Castokrat je to aj preto, lebo vézba nie je ni¢ fyzické, ale vystihuje
len vlasnosti nejakého fyzikalneho pésobenia.) Trecia sila je vzdy rovnobezna s rovinou pohybu.
Ale kedze predpokladdme, Ze trecia sila je nulovd, m4 sila R vzdy len normalovi (kolmi) zlozku.

7 predchadzajicej tivahy teda vieme, ze smer vézbovej sily je kolmy na viazbovi plochu
(pripadne krivku). Nastastie ndm teraz poslizi matematika, vdaka ktorej je zndme, ze ak mdme
zadanu nejakd vazbu (je jedno ¢&i v dvoch, troch alebo pokojne aj viacerych rozmeroch), tak
po aplikovani operatora gradient dostaneme vektor, ktory je normélou — kolmicou k danej
krivke/rovine v danom bode.

Jediné, ¢o o gradiente budeme potrebovat vediet, je to, Ze sa jednd o operator (nieco ako
,nositel matematickej operdcie“), ktory skaldrnej funkeii priradi vektorovii funkciu. T4 hovori



FYKOS Seridl XXXII.IT Lagrangeovy rovnice I. druhu

o tom, v ktorom smere dana skaldrna funkcia rastie najviadE Napriklad gradient teploty je
smer, pri pohybe v ktorom sa teplota meni najviac. Gradient vysky terénu pri pohybe v horédch
je smer, v ktorom je z daného miesta najstrmsie do kopca. Ako sme ale uviedli, gradient je
zdroven aj normdlovym vektorom. Gradient funckie f(z;) sa poéita a znaci

of
(VI = 5.
Kazda priestorova zlozka gradientu nejakej funkcie je teda derivicia danej funkcie podla zod-
povedajtcej priestorovej suradnice.

Teraz musime doriesit otazku velkosti sily. Prendsobime gradient vézby funkciou A tak,
aby mal velkost prave takd, aki ma normdélova zlozka sily. A mdze byt samozrejme funkciou
polohy a sama o sebe nemé ziadny fyzikdlny vyznam. KedZe méme ale tri nezndme funkcie pre
sturadnice, tri pohybové rovnice a jednu rovnicu vézby, teda dokopy sStyri rovnice, potrebujeme
eSte jednu nezndmu funkciu, aby bola stustava jednoznacne rieSitelnd. Prave funkcia A je nasou
stvrtou neznamou funkciou.

Ked uz vieme, ako by mala vizbova sila vyzerat, moézeme do rovnice

mi; = F; + R;

dosaditf za R, gradient vdzby prendsobeny nezndmou skaldrnou funkciou A, ¢im dostaneme
stustavu rovnic
of

(91‘»; ’

Ttto ststavu rovnic spolu s vizbovou rovnicou budeme oznacovat Lagrangeove rovnice prvého
druhu. Pocet nezndmych je teraz rovnaky ako pocet rovnic, teda stustava je riesitelna. Ak nie
analyticky, tak aspon numericky. Riesenie tychto rovnic ale nie je ni¢ priamociare, ¢o by ste
spravili bez zavdhania a na ni¢om sa nezasekli. Existuje ale ndvod, ktory funguje pre riesenie
tejto sustavy rovnic. Na priklade gulicky kizajflcej sa po guli z predchddzajtcej série si ukdzeme,
ako sa takéto rovnice riesia.

mi; = F; + X\

Gulicka na guli

Sformulujme si teda odznova zadanie. Na vrchole gule sa nachddza gulicka velmi malych roz-
merov (mdzeme ju teda povazovat za hmotny bod). Po udeleni Tubovolne malého impulzu sa
guli¢ka zacne zoSmykovat smerom nadol bez trenia (gulicka sa teda nekotila). Otdzka znie,
v akej vyske nad povrchom, na ktorom je velka gula umiestnend, sa mala gulicka od velkej gule
oddeli.

Znova nam zikladnd fyzikdlna intuicia povie, Ze nezdvisi na tom, po ktorom ,poludniku®
sa gulicka bude pohybovat, ¢o ndm umozni tlohu riesit v dvoch rozmeroch, teda ako bod
zosmykujuci sa po kruhu. Nasa véizba bude teda kruznica. Mo6zeme si vS§imnut, ze nastane cCas,
ked sa gulicka od gule oddeli. Co mézeme povedat o vizbovej sile v tomto okamihu? Kedze sa
jedna o bod, kedy sa gulicka od svojej viazby oddeli, zrejme na nu vazbova sila v tom okamihu
prestane posobit. Tento poznatok si zapamétame, pretoze sa nam bude hodif.

Nech mé gula polomer r. Teraz vieme jednoducho zostavit rovnicu vazby

f=2+y*—r*=0.

! Na nasej matematickej trovni sa budeme tvérit, Ze operator gradient aplikujeme vZdy len na skaldrnu
funkciu a nasledne dostaneme vektorovi funkciu.
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Nésledne spocitame postupne obe parcidlne derivicie tejto rovnice a zostavime Lagrangeove
rovnice prvého druhu. Musime ale pamétat aj na to, ze v smere osy y posobi na gulicku aj
gravitacnd sila. Ak ma gulicka hmotnost m, budt rovnice vyzerat takto

m:i:)\g =2z,
ox
my:—mg—l—/\%:—mg—i—Qy)\.

Teraz prichadza cast, ked musime pouzit prvy trik. Je uzito¢né si ho zapamaétat, lebo sa pouziva
vzdy pri podobnych prikladoch. Trikom je pouzif druht ¢asovi derivaciu rovnice vazby. V tomto
okamihu odporiucam vsetkym , Studentom Pilnym*, aby si to, ako aj dalsie kroky, sami skusili
niekde na papieri vedla. Ja uvediem pre vasu kontrolu prvi derivaciu

=2z +2yy =0,

ako aj pre nas potrebnu druhu deriviciu

f=2&+ 223+ 29" + 29 =0.

Do tejto dvakrat zderivovanej rovnice vizby dosadime za & a ¢ vyjadrenie tychto veli¢in
z Lagrangeovych rovnic. Dalej za sticet kvadratov prvych derivacii siradnic dosadime kvadrat
rychlosti

v? =i + 47

Potom s vyuzitim vizbovej podmienky z2 4+ y? = r? vyjadrime z rovnic vyssie vizbovi silu
\ - mloy—v’)
o 272 '
Druhy trik, ktory pouzijeme, je zakon zachovania mechanickej energie. Teda sicet kinetickej

a polohovej energie gulicky polozime rovny pociatocnej energii.

1 9
mgr = §mv + mgy .

7Z tohto vyjadrime v?, dosadenim do predchadzajticej rovnice pre A dostavame

mg (3y — 2r)
2r2 ’

A=

Nésledne vidime, ze vazbovd sila bude nulova a gulicka sa oddeli vo vyske (nad stredom gule)

2,
y=3r

Co je presne ten isty vysledok, ktory by ste dostali pri pouziti klasického rozkladu sil.
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Zakon zachovania energie

Na zaver som si este pripravil pre c¢itatelov seridlu mala ukézku, ako tento matematicky kon-
strukt vazieb vystihuje, ba dokonca az implikuje tak fundamentélnu fyzikalnu skuto¢nost, akou
je zakon zachovania energie. Ukdzeme si to v dvoch rozmeroch, postup v trojrozmernom pries-
tore je uplne analogicky.

Vezmime Lagrangeove rovnice prvého druhu pre jeden hmotny bod v gravitacnom poli
podrobeny vézbe U.

mi = A\—

ox’
N oUu
my =—mg—+ A—.
Ay
Znova si pomodzeme tak, ze pouzijeme trik. A to taky, Ze prendsobime prvi rovnicu & a druhd
y. Nésledne rovnice s¢itame, ¢im dostaneme rovnicu

m (i + ) = —mgy+ 2 | Lo+ %Y,
yy) = g9y Oz dy vyl -

Dalej spravime trik, ktory spoéiva v tom, Ze celd Tavi stranu zapiSeme ako ¢asovi deriviciu
nejakej inej funkcie (schvdlne si skiste spocitat derivaciu podla ¢asu, tak ako je to v rovnici ([lf)
na lavej strane, a uvidite, ze dostanete to, ¢o mame na lavej strane v predchddzajicej rovnici).
Pravy clen pravej strany zapiSeme ako uplni ¢asovi deriviaciu U prendsobent A, pre funkciu
dvoch premennych f(x(t),y(t)) totiz plati

df(t) _ 0f(w,y) da(t) | Of(z,y) dy(t)

dt ox dt Jy dt

Clen —mgy sa tiez lahko zapiSe ako ¢asova derivacia, dostaneme teda

% (% (&2 +y'2)> = —% (mgy) + Ad(T[tJ~ 1)

My ale vieme, ze rovnica vézby je U = 0. Potom derivicia takejto vizby musi mat tiez hod-
notu nula. Ak na zvys$né dva ¢leny aplikujeme obratene pravidlo pre deriviciu stuctu funkcif,

dostaneme d r1
.2 .2
n <§m(a¢ + v ) +mgy> =0.

Po preintegrovani rovnice podla ¢asu

%m (j:2 + g)z) + mgy = konst ,

1
§mv2 + mgy = konst .
Co je samozrejme zdkon zachovania energie ako ho pozname.

Dufam, Ze tato séria seridlu vdm po minulej opakovacej sérii dala nieco nové, ¢o jedného dna
vyhodnotite ako uzitoéné. Ak si preratate priklady k seridlu, mali by ste si vdaka nim upevnit
dnes nadobudnuté vedomosti. Chcel by som vas ale poprosit, aby ste do vypracovanych tloh
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napisali spatni vézbu na seridl, a to najmé v pripade, ak nieco nebolo vysvetlené dostatoc¢ne,
pripadne sa vam zda byt nieco nespravne.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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