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FYKOS, XXXI. ro¢nik

Predmluva

Mila ctenarko, mily Ctendri!

Do rukou se Ti dostala publikace, ktera shrnuje veskerou ¢innost Fyzikalniho ko-
respondencniho seminaie Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v jeho
XXXI. roéniku, ktery probihal ve $kolnim roce 2017/18.

FYKOS je nejstarsi a také nejvétsi fyzikalné zamérenou korespondenéni soute-
71 pro zéky stiednich kol v Ceské republice. Je organizovan studenty predevsim
Matematicko-fyzikalni fakulty UK, ale i jinjch fakult a $kol v Ceské republice
i zahranic¢i, a podporovan zaméstnanci Matematicko-fyzikalni fakulty UK. Snazi
se oslovit studenty se zdjmem o fyziku, matematiku, techniku, zkrétka svét kolem
néas. Nasim cilem je rozvijet talent a fyzikalni mysleni, protoze véfime, ze ¢lovek,
ktery se umi zastavit a zamyslet (nejen nad fyzikdlnimi problémy) a citi touhu
dobrat se Teseni, se v zivoté vzdy velmi dobie uplatni.

Béhem skolniho roku kazdy z fesitelt obdrzi celkem sedm brozur, v nichz nalez-
ne Sest sérif po osmi tlohéch, z nichz dvé jsou ,,jednoduché” (zamérené predevsim
na prvni dva roéniky stfednich $kol), jedna vice problémova, jedna experimentdl-
ni a jedna tzv. seridlova. Zbylé tii tlohy se tykaji libovolného fyzikdlniho tématu
a tvori jadro série. Zaddvané tulohy vSak nejsou prilis podobné tém, které znate
z hodin fyziky. Vyzaduji mnohdy ponékud hlubsi tivahu, trochu diévtipu nebo né-
co z vyssi matematiky. Neziidka je tfeba zapatrat na internetu nebo v odborné
literatufe. Uastnici si mohou vybrat, které tlohy nakonec vypracuji a poslou ndm
k opraveni, at uz klasicky postou, nebo pres internet. Opravujici pak jejich rese-
ni okomentuji a vysvétli pripadné chyby. To vSe poSleme zpét resSitelim, vietné
vysledkovych listin, kde se kazdy mize podivat, jak obstdl v konkurenci svych
vrstevniktu. Na konci ro¢niku jsou nejlepsi fesitelé nalezité odménéni.

Mimo samotnou korespondenc¢ni soutéz pro feSitele pripravujeme i dalsi akce.
Bezesporu nejpopularnéjsimi jsou dvé tydenni soustiedéni v nékterém z malebnych
koutii ceské zemé. Jejich tcastnici si uziji bohaty program, zalozeny na dopolednich
prednaskéch z oblasti matematiky, fyziky nebo jinych prirodnich véd a odpolednich
aktivitach v pfirodé. Nechybi ani prostor pro fyzikdlni experimenty a vylety na
atraktivni mista. Tento akademicky rok se podzimni soustfedéni konalo v Zelené
Lhoté a jarni soustfedéni v Zésece.

Dalsi akci je Den s experimentalni fyzikou, na kterém se spolupodileji jednotlivé
katedry MFF, ale i pracovisté Akademie véd CR, resp. Ustav jaderného vyzku-
mu v Rezi. Nagim Fefitelim tak umoziiujeme navstivit velmi zajimava vyzkumna
pracovisté, kde se déla opravdovéa fyzika.

Nepravidelné organizujeme akci Tyden s aplikovanou fyzikou (TSAF). Pred-
stavuje tyden straveny prohlidkami védeckych center, muzei i ruznych firem za-
méstnavajicich fyziky v Ceské republice i v zahraniéi. Letos pfob&hl TSAF v Praze
a okolli.



Predmluva

Probéhl také jiz dvanacty roc¢nik tradicntho FYKOSiho Fyziklani, tfthodinové
soutéze péticlennych tymu v feseni fyzikalnich dloh. Vyhrava tym s nejvétsim bo-
dovym ziskem, pri¢emz rozhoduje jak spravnost, tak i rychlost. V letosnim roce se
soutéze tGcastnilo 135 druzstev z CR, Slovenska a poprvé i ze zahraniéi — Makedo-
nie, Spanélska a Lotysska. To je pro nas skvélym diikazem, Ze se fyzika a piirodni
védy obecné mezi stredoskolskymi studenty stale tési popularité.

FYKOSim Fyziklanim je inspirovand internetova soutéz Fyziklan{ online (v za-
hraniéni verzi Online Physics Brawl). V listopadu 2017 probéhl jeji sedmy ro¢nik
a opét zaznamenala velky tspéch. SoutéZz byla své elektronické formé oteviena
vSem zdjemcum, nejenom stiedoskoldktim, pro které je vytvorena predevsim. To-
hoto ro¢niku se ztucastnilo 220 stredoskolskych a 39 jinych tymi celkové z 33 zemi.
To svédci o nartstajici popularité soutéze, kterd se jiz fadi mezi tradicni FYKOS{
akce.

Kromeé toho FYKOS organizuje i dals{ mensi akce, o nichz se dozvite déle v této
publikaci nebo na nasich webovych strankach.

Tato rocenka obsahuje kompletni zadani i feSeni jednotlivych tloh XXXI. roc-
niku FYKOSu. Zadan{ jsou zdmérné oddélena od reseni, abychom podnitili ctenate
k samostatnému zamysleni nad moznym resenim problému. Piiklady jsou navic pro
snazsi orientaci rozdéleny na teoretické a experimentalni. Dalsi ¢asti knihy je Seridl
o numerickych metodach a pocitacovych simulacich, ktery je rovnéz doplnén tlo-
hami. Na konci publikace se nachédzi kratké ohlédnuti za letosnimi soustredénimi
a jinymi akcemi a seznam nejlepsich fesitela ro¢niku.

Pokud Té FYKOS zaujal natolik, ze by ses chtél stat fesitelem nebo se pouze
na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky, ¢i studia na MFF, nevdhej a napis nam.

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: http://fykos.cz
e-mail:  fykos@fykos.cz

A jak vypadal XXXI. ro¢nik o¢ima statistiki? FYKOS fesilo 109 studenti ze
47 st¥ednich $kol z Ceské a Slovenské republiky. Piehled $kol podle tispésnosti jejich
studenti uvadime nize.


http://fykos.cz
mailto:fykos@fykos.cz
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Poradi skol

skola resitela body modif. body
1. G Brno, ti. Kpt. Jarose 5 694 605
2. G Jana Keplera, Praha 3 395 382
3. G J. Ortena, Kutnd Hora 1 329 329
4. G, Olomouc-Hejc¢in 6 368 322
5. G Komenského, Havifov 1 306 306
6. G Velké okruzna, Zilina 2 306 303
7. G, Pelhfimov 2 284 280
8. @G, Jihlava 2 279 278
9. G PdC, Piestany 1 263 263
10. G, Havlickuv Brod 1 257 257
11. Klasické a spanélské G, Brno 1 249 249
12. G, Ttebon 1 247 247
13. G J. Heyrovského, Praha 2 232 230
14. G M. Hattalu, Trstena 1 214 214
15. G Nad Stolou, Praha 1 208 208
16. G V. P. Tétha, Martin 1 198 198
17. G, Litoméricks, Praha 1 194 194
18. G, Sumperk 1 184 184
19. Katolické gymnazium Trebic 1 180 180
20. G, ndm. TGM, Zlin 2 177 176
21. G Z. Wintra, Rakovnik 1 175 175
22. ESS, Lip. Mikul4s 1 171 171
23. G, Dacice 1 163 163
24. 1. stkromné G v Bratislave 1 149 149
25. G Jirovcova, Ceské Budé&jovice 1 148 148
26. G J. Ressela, Chrudim 1 147 147
27. G, Uherské Hradisté 2 142 142
28. Matic¢ni G, Ostrava 1 134 134
29. G, Videnska, Brno 1 128 128
30. G Postova, Kosice 2 120 115
31.-32. G, Moravsky Krumlov 1 114 114
31.-32. G dr. V. Smejkala, Usti n. L. 1 114 114
33. G, Pisek 2 116 113
34. G, Tanvald 1 109 109
35. G F. Palackého, Val. Mez. 3 106 102
36. G, Sternberk 1 90 90
37. Slovanské G, Olomouc 1 87 87
38. G, Trutnov 2 88 86
39.-40. Biskupské G, Brno 1 81 81
39.-40. G Jura Hronca, Bratislava 2 82 81
41. G, Nymburk 2 82 79
42. G Groésslingova, Bratislava 1 76 76
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Zadan(i teoretickych tloh

Uloha I.1 ... kdvu si omléénim 3 body

Kdy je nejvhodnéjsi nalit do horké kavy chladné mléko, abychom ji mohli pit co
nejdrive? Nepozadujeme presny vypocet, ale podrobny slovni popis toho, jak kdva
chladne a jak byste postupovali. (Tesend str. |14)

Uloha 1.2 ... zalohovaci NAS(A) 3 body

Uvazujte opticky switch (propustnost 10 Gb-s™1), jehoZ v¥stup (po patfiéném zesi-
lenf) pouzijete k ozdreni Mésice. Diky zrcdtkiim zanechanym na jeho povrchu z dob
projektu Apollo se signal vrati zpét a privedete jej (po patfi¢ném zesileni) na vstup
switche. Pokud zajistime spolehlivé fungovani switche, budou jednou vyslana data
v systému ,obihat* trvale, takze jsme ziskali pamét. Jaka je jeji maximéalni kapa-
cita? Dobu zpracovani ve switchi a velikost datovych hlavicek zanedbejte.

(Tesent str. |19)

Uloha 1.3 ... obé&Seny uihelnik 6 bodt

Mame homogenni thelnik ve tvaru L o stranach délek b, c. Je volné zavésen v zelez-
ni¢nim vagéné za konec jedné strany tak, ze jeho vrchol miri ve sméru jizdy vagonu.
S jakym zrychlenim a se musi vagon pohybovat, aby spodni strana thelniku byla
rovnobéznd se smérem jizdy? Relativistické jevy neuvazujte.

Bonus: Relativistické jevy uvazujte. (Tesend str. @)

Uloha 1.4 ... praskia mi v lahvi 7 bodu

Co kdyz si skoro prazdnou 1,5 litrovou PET ladhev uzavieme v dobfe vytapéné
kanceléti, dejme tomu na tx = 26 °C, a pak vyjdeme vstiic novym zdzitkim dolt
ze schodt? Lahev zac¢ne praskat. Co ma vétsi vliv? To, ze se méni atmosféricky
tlak, jak schézime 10 pater v budové, nebo to, Ze je na schodech, dejme tomu,
ts = 15°C? (tresend str. @)

Uloha 1.5 ... planetarni osidlovani 7 bodu
Nejspise jste jiz nékdy premysleli o tom, jestli neexistuji néjaké mimozemské civi-
lizace. Zpravidla ¢im vétsi hvézda je, tim vétsi mé zafivy vykon a tim krat$i mé
také sviij zivot. Zamérme se nyni na to, ze mame dvé hvézdy, z nichz jedna mé
dvojnésobny zarivy vykon co druhd. Pokud je pasmo, ve kterém je mozny zivot,
déno teplotou, na které by se ustdlilo dokonale cerné téleso, a urcitymi dvéma
teplotami (stejné pro jakoukoliv soustavu), kolem které hvézdy je Sirsi pdsmo, ve
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kterém by mohla byt planeta se zivotem? Kolikrat bude vétsi oproti druhé hvézdé?
(Tesent str. |23)

Uloha I.P ... modylek letadla na ISS 10 boda

Jak by se chovalo letadlo v mikrogravitaci (prosté uvazujte, ze na néj gravitaéni
sila neptisobi)? Popiste, jaky efekt by méla smérovka, vyskovka, kiidélka, pfipadné
vektorovani tahu motorti. Jaké akrobatické manévry by byly mozné? (Napiiklad
ploché vyvrtka asi ne.) (Tesend str. |29)

Uloha II.1 ... Zubénka 3 body

Jak velké skladovaci prostory by musela mit Vila Zubnicka, aby mohla skladovat
vSechny mlécéné zuby vSech déti? Resp. jakym tempem by jeji naroky na uskladnéni
rostly? Za jakou dobu by teoreticky meéla ve svych skladech vétsinu zasob fosforu
na Zemi? (Tesend str. )

Uloha IL.2 ... irradiace solarni elektrarny 3 body

Solarni konstanta, ¢i spravnéji solarni irradiace, je tok energie prichazejici ze Slunce
ve vzdalenosti Zemé od Slunce. Nejde o konstantu, ale uvazujme, ze mé hodno-
tu P = 1370 W-m~2. Uvazujme, Ze Zemé obih4 Slunce po kruznici a sklon zemské
osy vudi kolmici k jeji obézné roviné je 23,5°. Jaky bude maximélni vykon zachyce-
ny solarnim panelem o ploge S = 1 m? o letnim a zimnfm slunovratu, pokud panel
lezi na rovném povrchu Zemé v Praze? Uvazujte, ze ani atmosféra ani budovy nijak
neovlivn{ méfeni. (tesend str. 124)

Uloha I1.3 ... pozorovaci 6 bodu

Jakou cast povrchu kulové planety neni mozné vidét ze stacionarni obézné drahy
planety (takovd drdha, ze se obfhajic{ objekt nachézi stale nad stejnym bodem na
planeté), kterd ma hustotu g a periodu rotace T'7 (Tesend str. |24)

Uloha I1.4 ... jaderny odpad nikdy vice 6 bodu

Predstavme si, ze mame néco (napriklad jaderny odpad) a chceme se toho zbavit.
Téleso dostaneme na obéznou drahu Slunce shodnou s obéznou drdhou Zemé,
ale dostate¢né daleko od Zemé, abychom mohli gravitacni ptisobeni Zemé nadéle
zanedbavat. Otazka je, jaky zptsob zbaveni se inkriminovaného predmétu by nas
stal kolik energie a ktery postup by byl tedy nejvyhodnéjsi. Varianty jsou
e Hodit to do Slunce. Stac¢i, aby se to dostalo na slunecni povrch a bude to
dostatecné usmazené.
e Prevést to na kruhovou drahu v Hlavnim pésu (pas planetek mezi Marsem
a Jupiterem).
e Vyhodit to zcela ze Slune¢ni soustavy.

(Tesend str. @)
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Uloha IL.5 ... sklenény dést 7 bodi

Délnik si na stavbu mrakodrapu prinesl vak se sklenénkami, aby se s nimi mohl
pochlubit svym kolegiim. A co se nestane — vak se vysype a kulicky padaji skrze
leseni smérem k zemi. LeSeni se sklada z jednotlivych poschodi o vysce h. Pod-
laha kazdého poschodi se sklddé ze stejnych mriizi, ve kterych diry zaujimaji k %
z celkové plochy mrize. Uvazujme zjednoduseny model propadavani kulicek lese-
nim, kdy, pokud kulicka spadne na diru v leseni, tak projde bez ovlivnéni, a pokud
spadne na pevnou ¢ast mrize, tak se jeji rychlost snizi na 0 a ihned zacne déle
padat (tj. velikost kuli¢ek je zanedbatelnd vici velikosti dér v leseni, kulicky se od
leseni nijak neodrazi a po dopadu na pevnou Cast miize se ihned skutdli do diry
a déle zadinaji padat). Nakonec neuvazujme ani potencidlni srdzky kulicek mezi
sebou. Predpokladejte, ze kulicky se z tasky sypou s konstantnim hmotnostnim
prutokem Q. Jakou silou budou kulicky pusobit na kazdé patro leSeni, az se situ-
ace ustal{? (Tesent str. |34)

Uloha IL.P ... é6 Oganesson 10 bodt

Jaké vlastnosti ma 118. prvek periodické soustavy prvka? Respektive jaké by asi
mél, kdyby byl stabilni? Diskutujte alespon tfi fyzikdlni vlastnosti.

(resend str. @)

Uloha IIL.1 ... zpomalens 3 body

Predstavme si, Ze na kameru se snimkovou frekvenci 24 snimku za sekundu (uvazuj-
me Casové rovnomérné rozlozené a dokonale ostré snimky) natoc¢ime let vrtulniku
s otdckami hlavniho rotoru 2900 ot./min. Nésledné si zdznam prehrajeme. Jakd
bude zdanliva frekvence otacek rotoru na zaznamu? (resend str. Y1)

Uloha IIL.2 ... zrychlenitko, zrychleni 3 body

Na obrazku vidite nacrt elipsy s ohnisky Fi a F» a né-

kolika vyznacenymi body na ni. Uvazujte, ze elipsa zna-

zornuje trajektorii néjakého hmotného bodu. Znazorné-

te do obrézku zrychleni, kterd ptsobi na hmotny bod

v jednotlivych vyznacenych bodech dréahy pro dvé situ-

ace (jde o sméry a vzajemné poméry zrychleni (které je

vétsi/mens{) v riznych bodech v rdmci jednoho néértu).

a) V ohnisku F} je umisténo hmotné téleso, kolem kterého hmotny bod

obiha. Uvazujeme, zZe plati 2. Kepleruv zakon.
b) Téleso mé konstantni velikost rychlosti, pouze se pohybuje po elipse.

(resend str. @)

Uloha II1.3 ... IDKFA 6 bodit

Vypadlili jste na impa z plazmové pusky, kterd stiili stabilni shluk c¢astic s rovno-
mérnym rozdélenim podélné rychlosti v intervalu {vg,vo + dv) (pfi¢né rychlost je
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nulovd) a s celkovou energii Fy. Hlaven pusky mé prufez S a pulz trvd nekoneéné
kratky cas. Jak daleko musi imp stat, aby se mu nic nestalo? Predpokladejte, ze
jeho kuze bez problému uchladi na malém prostoru tepelny tok q.

(Tesend str. @)

Uloha II1.4 ... upu$téna propiska 7 bodii

Propisku (tuhou ty¢) upustime na stul tak, ze béhem svého letu svird dhel «
s vodorovnou rovinou. Jakou rychlost{ dopadne jeji druhy konec (ten, co se stolu
nepruzné a treni mezi stolem a koncem propisky dostatecné velké.

Bonus Spocitejte, jaky musime zvolit tihel «, aby druhy konec dopadl s co nejvyssi
rychlosti. Pro jaké vysky se vyplat{ propisku naklonit? (tesend str. H4)

Uloha IIL.5 ... rozpad sem, rozpad tam 8 bodu

Mame A ¢astic typu A, které se s rozpadovou konstantou Aa rozpadaji na ¢dstice
typu B. Ty se zase s rozpadovou konstantou A rozpadaji na ¢astice typu A a na
zacatku jich je Bo. Najdéte funkci udavajici pomér poctu ¢astic typu A a B v Case.

(Tesend str. @)

Uloha IILP ... sloZeny papir 8 bodu

Kazdy to jisté nékdy slysel a urcité i zkusil: ,,List papiru nelze na pulku prelozit
vice nez sedmkrat.* Je to ale skutecné pravda? Najdéte hrani¢ni podminky.
(resend str. p9)

Uloha IV.1 ... zmrzlina 3 body

Odhadnéte, kolik gramu zmrzliny dokdzeme vyrobit, pokud mame k dispozici 51
kapalného dusiku o teploté —196 °C a neomezené mnozstvi mléka a smetany o po-
kojové teploté 22 °C? Predpokladejme, Ze pozadovand zmrzlina se skldd4 jen z mlé-
ka a smetany (hmotnostné pil na ptl) a méla by mit teplotu —5 °C. Protoze se
tepelné kapacity mléka a smetany v tomto intervalu teplot zna¢né méni, poci-
tejte s jejich primérnymi hodnotami ¢, = 3,45kJkg™" - K™™' pro mléko a ¢, =
=4,45kJ-kg™1-K~! pro smetanu. Zbylé potiebné tdaje si dohledejte na internetu.

(tesend str. 169)

Uloha IV.2 ... autisti 3 body
Kolik nejméné déti by muselo roztocit svij fidget spinner, aby se tak den na Zemi
prodlouzil o 1 ms? Vsechny nezndmé veli¢iny odhadnéte. (Tesend str. @ )
Uloha IV.3 ... divné tvarovana nadobka 6 bodu

Mame vélcovou sklenic¢ku, kterd ma zboku u dna malou diru o plose S. Tato nddoba
je naplnénd vodou, kterd samovolné pretéka do druhé nadoby, kterd je tentokrat

10
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jiz bez diry. Jaky tvar by musela mit druhd naddoba, aby v ni hladina rostla rov-
nomérné? Predpokladejte, ze ma byt valcové symetricka.
Bonus Dna obou nadob jsou ve stejné vysce a nddoby jsou dirou spojené.

(tresend str. @)

Uloha IV.4 ... vymyslete si sami 7 bodu

Méme ¢ernou skifiiku se tfemi vystupy (A, B a C). Vime, ze obsahuje n rezistort
se stejnym odporem, ale nevime jak jsou zapojeny. Zméfime tedy odpory mezi
dvojicemi bodi AB, BC a CA a zjistime, ze Rap = 3, Regc =5Q a Rca = 6.
Zjistéte, kolik nejméné rezistori muze skrinka obsahovat a urcete prislusny odpor
jednoho rezistoru. (Tesend str. @)

Uloha IV.5 ... nemoZnost nakaZeni 7 bodu

Predstavme si, ze roztlacime néjakou bakterii obvyklé velikosti na rychlost v =
= 50km-h™! ve vodorovném sméru a nechdme ji volné letét ve vzduchu. Jakou
vzdalenost zhruba urazi, nez se zastavi?

Vysledek vas moznd prekvapi. Jak je tedy mozné se infikovat timto zpuisobem
bakteridlni infekci? Diskutujte, pro¢ je to mozné i pres takovy vysledek.

(Tesend str. )

Uloha IV.P ... Voyager II a Voyager I 7iji! 9 bodu

Méme néjaky satelit, ktery chceme vypustit ven ze Slunec¢ni soustavy. Vypoustime
ho z obézné drahy Zemé tak, ze po néjakych korekcich drahy ziské rychlost, ktera je
vyssi nez tnikova rychlost ze Sluneéni soustavy. Jaka je pravdépodobnost, Zze dojde
ke kolizi sondy s néjakym kosmickym materidlem s pramérem vétsim nez d = 1m

pred opusténim Slunecni soustavy? (resend str. )
Uloha V.1 ... schodi$té na Madsici 3 body

Pokud bychom jednou kolonizovali Mésic, bylo by vhodné na ném pouzivat schody?
Predstavte si na Mésici klesajici schodisté s vyskou schodu h = 15cm a délkou d =
= 25cm. Odhadnéte pocet schodiu N, které by preletél clovék, jestlize by pred
vstupem na schody el rychlosti v = 5, 4km-h™! = 1,5m-s~!. Tihové zrychleni na
povrchu Mésice je sestkrat slabsi nez na povrchu Zemé. (reSend str. |81)

Uloha V.2 ... paprsky smrti na skle 3 body

Na sklenénou desku s absolutnim indexem lomu n = 1,5
dopada svételny paprsek. Stanovte jeho tihel dopadu a1,
jestlize paprsek odrazeny od rozhrani svird s lomenym
paprskem thel 60 °. Deska je ulozena ve vzduchu.

(Tesend str. @)
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FYKOS, XXXI. ro¢nik
Uloha V.3 ... klin 5 bodit

Méme dva kliny o hmotnostech m1, m2 a dhel a (viz ob-
razek). Vypoditejte zrychleni levého klinu. Predpokladejte,

7 v
' 7e nikde nedochéazi ke tieni.
/

Bonus Uvazujte tfeni s koeficientem f.

(Tesend str. @)

Uloha V.4 ... tepelné ztraty 7 bodu

Na jaké teploté se ustali vnitini prostiedi bytu v panelovém domé? Uvazujte, ze
nas byt sousedi del$imi sténami, stropem a podlahou s dalsimi byty, ve kterych je
udrzovéana teplota 22 °C. Kratsimi sténami sousedi s okolim, kde je teplota —5 °C.
Vnitini rozméry bytu jsou: vyska h = 2,5m, sitka a = 6m a délka b = 10m.
Souéinitel mérné teplotni vodivosti stén je A = 0,75 W-K~'.m™*. Vnéjsi stény a
stropy jsou tlusté Doyt = 20 cm a vnitini Di, = 10 cm.

Jak se zméni vysledek, pokud budovu zvenku zateplime polystyrenem o tloustce
d = 5cm s mérnou tepelnou vodivosti X = 0,04 W-K~'-m~'? (Tesend str. |89)

Uloha V.5 ... ziludna kapka 8 bodu

Méjme kulatou kapku o poloméru 7o tvorenou vodou o hustoté gy, ktera shodou
okolnosti pad4d v mlze v homogennim tihovém poli g. Uvazujme vhodnou mlhu se
specidlnimi predpoklady. Tvori ji vzduch o hustoté gy,a a vodni kapicky s pri-
meérnou hustotou o, kdyz uvazime, ze se rozptyli zcela rovnomérné. Jestlize kapka
propadne néjakym objemem takové mlhy, vysbird vsechnu vodu, kterd se v tom-
to objemu nachézi. Na misté zustane pouze vzduch. Jaké je zavislost hmotnosti
kapky na vzdalenosti urazené v takovéto mlze?

Bonus Reste pohybové rovnice. (Tesent str. @)

Uloha V.P ... plovouci rtut 9 bodi

Vymyslete co nejvice fyzikalnich ,figli“, diky kterym by rtut, alesponi po omezenou
dobu, plavala na kapalné vodé. Cim trvalejsi feSeni naleznete, tim 1épe.

(resend str. @)

Uloha VI.1 ... asi se urazila 3 body

Méame dva hmotné body o stejnych hmotnostech m ve vzdélenosti d od sebe volné
v prostoru bez zadnych vnéjsich gravitacnich sil. Jakou minimalni rychlost ve sméru
spojnice obou bodu musime udélit jednomu hmotnému bodu, aby se od sebe stéle
vzdalovaly? (tresend str. 194)

Uloha VI.2 ... horky drat 3 body

Vypocitejte proud, ktery by mél prochdzet kovovym vldknem s prumérem d =
= 0,10 mm nachézejicim se ve vakuové bance, aby teplota vlakna méla stdlou

12
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hodnotu T = 2600 K. Predpokladejte, ze povrch vldkna zaii jako idedlni cerné
téleso. Zanedbejte ztraty tepla zpusobené vedenim tepla. Rezistivita materidlu
vldkna p¥i dané teploté je o = 2,5 - 107% Q-cm.

Ndpovéda Pouzijte Stefaniv-Boltzmanntv zdkon. (Tesent str. @ )

Uloha VI.3 ... neanalyticki pruZinka 6 bodt

Predstavme si ty¢ s délkou b = 5cm a hmotnosti m =
= 1kg a pruzinku s klidovou délkou ¢ = 10 cm, s tuhosti
k = 200 N-m ™! a se zanedbatelnou hmotnosti, které jsou 4

na koncich spojeny. Druhé konce tyce a pruzinky jsou

upevnény ve stejné vysce ve vzdalenosti a = 10 cm od sebe. Kolem obou upevnéni
i kolem spoje lze libovolné rotovat. Oznacme ¢ sklon tyce od horizontalniho sméru.
Najdéte vsechny hodnoty ¢, pro které je soustava v rovnovazné poloze. Které
z t&chto poloh jsou stabiln{ a které labilni? (resend str. 199)

Uloha VI.4 ... rozmérovi analyza 7 bodii

Matéj si doma vyrobil stielnou zbran a chce zmérit, jakou rychlosti vystieluje
naboje. Bohuzel nema k dispozici jiny mérici piistroj nez pravitko. Nasel ale kostku,
jez je tvofena z poloviny oceli a poloviny dfevem. PoloZi ji na kraj stolu (jehoz vyska
je 100 cm a délka je 200 cm) a horizontélné do ni vystreli. Kulka se od ocelové strany
dokonale pruzné odrazi presné opacnym smeérem a dopadne do vzdélenosti 50 cm
od stolu. Kostka se na stole posune o 5cm. Potom Matéj kostku otoci a stieli do
jeji drevéné strany, v niz se kulka zaryje. Nyni naméril posunuti jen 4 cm. Pomozte
mu s vypoctem rychlosti vystfelu. Mozna se vam bude hodit, ze zjistil, ze pohyb
rozjeté kostky po stole se nezastavi, pokud jednu stranu stolu zvedne do vysk

alespon 20 cm. (Tesent str. @3

Uloha VL5 ... skok z letadla 8 bodu

Filip o hmotnosti 80 kg vyskocil z letadla, které je ve vySce h1 = 500 m nad zemi.
Ve stejném okamziku z druhého letadla skocila Danka o hmotnosti 50 kg, ale z vys-
ky ha = 569 m nad zemi. Predpoklddejme, Ze oba maji stejny odporovy koeficient
C = 1,2, Filipova plocha pii¢ného prifezu je S = 2,2m? a Dandina je Sp =
= 1,5m?. Hustota vzduchu ¢ = 1,205kg-m ™2 se neméni s vyskou. Za jakou dobu
od vyskoku bude Danka ve stejné vysce nad zemi jako Filip? (resend str. 1979)

Uloha VL.P ... kompenzace vesmirné expanze 9 bodu

Podle soucasnych pozorovani a vesmirnych modeli se zda, Ze vesmir se rozpiné
a rychlost rozpindni se zvysuje. Co kdyby to tak nebylo? Co kdyby byl vesmir
stale stejné velky, ale ménily by se fyzikalni zdkony /konstanty? Jak by se musely
konstanty ménit, aby se nam zdéalo, zZe se vesmir rozpiné, jak ukazuji pozorovani?
Popiste co nejvice zdkonu, které by se musely ménit. (TeSend str. )
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Resen teoretickych tiloh

Uloha 1.1 ... kévu si omlé&nim

Kdy je nejvhodnéjsi nalit do horké kavy chladné mléko, abychom ji mohli pit co
nejdrive? Nepozadujeme presny vypocet, ale podrobny slovni popis toho, jak kava
chladne a jak byste postupovali.

Nasim cilem pfi feseni této tlohy bude najit praktickou radu, podle které se mii-
zeme opravdu pri piti kavy fidit. Zcela obecny rozbor by byl velmi naro¢ny i pro
jednoduché modely chladnuti, nebot zavisi na alespon péti parametrech: pocatec-
ni teplota kavy Ti, teplota okoli T, teplota vhodna k piti T}, teplota mléka T,
a pomér objemu mléka k objemu kavy . Abychom ziskali jedno konkrétni feSeni,
je potfeba rozumné odhadnout hodnoty téchto veli¢in. My budeme volit hodnoty
blizici se redlné situaci Tx = 100 °C, T, = 20°C, T, = 60°C, Ty, = 10°C a £ = 0,5.
Kdybychom volili kdvu s velkym obsahem mléka, jako napiiklad cappuccino nebo
latte, tloha by postradala smysl — u téchto typu kdvy musime totiz mléko naopak
prihfat, aby nebyla vyslednd smés moc chladné, a mtze se do hrnku pfidat oka-
mzité. K nasim predpokladim jesté pridame zjednoduseni, ze vyména tepla mezi
kéavou a mlékem probéhne okamziteé.

Mezi vzduchem a kapalinou v hrnku probiha tepelnd vymeéna. Zasadni charak-
teristikou této vymeény je, ze tepelny tok (teplo vyménéné za ¢as) s Casem klesd.
Teplota kavy se tedy postupné blizi teploté okoli, ale ¢im dal tim pomaleji. Jinymi
slovy, graf zdvislosti teploty na ¢ase je predstavovan konvexni funkci. Podle nasich
odhad je teplota mléka T}, vyrazné nizsi nez teplota kavy Tk a miniméalni teplota
kavy, pri které ji pridani mléka nezchladi pod T}, je o dost bliz Tk nez T}. Proto
pokud priddme mléko pozdéji, bude dosazeny pokles teploty jen o zanedbatelné
malo nizsi, nez kdyz mléko priddme drive.

Nyni uvazujme piipad A, tj. ze mléko priddme do kdvy ihned. Potom jsme
z teploty na T skodili na jistou teplotu Tx — AT > T, a pak bychom cekali,
az kdva ochladne na T}. Pfeskodili bychom tedy oblast rychlého chladnuti (horkéd
kdva chladne rychleji) a ponechali bychom oblast pomalého chladnut{ (studend
kéva chladne pomaleji). Pokud vsSak chvili pockdme — pfipad B — a ochladime
kédvu rychle na teplotu zhruba T, + AT, potom muzeme pridat mléko, srazit tak
teplotu na 7T}, a oblast pomalého chlazeni preskocit. Kava musi stejné vychladnout
o Tx — T, — AT, v ptipadé B bude toto chladnuti ale probihat pri vyssi teploté
nez v pripadé A. Na zdkladé této tvahy je lepsi pridat mléko pozdéji, viz grafické
znézornéni na obréazku [lf.

Znovu vsak zduraznéme, ze v zavislosti na zvoleném modelu a pocatecnich
parametrech mohl kazdy dospét k jinému vysledku. Pro ilustraci, pokud bychom
predpokladali, ze jsme ochotni pit kdvu pomérné horkou, pridaviame pouze malé
mnozstvi mléka. Navic muzeme tvrdit, ze chladnuti je zpoc¢atku priblizné linedrni.
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Obr. 1: Nacrt kiivek chladnuti pro ptripad, kdy nalijeme mléko do kavy diive
(vlevo) a pozdéji (vpravo). Jak je naznadeno, v druhém piipadé je ¢as
chladnuti Ate kratsi nez ¢as chladnuti Aty z prvniho piipadu.

V tomto piipadé bychom ziskali opacny vysledek. Mléko by bylo kvili linedrnimu
chladnuti vhodné nalit do kavy co nejdrive, protoze vysledné teplota je vazenym
prumérem teploty kavy a mléka, a proto ,potencidl zchladit“, ktery mléko m4,
klesa s teplotou (a tedy i s Casem). Jinymi slovy, AT zminéné v piipadé A, by bylo
nezanedbatelné vétsi nez AT v pripadé B. Tento rozdil by piebil vliv konvexity
kfivky chladnuti.

Jako bonus si miizete zkusit najit model popisujici ¢as chladnuti na danou teplo-
tu a najit optimélni ¢as priliti s rozborem vsech pripadi v zavislosti na pocatecnich
parametrech.

Na zavér jesté poznamenejme, ze pokud pijeme kdvu s malym mnozstvim mlé-
ka, tak se pravdépodobné jedna o celkové maly objem napoje, ktery sam o sobé
bude chladnout rychle. Proto rozdil zptsobeny pozdnim ¢i brzkym prilitim mléka
pravdépodobné nepoznate.

Uloha 1.2 ... zilohovaci NAS(A)

Uvazujte opticky switch (propustnost 10 Gb-s™"), jeho# vystup (po pat¥i¢ném zesi-
leni) pouzijete k ozareni Mésice. Diky zrcdtkim zanechanym na jeho povrchu z dob
projektu Apollo se signdl vrati zpét a privedete jej (po patri¢ném zesileni) na vstup
switche. Pokud zajistime spolehlivé fungovani switche, budou jednou vyslana da-
ta v systému ,obihat“ trvale, takze jsme ziskali pamét. Jaka je jeji maximalni
kapacita? Dobu zpracovani ve switchi a velikost datovych hlavicek zanedbejte.

Dostane-1li nase tlozisté data k uloZzeni, vysle je skrze opticky switch (pfepinac)
k Meésici a dokud se nevrati zpét, nemusi se o né starat. Po navratu je musi pirepo-
slat a tedy nemize pfijimat novd data. Toto se stane za éas 21/c, kde [ je vzdélenost
mezi switchem a zrcatky, c¢ je rychlost svétla ve vakuu (pruchod atmosférou za-
nedbdvame). Chceme-li vyuzit systém naplno, stihne za tuto dobu odeslat 2IB/c
dat, kde B je propustnost switche.
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Pouzijme_konkrétni hodnoty B = 10Gb-s™*,1 = 3,8 -10%m,c = 3 - 103 m-s™*
a dostavame
2Bl .
s=—=25Gb~=x3,2GB~29GiB.
c
Vidime, zZe se nejednd o prilis efektivni zpusob uklddani dat, kapacitu méa mensi
nez bézné dostupnd flashka a cena mise Apollo nebyla mal4.

Uloha 1.3 ... ob&eny thelnik

Maéame homogenni thelnik ve tvaru L o stranach délek b, c. Je volné zavésen v Zelez-
ni¢nim vagoné za konec jedné strany tak, zZe jeho vrchol miri ve sméru jizdy vagonu.
S jakym zrychlenim a se musi vagon pohybovat, aby spodni strana tihelniku byla
rovnobézna se smerem jizdy? Relativistické jevy neuvazujte.

Bonus: Relativistické jevy uvazujte.

vvev

v bodé zavéseni a osa x mifila podél ramena thelniku délky b, za které je zavéseny.
Zavedeme délkovou hustotu g, kterou sice nezname, ale zptehledni ndm vypocty.

N Zmifi
= 7277% ,

kde m; je hmotnost itého hmotného bodu (nebo ¢asti télesa) a r; je jeho polohovy

r

. ryob + re.oc

(b+c)o
kde n, a r. jsou polohové vektory tézist jednotlivych stran, lezici v jejich stfedech.
Mizeme dosadit polohové vektory r, = [b/2;0],r. = [b;¢/2] a pokritit g, ¢imz
ziskame

t )

;o [/2;0] - b+ [b;c/2]-c  [b?/2+bc c*/2
B b+c - b+c 'btc|

Uhel, ktery v klidu svira svisla strana thelniku s kolmici, pak bude
2
r /2
tg 2 = tg ———.
arcgrz angb2/2+bc

To ovSem musi byt i dhel, ktery musi svirat vyslednice gravitacni a setrvacné
sily s kolmici, aby byl moment sily pusobici viucéi bodu zavéseni nulovy. Proto
z podobnosti trojihelniki méame

ma  c*/2
mg  b2/2+4bc’

_ /2
“TIR 2 T be

LGb je gigabit, GB je gigabyte a GiB je gibibyte, tedy 1024% bytu
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Relativistické jevy

Pokud chceme uvazovat relativistické efekty, musime si zacit ddvat pozor, v jaké
soustavé se nachdzime a v jaké soustavé nas zajima zrychleni. Naskytaji se dvé
vyzna¢né moznosti: V soustavé spojené s vlakem (inercidlni soustavé pohybujici se
okamzitou rychlosti vlaku) nebo soustavé spojené se zemi. Nen{ tézké si rozmyslet,
ze zrychlen{ v prvni soustavé (tedy zrychleni, kterym vlak sdm sebe pohdni) je stej-
né, jako tomu bylo v nerelativistickém pripadé, protoze vlak se vici této soustaveé
pohybuje pomalu.

Pro inercidlni soustavu spojenou se zemi (nddrazim) zkusme uvazovat, co by se
asi délo. Z pocatku, kdy bude rychlost mala ve srovnani s rychlosti svétla, nesmi
zrychleni byt vyrazné jiné nez to, které jsme vypocitali vyse. Jak bude rychlost rist,
zacnou se projevovat relativistické efekty. Pro nés je dulezité predevsim zkracovani
spodni strany uhelniku® V limité dosazeni rychlosti svétla bude spodni strana
thelniku mit nulovou délku, a proto bude sila potrebna k udrzeni thelniku v kolmé
poloze nulova®

Zkusme prece jen spocitat, jak se systém bude chovat z pohledu nadrazi. Se
zkracovanim spodni strany se bude ménit setrvacna sila potrebna k udrzeni thel-
niku ve spravné poloze. Velikost sily dokdzeme ziskat dosazenim zavislosti délky
spodni strany na rychlosti c(v) = Wc(g) do vzorecku, ktery uz zndme, kde v je
Lorentzuv faktor dany vztahem

() = —F—,
122
C2
kde co je klidova délka. Rychlost svétla budeme znacit C, abychom se vyhnuli kolizi
ve znaceni. Zaroven musime pouzit vztah pro relativistickou zménu hmotnosti m =

;o [6/2;0] - mp + [b§ %] CMe _ bmy/2 + bme CoMe
mp + Mme my+me 7 2y(mp + me)

Dosazenim za hmotnosti jednotlivych stranE my = pyb,mc. = pyco pak ziskdme
vztah pro setrva¢nou silu F' (mo je klidovd hmotnost thelniku)

mogcg =F (b2 + 2bco) .

Bohuzel prii relativistickych rychlostech neplati vztah F' = ma, proto je tfeba uzit

obecnéjsi vztah F' = ﬂ—f, ktery v relativité prejde na
Ly _dm o dvdy e getd de o
Tar ar -~ "ar Ta TV ez T e T A

2Druhé strana se nezkracuje, protoZe uvazujeme, Ze sily jsou v rovnovéze po celou dobu
pohybu. Proto je tato strana po celou dobu pohybu orientovana kolmo ke sméru pohybu

3Coz i ve specidlni relativité pro nas systém odpovida nulovému zrychleni, coz je spravné
(fyzikdlni zékony nés ,nenuti“ pifesdhnout rychlost svétla)

4Pouzivame klidové délky b a cg, protoze Skalujeme klidovou hmotnost Lorentzovym fak-
torem. Zapoc¢itani relativistické kontrakce by znamenalo pouze preskdlovani hustoty, aby se
celkovy vztah nezmeénil.
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Ziskédme tak diferencidlni rovnici

3@ 90(2)

dt — b2+ 2bco

kde ao je nerelativistické (,klidové“) zrychleni. Tu umime vyintegrovat na vztah
(to je Cas zacdtku jizdy vlaku)

ap,

Cv
02 — 2

coz umime invertovat na rovnici

= a/O(t - t0)>

ao(t—to)
(t—t0) |2
L4 (25")

Zrychleni pak ziskdme derivaci podle casu,

v =

_dv ao

a—a— 3/2

1 + <a0 (tg to))

Zkusme se podivat na limitni chovani obou vzorci. Pro malé casy, kdy se da
odmocnina ve jmenovateli aproximovat jednickou, vychézi zrychleni konstantnit
zatimco rychlost je linedrni funkci ¢asu odpovidajici danému zrychleni. Pro velké
Casy naopak muzeme v odmocniné ve jmenovateli zanedbat jednicku, a odmocnina
se pak bude chovat jako linedrni funkce ¢asu. To naopak davéa konstantni rychlost
(pfekvapivé rovnou C) a nulové zrychleni, jak jsme predpovidali difve.

Na zavér uvedme, ze pokud dosadime do vzorce pro relativistické zrychleni
hodnotu ag = g pak potfebné zrychleni klesne o 1% cca po mésici zrychlovani.
Poloviéni bude po priblizné deviti mésicich.

Uloha 1.4 ... praska mi v lahvi

Co kdyz si skoro prazdnou 1,5 litrovou PET ldhev uzavieme v dobre vytdapéné
kanceldfi, dejme tomu na t, = 26 °C, a pak vyjdeme vstric novym zazitkiim doli
ze schodu? Lahev zacne praskat. Co ma vétsi vliv? To, Ze se méni atmostéricky
tlak, jak schazime 10 pater v budové, nebo to, ze je na schodech, dejme tomu,
ts =15°C?

VyfeSme problém nejdiive pro ptipad prazdné lahve (bez vody) s objemem Vjp,
kdy sejdeme vsSechna poschodi a tlak i teplota v 1lahvi se vyrovnaji s tlakem a tep-
lotou okoli ¢s, resp. odpovidajici termodynamickou teplotou Ty (z pivodni teplo-
ty tk, resp. Tk). Sejdeme-li deset poschodi, zméni se atmosféricky tlak z hodno-
ty po = 101 kPa na hodnotu p1g. Rozdil tlakt je dan tihou odpovidajictho sloupce

5A je stejné veliké jako nerelativistické, které jsme spoéitali difve.

8Coz je spis nadsazené, nebot to odpovidd spodni strané téméi dvaapilkrat delsi nez ta, za
kterou thelnik visi. Navic cestujici by takové zrychleni prilis neocenili, zvlasté ti sedici proti
sméru jizdy.
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vzduchu, tj. pio —po = hog, kde h = 10-3m = 30 m je vyskovy rozdil (poéitdme se
standardni vyskou podlazi 3 m), o = 1,3kg-m 3 je hustota vzduchu a g je tihové
zrychleni. Vypoctem zjistime, ze zména tlaku je ¢iselné rovna pg — p1o = 380 Pa.
Objem lahve se zmensi na hodnotu V;. Pro pocatecni a koncové podminky plati
stavova rovnice

poVo _ pioVs
Tk Ts ’
Odtud ziskdme vysledny objem
pOTs
Vi=W .
’ proTi

Ciselné je Vi = 1,4391. Objem lahve se tedy zmensil asi o Vo — Vi = 61ml, tj. asi
04%.

Hruba ldhev — zména tlaku

Uvazujme hrubou lahev, kterd ma vétsi schopnost odolavat zménam vnéjsiho tlaku.
To znamend, ze tlak v ldhvi se nezméni okamzité na hodnotu okolniho atmosfé-
rického tlaku, ale az po prekroceni urcité hranice prasknutim. Prasknutim lahve
myslime zménu objemu lahve za kratky okamzik, kterd je doprovazena charakte-
ristickym zvukem.

Rozeberme pripad prasknuti ldahve pod vlivem zmény okolniho tlaku. Provedme
vypocet napt. pro pripad, kdy ndm lahev praskne, az kdyz sejdeme deset poscho-
di. Predpokladejme, ze jsme schody sebéhli dostate¢né rychle, a proto se nestihl
vzduch v lahvi zchladit. Prasknuti ldhve pak muzeme povazovat za priblizné adia-
baticky déj, protoze probiha velmi rychle a za tento kratky okamzik nedojde k te-
pelné vyméné mezi vzduchem a PET lahvi. Pro adiabaticky déj plati Poissonuv
zakon

poVo' = p1oVi",
kde Vp je objem vzduchu na zacatku, Vi je objem vzduchu po adiabatické kompresi
a k = 7/5 je Poissonova konstanta pro plyn sklddajici se z dvouatomovych molekul.
Dale zde plati stavova rovnice

poVo _ p1oWh
. T
kde T je vysledné teplota po adiabatické kompresi, kterd se zménila z puvodni
hodnoty Tk. Pouzitim dvou vyse uvedenych rovnic vypocteme vysledny objem Vi

a teplotu 77.

1

Vi =Vo (po> = 1,4961.
pl()

Objem se ndm zméni asi o 4ml, tedy o 0,27 %. Vysledna teplota po adiabatické

kompresi je
k—1

Ty = T (I’w) ~92995K.
Po

Tomu odpovid4 teplota t1 = 26,3 °C. Teplota se tedy zvysila o 0,3 °C, coz je v po-
rovnan{ se zménou o 11 °C v druhém piipadé velmi mélo.
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Hruba lahev — zména teploty

Nyni vysetfeme druhy piipad, kdy teplota vzduchu v ldhvi klesne z hodnoty tx
na tg, resp. z hodnoty Tx na Ts. Opét predpoklddejme, ze dojde k jednomu prask-
nuti, a to az po vyrovnani teplot. Po dobu ochlazoviani dochéazi k izochorickému
déji — objem lahve se neméni. Tlak vzduchu se zméni z hodnoty po na hodnotu p;.
Pro stavové velic¢iny plati Charlestiv zédkon

P _ P
Tx T,

Odtud zjistime tlak v lahvi pfed prasknutim z rovnice
T,
= pp— . 1
PL=po (1)

Ciselné je p1 = 97290 Pa a jeho rozdil s okolnim tlakem je po —p1 = 3,71 kPa. Poté
dojde podle predpokladu k prasknuti. Jedna se o adiabatickou kompresi, kdy se
teplota zvysi z hodnoty s na t2, resp. z hodnoty Ts na T5, tlak se zvysi z hodnoty p1
na po a objem se zmensi z hodnoty Vi na V2. Stavova rovnice a Poissontuv zdkon
budou v tomto ptipadé vypadat nasledovné

p1Vo _ poVa
Ts T
p1Vo" =poVs®.

Odtud ziskdme vysledny objem

1

Po
k=1
p1

Jesté zde potfebujeme dosadit vztah pro tlak p1 z rovnice (ﬂ) Po upravé dostaneme

1
Ts\ =
Vo=W (=
2 O(Tk) )

a vyslednou teplotu

k—1

Tx\ %
To=Ts | =
’ (T)
Ciselné je Vo = 1,4601. Objem vzduchu v 1ahvi se tedy zménil o Vo — Vo = 40ml,
coz je 2,7%. Teplota je ¢iselné To = 291K, resp. to = 18°C, lisi se tedy asi
0 3°C vzhledem k teploté okolniho vzduchu. Opét mize dojit k jeho ochlazeni
a k néslednému prasknuti.

20



Resent teoretickych tloh

Shrnuti pro hrubou ldhev

Shrnmeé, co jsme vysSetienim vlivu okolnich podminek na ldhev zjistili. Miru daného
vlivu na PET ldhev mtzeme porovnavat jak rozdilem odpovidajicich tlaki, tak
rozdilem odpovidajicich teplot. Sejdeme-li deset poschodi, zméni se okolni tlak
pusobici na ldhev asi o 380 Pa. Naopak nechdme-li vzduch v lahvi jen postupné
chladnout, zméni se jeho tlak az o 3710 Pa. Déle sejdeme-li deset pater, zméni se
teplota vzduchu béhem adiabatického prasknut{ jen asi o 0,3 °C, zatimco béhem
izochorického chladnuti v druhém pripadé se teplota vzduchu zméni asi o t3 —ts =
= 8°C. Déle muZeme porovnat zménu objemu vzduchu po prasknuti. Vyskovy
rozdil 10 pater zpusobil zménu asi 4 ml, vlivem teploty se objem zmensil az o 40 ml.

7 mnasich vysledku vidime, ze v pripadé vlivu daném zménou okolniho tlaku
a teploty mé zasadni vliv na prasknuti lahve pravé zména teploty. Pro kompletnost
feseni je tfeba dodat, ze ldhev muze na zménu okolntho tlaku reagovat prasknutim
prakicky okamzité. Naproti tomu k tepelné vyméné mezi okolnim vzduchem a PET
ldhvi a mezi samotnou PET Idhvi a vzduchem v ni uzavieném dochazi déle. Je to
zpusobeno rychlosti vedeni tepla a tepelnou kapacitou ldhve se vzduchem.

Tady se dostdvame k problému, kdy v lahvi bude trocha vody. Tento problém
jenom prodiskutujme slovné bez vypoctu. Kromé toho, ze vice vody zpusobi méné
PET lahve s tekutinami vody a vzduchu. To znamen4, Ze na danou zménu teploty
soustavy je zapotfebi dodat vice tepla — stejnou zménu teploty docilime za jinak
stejnych podminek az za delsi ¢as. V nasem pripadé se to muze projevit tak, zZe
sejdeme-li schody rychle, zméni se odpovidajicim zptisobem okolni tlak, ale teplota
soustavy se pri dostate¢ném mnozstvi vody zméni jen velmi mélo.

Lze téz uvazovat relativné tenkosténnou ldhev, ktera primo nepraska a tlak
vzduchu v ni je vzdy roven okolnimu tlaku.

Tenkosténna ldhev — teplota
V pripadé, kdy lahev podrobime pouze zméné teploty, mizeme uvazovat izobaricky
déj s tlakem po, pro ktery plati Gay-Lussactuv zédkon v podobé

Vo Ve
T. 1.’
kde Vs je vysledny objem, ktery je roven
T.

Vi = Voo = 1,4451.
o 5
Objem se zmensil o Vo — Vi = 0,55 ml, tedy asi o 3,7 %.

Tenkosténna lahev — tlak

Nyni nas zajimd, jaky vliv mé& na tenkosténnou ldhev samotnad zména okolniho
atmosférického tlaku. Pfedpokladdame, ze teplotu vzduchu v ldhvi udrzujeme stéle
na teploté tx = 26 °C. Pak lze tento piipad modelovat izotermickym déjem, pro
ktery plati Boyleav-Mariottuv zdkon

poVo = p1oVa.

21



FYKOS, XXXI. ro¢nik

Vysledny objem je V3 = VO;’TOO = 1,4941. Objem ldhve se v tomto pfipadé zménil
o Vo — Vs =6ml, tj. asi 0 0,4 %.

Zavér

Pro hrubou 1dhev vychézi zména objemu 0,27 %, resp. 2,7 %, pfi zméné tlaku,
resp. teploty. Pro tenkosténnou ldhev jsou tyto hodnoty podobné, 0,4 %, resp. 3,7 %,
pti zméné tlaku, resp. teploty. To znamena, Ze i pro tenkosténnou lahev mé zasad-
néjsi vliv na praskani zména teploty nez zména tlaku.

Uloha I.5 ... planetarni osidlovan{

Nejspise jste jiz nékdy premysleli o tom, jestli neexistuji néjaké mimozemské civili-
zace. Zpravidla ¢im vétsi hvézda je, tim vétsi ma zarivy vykon a tim kratsi ma také
sviij zivot. Zamerme se nyni na to, ze mame dvé hvézdy, z nichz jedna ma dvoj-
nasobny zarivy vykon co druha. Pokud je pasmo, ve kterém je mozny zivot, dano
teplotou, na které by se ustalilo dokonale cerné téleso, a urcitymi dvéma teplotami
(stejné pro jakoukoliv soustavu), kolem které hvézdy je Sirsi pdsmo, ve kterém by
mohla byt planeta se zivotem? Kolikrat bude vétsi oproti druhé hvézde?

Teplota na planéte zavisi od mnozstva prijatej energie z hviezdy. Pre rovnaki pla-
nétu ndm na udrzanie tej istej teploty staci zabezpecit, aby malo Ziarenie prijimané
z hviezdy pri povrchu planéty rovnaku intenzitu F'. Z toho, Ze na sféru s polome-
rom r (t.j. vzdialenostou od stredu hviezdy) a teda povrchom 4nr? dopadé Ziarenie
s rovnakou intenzitou F', vyplyva

L

T 4mr?”
kde L je svietivost izotropne vyzarujicej hviezdy. Ak porovndme intenzity ziarenia
dvoch hviezd, ktorych svietivost (resp. ziarivy vykon) je L1 a Ly = 2L, postupne
dostavame:

Fi=F,
L L

dnr?  4nr3”’
L 2L
s =2r7,

T2 = \/57”1 .

Miesta, ktoré maji rovnaku teplotu, teda budi pri svietivejsej hviezde /2krat dalej
v porovnani s menej svietivou hviezdou. Ozna¢me ri™'", r*** r53"" r5*** najmensie
a najvacsie vzdialenosti od hviezd 1 a 2, v ktorych je mozny zivot, a prislusné sirky

obyvatelnych zén Ari, Ars. Potom
Arg = 73 — B = /2T 2P = V(e — M) = V2AT
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Vidime teda, ze pri 2krat svietivej$ej hviezda bude $irka objvatelnej zény v/2krat
vacsia. Problémom vSak je, Ze ¢im je hviezda svietivejsia, tym méa kratsi zivot.
Preto pri hladani vhodnych planét treba zvolit kompromis.

Uloha I.P ... modylek letadla na ISS

Jak by se chovalo letadlo v mikrogravitaci (prosté uvazujte, Ze na néj gravitacni
sila neptisobi)? Popiste, jaky efekt by méla smérovka, vyskovka, kridélka, pripadné
vektorovani tahu motoru. Jaké akrobatické manévry by byly mozné? (Napriklad
plochd vyvrtka asi ne.)

Nejprve by bylo vhodné podivat se na to, jak letadlo vlastné 1ét4 a co od néj tedy
mizeme ocekavat v mikrogravitaci.

Letadlo se pohybuje vpred diky tahové sile proudového motoru. Ten neni nijak
zavisly na pritomnosti gravitacni sily, tahova sila bude tedy i v mikrogravitaci
nezménéni.

Dalsi dulezitou soucasti letadla jsou kiidla. Ta jsou tvarovana tak, aby vzduch
obtékal nad kiidlem rychleji nez pod nim. Nad kiidlem tak vznika podtlak a vztla-
kova sila tlac¢i letadlo vzhiru. Tato vztlakova sila se ma za normdlnich okolnosti
vyrovnat s gravitacni silou. V mikrogravitaci vSak tuto gravitacni silu nemame,
takze kridla budou zptisobovat stoupéani letadla. Pro castéjsi lety v mikrogravitaci
by potom samoziejmé bylo vhodnéjsi prejit k symetrickému tvaru kiidel, na nichz
by zadna vztlakova sila nevznikala.

Kridélka i smérové a vyskové kormidlo ovladaji letadlo tim, ze méni aerodyna-
mické sily pusobici na kiidla letounu. Jejich vliv je proto zavisly jen na obtékani
letounu vzduchem a v mikrogravitaci by jejich funkce byla shodna s fungovinim
na Zemi.

Vektorovani motoru znamena naticeni trysek v ruznych smérech, coz méni
smér tahové sily, kterd na stroj pusobi. Efekt vektorovani zistane v mikrogravitaci
nezmeénény.

Secteno podtrzeno, nejvetsi rozdil pii letu v mikrogravitaci by byla ni¢im nevy-
rusend vztlakova sila na kiidlech. Letadlo je vsak stile ovladatelné ve vsech trech
osach pomoci vyskového a smérového kormidla a pomoci kiidélek.

Nyni se podivejme na nékteré (nejen) akrobatické manévry:
¢ Rovny let

Trividlni let rovnobézny s osou letadla by byl v mikrogravitaci velmi tuhym
oriskem. Vztlakova sila vyvolana specidlnim tvarem kridla totiz neni ni¢im
vyrusend, a letadlo tedy pri bézném letu stale lehce stoupa. V tomto pripadé
nam ani vyskovka letadla nepomiize, proﬁoie nahnutim celého letadla rovno-
bézného letu s osou trupu nedosihnemet Jedinou moznou pomoci je pouze
vektorovani motoru proti vztlaku.

7Samozfcjmé, ze naprt. let rovnobézné se zemi by byl normalné mozny. Dilezitd je fraze
,rovnobézny s osou letadla“.
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¢ Vykrut

Do vykrutu se pilot na Zemi dostane lehkou vychylkou vyskovky, ktera je
nasledovana vychylkou kfidélek. Oba ovlddaci prvky funguji v mikrogravitaci
shodné, proto je vykrut proveditelny i v mikrogravitaci.

« Premet

Pro spravné provedeni premetu nam staci pouze dobte fungujici vyskovka.
Premet je tedy dalsim moznym akrobatickym manévrem.

e Vyvrtka

Aby pilot navedl letadlo do vyvrtky, potfebuje snizit rychlost letounu na
padovou. Letadlo se poté toc¢i kontrolované do spirdly pri prakticky volném
padu. Pddu se ndm ovSem v mikrogravitaci dosdéhnout nepodari, tento ma-
névr je tedy na ISS neproveditelny.

« Dalsi

Prevaznd vétsina leteckych akrobatickych kouskl je potom kombinaci vy-
Se zminénych, napiiklad kubanska osmicka je slozena z nékolika premeti
a vyvrtek (tedy pujde), ¢i Immelmann — pulobratka s pulpfemetem (pujde).
Obecné by slo fict, ze vSechny akrobatické kousky, které pouzivaji pouze
kridylka, smérovku a vyskovku vykonat pujdou, zatimco jakéhokoliv mané-
vru vyuzivajictho volny padd nebude mozné dosdhnout (za zminku zde stoji
napiiklad hammerhead a, jak uz sdm ndzev napovi, pdd po ocase).

Uloha Il.1 ... Zubé&nka

Jak velké skladovaci prostory by musela mit Vila Zubnicka, aby mohla skladovat
vSechny mlécné zuby vsech déti? Resp. jakym tempem by jeji ndroky na uskladnéni
rostly? Za jakou dobu by teoreticky méla ve svych skladech vétsinu zasob fosforu
na Zemi?

Uloha je pekne rozdelens na tri &asti, je teda vhodné riesit ich v zadanom pora-
di. Najpry sa teda pozrieme na to, ako velké skladovacie priestory by musela mat
Zubnickad. Rozne zdroje uvadzaju rozne ¢isla o tom, kolko Tudi zilo doposial na
Zemi, vicsina sa ale zhodne na ¢isle blizkom 100 miliarddm. Orientovali sme sa
wikipédiou® ktora tvrdi, ze na svete zilo od roku 50000 p.n.l. 106 milidrd Tudi.
Dalsou vecou, na ktorti nesmieme zabtdat, je to , ze az 8 % deti zomrie do veku
5 rokov. V minulosti to bolo urcite ovela viac, som presvedceny, ze napriklad pocas
obdobia morovej epidémie v Eurdpe bolo toto éislo vacsie ako 50 %. Preto tento
fakt vyrazne ovplyvni to, ako velké budu sklady v stdasnosti. Dalej rétajme, Ze
kazdy z tychto Iudi mal 20 mliecnych zubov a Vila Zubnicka ich vSetky ulozila
(ide o horny odhad — vila radsSej nebude riskovat, ze nebude mat dost priestoru).

8preklad pre Cechov: Zubénka
Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/Sv/C4%9Btov/C3%A1_populace; z tohto zdroja sme Cerpali aj
dalsie ¢isla spominané v rieseni

24


https://cs.wikipedia.org/wiki/Sv%C4%9Btov%C3%A1_populace

Resent teoretickych tloh

Dalej ratajme, ze pri vhodnom naskladan{ zaberie jeden mlieény zub objem pri-
blizne 0,25 cm® — v literatire sme ziadnu relevantni informéciu o objeme zubov
nenasli, odmerali sme teda priemerny objem niekolkych mlie¢nych zubov (nesmie-
me zabidat, Ze mlie¢ne zuby st o nie¢o mensie ako trvalé a zaroveri nemajui korene).
V takom pripade budeme potrebovat tilozné priestory o velkosti 530000 m?>. Ale
ako sme povedali v predoslej ¢asti, ich objem by bol pravdepodobne niekde medzi
530000m? a 265000m?. Ak uvazujeme jednoposchodové sklady, mohli by sme zu-
by skladovat do vysky napriklad 5 m; v takom pripade by sa sklady rozprestierali
na ploche 5 az 10 hektérov.

Teraz sa pozrieme na to, akym tempom by rastli skladovacie naroky. Podla
OSN bol v roku 2016 nérast populdcie 1,1 % (1,8 % sa narodi a 0,7 % zomrie). Aj
ked nie je jasné, ako bude trend pokracovat, vsetko nasvedcuje tomu, ze za najbliz-
sich 100 rokov sa pocet obyvatelov zeme ustali na nejakej hodnote, rozne zdroje
to odhaduji na 6 az 12 milidrd obyvatelov. Nech je ako chce, znamena to, ze za
tych 100 rokov sa ro¢ne bude rodit a umieraf priblizne rovnaky pocet Iudi, ¢o pre
Zubnicku znamend, ze bude kazdym rokom stabilne inkasovat konstantny pocet
zubov. Budeme ratat, ze sa populdcia ustdli na sticasnych 7,4 miliardach. Zaroven
budeme ratat, ze imrtnost deti klesne vdaka medicine takmer na nulu. Mézeme ale
predpokladat, Ze imrtnost bude rovnakd v budticnosti ako stiéasnych 0,7 % z tohto
poctu ro¢ne, s tym rozdielom, ze sa bude aj rodit rovnaky pocet Tudi, t.j. natali-
ta bude tiez 0,7%. Rocne teda pribudne na zemi asi 52 miliénov Tudi, ¢o sa pri
dobudovavani skladu s rovnakou vyskou efektivne premietne do nutnosti zvacsit
jeho plochu o 50m? za rok. Aviak takéto tempo zvySovania kapacit bude dosta-
tocné az v roku povedzme 2115, dovtedy bude pérodnost najprv rast a potom sa
zasa zmensovat. Ak by sa dlhodobo udrzala pérodnost na takej tirovni ako teraz,
t.j. ro¢ne sa narodi 1,8 % Iudi z toho, ¢o aktudlne zije, muselo by byt prvych nie-
kolko rokov od stcasnosti zvySovanie priestoru skladov 2,5krat rychlejsie, t.j. bolo
by treba pridévat 130 m? skladovacich priestorov za rok navyse.

Trefou otazkou je, kedy by Vila Zubnicka vlastnila viac ako polovicu vsetkych
zasob fosforu na Zemi. Z wikipédie™= vieme, Ze na Zemi je 1210 ppm fosforu. To
znamena, ze viac ako tisicina hmotnosti Zeme je fosfor. My sa uspokojime s od-
hadom 1/1000 — hmotnost Zeme je 5,97 - 102* kg, je na nej teda zhruba 6 - 10>' kg
fosforu. Z dalsich zdrojov= vidime, Ze fosfor tvori asi 19 % hmotnosti zubu. Vaze-
nim vlastnych mlie¢nych zubov sme stanovili, ze priemernd hmotnost zubu nie je
vicsia ako 0,3 g. (Aj to je velmi nadstreleny odhad.) Z danych idajov vieme spoci-
tat, ze sticasné Zubnickine zdsoby pokryvaji len zlomok svetovych zasob fosforu,
asi jednu 5 - 10'3-tinu. Ako sme si uz povedali, najredlnejsi model v§vinu populé-
cie je, ze sa do 100 rokov ustdli na konecnej hodnote, v rozmedzi 6 a 12 miliard.
V predoslej ¢asti sme rédtali s prirastkom populdcie z dlhodobého hladiska (to, ¢o
sa bude diat za tych 100 rokov dovtedy nas nezaujima, lebo je to kvoli dlhej casovej
skéle zanedbatelné) 52 miliénov Tudi rocne, ¢o ¢inf asi miliardu zubov roéne. Ak by
tymto tempom navzdy pokracoval narast poc¢tu mlieénych zubov, tak by Zubnicka
dosiahla va&Sinovy podiel za priblizne 1 - 1017 rokov. Co len tak pre zaujimavost

10 https://en.wikipedia.org/wiki/Abundance_of_the_chemical_elements
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC1263223/7page=2
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znamend, ze ak by jej sklady zaberali plochu celej Zeme vratane mori a oceanov
(Tudia by sa museli uskromnit a zit na streche skladov) tak by mali pri rovnakej
hustote ukladania zubov (4 na mililiter) budovy skladov vysku 50 km.

Uloha 11.2 ... irradiace solarni elektrarny

Solarni konstanta, ¢i spravnéji solarni irradiace, je tok energie prichazejici ze Slunce
ve vzdalenosti Zemé od Slunce. Nejde o konstantu, ale uvazujme, ze ma hodno-
tu P = 1370 W-m~2. Uvazujme, Ze Zemé obihé Slunce po kruznici a sklon zemské
osy vici kolmici k jeji obézné roviné je 23,5°. Jaky bude maximélni vykon zachyce-
ny soldrnim panelem o plose S = 1m? o letnim a zimnim slunovratu, pokud panel
lezi na rovném povrchu Zemé v Praze? Uvazujte, Ze ani atmosféra ani budovy nijak
neovlivni meéreni.

Protoze mame pocitat s kruhovou orbitou Zemé a vykonovy tok Slunce méame
zadany, staci ho jen prenasobit plochou solarniho panelu kolmou na paprsky. Tady
si ale musime uvédomit, ze paprsky nebudou dopadat kolmo na plochu panelu, ale
pod urcitym thlem. Ten zavisi na zemépisné sifce Prahy ¥p, kterou mtzeme zjistit
naptiklad odtud ®, 9p_~ 50°. Vime, Ze pii zimnim slunovratu dopadaji paprsky
kolmo na 9, = —23,5°8. Pfi letnim slunovratu dopadaji paprsky kolmo na 9, =
= +23,5°. Z geometrie vidime, Ze thel, pod kterym budou dopadat paprsky na
prazsky soldrni panel (tthel mezi tecnou k zemi a paprskem) vypodéitdme z rovnice

(677 2900 — |19p _'191|

Dosazenim ziskdme o, = 16,5° a oy = 63,5°.
Pro maximdélni vykon pocitejme se stoprocentni acinnosti. Plocha panelu kolma
na paprsky je Ssin s, maximalni vykon tedy spocitame jako

P, = PSsina;,

kde S ozna¢uje plochu soldrniho panelu. Ciselnym dosazenim dostaneme P =
= 1,23kW a P, = 0,39kW. Muzeme si vSimnout, ze jen diky jinému postaveni
Slunce na obloze se snizi vykon soldrni elektrarny v zimé na tfetinu jejiho letniho
vykonu. V zimé také byva vyssi oblacnost nez v 1été, coz rozdil mezi zimnim a
letnim vykonem elektrarny jesté vice prohlubuje.

Uloha 1.3 ... pozorovaci

Jakou ¢ast povrchu kulové planety neni mozné vidét ze stacionarni obézné drahy
planety (takovd dréha, ze se obihajici objekt nachdzi stdle nad stejnym bodem na
planeté), kterd m4 hustotu ¢ a periodu rotace T'?

Vo vztaznej sistave spojenej s rotujicou planétou sa satelit na stacionarnej drahe
nepohybuje, preto nan posobi nulova vyslednd sila F'. Tato sila sa skladd z dvoch

2https://cs.wikipedia.org/wiki/Seznam_mést_podle_zem&pisné_sifky
13 Pouzivame konvenci, ze rovnik mé 0 °, severni sifky jsou kladné a jizni §iiky zaporné.
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zloziek - gravitacnej sily Fy a odstredivej sily F,q, ktoré posobia navzajom opac¢nym
smerom:

GmM
o, (2)
kde m je hmotnost satelitu, w je uhlova rychlost rotacie planéty, r je vzdialenost
satelitu od stredu planéty, M je hmotnost planéty a G je gravitacna konstanta.
Pre uhlovi rychlost plati

O:F:Fod—Fg:mwzr—

==,
z ¢oho po dosadeni do (E) a Uprave mame
T°GM 4
=r°.
4n?

Hmotnost planéty urcime z jej hustoty ¢ a polomeru R

4
M = ggnRS .

Po dosadeni a tprave dostavame vyjadrenie vzdialenosti satelitu od stredu planéty

v jednotkach jej polomeru ako
3/T2Go 7
1/ = —. 3
3n R 3)

Zvysok tlohy je uz len geometria. Pozorovatel na satelite totiz vidi cast povrchu
planéty, ktord je ohranicend kruznicou k, tvorenou bodmi dotyku dotyc¢nic vede-
nych zo satelitu ku gulovému povrchu planéty. Zauﬁma nés teda povrch gulového
vrchlika S (ktory pozorovatel vidi), pre ktory plati

S =21R*(1 —cosa) ,

kde a je uhol satelit — stred planéty — bod na kruznici k.

Ramena tohto uhla maja dfiky r, resp. R a v bode dotyku je pravy uhol, preto
cosa = —.
'

Po dosadeni do (E) dostavame

. 3n
_ 2 _ 3
S =2nR (1 TQGQ) .

Zaujima nés ale, aku ¢ast k celého povrchu planéty pozorovatel nevidi:

k=1- 2 <1+ v nge)
T 4mR? 2 '

Pre zaujimavost, v pripade Zeme, ktora mé stredni hustotu ¢ = 5,515-10% kg-m™
a rota¢ni dobu T = 86,4 - 10% s, pozorovatel nevidi k = 0,575 jej povrchu.

3

D4 sa to odvodit integrovanim. Znamy je tiez vzorec S = 2xRh, kde h = R — Rcos a je
vyska vrchlika. Vsimnite si, ze napr. a = rt da cely povrch gule 4nR2.
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Uloha 1.4 ... jaderny odpad nikdy vice

Predstavme si, Ze mdme néco (napitiklad jaderny odpad) a chceme se toho zbavit.
Téleso dostaneme na obéznou drahu Slunce shodnou s obéznou drahou Zemeé,
ale dostatecné daleko od Zemé, abychom mohli gravitacni ptisobeni Zemé nadéle
zanedbavat. Otéazka je, jaky zpiisob zbaveni se inkriminovaného predmétu by nés
stal kolik energie a ktery postup by byl tedy nejvyhodnéjsi. Varianty jsou
e Hodit to do Slunce. Staci, aby se to dostalo na slunec¢ni povrch a bude to
dostatecné usmazené.
e Prevést to na kruhovou drdahu v Hlavnim pédsu (pas planetek mezi Marsem
a Jupiterem).
e Vyhodit to zcela ze Slunecni soustavy.

Nebudeme uvazovat gravitacni vliv ostatnich planet Slunecni soustavy. Kdybychom
povolili vyuziti gravitaéniho praku (tj. manévr, pfi kterém je téleso urychleno nebo
zpomaleno pii priiletu okolo planety, pficemz lze zménit i smér rychlosti), stacilo by
pak téleso dopravit k néjaké planeté (Venusi nebo Marsu) a pomoci opakovanych
gravitacnich manévri bychom ho byli schopni dopravit témér kamkoliv bez dalsich
energetickych nakladu. V této tlloze ndm nejde o to, jak dlouho bude trvat preprava
télesa, proto bychom mohli velmi dlouho ¢ekat, dokud se urcita planeta nevyskytne
v uréité pozici a postupnymi manévry (mezi nimiz mohou byt staleté prostoje)
naklad dostat do pozadované pozice.

Oznac¢me si hmotnost télesa m, hmotnost Slunce M, vzdalenost Zemé—Slunce R
a pocatedni rychlost (pfed vystielem) vo, kterou spoéitdme z rovnosti odstfedivého

a gravitacniho zrychleni
GM _ vh g CM
R2 R "V R

7 energetického hlediska je pro nas nejvyhodnéjsi rovnou téleso vystielit z puvodni
orbity. Kdybychom ho nalozili na néjakou raketu, ktera by ho postupné urychlo-
vala, tak by se zbytecné spotfebovavala energie na urychlovani rakety a paliva
a raketovy motor nemize mit ani teoreticky 100% téinnost. Uvazujeme tedy, Ze
téleso odpdlime jednordzové z néjaké stanice, které ma mnohem vétsi hmotnost,
a proto muzeme predpokladat, ze celkova spotiebovand energie odpovidd zméné
rychlosti télesa

E= %m|Av\2 .

Pry¢ ze Sluneéni soustavy
Nasim cilem je uvést téleso na parabolickou dréhu tak, aby se nikdy nevratilo zpét.
Odleti od Slunce tak, ze se bude neustéale vzdalovat a zpomalovat, ale teoreticky se
zastav{ az v nekone¢nu (za nekone¢ny ¢as). V nekone¢nu bude mit nulovou poten-
cidlni i kinetickou energii. Ze zdkona zachovani energie tedy vyplyva, Ze bychom
ho méli urychlit na rychlost v1 tak, aby jeho celkova energie byla nulova

1 2 GmM

i T =0
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kde jsme vyuzili vztah pro potencialni energii v radidlnim gravita¢nim poli. Vy-

slednd rychlost je
o [2oM
L=\

Této rychlosti dosdhneme nejsndze (pfi minimalnim |[Av| = |vi — w|) tak, ze
téleso urychlime ve sméru jeho rychlosti, tedy ve sméru tecném k obézné dréaze.
Pottrebujeme tedy zvysit jeho rychlost o

Avy =v —vo = (V2 1) ,/G?M =12,4kms™ ", (4)

Této rychlosti se mimochodem nékdy fikd 3. kosmicka rychlost. Potiebna energie
je

GMm
B = (3-2v2) ==

Hlavni pas

Chceme-li téleso dostat na kruhovou obéznou drahu v Hlavnim péasu, bude po-
tfeba provést dva manévry. Nejprve téleso pfevedeme na eliptickou drahu (tzv.
Hohmannova elipsa) s periheliem na obézné dréze Zemé a afeliem v Hlavnim pésu.
Az se dostaneme do afelia, zvysime rychlost tak, aby téleso zustalo na kruhové
draze v této vzdalenosti od Slunce. Tomuto prechodu mezi dvéma orbitami se fiké
Hohmannova trajektorie.

Problém je v tom, ze nemuzeme téleso jen jednou urychlit (vystfelit), ale po-
tfebujeme manévrovat dvakrat. Takze si musime vyslat téleso i spolu s néjakou
raketou, motorem, ktery ho pak miuze prevést na kruhovou dréahu.

Polomér Hlavniho pdsu oznac¢ime Ra. Chceme spocitat rychlost vs, na kterou
téleso musime urychlit, aby se pohybovalo po zminéné eliptické dréze. Vyjdeme ze
zakona zachovani energie pro stav v periheliu a afeliu

1,5 GMm

—m U3

2

_lm,UQ_GMm/
R 2 A Ra

kde m’ je hmotnost télesa i s raketou a va je rychlost v afeliu, kterou miiZzeme
vyjadrit z Keplerova zakona
UARA = 1)3R .

Vyjadifenim vs z téchto dvou rovnic dostédvame

2GMRA
R(Ra + R)

v3 =

Nyni, kdyz mame téleso na eliptické drize, musime v afeliu zvysit jeho rychlost
oa — 2GMR
27\ Ra(Ra+R)
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na rychlost

Postupné zmény rychlosti (znaménko jsme volili tak, aby Avs, Avs > 0) jsou tedy
GM 2R
Avz = —— — -1
v \/ R \/RA IR ’

GM 2R
Avg= | 25 (1=
va Ra R+ Ra

Uvazujme, Ze téleso spoleéné s palivem a dalsf z4t8%{ o hmotnosti ma = m’ —m
vysleme z puvodni orbity Slunce na eliptickou drahu. Na to je potfeba energie

FEs, = %(m + mg)Av?, .
Kdyz se vyslany objekt dostane do afelia, potfebujeme jeho rychlost zvysit o Avy.
Ale to neptjde jen tak. Abychom téleso urychlili, musime podle zédkona zachovani
hybnosti néco jiného zpomalit (nebo urychlit opa¢nym smérem). To by se dalo vy-
fesit zapnutim raketového motoru, ktery vysild urychlené palivo opa¢nym smérem.
Z energetického hlediska bude nejvyhodnéjsi, kdyz vSechno palivo vysleme urcitou
rychlosti Aus najednou. Skuteény motor by mél mensi Gi¢innost, ale nasledujicim
zpusobem lze spocitat alespon teoretické minimum potiebné energie.
Ze zakona zachovani hybnosti

Avgm = Auamsa ,
1 1 1 2
Esp = =mAvE + —meAus = —mAvs + m—AUi.
2 2 2 2mo

My hleddme takovou hmotnost maz, aby celkova spotrebovand energie Fs = Esa+ Esp
byla co nejmensi. To najdeme tak, ze derivaci Es podle ma polozime rovnou nule.

dEs m? 2 1, 9
=M A2 ZA2 =
dme 2m3 Vit A 0,
2
m 2 1 2
2m?2 Avi = 5 Avs,
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Jde skutecné o minimum, protoze v extrémnich piipadech pro velmi malé nebo
velmi velké mo jde E3 k nekonecnu a tento vysledek je jakysi kompromis mezi
témito extrémy. Po dosazeni mizeme spocitat energii Fs

Es = l(erm YAvs + 1mAv2 + m—Qsz
3= 5 2)Avs + 5 it g A
1 A’U4 2 1 2 1 1 2
Es == 1+—1]A —mA —mAvsAvs = —m (A A .
3 2m< +Av3> v + 5mAvs + gmAvsAvy 2m( vz + Avy)

Vyslo ndm tedy, Ze potrebujeme miniméalné takovou energii, kterd by stacila na
urychleni télesa na rychlost Avss = Avs + Avs. Tomu se Fiké delta—v budget, coz
je celkovy soucet zmén rychlosti béhem manévru, a to urcuje celkovou potfebnou
energii. Soucet zmén rychlosti je

GM 2R GM 2R
A”34‘“3“"4‘\/3 <\/RA+AR‘1>+ m(“\/m) =
GM
=\ s (V20— B+ (VR VR) Vs +R)

Je znémoﬁ, ze se Hlavni pds nachézi ve vzdélenosti od 2AU az po 4AU,
tedy Ramin = 2R a Ramax = 4R.

11 GM . L
Avsimin = | —= + —= — 1) 1/ 255 = 8 46kms ",
. <\/§ V2 ) R

3 1 [GM . 1
Avsgmax = | — — = —— =13,3km- .
V34 <\/m 2> R 3,3km-s

7 energetického hlediska je tedy nejvyhodnéjsi vyslat téleso na blizsi okraj Hlavniho
pasu. Potiebné energie pak je

2
1 1 GMm
Esmin=|—=+—4=-1 .
3 ( + ) R

Tento zptsob vyzaduje nejméné energie ze vSech t¥i moznosti, i kdyz je relativné

slozity.

Pozndmka Nékdo by mohl navrhovat pouziti pfechodu pomoci dvou pulelips
(tzv. ,bi-eliptic transfer®), ktery spo¢ivd v uvedeni télesa na eliptickou drahu, jejiz
hlavni poloosa je fadové vétsi, nez je polomér pozadované findlni orbity v Hlavnim
pasu. Nésledné je téleso v afeliu, kde se pohybuje malou rychlosti, zrychleno (na to
nenf potfeba velké mnozstvi energie) tak, aby se perihelium nové eliptické trajek-
torie nachézelo ve vzdalenosti Ra od Slunce. V periheliu je pak téleso zpomaleno,

https://cs.wikipedia.org/wiki/Hlavn%C3%AD_p%C3%A1s
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aby zustalo na kruhové obézné dréze. Tato trajektorie muze byt v nékterych pii-
padech opravdu energeticky vyhodnéjsi, nez je Hohmannova trajektorie. Ukazuje
se ale™| Ze pomér poloméru koneéné a puvodni trajektorie musi byt alespon 11,94
nebo vétsi. Takze v nasem piipadé by se to nevyplatilo.

Do Slunce

V predchozich pripadech jsme téleso urychlovali, ted se nabizi ho zpomalit a ne-
chat ho ,;spadnout® do Slunce. Konkrétné ho staci zpomalit tak, aby jeho eliptickéd
trajektorie méla afelium na ptivodni trajektorii a perihelium na obrécené stra-
né povrchu Slunce (jiné trajektorie vytesime pozdéji). P¥i svém pohybu tedy jen
»Skrtne“ o povrch Slunce, ale to stac¢i na pohlceni. Oznacme Rg polomér Slunce.
Znovu pouzijeme zakon zachovani energie.

1 o GMm 1 5 GMm

“mwd — - _

2

= —mu ,

Rs 2 ° R

kde w2 je rychlost, na kterou jsme téleso zpomalili a vp je rychlost v periheliu,
kterou vyjadiime pomoci druhého Keplerova zakona

op = UQ}%
p = Rs
Po dosazeni dostavame
vk GM _ 1., GM
2R  Rs 2° R’

. _ [2GMERs(R—Rs) _ [ 2GMRs
: R(RZ—R2)  \| R(R+Rs)’

Rychlost potfebujeme zménit o

Avs — w0 —ve = |1 )20 ) JGM [, [2Bs) [GM
poem R+ Rs R = R R

P¥i porovndni s (E) vidime, Ze pokud plati

2Rs
1—4/— 2—1
“R+Rs>\[ ,

odeslani télesa ven ze Slunecni soustavy je vyhodnéjsi, nez by bylo jeho odeslani
do Slunce. Po tpravé nerovnice dostavame

2
R/Rg > ——,
/Bs V2-1

coz plati vzdy pro Rs < R.

16 https://en.wikipedia.org/wiki/Bi-elliptic_transfer
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Existuji ale i jiné, energeticky vyhodnéjsi zplisoby, jak poslat téleso do Slunce.
Napiiklad mizeme poslat téleso do nekonecna (tedy pry¢ ze Sluneéni soustavy)
a tam ho o malinko zpomalit. Vhodné zvolené (nekoneéné malé) zpomaleni zpiso-
bi, ze jeho celkova energie bude zaporna a Slunce si ho tedy pritdhne zpét a pohlti.
Sice spotfebujeme mnohem mensi mnozstvi energie (stejné, jako v prvnim piipa-
dé — vystfelu do nekoneéna), problém této metody ale spociva v tom, ze zabere
nekonec¢né dlouhy cas.

Zajimé-li nds pouze minimaln{ potifebnd energie (a ne ¢as), je nase delta—v:

m—(\/ﬁ—l)@.

Chceme-li téleso spalit Sluncem rychleji, staci ho urychlit o néco mensi rychlosti
nez vi. Tim se dostane na eliptickou trajektorii, jejiz afelium bude velmi daleko,
je-li rychlost jen o mélo mensi nez vi. V afeliu pak téleso zpomalime na (skoro)
nulovou rychlost a téleso tak prakticky spadne do Slunce. Na to ale spotifebujeme
vice energie, nez by stacilo na samotny vystiel do nekonecna.

Cim rychleji ho budeme chtit dostat do Slunce, tim vétsi delta-v bude potieba
a tim vice energeticky naro¢ny nas manévr bude. V extrémnim pripadé muzeme
téleso vystrelit vysokou rychlosti smérem ke Slunci (resp. kousek stranou, aby se
tangencialni slozka rychlosti odecetla), ¢imz by se dostalo do Slunce velmi rychle.

Tvrzeni, ze pro hod do Slunce je nejefektivnéjsi vyslani télesa do nekonecna
a nasledné zpomaleni, je dokazdno v dalsi podkapitole.

A nevyplatilo by se stfilet Sikmo?

Pojdme pripad hozeni do Slunce vyresit obecnéji. Budeme se nyni zabyvat jen
bieliptickym manévrem, ktery je jednodussi a na teoreticky popis nam bude stacit.
Jiné typy manévru zahrnuji i konstrukei rakety, i¢innost jejich motoru, kterd muze
zaviset na jejich vykonu, a dalsi parametry.

Mame téleso, které obiha Slunce ve vzdalenosti R rychlosti vg. Rychlost si
rozdélime na tii vzajemné kolmé slozky

e tefna — ve sméru pohybu obéhu okolo Slunce

o radidlni — ve sméru od Slunce

o axidlni — ve sméru kolmém na rovinu obéhu

Pocatecni rychlost je v teném sméru vg, v ostatnich smérech je nulova. V oka-
mziku po vystielu si slozky oznacime po fadé v, vy, va. Té€leso tak navedeme na
eliptickou drédhu a v jejim afeliu ho zpomalime tak, aby spadlo do Slunce. Polomér
Slunce je velmi maly v porovndni s polomérem obéhu Zemé, jenz je mensi, nez
hlavni poloosa vzniklé elipsy. Proto muzeme predpokladat, ze téleso v afeliu aplné
zastavime. Pak zacne padat primo do stiedu Slunce.

Celéd nase Av spotfeba pak bude

Av =vp + /(v — v0)% + 02 + 02, (5)

kde va je rychlost v afeliu. Tuto spotfebu se snazime minimalizovat.
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Zamyslime-li se nad tim, jak axidlni rychlost ovliviiuje nasi trajektorii, tak zjis-
time, ze jen ,naklani“ rovinu elipsy. Potom si sta¢i zménit souradnou soustavu
a pozorovat pohyb v roviné naklonéné elipsy. Radidlni slozka v nové soustavé zu-
stane stejnd, axiilni slozka je nulova a tecna slozka je soucet puvodni radidlni

a tecné
I 2 2
vy =\ V§ + Va

Urychlili jsme-li téleso v axidlnim sméru, zpusobili jsme tak jen ndklon rotace
a zvysSeni tecné rychlosti. Stejné jako pfi vystrelu ze Sluneéni soustavy ale vime,
ze se ndm nevyplati urychlovat téleso v axidlnim sméru. Dale tedy budeme pocitat
s v, = 0. Taky si muzeme rozmyslet, ze stac¢i uvazovat vy > 0.

Budeme znovu vychazet ze zadkona zachovani momentu hybnosti a zdkona za-
chovani energie

v R = vaARa ,
R
vi+ 02 —2K =v5 — 2K —,
Ra
kde je vzdalenost v afeliu a va rychlost v afeliu. V ZZE jsme rovnou vypustili
hmotnost télesa a zavedli substituci K = %. R muZeme z rovnic eliminovat

vZfQKl;—?fvgfvarQK:O.

Dulezité je, Ze nds model plati pro elipticky pohyb, tedy dodand rychlost nesmi
byt vétsi nez tnikovd. Vyjddiime va a dosadime do ()

2
vA:Ef K—2+vf+v372K,
UVt Vg
2
Av—i{—\/KQ+vf+v?—2K+\/(vt—vo)2+v3,
t vt

kde jsme pfi feseni kvadratické rovnice zvolili pouze mensi feseni (s minusem pred
odmocninou), druhé feseni by udavalo rychlost v periheliu (kterd je vyssi).

Hleddme minimum funkce Av. Problém je v tom, Ze zavisi na dvou nezédvislych
parametrech v a v.. To udéldme pomoci parcidlnich derivaci

O0Av _ Uy + Uy

Oy f—;+vf+vf—2K \/(Ut—v0)2+“r2
t
Ur Ur

NN e
t
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Vidime, zZe jedno feseni je v» = 0. Za vo mizeme dosadit vV K a pokracovat v tpra-

vach
K 2
(17 —m) +v2=4/(vy — VK)?2 + 03,
t

‘K—”? = |0 - VE] ,

Vs

K — K
WK — v||[VE + v _ |\/R—vt|,
Ut
’Ut:\/R:’Uo.

Dochézime tedy k tomu, ze pro vy = wo je reSsenim podminky nulové parcidlni
derivace libovolné v,. To odpovida stavu, kdy téleso vystrelime kolmo na puvodni
kruhovou dréahu; dosazenim do Av vidime, ze Av = vg. Pro jiné vy mize minimum
nastat jen pro vy = 0 nebo maximéalni v; (tedy vystfel do nekoneéna, ktery jsme
uz vyfesili).

Zjistili jsme tedy, Ze je nejvyhodnéjsi nestrilet , Sikmo“ a téleso urychlovat pouze
v te¢ném sméru. Vztah pro Av se ndm znovu zjednodusi

K K
sz—f‘—fvt + |ve — VK].
UVt UVt

Resime dva pripady, vy < VK a v > VK. Pro v, < VK je afelium na ptvodni
draze, proto tento p¥ipad nemusime uvazovat. Pro vy > v/ K dostaneme
szg—kg—vt—l—vt—ﬁ:%— K.
Vg Vt (%

To znamend, ze ¢im vyssi rychlost v, tim méné bude potfeba energie na mané-
vr. Jsme ovSsem omezeni podminkou, Ze rychlost nesmi byt vyssi, nez je rychlost
tnikova, jinak nas model selze a muze vychédzet zapornd Av. Nejefektivnéjsi bude
znovu vystiel do nekonecna.

Pojdme se jesté zamyslet nad tim, co kdybychom nepouzili bielipticky presun,
ale pouze bychom téleso z obézné drahy vystrelili tak, ze perihelium jeho trajek-
torie bude uvnitt Slunce (resp. na jeho okraji ve vzdalenosti Rs, protoze urcité
bude vyhodnéjsi téleso zpomalit/urychlit tak, aby se dostalo na povrch Slunce,
nez nékam dovnit¥). Stejnou Gvahou, jako v predchozim pfipadé, dojdeme k tomu,
ze nemd smysl dodavat télesu axialni slozku rychlosti. Znovu vyjdeme z rovnic pro
zakon zachovani energie a momentu hybnosti

’U%—QKE = vl + 07 - 2K,
Rs
vwR =wvpRs.

Oznaéime pomér R/Rs = r a eliminujeme rychlost v periheliu vp

vf = vir® — 2Kr — v} 4 2K . (6)
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Dosadime do vztahu pro Av, ktery nyni nezahrnuje rychlost va, protoze nepo-
tfebujeme nikde brzdit

Av = (vt—\/?f—!—v?,

sz\/(vt—\/?)Q—i—vErz—QKr—vf—i—QK:\/1)37”2—2%\/?4—(3—27“)[(.

Hleddme nyni takovou rychlost v, pro kterou je Av nejmensi. Vyraz pod odmocni-
nou je kvadratické funkce, vime tedy, #e minimum mé pro vy = VEr 2 = vor 2
Toto minimum je ale vzdy zdporné; podivame-li se ale na rovnici (E), zjistime, ze
neni splnéna podminka resitelnosti pro vy (vr2 vychdzi taky zdporné).

Fyzikalni vyznam je takovy, ze ZZE urcuje minimalni moznou rychlost v pe-
riheliu a tedy i minimalni moznou hodnotu te¢né slozky rychlosti; pokud zvolime
tecnou rychlost mensi, neexistuje draha s periheliem na povrchu Slunce. Rych-
lost vy tedy musime zvysit z hodnoty vor~2 tak, aby v2 bylo nezdporné. Protoze
minimalizujeme kvadratickou funkci, vime, zZe je optimélni zvysit vy minimélné,
¢imz dostaneme znovu v, = 0. To je pripad, ktery jsme pocitali vyse, kdy téleso
pouze (tecné) zpomalime a nechdme ho spadnout po elipse.

Vime ale, Zze vyhodnéjsi zustava stejné pripad vyhozeni do nekonec¢na a jesté
vyhodnéjsi vyhozeni do Hlavniho pasu.

Uloha I1.5 ... sklenény dést

Deélnik si na stavbu mrakodrapu prinesl vak se sklenénkami, aby se s nimi mohl
pochlubit svym kolegiim. A co se nestane — vak se vysype a kulicky padaji skrze
leseni smérem k zemi. Leseni se skladé z jednotlivych poschodi o vysce h. Podlaha
kazdého poschodi se sklada ze stejnych mrizi, ve kterych diry zaujimaji k % z celko-
vé plochy mrize. Uvazujme zjednoduseny model propadavani kulicek lesenim, kdy,
pokud kulicka spadne na diru v leseni, tak projde bez ovlivnéni, a pokud spadne
na pevnou ¢4st mrize, tak se jeji rychlost snizi na 0 a ihned zacne déle padat (tj.
velikost kulicek je zanedbatelna vici velikosti dér v leseni, kulicky se od leseni nijak
neodrazi a po dopadu na pevnou c¢ast mrize se ihned skutali do diry a dale zacinaji
padat). Nakonec neuvazujme ani potencidlni srézky kulicek mezi sebou. Predpo-
kladejte, ze kulicky se z tasky sypou s konstantnim hmotnostnim priitokem Q.
Jakou silou budou kulicky piisobit na kazdé patro leseni, az se situace ustali?

Patro, ve kterém délnik upusti kulicky, oznacime cislem 0. Zaroven predpoklada-
me, ze pocatecni rychlost vsech kulicek je nulova. Pro maximalni rychlost kulicky
v ntém patfe (v zddném z predchozich pater se nezpomalila o leseni) potom plati
rovnice

Un = gtn 5
1
nh = Qgti )

jejichz resenim je vztah v, = v/2ngh.
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Kazda kulicka mize v kazdém patie bud narazit na leseni, nebo propadnout
dirou a pokracovat dal. To znamend, Ze jeji cestu az do ntého patra muzeme
jednoznacné popsat pomoci fetézce jednicek a nul o délce n — 1. Napriklad 0100
bude znamenat, ze kulicka v prvnim patfe propadla dirou, ve druhém narazila na
miiz, ve tfetim znovu propadla a ve ¢tvrtém také. Do ntého patra se tak kazda
kuli¢ka mohla dostat 2"~ zpisoby. Vydélme k stovkou; pravdépodobnost, ze ku-
licka propadne patrem, pak je k, zatimco pravdépodobnost, ze narazi, je (1 — k).
Pro pravdépodobnost cesty do patého patra ve tvaru 0100 tak plat{ P (0100) =
=k(1—k)k-k=Ek*(1—Fk). V praxi to znamend, Ze cestou 0100 se vydd hmot-
nostni tok Qo100 = P (0100) Q = k> (1 — k) Q.

Pocet nul na konci zapisu cesty kulicky do ntého patra oznacime d. V nasem
piipadé tedy plati d(0100) = 2. Odtud vidime, ze dand kulicka, kterd dopadla
do ntého patra touto cestou, narazila naposledy pfesné v (n —d — 1)tém patie.
Jeji rychlost v ntém patie tedy bude vqy1. Je zfejmé, ze d € (0,n — 1).

Jestlize kulicka narazi, veskerd jeji hybnost se zméni na nulu. Pokud tedy za
¢as t dopadnou na patro leSeni kuli¢ky s celkovou hmotnosti m = Q’t a rychlosti v,
pusobi tim silou

F= m% =Qv.

Hmotnostni tok pro kuli¢ky popsané fetézcem i je rovny Q' = QP(3).

Nyni uz dokdzeme popsat vsechny mozné cesty kulicek do ntého patra a vime,
jaky hmotnostni tok jimi bude proudit. Zaroven umime vyjadrit rychlost, kterou
se dané kulicky budou pohybovat, a vime, jak z toho spocitat vyslednou silu. Jesté
je potieba dodat, ze jen (1 — k) kuli¢ek se v ntém patie zastavi, takze celkovou
silu pusobici na dané patro muzeme spocitat sumou

F,=Q(1-k) Z P (i) vagiy41 5 (7)

€M, _1

kde M, _1 je mnozina vsech fetézcu jednic¢ek a nul s délkou n — 1.

Tato suma obsahuje celkem 277! séitanci. Rozdélime si je na n skupin tak,
aby vSechny Cleny v jedné skupiné mély stejnou hodnotu d. Diky tomu muzeme
¢len vq+1 z kazdé skupiny vytknout a potom pocitat jen sumu ¢lent P (i) v dané
skupiné. VSechny fetézce z jedné skupiny maji n — 1 ¢islic a konci na ¢islici 1,
nasledovanou d nulami.® To znamen4, ze jesté nemame urcenych prvnich n—d—2
¢islic. V kazdé skupiné budou piitomny jejich vsechny mozné kombinace. Sumu
vsech ¢lent z jedné skupiny tak muzeme vyjadrit vyrazem

S(d)=van (1=K K" Y P(), (8)

ktery ovsem neplati pro skupinu s d = n — 1. Ta obsahuje jen samé nuly, takze pro
ni plati S (n —1) = v, k"%
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Obr. 2: Sila pusobici na jednotlivd patra pro ruzné hodnoty k. Vodorovné piimky
ukazuji teoretickou hodnotu, ke které sila konverguje v nekonecném patre.

Ptipomenme si, ze mnozina M,,_4—2 obsahuje vSechny mozné fetézce jednicek
a nul o celkové délce n — d — 2. Pro kazdy fetézec j z této mnoziny potom pla-
ti P(j) =k~ (1— k)ﬁ7 kde « je pocet nul v této sekvencia 8 =n —d — 2 — a je
pocet jednicek v této sekvenci. Jestlize zndme binomickou vétu, neméla by néas
prekvapit rovnost

Yo PG =k+0-k)T=1,

JEMy g2

kterd ndm umozni prepsat vzorec (E) do tvaru S (d) = vay1 (1 — k) k? prod #n—1
aSnh-—1)= kL.

Vsechny ¢leny ze sumy ve vzorci (H) jsme si rozdélili do nékolika skupin podle

d a poté jsme spocitali soucet vsech ¢lenu v kazdé této skupiné. Celkovou sumu
z ([) tak muzeme nahradit sumou téchto jednotlivych soucti a dostaneme

Fn:Q(lfk)ni:S(d):Q(lfk) (vnk" Y-k i d+1kd>
— d=0
Fn=Q/2gh(1 - )(k” "Wt (1—k Zk 1\[)

7S vyjimkou skupiny s d = n — 1, ve které je jen jeden fetézec tvoreny samymi nulami.
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Obr. 3: Sila pusobici na patro n — oo pro ruzné hodnoty k.

Tento vzorec je feSenim tlohy, protoze sumu v ném obsazenou uz neni mozné déle
zjednodusit=.

Ackoli se to na prvni pohled nezd4, tento vysledek je velmi intuitivni a dava
smysl: prvni ¢len v zavorce je pripad, kdy kulicka ani jednou nenarazi a dopadne
az na nté poschodi. Jeji hybnost je tedy tmérnd /n. Druhy clen predstavuje
pripady, ve kterych kulicka padd piimo z vysky i nad ntym poschodim. Aby spadla
z vysky 4, musela pfekonat ¢ — 1 poschodi (proto se v sumé vyskytuje ¢initel k’lfl)
a dopadnout na poschodi predtim, z ¢ehoz mame (k — 1). Jeji hybnost je potom
dmérna v/i. Pro kontrolu, pokud ze zavorky vypustime ¢leny s odmocninami (takze
nebudeme pocitat soudet hybnosti, ale jen soucet hmotnosti), dostaneme v zévorce

vyraz
1 — 1 1 ktt—1
kK" 1-k KT =k" 1—k)————=1.
+ ( >; + (1= k)
To je ale jen jinak vyjadreny fakt, Ze se na nté poschod{ (a tim paddem na kazdé
poschod{) dostanou vSechny kulicky.

Mizeme si vsimnout dalsi zajimavé skutecnosti — pro velkd n suma konverguje
ke kladnému redlnému &islu, zatimco vyraz k"~ 'y/n konverguje k nule. Diky tomu
se i F, blizi k néjaké konkrétni hodnoté, coz je presné to, co bychom z fyzikdlniho
hlediska ¢ekali. Tohoto chovani si muzeme vSimnout v grafu P pro rtizné hodnoty k.

81ze ji pouze vyjadrit pomoci specidlnich funkci
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Uloha II.P ... 6 Oganesson

Jaké vlastnosti ma 118. prvek periodické soustavy prvkiu? Respektive jaké by asi
meél, kdyby byl stabilni? Diskutujte alespon tii fyzikalni viastnosti.

Uvod, radioaktivita, elektronova konfigurace a reaktivita Og

Prestoze Wikipedie neni nezpochybnitelnym zdrojem informaci, ohle%}é zaklad-
nich informaci o 118. prvku pro nas bude tato encyklopedie dostatecna™ & Prvek
s protonovym c¢islem 118 jiz byl oficidlné objeven. Nicméné i tak se 0 ném mnoho
nevi, protoze jeho objev byl potvrzen v roce 2015 na zikladé potvrzenych a namé-
Fenych rozpadu t¥{ (moznd ¢tyt) atomu tohoto prvku z roku 2006. V roce 2016 pak
bylo vybrano jméno pro tento prvek — oganesson — se znackou Og. Je pojmenovan
po ruském jaderném védci Juriji Colakovicovi Oganesjanovi. Vzhledem k tomu, ze
tento prvek patii do posledniho sloupce tabulky, mélo by se jednat o vzécny plyn.
Minimalné vzacny opravdu je. O tom, jestli by to byl plyn, se budeme bavit déle.

Nameéfeny izotop mél 294 nukleont. Pokud bychom se zajimali o rtzné dalsi
odhady toho, jaké prvky by mohly byt stabilni a jaka jejich nukleonova cisla by
mohla byt vhodné, pak bychom teoreticky mohli ¢ekat, ze by mohly byt takto
tézké prvky stabilnéjsi, pokud by mély vyssi pocet neutronu; existuji ale modely,
dle kterych je nejstabilnéjsi izotop oganessonu skutecné ten s 294 nukleony. Tyto
izotopy se zatim néjak nepodarilo namérit, takze jde zatim pouze o nepotvrze-
nou teorii. Nicméné hned atomova hmotnost by mohla byt zajimavou fyzikalni
vlastnosti k prozkoumani.

Jesté hned na iivod muzeme uvést, ze kdyz dany prvek patii do VIII.A skupiny,
tak bychom ocekévali, ze bude mit zaplnénou valenéni elektronovou slupku a jeho
elektronova konfigurace by méla byt 514 6d'° 7s? 7p®. Tim padem by mél byt
obecné maélo reaktivni, i kdyz na druhou stranu by mél byt pravdépodobné nejvice
reaktivni z celé skupiny. To plyne z toho, ze ¢im déle jsou elektrony od jadra, tim
slabéji jsou vazéany, a tak mohou tézsi prvky VIIL.A skupiny snadnéji vstupovat do
reakci. Taky bude nejsnazsi jej ionizovat.

Snadno také mtzeme tipovat, ze bude radioaktivni, a to ve vSech izotopech.
Prvek s nejvyssim protonovym ¢islem, ktery mé stabilni izotop, je olovo s protono-
vym cislem 82. Jesté bismut= je hodné stabilni se svym izotopem 209, ve kterém
se vyskytuje v prirodé a jehoz polocas rozpadu je delsi nez stavajici stari vesmiru.

Pro nase extrapolace budeme vyuzivat program Wolfram Mathematica 11.0.1.0
a udaje o prvcich budeme ziskdvat piimo z knihovny ElementData*# Tato knihov-

19 Wikipedie: Oteviend encyklopedie: Oganesson [online]. ¢2017 [citovéno 16. 10. 2017]. Do-
stupny z WWW: <https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Oganesson&oldid=14661315>
20 Wikipedia, The Free Encyclopedia: Oganesson [online]. ¢2017 [citovdno 16. 10. 2017]. Do-
stupny z WWW: <https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=0ganesson&oldid=80567209¢ >
2 Wikipedie: Oteviend encyklopedie: Bismut [online]. ¢2017 [citovéno 18. 10. 2017]. Dostupny
z WWW: <https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Bismut&oldid=15391054>
22ElementData Source Information: ElementData is based on a wide range of sources, with
enhancement at the Wolfram Research Companies by both human and algorithmic processing.
Among principal sources for ElementData are:
¢ Atomic Mass Data Center. NUBASE. 2003.
e Barbalace, K. Periodic Table of Elements. 2007.
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Obr. 4: Extrapolace relativni atomové hmotnosti Og — dle periody

na obsahuje hodnoty znamych veli¢in pro jednotlivé prvky a je tedy praktické, ze
pfimo v programu, ve kterém probihaji extrapolace, mizeme snadno tyto tudaje
vyuzit. Uastnici samozfejmé mohli vyuzit jiné vhodné dostupné zdroje. Program
Wolfram Mathematica je sice pro bézného stfedoskoldka drahy, ale je mozné, ale-
spon ¢astecné, vyuzivat jeho funkénosti v ramci webu WolframAlpha®2 Bohuzel je
u néj omezeni na vypocetni slozitost, takze pri jeho vyuziti pravdépodobné musite
udaje o prvcich nalézt jinde a také vdm asi nepujde snadno naformétovat néjaky
graf. Nebo lze vyuzit zcela jiné programy ¢i ziskat tdaje o prvcich a ty az nasledné
zpracovat napriklad v Excelu nebo jiném tabulkovém procesoru.

Pro ovéritelnost a opakovatelnost vysledkia prikldadame odkazy na soubory, ve
kterych jsou pouzité prikazys= a to jak ve formétu nb, tak cdf, ktery se d& pripadné
alespon zdarma zobrazit pomoci Wolfram CDF Player. Nicméné zde nejsou zadné
interaktivn{ prvky (Manipulate), takze jde pak pouze o statické grafy.

Pro ruzné fyzikdlni vlastnosti bude ruzné ucelné vychazet z hodnot bud na
zdkladé pfimo protonového ¢isla nebo periody (¢isla fadku), ve které dany prvek
vyskytuje. Logicky pokud se budeme zajimat o atomovou hmotnost, tak bude spis
rozhodujici protonové cislo. Pokud se ale zajimame o néjaké chemické ¢i fyzikalné
chemické vlastnosti, tak se stava potencidlné zajimavéjsi ¢islo periody, ve které se
dany prvek naléza. My budeme provadét pouze jednoduché odhady vlastnosti prv-

Cardarelli, F. Materials Handbook: A Concise Desktop Reference. Springer, 2000.

Lide, D. R. (Ed.). CRC Handbook of Chemistry and Physics. 87" ed. CRC Press, 2006.

Speight, J. Lange’s Handbook of Chemistry. McGraw-Hill,2004.

United Kingdom National Physical Laboratory. Kaye and Laby Tables of Physical and

Chemical Constants. 2007.

e United States National Institute of Standards and Technology. Atomic Weights and
Isotopic Compositions Elements. 2005.

e United States National Institute of Standards and Technology. NIST Chemistry Web-
book. 2005.

o Winter, M. WebFElements. 2007.

23 http://www.wolframalpha.com/
24https://fykos.cz/_media/rocnik31/ulohy/problem-2p.nkt s
nttps://fykos.cz/_media/rocnik31/ulohy/problem-2p.cdf
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ku 118 na zdkladé zndmych fyzikdlnich vlastnosti jinych prvki, a to jednoduchou
extrapolaci, tedy prolozenim rozumnou funkci. Nebudeme tedy uvazovat néjaké
dat hodnoty grafu néjakymi rozumnymi zéavislostmi a na zdkladé toho tak trochu
tipovat. I takto jednoduchy postup ndm muze dét casto dostateéné dobré vysledky
napf. na to, aby mohlo byt provedeno presnéjsi méreni. Tedy v principu, pokud je
dany prvek/sloucenina dost stabilni na to s nim néco namérit. Musime ale mit na
paméti, ze se muze stat, ze zavislost, kterd do néjaké doby byla napt. linearni, se
pak prudce zméni kvuli tomu, Ze se zane projevovat néjaky novy fyzikalni jev.

Prokladat se budeme snazit co nejjednodussimi zavislostmi, protoze povétsinou
mame velice malo dostupnych bodu. Pokud se budeme zajimat pouze o prokladani
v ramci vzacnych plynid, pak budeme mit maximélné 6 hodnot ptredchézejicich
prvki (dle protonovych éisel: 2 — helium, 10 — neon, 18 — argon, 36 — krypton, 54
— xenon, 86 — radon). Pro nékteré fyzikalni vlastnosti, jako napiiklad pro teplotu
tuhnut{, pak budeme mit téchto bodu i méné, protoze napiiklad helium (alespori
za normélniho tlaku) netuhne a radon neni stabilni, ale podléhd radioaktivnimu
rozpadu.

Nase metoda bude tim padem opravdu relativné prosta. Budeme se prosté divat
na data, snazit se odhadnout, jestli ndAm na né ,,dobfe sedi“ linearni ¢i kvadraticka
zéavislost, a to jesté jestli ndm sedi lip na protonova ¢isla nebo index fadku prvku.

Relativni atomova hmotnost Og

Vratme se k urcovani relativni atomové hmotnosti oganessonu a ukazme si, co jsme
mysleli tou extrapolaci. V grafu na obrazku f vidime relativni atomové hmotnosti
prvka VIIL.A skupiny v zévislosti na periodé, na obr. f pak v zdvislosti na jejich
protonovém c¢isle a v tomto pripadé na obr. fj vidite i data v zavislosti na protono-
vém Cisle za vSechny prvky. U této vlastnosti oganessonu je ovsem takova vyjimka,
ze je jiz v datech ElementData odhadnutéd, a to na 294. Tim se ovSem nenechdme
pripravit o tu zabavu s odhadovanim a zkusime si to ukdzat pravé na tomto pii-
kladu. Navic u jinych vlastnosti ndm to uz tato knihovna nepokazi, protoze skoro
zadné jiné vlastnosti Og v ni nejsou definované.

Pokud bychom se podivali na néjaké ¢islo, které ndm muze fici néco o tom, jak
moc dobfe data sedi na nds model, tak budeme vyuzivat funkci AdjustedRSquared,
kterou budeme znacit dile R. Tato funkce ndm zhruba fika to, jak moc daleko
mame data od prolozené kfivky. Pokud by data lezela na piimce a my jsme je
prolozili pfimkou, dostaneme R = 1. Pokud jsou data rozhézena, dostavame mensi
hodnoty a snazime se priblizit té 1, které ale v principu nemuzeme doséhnoutt
Nicméné ani toto ¢islo ndm nerekne, jestli je odhad spravny. Pokud bude ale hodné
vzdalené od 1, tak nam to k4, ze nas odhad nebude presny.

Vidime, Ze u obr. Y data viubec nesedi na primku a na parabolu také moc
nesedi. Je tam vidét to, zZe st¥idavé je hodnota pod a nad kiivkou, coz si dokdzeme
vysvétlit pravé tim, ze rozestupy mezi témi prvky jsou nestejné (podivejte se na
periodickou soustavu prvku). Pokud bychom se podivali na hodnoty kvadratického

25Kvili nepresnostem méfeni, kvili tomu ze nebudeme fitovat piesné tu funkci, podle které
se dand fyzikalni veli¢ina Fidi atd.
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Obr. 6: Extrapolace relativni atomové hmotnosti Og na zdkladé vsech prvki

fitu v fadku 7, odpovidalo by to relativni atomové hmotnosti 311 s R = 0,995.
Vzhledem k tomu, Ze se ndm tam stiidaji ty data nad a pod kfivkou, tak si docela
jisté jesté muzeme Fici, Ze jsme timto relativni atomovou hmotnost nadhodnotili.

U grafu na obr. fj uz data sedi daleko 1épe. Nicméné nam to naopak moznd uka-
zuje, ze i kdyz formalné bude 1épe sedét kvadraticky fit, tak nékdy ndm ten linedrni
d4 mozna lepsi extrapolovanou hodnotu. Divodem je, ze kvadratickd funkce mé
o jeden volny parametr vic, mame tedy vétsi sanci se s ni trefit na namérend data;
pro libovolnd data dokonce muzeme najit polynom vysokého radu, ktery vSemi
body presné prochazi, ale mezi nimi se prudce méni. Linedrni fit md R = 0,998
a kvadraticky R = 0,99994. Hodnota relativni atomové hmotnosti by podle linearni
extrapolace byla 301, kdezto podle kvadratické 323.

Kdyz se do tretice podivame na graf na obr. fj, pak dostdvdme hodnoty pro
jednotlivé fity: linedrni 300 (R = 0,998), kvadraticky 304 (R = 0,9989) a kubicky
298 (R = 0,9996). V tomto piipadé si mizeme dovolit i ten kubicky fit a bude
dokonce pro nase vyuziti nejlepsi, protoze mame hodné dat uvnitt naseho souboru
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a extrapolujeme tésné za jeho hranici.

7 vyse uvedenych grafi a hodnot bychom tedy asi vybrali jako nejpravdé-
podobnéjsi hodnotu relativni atomové hmotnosti Og jako 298. To se sice presné
neshoduje s 294, které jsou predpovézeny, ale jde o relativné blizky odhad. Hned
si diky tomu musime uvédomit, ze nase dalsi odhady nebudou dplné presné. Je
ovSem zajimavou informaci, ze se cekd, ze jisté tézsi prvky a moznd i tézsi izotopy
oganessonu budou stabilnéjsi, nicméné zatim se je nepodarilo pripravits

Teplota tani a tuhnuti Og

50, e
P -100° 1
§
E -150} Znamé hodnoty prvka
%. -200¢ 41 ——— Linearni fit
| S i S S B —— Kvadraticky fit
-250+ s ]

1 2 3 4 5 6 7
Radek prvku VIILA skupiny

Obr. 7: Extrapolace teploty tani Og — dle periody prvku

Déle se muzeme zabyvat napriklad teplotou tani. Jak jsme jiz zminili, tak
prijdeme o helium jako jeden z bodfi, ale budeme se zabyvat pouze péti ostatnimi
vzacnymi plyny. Teplota tani uz preci jen trochu vice souvisi s ,,chemii“ daného
prvku, tedy s elektronovym obalem viz srovnani v grafech na obr. H a E Proto je
také lépe vidét néjaka jednoduchd zavislost z grafu, ktery je vytvoren v zavislosti
na periodé, ve které se prvek nachdz{ (obr. []). V grafu na obr. ¢. § naopak vidime,
7ze nam dava linedrni a kvadraticky odhad vyrazné jiné vysledky, coz tak trochu
ukazuje, ze odhad dle protonového ¢isla neni iplné vhodny. Pokud graf v obr.
prolozime piimkou, dostdvame teplotu tdni —26 °C (R = 0,99), pro kvadratické
prolozeni dostdvame —39 °C (R = 0,99). Vzhledem k tomu, Ze se spolehlivost prfili§
nelisi, bude pravdépodobné presnéjsi linedrni odhad. Pokud bychom se podivali
na néjaké dalsi pravidelnosti, pak namérena teplota tani je nejprve pod primkou,
pak nad, pak pod, zase mirné nad a nakonec opét pod. Z toho by se dalo usoudit,
ze pro Og mozné bude opét mirné nad a na zdkladé tohoto ,vésténi z kristalové
koule* bychom mohli Fci, ze bude kolem —20 °C.

Podobnou vlastnosti jako teplota_tani je teplota varu. Tak se hned podivejme,
jak to bude s teplotou varu viz obr. § a [L(. Helium nédm alespon kapalni, takze se

26 Wikipedie: Oteviend encyklopedie: Ostrov stability [online]. ¢2017 [citovdno 18. 10. 2017].
Dostupny z WWW: <https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=0strov_stability&oldid=
14776718>

44


https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Ostrov_stability&oldid=14776718
https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Ostrov_stability&oldid=14776718

Resent teoretickych tloh

O,
o %
£ -100" = ]
© L Znamé hodnoty prvkd
£ -150 5 ]
g- & —— Linearni fit
= -2000 1o Kvadraticky fit
4
-2507%

20 40 60 80 100
Protonové ¢islo

Obr. 8: Extrapolace teploty tdni Og — dle protonovych ¢isel prvku
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Obr. 9: Extrapolace teploty vypatovani Og — dle periody

prvku. Pokud si to tedy prolozime pfimkou dostavame teplotu varu oganessonu
—22°C (R = 0,99) s linedrnim prolozenim, respektive —14°C (R = 0,99) s kvad-
ratickym prolozenim. Tentokrat bude jisté rozumnéjsi vzit linedrni prolozeni, a to
prohlasit za nas odhad.

Co kdybychom se ale chtéli zajimat o néjakou ,slozeninu“ dvou fyzikalnich
vlastnosti? Hned prvni, kterd by nds mohla napadnout, by mohl byt rozdil mezi
teplotou tani a teplotou varu. To je zajimava vlastnost, protoze napiiklad siroké
rozpéti kapalné vody umoznuje zZivot na Zemi. Vlastnost se ale pro nds ukéze az
tak zajimavou, ze z toho nedokdzeme nic odhadnout. Pro¢? Protoze pro neon je
to 2,5 K, pro argon 3,5 K a krypton 4,1 K. To by bylo jesté dobré, ale pak nam tento
rozdil klesne na 3,8 K u xenonu a zase docela dramaticky vzroste na 9,3 K u radonu.
Takze z téchto malo bodu se da rici, ze se zavislost nedé nijak jednoduse odhadnout
(maximdlné bychom mohli éekat, ze pujde fadové o jednotky kelvint) a ukazuje to,
ktivky, jejichz vysledné hodnoty ani neuvadime, mizete vidét jako ukézku v grafu
na obr. ¢. [L1.

Co srovnani se soucasnymi teoriemi? Vypada to, Ze se pravé u tohoto prvku
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Obr. 11: Extrapolace rozdilu teploty vyparovani a tani Og — dle protonovych ¢isel
prvki

uz méa nejspise zacit projevovat ,nova fyzika“, protoze podle jednoho (:lémkua by
teplota varu méla byt kolem 80 °C s tim, Ze pii pokojové teploté by tento prvek
mél byt pevny. Nicméné jsou to také zatim pouze neovérené teorie.

Hustota

Sice je mozné, Ze oganesson by byl pevna latka, nicméné my zkusime odhadnout,
jakou by mél hustotu, byl-li by to plyn za standardnich podminek. Hustotu bychom
mohli odhadnout také z jiz odhadnuté relativni atomové hmotnosti a z rovnice pro
idealni plyn, ale my to opét zkusime na zakladé extrapolace znamych hodnot. Ten-
tokrat rovnou vybereme variantu, kde prokladdme hodnoty hustot plyni, kde na
ose x mame protonové cislo prvku. Hustota jednoatomového plynu za standard-
nich podminek bude opravdu spise odpovidat hmotnosti jednotlivych atomu nez
radku periodické tabulky. Graf vidime na obrazku [12. Vidime, Ze na data velice

2"Nash, Clinton S. (2005). Atomic and Molecular Properties of Elements 112, 114, and 118.
Journal of Physical Chemistry A. 109 (15): 3493-3500. doi:10.1021/jp0507360. PMID 16833687.
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dobfe sedi uz samotna pifmka. Pro linearni fit dostdvAme odhad ¢ = 13,4 kg-m~3
a pro kvadraticky fit je to 13,6 kg-m 3. U obou fiti dostdvAme velice vysoké R
blizici se 1. Vzhledem k tomu, Ze nékteré hustoty vzacnych plyn zndme jenom
na dvé platné cifry, tak bychom méli prohlésit, ze hustotu Og bychom cekali mezi
13kg-m~2 a 14kg-m 3. To by platilo, pokud by Og netvofil viceatomové molekuly
a byl jednoatomovym plynem. Pokud by tvoril dvouatomové molekuly (coz asi ne-
muzeme Uplné vyloucit, i kdyz je ve sloupci vzacnych plyni), pak by jeho hustota
byla zhruba dvojnasobna. Pokud by tedy Og byl stabilni a byl to plyn, tak by
za standardnich podminek byl nejhusts$im plynnym prvkem a jednou z nejhustsich
plynnych latek vibec.

12+
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R 5 Znamé hodnoty prvka
5 6l
2 —— Linearni fit
T4 < Kvadraticky fit
2,
0

20 40 60 80 100
Protonové ¢&islo

Obr. 12: Extrapolace hustoty Og jako plynné latky za standardnich podminek

Uloha IlI.1 ... zpomalena

Predstavme si, ze na kameru se snimkovou frekvenci 24 snimku za sekundu (uvazuj-
me casové rovnomeérné rozlozené a dokonale ostré snimky) natocime let vrtulniku
s otdckami hlavniho rotoru 2900 ot./min. Nésledné si zdznam prehrajeme. Jakd
bude zdanliva frekvence otacek rotoru na zdznamu?

Frekvencia otaCania rotora je

145 _4

—s .
3

Za Cas, ktory uplynie medzi dvoma po sebe vytvorenymi snimkami, sa rotor otoc¢i
Nkrét

fr=2900min"" =

4155

- fr 72
kde fi je snimkové frekvencia kamery 24 s~1. Na snimkach nie je vidiet celé otacky,
iba posun voci predoslej polohe, preto sa zd4, ze rotor medzi jednotlivymi snimkami
vykond otocenie len o AN. To ziskame ako

AN =N —k,
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kde k je také cele ¢islo, aby |AN| bola ¢o najmensia (teda k je celd ¢ast N). Potom
zdanliva frekvencia otdcania rotora je
1 1
"— ANfy = — fp = =s *.
/ =gl =3s

Zdanliva frekvencia otd¢ania rotora na snimkoch je 1/3s™! = 20 ot./min.

Uloha I11.2 ... zrychleni¢ko, zrychleni

Na obrazku vidite nacrt elipsy s ohnisky Fi a F» a né-
kolika vyznacenymi body na ni. Uvazujte, Ze elipsa zna-
zornuje trajektorii néjakého hmotného bodu. Znazorné-
te do obrazku zrychleni, kterd pisobi na hmotny bod
v jednotlivych vyznacenych bodech drahy pro dvé situ-
ace (jde o sméry a vzdjemné pomeéry zrychleni (které je

vétsi/mensi) v riiznych bodech v rdmeci jednoho nécrtu).

a) V ohnisku F je umisténo hmotné téleso, kolem kterého hmotny bod

obiha. Uvazujeme, Ze plati 2. Kepleriiv zakon.
b) Téleso m4 konstantni velikost rychlosti, pouze se pohybuje po elipse.

a
)
Ako prvé si musime uvedomit, ¢o za druh zrychlenia posobi v pripade klasickej
Keplerovej ilohy Slnko-jedna planéta. Vezmeme si na pociatku teleso v nejakej vz-
dialenosti od Slnka a udelime mu rychlost, mensiu ako je kruhova rychlost v tejto
vzdialenosti smerom kolmo od spojnice teleso-Slnko. Zo zékladov nebeskej mecha-
niky vieme, ze teleso sa bude pohybovat po elipse, ktorej afélium (najvzdialenejsi
bod drahy od Slnka) bude prave v bode, odkial sme teleso vypustili. Jedind sila,
ktora bude v takomto pripade pdsobif na nami vypustené teleso, bude pritazliva
gravitacna sila medzi telesom a Slnkom. Pre Tubovolnid silu pésobiacu na teleso
s konstantnou hmotnostou plati, ze tato sila uvadza teleso do pohybu so zrychle-
nim, ktoré je rovné

a=—,

m
kde F je sila posobiaca na teleso a m je hmotnost daného telesa. Mo6zeme si vSimn-
ut, ze z tohto vztahu si vieme prirodzene definovat hmotnost ako schopnost telesa
klast odpor voci pésobeniu vonkajsich sil. Sila posobiaca na toto teleso je v nasom
pripade rovnd Newtonovskej gravitacnej sile
GMm

F,=— r
g
r3 ?

kde G je gravitacnd konstanta, M je hmotnost cetrdlneho telesa (v nasom pripade
Slnka) a r je polohovy vektor voéi Slnku. Dalej je vhodné spravit si transforméciu
kartézskych siradnic s pociatkom v strede elipsy, na kartézske stradnice so stredom
v Slnku. Potom yova stiradnica Slnka je totozna s y stiradnicou stredu elipsy, avSak
rovu suradnicu musime posuntit o

f: Va2_b27
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kde a, b st hlavné a vedlajsie polosi elipsy. Potom nové stradnice budi:

/
r =z+f,
/ p—
Yy =v.
Ak do vzorca pre zrychlenie dosadime nas vzorec pre silu a don dosadime za r po-

lohu bodu v novych sdradniciach, tak vysledny vztah pre velkosf zrychlenia pre
Iubovolny bod leziaci na elipse bude

GM GM
x'? +y'? (x+m)2+yz

Po dosadeni do tohto vzorca vieme urcit presni velkost. Avsak nasim cielom je toto
zrychlenie zakreslit. KedZe smer zrychlenia je od daného bodu na elipse smerom
k Slnku, v nasom pripade smeruje vektor zrychlenia z daného bodu na elipse, do
ohniska Fi.

Ak si vhodne zvolime mierku obrazku tak s tymito informéciami je jednoduché
vkreslit vektory zrychlenia do obréazku. Vyzerat by to mohlo asi ako na Obrazku [L3.

aq =

Obr. 13: Vysledok pripadu a).

b)

Predpokladajme teraz ze teleso sa znova hybe po tej istej elipse, a to napriek
pritomnosti akejkolvek gravitacnej alebo inej sily. Mézeme si predstavit napriklad
vesmirnu lod ktorad niekde v priestore jazdi dookola po elipse, spalujic pritom pali-
vo na to, aby si udrzala pozadovant drahu. Vieme zZe zrychlenie pdsobiace na teleso
si vieme vzdy rozdelit na normélovi zlozku, ktord spésobuje zakrivenie dréahy, a na
tangencialnu zlozku, ktora spésobuje zmenu rychlosti telesa. Kedze teleso si po ce-
ly ¢as udrziava rovnaku rychlost, je tangencidlna zlozka zrychlenia nulova, a smer
zrychlenia je teda totozny s normélou k doty¢nici v danom bode.

Ulohu si rozdelime na dve ¢asti. Najprv budeme hladat, ako vyzers smerovy

vektor zrychlenia, t.j. norméla k danej krivke. Potom si zratame, akd velkost ma
zrychlenie v zavislosti na poloha. Kedze sa jedna o geometrickta tlohu, nemusime
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néajst explicitny predpis pre priamku, na ktorej lezi normélovy vektor v danom
bode. Sta¢i nam vediet, ze dand priamka bude prechidzat cez nami zvoleny bod,
a bude rovnobezna s vektorom gradientu elipsy (ako implicitnej funkcie), ktory zo
svojej prirodzenej definicie je vnimany ako vektorovy operator urcujici norméalu
k nejakej krivke ¢i ploche. Bez znalosti vysSej matematiky, skratka vezmeme pra-
vitko s ryskou a najdeme kolmicu na doty¢nicu v nejakom bode. Poznamka pre
pripadnych zaujemcov, matematicky-analyticky by sme to spocitali takto:
Elipsa je popisand implicitne krivkou
2?2

StE=1

Gradientom tejto krivky, a teda nami hladanym vektorom je

2¢ 2y
Bl

Na zdklade tychto informécii vieme Iubovolnému bodu priradit smer zrychlenia.

Obr. 14: Vysledok pripadu b).

Velkost dostredivého zrychlenia (”sipka” vektora bude teda smerovat vzdy sme-
rom dovnutra elipsy) je potom dané vztahom

kde rychlost v je po cely ¢as konstantnd a polomer krivosti elipsy R v nejakom

bode, je dany vztahom
3

2 2\ 2
2,2 (L y
R_ab<a4+b4> 5
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kde x a y st siradnice daného bodu. Dosadenim vztahu pre polomer krivosti v neja-
kom bode do vztahu pre velkost dostredivého zrychlenia mame vzorec, z ktorého
vieme dopocitat velkost zrychlenia v lubovolnom bode na elipse, pri danych po-
¢iatocnych podmienkach. Po zakresleni do obrazku s pouzitim takto odvodenych
informécii by mal vyzerat ako Obrazek [L4.

Uloha 111.3 ... IDKFA

Vypalili jste na impa z plazmové pusky, ktera strili stabilni shluk c¢astic s rovno-
mérnym rozdélenim podélné rychlosti v intervalu (vo,vo + 0v) (pricénd rychlost je
nulovd) a s celkovou energii Ey. Hlaven pusky mé prufez S a pulz trvd nekonecné
kratky cas. Jak daleko musi imp stat, aby se mu nic nestalo? Predpokladejte, ze
jeho kize bez problému uchladi na malém prostoru tepelny tok q.

Kinetickd energie ¢astic je pfimo timérna druhé mocniné jejich rychlosti. Rozdélme
tedy celé spektrum rychlosti na tseky o délce Av. Protoze délku jednotlivych tsektu
miizeme zvolit libovolné malou, mizeme predpoklddat, ze vsechny ¢astice z daného
tseku maji stejnou rychlost v. Kinetickd energie daného iseku potom bude AFE}, =
= kv?Av (Av tady vyjadiuje poclet Castic s rychlosti v daném useku), kde k je
néjaka konstanta, kterou dale spocitame.

Pokud seéteme AFEj ze vsSech tseku, dostaneme energii celého svazku ¢astic,
neboli Ey. Pokud umime integrovat, nahradime kone¢né rozdily A diferencidly d
a ¢eké nés jednoduchy vypocet

vo+6v vo+6v
Ey = / dE; = / kv’do = g ((vo + 611)3 - US’) ,
vo w0
k= &3 ) (9)

(vo + 6v)® — vd

Pokud zatim integrovat neumime, mizeme se pokusit integral nahradit sumou.
Oznacime-li pocet vSech tsekt
_bv
=
pricemz rychlost v j-tém tseku (¢islujeme od 1) bude v; = vg + jAwv, dostdvame
rovnici

n

Ey = Z AEy ; = Z k (vo + jAv)2 Av = kAv Z (vg + 2jvoAv —|—j2Av2) =

j=1 j=1 j=1
Aw (n +zv0m@ A w ) ,

kde po dosazeni za n a za predpokladu libovolné malého Av (kdy muzeme vyuzit
odhad n + 1 &~ n) dostdvame

Ey=k (v%Av + voAv? + %AUB) = g ((vo + Av)3 — vg) ,
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coz je to samé, co jsme odvodili vyse.

Nyni uvazujme, ze imp stoji ve vzdalenosti x od pusky. V case t na néj za
néjaky maly ¢asovy isek At dopadnou ¢astice z rychlostniho intervalu (v, v + Av),
pro které plati

T
v= =,
t
xr
Av —
vEAV= ST
Av T T At

Ti-At ¢ Tt —-AY

Za predpokladu, ze At zvolime dostateéné malé, muzeme A nahradit diferencidlem
a psat
dt  o?
dv =25 =L gt
t2 T
Kinetickou energii téchto ¢astic mizeme spoéitat jako dFj = kv3dv. Pro vykon
svazku potom plati

dE, odv kot
P=""k 2 =
dt Y% T o

7 tohoto vzorce vyplyva, ze nejvétsiho vykonu bude dosazeno pro nejvétsi rychlost,
coz je vg + dv.

Mizeme predpokladat, ze ¢astice dopadaji rovnomérné na ¢ast povrchu impa
0 obsahu S. Maximélni vykon, ktery imp zvlddne absorbovat, tak bude P = ¢S.
Dostavame rovnici

45 = 16(1)0—1—(511)47
x

ze které po vyjddreni x a dosazeni za k z (E) vyplyvé

_ 3By (w+év)t
48 (vo + v)® — v’
Spocitali jsme, v jaké nejmensi vzdalenosti od zbrané miize imp stat, aby mu

plazmovy vystrel nic neudélal. Kdo by cekal, ze fyzika DOOMa bude takhle zaji-
mava?

Uloha Ill.4 ... upudténé propiska

Propisku (tuhou ty¢) upustime na stul tak, Zze béhem svého letu svird thel «
s vodorovnou rovinou. Jakou rychlosti dopadne jeji druhy konec (ten, co se stolu
nepruzné a treni mezi stolem a koncem propisky dostatecné velké.

Bonus Spoditejte, jaky musime zvolit tihel o, aby druhy konec dopadl s co nejvyssi
rychlosti. Pro jaké vysky se vyplati propisku naklonit?
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Propiska nejdiive padd volnym pddem (bez jakékoliv rotace). Potom jeji dolni
konec dopadne na zem, pri¢emz zustane zachovan jeji moment hybnosti kolem bodu
dopadu. Jelikoz uvazujeme nepruznou srazku, tak se propiska neodrazi. Pohyb
propisky se tak zméni z posuvného na otacivy. Protoze uvazujeme velké treni,
spodni konec neproklouzne, bude se dotykat porad stejné ¢éasti stolu a propiska se
tak bude otacet kolem tohoto bodu. Pti tomto otaceni ji bude porad urychlovat
tihové zrychleni. ReSen{ si rozdélime na tyto tii ¢4sti.

Pro vypocet potrebujeme znat i délku propisky. Tu si oznacime [.

Voliny pad
Puvodni vyska spodniho konce je

l
h—Esina.

Ta bude rovna gt?/2, kde t je ¢as padu. Nés ale zajima rychlost, kterou tuzka
béhem pédu nabere, v = gt. Dosazenim dostdvame vysledek zndmy i ze zdkona
zachovani energie

2

h—isina:v—7
29

v = Qg<h—ésinoz).

Srazka

Nyni hleddme thlovou rychlost, kterou se tuzka zacne otacet kolem bodu dotyku
po dopadu na stul. Srazka je nepruznd, takZe nemuzeme pouzit zdkon zachovani
energie (nevime, kolik se pfeménilo na teplo, vibrace). Zaroven také nemizeme
predpoklddat, ze si druhy konec zachova svou rychlost. Musime pouzit zakon za-
chovani momentu hybnosti.

Na tuzku pusobi dvé rizné vnéjsi sily. Jedna je v bodé narazu. Timto bodem,
ale prochézi osa otdceni tuzky._Rameno této sily je tedy nulové, takze na tuzku
pisobi nulovym momentem sily= Druh4 sila je tithova. Srdzka nastane ale v jednom
okamziku, takze tato sila nestihne néjak zménit hybnost nebo moment hybnosti
tuzky. To zapocitdme az pozdéji, béhem otacivého padu. Z toho vyplyva, ze jeji
moment hybnosti L je béhem srazky konstantni.

Vychéazime tedy z toho, ze moment hybnosti tésné pfed narazem je stejny jako
po narazu.

Moment hybnosti hmotného bodu spocitame jako

L = pr = muor,

kde m je hmotnost bodu, v je jeho rychlost a r je vzdalenost od osy otaceni (tedy
od bodu dotyku se stolem) méfena kolmo na smér rychlosti. Pokud je téleso tuhé

28Tato uvaha neni dokonald, protoze nefunguje pro ,nekoneéné“ sily. Ty se v dostateéné
zjednoduseném modelu s nulovym casem srazky a nirazem v jedném bodé skutecné vyskytuji.
To, ze kontakt s podlozkou neovliviiuje moment hybnosti, je ale rozumny predpoklad.
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a nerotuje (tzn. véechny jeho body maji stejnou velikost i smér rychlosti), tak si ho

l
= - .
L muv 3 COS «

Pro otacivy pohyb tuzky tésné po srézce plati L = Jw, kde w je ihlova rychlost
otaceni kolem dané osy a J je moment setrvacnosti télesa vzhledem k této ose.
Pro ty¢, otacejici se kolem osy na ni kolmé a prochézejici jejim koncem, plati
vzoredek J = ml?/3, proto

1 1
§mvl cosa = gml wo ,
3v
wo = 5 cosa,
kde wo je okamzita thlové rychlost hned po srazce.

Otacivy dopad
Tuzka ale dopadne s vyssi thlovou rychlosti nez jakou méla hned po srazce. Tuto
rychlost uz mizeme vypocitat ze zdkona zachovani energie. Béhem tohoto otaci-

zvysi o
1
AFE = ilmg sina.
Podle vzorce pro kinetickou energii ota¢ivého pohybu dostdvame
1 1 1
AFE = ijwf - ing = gml2 (w% —wg) ,

kde w1 je thlova rychlost pti dopadu druhého konce na stil. Ze zdkona zachovani
energie

éml2 (w% — w%) =AF = %lsinamg,
wy = 3gsin oy

l
Dosadime predchozi vysledky

3gsi 92
wl_\/gsma+vm§a7

l 412
_ 3gsin o 97g 9 ( _ 1 . )
= \/l + 202 cos2a (h 5 sin o

a vyjadiime rychlost v, se kterou dopada druhy vrchol na stul

v = lw; = \/3glsina—|— 9?‘(]005204 (h— %sina) .
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Bonus

Hledame thel a tak, abychom maximalizovali rychlost dopadu vi. Rychlost v je
maximalni, kdyz je vyraz pod odmocninou maximélni. To musi nastat bud pro
néktery hrani¢ni thel (o = 0 je nejmensi mozny, pro h > 1/2 je nejvétsi mozny 90°
a pro h < 1/2 je to arcsin(2h/l)) nebo nulovou derivaci

d1)1

au _
doa ’

3lcosa — 9h cos asin v + %lcosasin2o¢— 9Zlcosgoz =0,

Jednim feSenim je cosa = 0, tedy a1 = 90°.

3h . 3 . 9 3.3 .2
1 lsma+251na 4+451n a=0,

1—@sina+93in2a:0,

l

Vidime, zZe feseni kvadratické rovnice existuje, jen pokud h > % To déava smysl,

ale otdzkou zistavd, co je pro nds vyhodnéjsi pro h < I/2, nechat propisku padat

horizontalné (o = 0) nebo ji polozit jednim koncem na zem (a = arcsin(2h/1))?

Pro volny horizontdlni pdd mame v, = /9gh/2 a pro otacivy pad vy, = v/3glsin c,

kde 2h = Isina, tedy v, = \/6gh. Pro h < l/2 dopadne druhy konec nejvy3si

rychlosti, kdyz zvolime maximalni thel «, tedy tuzku opfeme jednim koncem o stul.
Pro h > 1/2 mize existovat tfeti nebo ¢tvrty extrém, pokud

2h 1
Zroy a1
> +3 412 1>0.

Nyni, pokud bude pred odmocninou minus, tedy

2h 1 |
— - = 4— —-1>
3 3 12 0,
Ize snadno ovérit, ze vyraz bude kladny, protoze
w1 [y
3l — 3

a zaroven hodnota vyrazu neptekroci 1, protoze funkce je klesajici a jeji pocatecni
hodnota v bodé h = é je é

29Reseni cos a = 0 sice matematicky smysl davé, ale pro h < 1/2 to fyzikdlni smysl neddva,
protoze by na zacatku byl spodni konec tuzky pod trovni stolu.
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V pripadé, ze pred odmocninou je plus, je druhd nerovnost splnéna vzdy, ale
prvni nemusi byt. Upravami dostaneme

2h 1 h2
1— 22> 24 /a— —1
3l — 3 2 ’
L a1
3l 912 — 9]2 9’
5[
h< —.
- 6

Ctvrty extrém je mozny pouze pokud h < %l. Pokud ale rozepiseme vyraz
2h 1 h?
— + -4 /4— -1
3gl ( 3 + 3 B ) +

2
9g oh | 1 | h2 I {2n 1 | h?

a hledame, kdy je vétsi pro znaménko plus, témér vse se vykrati a dopracujeme se
k nerovnosti

To neplati nikdy (pfedpokldddme 2h > 1), proto znaménko plus nikdy nevede na
globédlni maximum.

Lze ovérit, ze derivace % v bodé o = 0 bude kladn4, tedy funkce bude rostouci
a v tomto bodé taky nebude extrém.

Zbyva vysetrit, jestli se vyplati tuzku naklonit pod thlem «, pro ktery pla-

2h
30
prislusnych rychlosti dopadu dostali k rovnicim vysokych stupni, mizeme vyuzit
Wolfram Alpha. Zjistime, Ze pro h < (4/4/3 — 1)I/2 je maximaln{ rychlost v1 =
=+/3gl s a = 90° a pro vétsi vysky je to

v = \/3glsina—|— Q?QCOS2OC (h— %sina)

s naklonénou tuzkou.

To déva celkem dobry smysl — pro a = 90° nezévisi rychlost dopadu na vysce h,
takze pro velké vysky nebude maximdlni, zatimco pro malé vysky (h = [/2) se
neoplati nechat tuzku nejdriv volné padat.

P 2 q - PP
ti sina = - % 4% — 1, nebo a = 90°. Jelikoz bychom se pii porovnavani

Uloha lIl.5 ... rozpad sem, rozpad tam

Mame Ag dastic typu A, které se s rozpadovou konstantou Aa rozpadaji na ¢dstice
typu B. Ty se zase s rozpadovou konstantou Ap rozpadaji na cdstice typu A a na
zacatku jich je Bo. Najdéte funkci udavajici pomér poctu céastic typi A a B v case.
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Oznacme dA, pocet ¢astic typu A, které se rozpadnou za ¢as dt. Derivaci rovnice
radioaktivniho (nebo chemického) rozpadu dostaneme

AN d(Noe™)

_ —At — _
1 1 = —ANoe AN,

coz muzeme déle upravit na
dN = —ANdt.

7 toho vyplyva dA, = AxAdt. Analogicky bude platit dB, = AgBdt. Nyni je
potieba si uvédomit, ze celkovou zménu podtu éastic typu A za das d¢ (kterou si

ozna¢ime dA) spoditdme jako rozdil poctu ¢astic, které se z B rozpadnou na A,
a Castic, které se z A rozpadnou na B. Jinymi slovy

dA =dB, —dA, = (AsB — AaA)dt = —dB. (10)

Pro dalsi feseni tilohy musime zredukovat pocet proménnych. MiZeme to udélat
dvéma zplsoby — bud si jednu proménnou vyjadiime pomoci druhé, nebo budeme
pocitat s jejich podilem. Prvni je mirné pracnéjsi, druhy naopak vyzaduje feseni

Vv

Ozname M = Ao + Bo. Protoze se celkovy podet ¢astic zachovava (to vidime
z dA+dB = 0), plati M = A+ B. Diky tomu si mizeme A vyjadrit jako A = M —B.
Po dosazeni do rovnice (@) dostavame

a5
dt

Tuto diferencialni rovnici mizeme fesit separaci proménnych

dt — dB
o AAMf()\AJrAB)B.

Integral levé strany je ziejmy. Prava strana je ve tvaru derivace néjaké funkce od B,
délené tou samou funkci od B. Integrdlem vyrazt tohoto typu je vzdy logaritmus
dané funkce:

1 / —(Aa+ Ap)dB 1

= AMA—-AgB=Xa(M—B)—AgB = aM — (Aa + Ap) B.

DYEDY

=— In(AaM — (A AB) B)+C'.
MM —Oat s B - datag AWM = (AatAs) B)+
Z pocatecnich podminek vime, ze v Case t = 0 mame B = By. To vede na vztah
pro vypocet integracni konstanty

1 1

71U(>\AM*()\A+>\B)B())* ln()\AA()*)\BB()) s
Aa+ B

C= -
Aa+ AB

coz muzeme rovnou dosadit do predchozi rovnice, kde vyuzijeme pravidla pro rozdil
logaritmi a dostdvame

1 AaAo — ABBo

t= .
Mt A5 AaM — (0t Ap)B
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Vyjadiime si B:

_ AaM — (AaAo — ApBp)e” Matrs)t

B
Aa+ AB

Nyni uz nam jen zbyva spocitat hledany pomér. Jednoduchou algebru muzeme
preskocit a dostavame se rovnou k vysledku

A M-=B _ Ap(Ag+ Bo)ePtA8)t 4 (X440 — ApBy)
B~ B Aa(Ao+ Bo)eGatrnlt — (A 449 — ApBo)’

ktery je fesenim této tlohy.

Pfi vyuziti druhého postupu nejprve oznaé¢me K = A/B. Pro derivaci K podle
¢asu po dosazeni z ([L() dostédvame

dK _d A _$B-AY
E:EEZ%:(AB_MK)(UFK)'

Zavedeme substituci k& = Aa/Ap. Rovnici separujeme a vznikly integral resime
pomoci parcidlnich zlomku

t:L/L
s | 1—kK)(1+K)

1 k 1 —In(1-kK)+In(1+ K)
= dK = .
)\B(1+k)/1—k:K+l+K o (L1 F) +c
V case ¢ = 0 jsme méli K = Ko = Ag/Bo. Dosazenim do rovnice si mizeme

vyjadrit integracni konstantu

1 1+ Ko

C:_)\B-l—)\A nl—kKo.

Po dpravé muzeme vyjadrit funkei
K t=C)Aa+ArB) _ 1 o+ Ko)e<)‘A+/\B)t — (1 - kKo)
 ket=OQatrs) 41 (1+ Ko) kePatAs)t 4 (1 — kKo)

_ An (Ao + By) ePa )t 4 (X4 Ag — A\pBy)
- )\A (Ao + Bo) e“A‘MB)t — ()\AAO - )\BBO) ’

ktera je opét fesenim této dlohy. Vidime, Ze oba postupy vedly na stejny vysledek.

Vsimnéte si, ze oba postupy funguji jenom za predpokladu Ay A — ApB # 0.
Mizeme ale ovérit, ze pokud tato podminka plati pro pocateéni hodnoty, bude
platit vzdy (a jinak je tloha trividlni).
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Uloha IIl.LP ... slozeny papir

Kazdy to jisté nékdy slysel a urcité i zkusil: , List papiru nelze na pulku prelozit
vice nez sedmkrat.“ Je to ale skutecné pravda? Najdéte hranicni podminky.

Je dobré si uvédomit, ze hlavni problém je se stdle se zvysujici tloustkou, kterd
narusté exponencialné™ Uvazujme nékolik vrstev papiru polozenych na sobé a pie-
lozme celou hromadu napil, vysledek by mél vypadat priblizné jako na obrazku [L5.

--------------- .

Obr. 15: Obrazek ilustrujici jak vypadd prelozeni, kdyz prekladame vice vrstev
papiru najednou.

Pokud si domyslime tret{ rozmér, bude mit kazd4 vrstva tvar povrchu vélce. Ten
ma& nulovou Gaussovu kfivost, diky ¢emuz mame moznost tento tvar slozit z listu
papiru. Nyni miuzeme provést dalsi prehyb okolo osy lezici v zatim rovinné ¢asti
papiru. Tuto osu mizeme volit vice zpusoby. Bud osu prehybu zvolime rovnobézné
s prvni osou, nebo k ni kolmou, nebo s ni svirajici obecny ihel. Pokud zvolime osu
rovnobézné, vytvorime dalsi vilec s nulovou kfivosti, kdezto pokud zvolime kolmo
k puvodni, vytvarime povrch toru, ktery ma kiivost nenulovou, a proto klade papir
mnohem vétsi odpor, protoze se musi deformovat i v plose papiru®= Proto budeme
uvazovat papir efektivné jednodimenziondalni, jako bychom napil prehybali dlouhy
a uzky pas papiru.

Déle si vsimnéme, Ze pri prehybu naptl polovina kazdé vrstvy skon¢i nad stied-
ni rovinou™ a druhé pod ni, coz znamend, ze touto rovinou musi prochazet tolik
vrstev, kolik vrstev prehybdame. Z toho rovnou mizeme vyvodit Ze papir nelze pre-
hybat donekonecna, protoze kvili zachovani celkového objemu bychom potiebovali
sirku pakliku ztencovat donekonecna, coz ale evidentné nelze®

30Miizete si sami spoéitat, ze bézny papir prelozeny dvaadtyFicetkrat napul by byl vysoky az
na obéznou drahu mésice.

31P#i vnéjsim okraji se natahuje a pfi vnitinim se krabati, jak si miZete sami doma vyzkouset.

32V obrézku vyznagena &arkované.

33Pokud bychom skladali papir do harmoniky, toto omezeni neni a miizeme ho ptelozit vicekrat
nez u preklddani napil.
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-

Obr. 16: Vysledny tvar, ktery uz vicekrat nejde prelozit

Lze tedy udélat horni odhad pro maximalni pocet prehybu. Predstavme si stav
jako na obréazku [L§. Pak muzeme spocitat celkovou délku papiru potifebnou pro
vytvoreni takového obrazce pro dany pocet vrstev. Oznacme d tloustku papiru a [
celkovou délku potiebného papiru. Uvazujme situaci rovnou s 2"~ 1 vrstvami, coZ
je stav po n — 1 prehybech naptl. Uvédomme si, ze protoze délka oblouku roste
s jeho polomérem linedrné, soucet obvodu vnéjsiho a vnitiniho oblouku je stejny
jako dvojnésobek délky uprostied vrstvy. Totéz plati pro dalsi vrstvy. Tedy celkova
délka 2"~ ! vrstev o polomérech od 0 do 2" 'd je stejnd jako délka 2" ! vrstev
o poloméru 2"71d/2. Dosazenim dostavame vzorec pro délku pro n vrstev papiru

To2n—2 ;T n
l==2 d=4"d 11
Ty, ()
z ¢ehoz dokazeme vyjadrit maximélni pocet prehybu n pro fixni [
81 8
max — 1 -—— ) =1 - 5 12
n 0g, (Kd) 0g4(nn> (12)

kde jsme zavedli n = é jako bezrozmérny parametr prekladaného papiru.

Pokud bychom tento odhad chtéli zpfesnit, musime uvazovat i papir spotie-
bovany na vsechny predchozi prehyby. Ziskdme tak model prehybt odpovidajici
obrazku [L7.

Celkovou délku papiru ziskdme sumou pres vSechny prehyby, kde délka kazdého
prehybu je ddna vzorcem (L), takZe pro n pfehybi dostdvame

o - T2k
Z—Z§2 d.
k=1

60



Resent teoretickych tloh

Obr. 17: Vysledny tvar, ktery jiz nejde vicekrat prelozit se zakreslenim
predchozich prehybi

Tuto sumu ale dokdZeme prevést na soucet geometrické rady
" n nd nd4" —1 ndd"
=) —22%d="N 4=~ n :

Posledni aproximaci lze pouzit s rozumnou presnosti pro n > 2. Ze vzorce vidime,
ze na pridani dalsthg_prehybu potrebujeme nikoliv dvojnasobny péas papiru, ale
dokonce ¢tyindsobny® Maximalni pocet prehybu je pak dan vzorcem

1 6
Nmax ~ 3 log, (En) . (13)

Dosazenim hodnot pro papir forméatu A4, pokud délame prehyby jen po tom samém
sméru (tak, abychom pfehybali tu delsi hranu), které jsme odhadli na d = 0,1 mm,
[ = 300mm, n = 3000, ziskdvdme n ~ 6.24. To se nam skutecné potvrdilo (kon-
zistentné s tim, zZe se jednd o horni odhad), kdyz jsme pteklddali papir a timto
zpusobem ho skutecné prehli pétkrat, tak prehyb posesté vypadal sice obtizné, ale
nezdél se nemozny. Ale pak by rozhodné nesel papir prehybat v druhém smeéru,
protoze by nam nedrzely vrstvy na sobé.

Nyni ale mame teoreticky jesté druhy smeér, ve kterém je 20cm nevyuzité-
ho papiru. Bohuzel ale uz tloustka neni tloustka papiru, ale soucet vSech vrstev
z predchoziho piehybani. V nasem piikladu je to d = 0,1 - 2° mm = 3,2 mm, tudiz
n = 62,5. Potom n = 3,45, coz se také potvrdilo, protoze jsme papir prehli jesté
trikrat ve druhém sméru®® Vidime, Ze kancelarsky papir formatu A4 lze prelo-
zit naptl minimélné osmkrat, tedy casto opakované tvrzeni o sedmi prelozenich
neplati.

3476 ale vyplyvé uz ze (@)7 pokud se nad nim trochu zamyslime.
35Nutno podotknout, ze po péti prehybech jsme naméfili Suplerou tloustku jen 3 mm, coz je
nizsi hodnota nez ta pouzitd v odhadech.
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Pokud preklddame vrstvy stiidavé nebo néjak jinak, musime zacit uvazovat ne
o délce papiru, ale o celkové plose papiru ztracené v pirehybech. Ta je ale, protoze
papir ma tvar valce, ddna vzorcem (ﬁ) prenasobeném zbyvajici délkou v druhém
sméru. Proto, pokud chceme snizit mnozstvi plochy ztracené v poslednich prehy-
bech (kdy se ztréci nejvice papiru), musime mit co nejmensi délku ve sméru kolmém
na prehybani. Toho dosdhneme pravé tehdy, kdyz nejprve prehneme podél jedné
strany maximalni pocet prehybi, které nam papir dovoli, a pak prekldadame ve
druhém sméru. Z toho je vidét, ze dany papir nemizeme obecné prelozit vicekrat,
pokud stfidéme pirehyby, nez pokud prehybiame papir nejdiive v jednom sméru
a pak v druhém sméru. Jen pokud bychom méli papir s_takovymi rozmeéry, ze
maximalni pocet prehybt v obou smérech™ podle vzorce (L) vychézi tésné men-
i, nez nejblizsi vyssi celé cislo, mizeme néjakym konkrétnim prohdzenim poradi
prehybt dosdhnout toho, ze maximalni pocet zvysime o trochu v jednom sméru
na tkor sméru druhého. Tim sice celkovy soucet nezaokrouhlenych cisel klesne,
ale po zaokrouhleni (samoziejmé doli) ziskdme jeden piehyb navic tim, ze jeden
ze sméru dostaneme pres celé ¢islo, zatimco to druhé si ,nezkazime*. Ale spravné
poradi je nutné najit pro kazdé rozméry papiru zvlast.

Jesté musime tict, ze vSechny uvedené vzorce jsou jen hornim odhadem, pro-
toze jsme neuvazovali papir ztracejici se jinak nez ve valcovych prehybech. Jeden
ze zdroju dalsich ztrat byl popsan na zacatku tohoto textu, tedy deformace papiru
a z toho vyplyvajici mensi doléhani papiru pri prehybech. Z tohoto divodu je téz
vyhodné nestiidat sméry a zacit kratsi stranou. Druhy problém souvisi s rozjizdé-
nim papiru, ktery prekladdme. Jednak, kdyz prekladame vice vrstev, ve vrstvach
na vnitrni strané se ztraci mnohem méné, nez na téch vnéjsich, ¢imz se vuci sobé
konce jednolivych vrstev posunou. Tomu se lze vyhnout nejlépe tak, ze odhad-
neme posunuti v jednotlivych vrstvich a budeme délat piislusné prehyby mirné
asymetricky® Zaroven, pokud po prekladani v jednom sméru bude zbyly prouzek
prilis uzky, vrstvy pti prekladédni ve sméru druhém nebudou drzet na sobé, coz
se stane napriklad tehdy, pokud A4 prekldadame nejdiive podél kratsi strany. Co
se tyce sily potrebné k prelozeni vrstvy, ta sice narusta, ale je samozrejmé mozné
preklddanou vrstvu rozlozit na diléi ¢asti, které lze prelozit zvlast™= Proto jsme
tento problém nepovazovali za omezujici faktor.

Na zéavér se slusi podotknout, Ze se timto pristupem proslavila americké stu-
dentka Britney Gallivanova, kterda mé diky tomu vlastni clanek na anglické Wi-
kipedii. S feSenim, véetné experimentalniho potvrzeni hypotézy a nového rekordu
v poctu prehnuti ptisla na stiedni skole ve svych sedmnacti letech. My jsme ziskali
trochu jiny vzorec, protoze jsme feseni hledali nezavisle, takze jsme pouzili jiny
predpoklad, kde bereme polomér vrstvy. U nds to byl stfed, u Gallivanové pak
vnéjsi okraj.

36V druhém sméru ale musime pouzit celkovou tloustku po provedeni piehybii ve sméru prv-
nim.

37Bohuzel musime pro kazdy prehyb poéitat s posunutim ve véech dalsich, coz vyzaduje oprav-
du dokonalé planovani.

38U prvniho prehybu to sice nejde, ale na druhou stranu neprekladdame zelezny plech.
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Uloha IV.1 ... zmrzlina

Odhadnéte, kolik grami zmrzliny dokdzeme vyrobit, pokud mame k dispozici 51
kapalného dusiku o teploté —196 °C a neomezené mnozstvi mléka a smetany o po-
kojové teploté 22 °C? Predpoklddejme, zZe pozadovand zmrzlina se sklada jen z mlé-
ka a smetany (hmotnostné pil na pul) a méla by mit teplotu —5°C. Protoze se
tepelné kapacity mléka a smetany v tomto intervalu teplot znac¢né méni, poci-
tejte s jejich primérnymi hodnotami ¢, = 3,45kJ-kg™" K~ pro mléko a ¢, =
=4,45kJ- kg™ -K~! pro smetanu. Zbylé potiebné tidaje si dohledejte na internetu.

V tomto piikladu budeme fesit tepelné rovnovahy, kdy teplo prijaté dusikem se
bude rovnat teplu odevzdanému zmrzlinou

Qdod = Qod -

Oznacéme si zadané teploty t1 = 22°C, t2 = —196 °C a t3 = —5 °C a podivejme
se nejprve na druhou ¢ast. Pouzijeme zndmy vzorecek @Q = emAT, kde ¢ je tepelnd
kapacita, m je hmotnost a AT zména teploty. Odtud, protoze zmrzlina je naptl
mléko a naptl smetana, ndm vychdazi

Cs + Cm
2

kde m, je celkovd hmotnost zmrzliny a c, je jeji celkova tepelnéd kapacita .

Kapalny dusik se pti kontaktu s teplejsim télesem zacne odparovat. Nalezli jsme
mérné skupenské teplo varutd Iy = 198kJ-kg~!. V&imnéme si, ze vynechivime
ohfivan{ dusiku na teplotu —5 °C. To je z toho divodu, ze plynny dusik samovolné
vyprchava z naddoby, protoze jeho objem je nékolikandsobné vyssi. Pocitejme tedy
jeho ohtev ptred vyprchanim za tepelné ztraty.

Protoze zname pouze objem kapalného dusiku, budeme si muset jeho hmotnost
dopocitat sami. Nejednéd se o 5kg plynného dusiku, proto si musime nalézt jeho
hustotu v kapalném stavuld kterd ¢inf o = 808 kg-m 3. Nyni uz miZeme psat

Qod = czmy(t1 — t3) = my(t1 — t3),

Qdod = Inmn = INoWN,

kde my znac¢i hmotnost dusiku.
Spojenim vsech tii rovnic dostavame

Cs + Cm
Tmz(h —t3) = IlnoWn,
odkud si muzeme vyjadrit hledanou hmotnost zmrzliny
21
m NoWN

T (et em)(ti —t3)

Dosazenim zjistime, ze jsme vyrobili m, = 7,5kg = 7500 g zmrzliny.
I pres zanedbéni veskerého ohrevu dusiku je vysledek neredlny kvuli mnoha
dalsim tepelnym ztratam.

3%ttp://www.ivt.mzf .cz/wp-content/uploads/fyzika/tep_konst_latek-zmeny_skupenstvi.pdf
40https://en.wikipedia.org/wiki/Nitrogen
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Uloha IV.2 ... autisti

Kolik nejméné déti by muselo roztocit sviij fidget spinner, aby se tak den na Zemi
prodlouzil o 1 ms? Vsechny neznamé veliciny odhadnéte.

Reseni tlohy je zaloZeno na zédkonu zachovani momentu hybnosti. Mame-li izolova-
nou soustavu (v nasem pripadé je to Zemé s fidget spinnery), jeji celkovy moment
hybnosti se zachovava. Pro velikost momentu hybnosti vzhledem k ose otaceni plati
vztah

L=Jw,

kde w je thlova rychlost rotace kolem dané osy a J je moment setrvac¢nosti vzhle-
dem k této ose. Pro moment setrvacnosti Zemé plati Jz = %MRQ, kde M je
hmotnost Zemé a R je jeji polomér.

Abychom pozemsky den prodlouzili, musime zpomalit zemskou rotaci. To udé-
lame tak, ze ji ,,ukradneme* ¢ast momentu hybnosti tim, ze fidget spinnery rozto-
¢ime stejnym smérem. Protoze soucet momentu hybnosti musi zistat konstantni,
moment hybnosti samotné Zemé se snizi. Oznacime-li moment setrvacnosti fidget
spinneru Js a maximélni Ghlovou rychlost, kterou je obycejné dité schopné svij
spinner roztocit, ws, pro celkovy moment hybnosti vSech spinnerid dostaneme

Ly = NJsws,

kde N je hledany pocet déti. Je tfeba zduraznit, ze vSechny spinnery se musi tocit
stejnym smérem a idedlné i jejich roviny otdceni musi byt rovnobézné. Autisti na
rovniku je musi nechat rotovat kolmo na povrch Zemé, autisti na pélech zase rov-
nobézné s povrchem Zemé. Ostatni déti musi drzet spinner pod urcitym naklonem
vzhledem k povrchu podle toho, v jaké zemépisné Sitce se nachézeji.

V nasem piipadé se moment setrvacnosti Zemé mé zménit z

Lo = Jzwy,
na
L= szlz s
kde
21 21
w7 = — =
“ Ty 1den
a
27 21

/7 J—
Wz = Ty, + AT, 1den+ 1ms’

Aproximaci ATy < Ty dostédvame

2 2 2nAT
LO—L:Jz(wz—w/Z)sz(n T )%Jzn

Ty Tz +AT T2
Tato zména momentu je rovna momentu hybnosti spinneri

Lo—L=Ls,
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Jz 72 = NJws,
N = ArM R?2AT
5JswsT7;

Nyni zbyvé jen odhadnout nezndmé veli¢iny fidget spineru (Js a ws).

Ackoliv nékteré kvalitni kovové spinnery mohou vazit i pres 120 g, nejcastéji
pouzivany typ fidget spinneru méa obvykle hmotnost kolem 50 g a polomér zhru-
ba 35 mm & Moment setrvacnosti by bylo pomérné komplikované spocitat presné,
protoZe spinnery vétsinou nejsou homogenni. Proto je vhodné pouzit aproximaci.
Miuzeme napiiklad ,od oka“ odhadnout, jaky polomér by mél disk se stejnymi
parametry (t{m bychom dostali spravny fddovy odhad). My pouZijeme sofistikova-
néjsi metodu. Vsimneme si, ze vétsina hmoty se nachazi v prstencovych kovovych
zévazich, které se nachdzeji v kazdé ze tii hlavic (nékdy jsou jako zévazi pouzita
loziska). Tato zdvazi aproximujeme kruznicemi s polomérem 10mm a se stfedem
ve vzdélenosti 25 mm od stfedu spinneru.

Moment setrvacnosti nezavisi na tom, kolik mé fidget spinner hlavic, protoze
moment setrvacnosti kazdé samotné hlavy je stejny a pfimo imérny jeji hmotnosti,
ktera je zase nepfimo timérna poc¢tu hlav. Moment setrvac¢nosti kruznice vzhledem
k jeji ose je stejny jako moment setrvacnosti hmotného bodu ve stejné vzdalenosti
od osy

J =mre.

Moment vici sttedu spinneru spocitdme pomoci Steinerovy véty
2
Js =mr® + Ji,

kde m =50g, rx = 10mm a r = 25 mm jsou vyse odhadnuté hodnoty. Po dosazeni
dostévdme Js =4-107° kgvm2 :

Zbyva odhadnout, jak rychle lze spinner roztocit. Pokud nemame k dispozici
stlaceny vzduch, vrtacku ¢i jiny mechanismus, miize se ndm podarit spinner roz-
tocit az na 30 otdcek za sekundu (to uz chce zkuSenost s tocenim a silné prsty).
Tedy ws = 190 rad-s~ L.

Dosazenim téchto hodnot do vztahu pro N dostdvame

N =1-10%,

coz je tak velké Cislo, Ze se 0 zmény délky dne kvtli lidem s ADHD viibec nemusime
bét.

41pokud néjaky mate, mizete si ho zkusit zvazit a zméFit.
42Také jsme mohli spinner aproximovat homogennim diskem (usnadnilo by to vypoéet na tkor
piesnosti) J. = Lmrs =3-107° kg'm?, kde ry je polomér disku.
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Uloha IV.3 ... divn& tvarovana nidobka

Mame véalcovou sklenicku, kterd md zboku u dna malou diru o plose S. Tato nadoba
je naplnénd vodou, ktera samovolné pretéka do druhé nadoby, ktera je tentokrat
Jjiz bez diry. Jaky tvar by musela mit druha nadoba, aby v ni hladina rostla rov-
nomeérné? Predpokladejte, ze ma byt valcové symetricka.

Bonus Dna obou nddob jsou ve stejné vysce a nadoby jsou dirou spojené.

Prepokladejme kvazistacionarni proudéni, abychom mohli sestrojit Bernoulliho
rovnici pro proudnici od hladiny valcové naddoby v daném okamziku az po vy-

tokovy otvor. Necht o je hustota vody, p. atmosféricky tlak, v vytokova rychlost

vody z otvoru, h; vyska hladiny ve vilcové nadobé a v, = f% > 0 je rychlost

klesani hladiny. Bernoulliho rovnice pak ma tvar

1 1
59@? + pa + h1og = 591)2 + Pa.-

Po odecteni atmosférického tlaku p, a vydéleni rovnice hustotou pak dostaneme
15 1o
= hig= -v". 14
51 + hig 5Y (14)
Za predpokladu nestlacitelnosti vody plyne z rovnice kontinuity rovnost
Sl v = S’U )

kde Si, resp. S, je obsah pricného prifezu valcové nadoby, resp. jejiho otvoru.
Dosazenim za v do rovnice ([14) dostaneme

1 1 /51\2
phrme=5 ()

Odtud muzeme vyjadrit rychlost klesani hladiny

Dosazenim v, = fdd% ziskame diferencidlni rovnici, kterou resime separaci pro-

ménnych
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Dosazenim integracnich mezi dostdvame

—2v/h1 +2v/ho =

odkud vyjadiime

2 2
hi = ho — hog g %

+
512 512
(%) -1 (%) -1
Derivaci a drobnymi algebraickymi tpravami ziskdme vztah pro rychlost klesani
hladiny v prvni nadobé

2hog g
V1 = 5 2 — 5 3 t.
() -1 (%) -1
Odtud miuzeme dosadit do rovnice kontinuity ve tvaru Sivi = Savz, kde va je

rychlost rustu hladiny ve druhé nddobé a Sa je obsah jejiho plosného prufezu. Ze
zaddni vime, Ze vo je konstantni, tedy v2 = ho/t. Odtud si vyjaddiime éas. Také
plati So = nr2, kde o je hledany polomér druhé nadoby. Dostdvame pro néj

_ S1 Qhog g hz
"7 T SV (S _qwe )
AV (3) -1 (B) -1

Tim méame analyticky zadany tvar druhé nadoby, tedy zéavislost jejiho poloméru
na vysce ode dna. Zavislost vysky na poloméru je

2 2 2
() (v () ).

g

Jednd se o rovnici paraboly s maximem v jejim vrcholu, jejiz osa lezi na ose né-
dobky. Nadobka mé tedy tvar ¢asti rotacniho paraboloidu.

V pripadé, ze S < S1, mizeme v Bernoulliho rovnici ([L4) zanedbat prvni ¢len.
Pro vytokovou rychost potom plati

v =1/2h1g

a pro rychlost klesani hladiny v prvni nddobé tak dostavame

S
= —+/2h1g.
V1 5, 19

Podobnym postupem jako vyse bychom se dostali k vysledku

S Sg h
T2=\/m(\/m92)~

2 Sl V2

67



FYKOS, XXXI. ro¢nik

Bonus

Bernoulliho rovnice pro hladiny valcové a divné tvarované nddoby mé tvar
1 1
59U + pa + h1og = 50v2 + pa + h2og,

kde vsechny veli¢iny jsou definovany jako dfive. Jednoduchymi dpravami ji dosta-
neme do tvaru

1 1
ivf—‘,—hlg: §v§+h2g. (15)
Derivaci podle ¢asu dostavame
v dui _ v1g = v
v 19 = V29,

kde jsme prvni ¢len zderivovali podle pravidla pro derivaci slozené funkce a o vs
vime, Ze je konstantni. Nyni separujeme proménné a obé strany rovnice integrujeme

v1
dvy = de .
/U1 + v2 v /g

Prvni integral vyresime ¢asteCnym délenim integrandu, neboli

+ —

Druhy integral je trivialni, celkové vychazi

vi —v2ln(vi +v2) =gt +C, (16)
kde C je jiz jedina integraéni konstanta (zde jsme vyhodnéji pouzili neuréité in-
tegraly s integra¢nimi konstantami misto urcitych integrili), kterou uréime z po-
catecnich podminek. V ¢ase t = 0 je vyska hladiny valcové nadoby ho a klesd
rychlosti vp. Odtud dostavame

vo —v2ln (vo +v2) =C. (17)
7 rovnice (@) si vyjadfime rychlost

v = \/1}22 —2hog,

kterou dosadime do (@), a tim ziskdme vztah pro hledanou integrac¢ni konstantu
C = \/v22 — 2hog — v21n ( v22 — 2hog + ’Ug) .

2
Odtud muzeme dosadit do (E) Stejné tak dosadime za vi = %’Uz azat= 12

S v
Celkové piseme

2 2
ﬂvgfvgln ﬂvngvz :@+\/v2272h0gfvzln( v2272h0g+v2) .
Sl Sl V2
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/1— 2899 41
yooo»n

Nyni miizeme konecné vyjadrit

2 2
v o 2h
he= = | G my/1- g +n ; :
1 nr
2 Sf-i-l

coz je vztah zéavislosti vysky divné tvarované nadoby na poloméru r2. Bezpochyby
by byla zajimavejsi opacna zavislost, tedy zavislost poloméru na vysce. Ta bohuzel
analyticky vyjadrit nejde, protoze rovnice je transcendentni vzhledem k promén-
né ry. Jesté dodejme, ze pti volbé pocatecnich podminek jsme mohli zvolit kromé
vysky ho napf. i obsah dna divné tvarované nadoby nebo rychlost klesani hladiny
ve valcové nddobé v case t = 0. Déle si povSimnéme, Ze pri feSeni bonusové tlohy
jiz nemuzeme zanedbat prvni ¢len levé strany Bernoulliho rovnice.

Uloha IV.4 ... vymyslete si sami

Maéme cernou skiiiiku se tfemi vystupy (A, B a C). Vime, Ze obsahuje n rezistoru
se stejnym odporem, ale nevime jak jsou zapojeny. Zmérime tedy odpory mezi
dvojicemi bodit AB, BC a CA a zjistime, ze Rap = 3¢, Rec =5 a Rca = 6.
Zjistéte, kolik nejméné rezistorit miize skritika obsahovat a urcete prislusny odpor
jednoho rezistoru.

Pri reseni ulohy lze postupovat nékolika riznymi zptsoby. Jelikoz mame jen je-
den druh souéastky, kterou muzeme pouzit (vime, ze vSechny odpory uvnitf jsou
stejné), muzeme zkouset sestavovat riznd zapojeni mezi tfemi vystupy a zjistovat,
jaké budou vysledné odpory. Nezndmy pocet odporu uvniti ndm ale bude praci
znacné ztézovat. Dalsim zptisobem je nahradit si cely vnitini obvod tfemi rtiznymi
odpory zapojenymi do trojihelniku nebo do hvézdy. My si ukadzeme oba postupy.

brute-force
Oznacme si nejprve pocet odport n. Toto ¢islo budeme po jednom postupné zvy-
Sovat a hledat, zda existuje dané zapojeni.

Zaroven nas nebude zajimat konkrétni poloha bodu A, B a C, protoze ty mi-
zeme preznacenim libovolné vyménovat. Budeme se zajimat pouze o pomér vy-
stupnich odport, protoze ten je linedrné zavisly na odporu R jednoho rezistoru.
Hleddme pomeér 3:5:6.

n=1

Z jednoho odporu sktinku zfejmé nepostavime.

n=2

Povsimnéme si, ze se nejvétsi hodnota odporu mezi dvéma vystupy se nerovné

souctu zbyvajicich dvou odpori. Dva odpory mezi tiemi vystupy lze ale zapojit

pouze sériove, tedy jeden vystupni odpor by musel byt souc¢tem predchozich dvou.
Toto je klicové pozorovani, které ndm déle usnadni préaci. Zjistujeme tu, ze

obvod nemuze byt zapojen tak, Ze kazdd cesta mezi dvéma vzdalenéjsimi vystupy
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Obr. 18: Zapojeni pfes uzel.

vede pres prostiedni vystup, jak je zobrazeno na obrazku B
Proto uz dale nebudeme takovou moznost zapojeni uvazovat.

n=23

Pro tfi odpory méme pouze dvé moznd zapojeni: trojihelnik nebo hvézda (ne-
uvazujeme zapojeni vyloucend vyse). Snadno nahlédneme, Ze obé tato zapojeni
jsou symetrickd a vedla by tak k naméfeni stejnych hodnot pro jakoukoliv dvojici
vystupu.

n=4

Vime, Ze kazdé uvazované zapojeni tfi odporu ma tii osy symetrie. Pfidanim jed-
noho dalsiho rezistoru do obvodu se zbavime pouze dvou z nich. Vzdy ndm jedna
osa symetrie zustane, coz implikuje nameéreni stejnych hodnot na dvou raznych
vystupech. Jelikoz jsme namérili tii ruzné hodnoty odporu, nelze vnitini obvod
sestavit ani ze CtyT rezistoru.

n=>5
Priddnim dalsiho rezistoru uz jsme schopni sestavit nesymetricky obvod. Zacneme-
li si vypisovat vSechna mozné zapojeni péti rezistori mezi tfemi vystupy, podafi
se ndm najit pouze tii nesymetricka zapojenit

Jednotlivé vystupni odpory pro zapojeni ve tvaru hvézdy vypocitame jednoduse
sectenim dvou ,ramen“ spojujicich dané vrcholy

N . R*Q 1 .
= - =1-R*.
Rip =R + B iR 2R ,
R*? 1
Rho=——— 4+ R +R"=2-R*
BC = pipp T 2

Rta =2R"+ R =3R",

43Dikaz zde uvadét nebudeme. Podafilo-li se vAm najit néjaké dalsi zapojeni, zkuste si ho
prekreslit do co nejjednodussi podoby a zjistite, ze je bud symetrické, nebo je to jedno ze t¥i
uvedenych zapojeni.
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B C

Pomér odpori mezi vystupy je tedy 3:5 : 6.
Vystupni odpory v zapojeni do trojihelniku spocitame jako paralelni zapojeni
Casti spojujici dané body a vétve prochéazejici pres treti vrchol

1 pA JAN 3
iR® 3R 3
RﬁB: 2 1 :%RA:§RA7
R” + 2R + 3R> £ 7
A AN
RS — R '(2%)]% :%RA:§RA
B¢ RA+2RA+ LIRS T T T
@47 RA42RA +LiRA T I 7

U tohoto zapojeni nam vysel také pomér 3 : 5 : 6.

Vystupni odpory tretiho zapojeni spo¢itdme ndsledovné (pomoci muze prehled-
néjsi prekresleni jednotlivych situaci a pouziti zakladnich pravidel pro dva sériové
nebo paralelné zapojené rezistory)

RY2RY 8
Réa=R"+—2— =_R'
R+ 3R 5
2R"3RY
Rip =R+ — 20 = Ip

2RV + IRV 5
RY3RY 3
v o 2 _ 2pv
RBC’RH%RV AU

Ted jsou odpory rozdéleny v poméru 3 : 8 : 7, coz neni pozadovany pomeér.
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n>6
Nem4d smysl hledat dal, protoze jsme jiz nasli zapojeni s mensim poctem pouzitych
rezistoru.

Zavér

Zjistujeme, ze tloha m&a dvé mozna feSeni, pricemz oba obvody sestavaji z péti
rezistort. Odpor jednoho rezistoru zjistime jednoduse. Staci vzit napr. odpor mezi
body A a B a polozit ho roven 32

1%}2*:39 = R" =20,
3

§RA:3Q = R®=1Q.

Primy vypocet

Dalsi metodou vypoctu je prevedeni tilohy na hledani jednotlivych dil¢ich odport.
Zacneme tim, co jsme ukédzali v prvnim obrazku, tzn. Ze obvod nemuze mit jediny
uzel v nékterém vystupnim bodé, a obvody tohoto typu nebudeme uvazovat.

Vv

spocitat, jaké odpory by tato hvézda nebo trojihelnik musely obsahovat, a poté se
je pokusime sesklddat ze samotnych stejnych odporu. Oznaéme Rap = 32, Rpc =
= 50 a Rca = 6£). Déle jednotlivé odpory, ze kterych se skladd hvézda, budeme
znacit Ra, Rp a Rc. MuzZeme si napsat soustavu t¥i rovnic

Ras = Ra + RB,
Rpc = R + Rc,
Rca = Rc+ Ra .
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Resenim této soustavy je

Rap — Rc + Rca

Ra = ) — 920,
Ry — RBC_R;A+RAB —10,
Re = RCA—R;\B-%RBC — 40

Vidime, ze vychazeji ,,pékné“ hodnoty. Déle fesime jen tivahou. Jestlize jeden odpor
ma 212, sériové zapojeni dvou takovych rezistori méa 4€2 a paralelni zapojeni téchto
dvou rezistori ma 1€2, coz nam dava reseni tlohy v podobé prvniho obrazku hvézdy
s péti pouzitymi rezistory.

Kdybychom se na zacatku rozhodli misto hvézdy_pocitat zapojeni pro trojui-
helnik, dostali bychom znac¢né komplikované rovnice®= ale jejich vyresenim také
dostaneme pomér ti{ dil¢ich odport 1:2:4.

I v tomto pripadé je potreba ovérit, ze zadné zapojeni jednoho az ¢ty rezistoru
nevede na pozadované odpory mezi vystupy. To provedeme stejné jako v metodé
brute-force.

Uloha IV.5 ... nemoznost nakazeni

Predstavme si, zZe roztlacime néjakou bakterii obvyklé velikosti na rychlost v =
= 50km-h~! ve vodorovném sméru a nechdme ji volné letét ve vzduchu. Jakou
vzdalenost zhruba urazi, nez se zastavi?

Vysledek vas mozna prekvapi. Jak je tedy mozné se infikovat timto zpiisobem
bakterialni infekci? Diskutujte, proc je to mozné i pres takovy vysledek.

Bakterie se v ¢ase t bude nachdzet na vodorovné souradnici z (¢) a bude mit vodo-
rovnou rychlost & (). Vzhledem k rychlostem a velikosti bakterie miizeme proudéni
vzduchu okolo povazovat za lamindrni. Odporovou silu pisobici na bakterii spoci-
tdme ze Stokesova vztahu

F = —6mnrz,

44V ¢razné jednodussi je nejprve spoéitat hvézdu a poté ji pievést na trojihelnik (to lze bud
podle zndmych prevodnich vztahi nebo vlastnim vypoctem).
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kde 7 je dynamické viskozita a r je charakteristicky rozmér bakterie. Po dosazeni
do pohybové rovnice F' = mi dostaneme linedrni homogenni diferencidlni rovnici

druhého radu p
it~y =0,

kterou resime urcéenim charakteristického polynomufE Jeho koreny jsou

A =0
Ao = —k,
kde p
k= TE?]’I“.
m

Reseni rovnice potom hleddme ve tvaru
x = Cre™’ + 2™ = 01 + Coe ™.

V case t = 0 je celkova urazena draha nulova, tedy

Ci+Cy=0.
Rychlost v Case t ziskdme derivaci

T = —C’gkefkt ,

coz v kombinaci s druhou poéate¢ni podminkou & (0) = vo vede na rovnici

vo = —Csk.

Jednoduchou algebrou vyjadiime jednotlivé konstanty

Yo
k?
02:—%0.

Ci =

Dosazenim ziskdme parametrickou rovnici pohybu
_ Yo —kt
z(t) = "’ (1 —e ) .

Z rovnice je vidét, ze bakterie ve skutecnosti nikdy nezastavi, ale bude se limitné
blizit do bodu v
. 0

o= i 2 (0= 3

ktery tak predstavuje maximalni vzdalenost, kterou mize bakterie urazit, nez se

zastavi.

45 Muzeme pouzit i separaci proménnych, ale uziti charakteristického polynomu je v tomto
pripadé jednodussi.
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Déle bychom mohli uvazovat pohyb bakterie ve svislé ose. Diky tomu, ze od-
porové sila je v rychlosti linedrni, mizeme oba pohyby pocitat zvlast a vysledek
ziskdme souc¢tem jednotlivych pohybu.

Oznac¢me svislou souradnici bakterie y (t). Tihova sila potom bude F, = —myg,
pro odporovou silu plati FF = —mky. V tlohach jako je tato téleso typicky velmi
rychle dosdhne terminélni rychlostit= kterou mizeme z podminky nulové vyslednice
sil urcit jako g

Yterm = _E I}
Dale uz bakterie zrychlovat nebude. Nic ndm vsSak nebrani tento odhad ovérit
vypoc¢tem. Dosazenim do pohybové rovnice dostavame nehomogenni diferencidlni
rovnici

kterou opét fesime pomoci charakteristického polynomu. Jak uz asi tusite, ziskdme
tim reseni homogenni rovnice, které je stejné jako u rovnice vodorovného pohybu.

K tomb]eété musime pricist partikuldrni feseni, které v tomto pripadé najdeme
snadnot™ bude to linedrni funkce t. Reseni hledame ve tvaru

Yy = C1 + Cgeikt + Cst.

Opét vyjdeme z pocateénich podminek, y (0) a ¢ (0) = 0, tedy C1 + C2 = 0. Pro
derivaci y podle casu plati

g = —Coke ¥ + Cs,

coz vede na vztah —C2k 4+ C3 = 0. Posledni podminku ziskdme spocitanim druhé
derivace y a dosazenim do puvodni diferencidlni rovnice

0=g+ky+g=Cok’e ™ — Coke™ +C5 +g,

ze které vyplyva Cak (k—1) + Cs + g = 0. Nyn{ uz trosku pracnéjsi, ale stile
jednoduchou algebrou vyjadiime

g

Cl:ﬁ
g
CQZ*E
Ca=-.

Konecné tak mizeme napsat parametrickou rovnici pro pohyb ve svislém sméru

y(t):%(l—e_kt) —%t.

46 Teoreticky nebude terminéalni rychlosti dosazeno nikdy, nicméné to muZeme povazovat za
dobrou aproximaci.
47 Jedn4 se o rovnici se specialni pravou stranou.
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Vidime, ze nés odhad byl spravny. Rychlost se velmi brzy pfiblizi hodnoté ¥erm,
protoze hodnota k je vysoka (jak ukdZeme nize) a ¢len e~ tedy velmi rychle kon-
verguje k nule. Bakterie predtim sice urazi jistou vzdalenost, ta je vSak vzhledem
k velikosti k2 téméf zanedbatelna.

Nyni uz nezbyva nez dosadit ¢iselné hodnoty. Dynamicka viskozita vzduchu
je pii normélnich podminkéch p¥iblizné n = 1,8 - 107° Pa - s. Bakterie jsou co do
velikosti velmi rozmanité, ale mtizeme odhadnout 7 = 1 gm = 1-10~% m. Hmotnost
typické bakterie odhadneme jako m = 4pg = 4 - 10~ *® kg. Dosazenim &iselnych
hodnot zjistime, 7e k = 8,5 - 10*s~ 1.

Pro vodorovnou vzdéalenost, kterou bakterie urazi, dostdvame xmax = 1,6~1O_4 m.
To skutecné neni daleko. Na druhou stranu, velikost termindalni rychlosti ve svislém
sméru bude Yrerm = —1,2- 10™* m-s~!. Bakterie tedy po vystfelu nedolet{ témér ni-
kam, ale také prakticky nebude padat na zem. Miuze se tak pohybovat diky vétru,
¢imz dokéze urazit daleko vétsi vzdalenosti.

Ve skutecnosti to vSak neni tak jednoduché, protoze bakterie se typicky si-
¥ v malych kapi¢kdch s polomérem fadové 7 = 100pum = 1-10"*m. Pokud
predpoklddame, zZe se jednad o koule s hustotou podobnou hustoté vody, pro jejich
hmotnost plati

m' = ém"3g
3 k&>

z ¢ehoz pro neznamou konstantu dostavame

T 2r2o’

K o=

Po dosazeni &iselnych hodnot vychdzi k' = 8 s, coz vede na vzdélenost ' = 1,7 m.
To uz je docela redlny odhad toho, jak daleko bézné kychame. Pro rychlost klesani
pak dostavime ¥iorm = —1,2m-s .

Shrneme-li vysledky predchozich vypoctu, dojdeme k zavéru, ze jednotlivé bak-
terie ve stojicim vzduchu urazi jen minimalni vzdalenost. Diky tomu se ale dokazi
efektivné sitit vétrem. Oproti tomu vétsi kapicky brzy spadnou na zem, ale pred-
tim se stihnou dostat do vzdalenosti, kterd bezpecné staci k nakazeni vsech lidi
v blizkém okoli.

Uloha IV.P ... Voyager Il a Voyager | %ijil

Mame néjaky satelit, ktery chceme vypustit ven ze Slunecni soustavy. Vypoustime
ho z obézné drahy Zemé tak, Ze po néjakych korekcich drahy ziska rychlost, ktera je
vyssi nez tinikova rychlost ze Slunecni soustavy. Jaka je pravdépodobnost, Ze dojde
ke kolizi sondy s né€jakym kosmickym materidlem s primérem veétsim nez d = 1m
pred opusténim Slunec¢ni soustavy?

Ludstvo z@svoju existenciu vypustilo do vesmiru priblizne stovku medziplanetar-
nych sond®™ z pomedzi ktorych pat (Voyager 1 a 2, Pioneer 10 a 11 a New Horizons)
opusta Slnecntu ststavu. Najvzdialenejsia z nich je sonda Voyager 1, na zaciatku

48https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_interplanetary_voyages
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roka 2018 vzdialend od Slnka asi 140 AU. V ziadnom pripade (aspoi pokial je ndm
znéme) nebola potvrdend zrdzka s cudzim telesom. Niektoré sondy boli na kolizny
kurz navedené zamerne, no mnoho sond, hlavne na zaciatku kozmickych letov, bo-
lo stratenych. Mohli za to technické problémy, alebo je vesmir plny ,zabijackych*
asteroidov?

Pravdepodobnost zrazky

Pustme sa do riesenia tlohy. Predpokladajme, ze poziciu planét pozname a dokéa-
7eme sa im vyhntt. Dalej nech nasa sonda leti v rovine ekliptiky ako viésina sond.
N&jdime najprv vztah pre pravdepodobnost zrazky nasej sondy s jedinym asteroi-
dom. Pre jednoduchost predpokladajme gulovy tvar asteroidov a sondy s polomer-
mi rq, rs. Zrazka nastane, ak je vzdialenost sondy od asteroidu mensia ako sicet ich
polomerov. V ststave pevne spojenej so sondou opise asteroid obklopeny ,,ochran-
nou zénou“ a pohybujici sa rychlostou v’ za éas At objem V, = nt (r, + rs)2 v’ At.
Ak sa bude asteroid nachddzat v ndhodnom mieste objemu V (teda jeho polohu
nepozndme, len vieme, ze tam niekde je), dostdvame pre pravdepodobnost zrazky

Vo w(ra+rs)v'At
pp=—-=——"
Vv Vv
Opét pre jednoduchost predpokladajme, ze asteroidy obiehaji okolo Slnka po kru-

hovych trajektéridch a nasa sonda sa vzdaluje zo Slnec¢nej stistavy po priamke
prechadzajtcej cez Slnko s prave tnikovou rychlostou v rovine ekliptiky. Potom

7 (re + rs)2 VuZ +v2At

Po =

\%
Pre kruhovi a tnikovi rychlost plati v = %, 02 = 2C}"%M, dalej vs = %, teda
2 3
n(ra+7s)" /AR
ol ) = LTI TVAR,

Viac zrazok

Pre celkovi pravdepodobnost P, Ze nasu sondu nieco zasiahne, mame
¢o po zlogaritmovani a pouzitia odhadu In(1 + z) = x pre |z| < 1 d4

PIZM’

ak predpokladdme, ze vSetky pravdepodobnosti si malé (teda hlavne vyslednd).
Index i prebieha vsetky telesd, ktoré nas zaujimaju. Prispevok telies vo vzdiale-
nostiach R az R+ AR s polomermi r, az r, + Ar, do celkovej pravdepodobnosti
je

3 (ra +7s)° ON(R,74)

_ 2 3
p(R,7e) = (ra +75) > VR B Are AR,
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kde %Ara je pocet takychto telies v objeme V(R). Tento objem mozeme

odhadntit ako toroid s obdiznikovym prierezom, ktory méa polomer R, hritbku AR
a vysku 2Rsin ¢, kde ¢ je odhad istej strednej inklindcie drdh asteroidov. Preto

V(R) = 4nR*ARsini,

_ [3(ratrs)® ON(R,1a)
p(Rra) = \/; 4R?sin Ora AT,

Celkovi pravdepodobnost dostaneme sié¢tom/integralom cez vSetky pripustné R,
Tq.

Distribtcia velkosti asteroidov

Zostéva teda uréit funkciu N (R, rq). Uréme najprv P(R), pravdepodobnost zdsahu
asteroidom Tubovolnej velkosti v intervale vzdialenosti od Slnka R, R + AR. Pre
zavislost poctu asteroidov od ich velkosti priblizne plati vztah

N(rq >r) = Ar®,

kde koeficient —2 > B > —3 v zavislosti na skupine a velkosti objektova Prav-
depodobne najvacsi vplyv na parameter B maju vlastnosti materialu, z ktorého
st asteroidy zlozené. Koeficient A uré¢ime pomocou polomeru desiateho najvacsie-
ho asteroidu r19 v danej oblasti, ¢o je dohladatelny tdaj a zaroven uz ma isti
Statistickdl vyznamnost

10

10:147'1'% = AZ*B’

T10

r \B
N(re >r) =10 (—) .
T10
Pre pocet asteroidov s polomermi r, az r, + dr, dostdvame diferencovanim

B
8N(R7 Ta)dT'a = 10B <T7‘7’) % .
Ora T10 Ta

Preto vieme P(R) uréit ako integral

(ra +7s) aN(R, Ta)dr
2 4R2?sin Ora @

kde 7o = 0,5m je polomer najmensich asteroidov, ktoré nas zaujimaju,

1 2+b
(ra + rs) 3 Bri
P = - drg ,
(R) /TO r3tt 2V 2 R?sini "

49https://commons . wikimedia. org/wiki/File:Asteroids_by_size_and_number.svg, Dbrbit.psi.
adu/~tricaric/pdf/skads.pdf alebo heslo meteoroid na en.wiki
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T1 b 2
3 BTIO T10 (Ta + 7”5) dr
2 R? blnz rato @

kde sme na niektorych miestach nahradili B = —2-b,0 < b < 1. Oznacme integral

ako —a, po jeho vypocitani a dosaden{ medz{ (r1 = 10_%7"10) s prihliadnutim
na rs =~ ro < rio dostdvame

24+B _ 2+B
a=— (1 _"T0 —TB(72 rorT +lr2> b
2T B o \Tgrorst BT 10 -

Pre dana oblast a velkost sondy je a len bezrozmerna konstanta. Konecne pre
pravdepodobnost, Ze v oblasti, ktorej desiaty najvacsi objekt mé polomer 710, d6jde

k zrazke, dostavame
5 /3 i
P =-B\l 55—
(R) 2 \/;32 sini

Celkova pravdepodobnost ur¢ime stuctom diel¢ich pravdepodobnosti pre vsetky
oblasti.

Medziplanetdrna hmota

S rasticou vzdialenostou od Slnka musi nasa sonda postupne prekonat:

¢ asteroidy skupin Apollo a Amor v priestore medzi drdhami Zeme a Marsu,

o krizice Marsu,

e hlavny pas asteroidov,

e skupinu Tréjanov, ktori sa nachddzaju v okoli libra¢nych bodov L4, L5 Ju-

pitera, teda priblizne 60 ° pred a za nim na jeho orbite,
e skupinu Centaurov, ktori sa nachadzaji medzi drdhami jovidlnych planét
a maju vyrazne excentrické orbity,

o Kuiperov pas za drahou Neptuna, v ktorom sa nachadza aj Pluto,

e objekty rozptyleného disku,

e Oortov oblak komét.

Prvé dve menované skupiny vsak obsahuji len maélo objektovE v porovnani
S hlavné pasom. Pre hlavny pas odhadneme Rmin = 2,2km, Rmax = 3,2km,
1 = 10 °& Pre nas vypocet odhadnime R = 2,5 AU. Desiaty najvacsi objekt v hlav-
nom pase je 15 Eunomia s polomerom ri9 = 134 km.

Skupine Tréjanov sa vacsina sond vyhyba, kedze vyuziva prelet okolo Jupitera
na zvysenie rychlosti. Vystavuje sa tym ale riziku zrazky s Jupiterovymi satelitmi.

Pre Centaurov r10 = 80km®24 4 = 15°, R = 5,5...30AU = 10AU B4 pricom
pri poslednom odhade berieme do tivahy, ze hladame priemer obratenych Stvorcov,
ktory je vzdy mensi ako aritmeticky.

506brazok na http://faculty.washington.edu/trq/hpcc/stawvarz/orbres.html

5lhttps://en.wikipedia.org/wiki/Asteroid_family#/media/File:AsteroidIncAu.png

52http://www. johnstonsarchive.net/astro/tnodiam.html

53https://en. wikipedia.org/wiki/Centaur_(minor_planet)#/media/File:TheKuiperBelt_42AU_
Centaurs.svg
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Pre objekty za drdhou Neptina r19 = 420 kmig 1=20° R=45 AU?E

O tom, ako vyzerd Slnecna sustava vo vzdialenostiach vacsich ako 100 AU, vela
nevieme, preto nas vypocet ukoncime prave tu. Dokonca sa Spekuluje o existencii
deviatej planéty®= Vo vzdialenostiach vécsich ako niekolko tisic AU sa predpokla-
dé existencia Oortovho oblaku komét s miliardami objektov s priemerom vacSim
ako 20 km*

Finalny vypocet

Tab. 1: Zavislost parametra « na B, 719

0o Bp__91 B=-25 B=-29
km

80 60 4000 400000
134 60 5000 600000
420 70 9000 1600000

Najprv sa blizsie pozrime na hodnoty, ktoré nadobiida «. Pre ro = 0,5 m, rs =
= 1,5m a rézne hodnoty B dostavame pre jednotlivé pasma hodnoty v tabulke [If.
Vidime, ze a sa v zavislosti od parametrov nachadza v intervale 50 az 2000000,
pricom dominantny vplyv mé parameter B. Pdjde teda o extrémne hruby odhad.
Vdaka tomu st aj nase povodné zanedbania modelu opravnené. Pre zaujimavost
su v tabulke P uvedené hodnoty a pre rézne hodnoty ro pre r1op = 100 km. Mo6zeme
si vS§imnut, ze zatial ¢o v pripade rs < 70 je koeficient pomerne maly, pre ro < rs
nadobuda obrovské hodnoty. Sonda totiz ,vymeta“ priestor vyplneny obrovskym
mnozstvom malych telies.

Tab. 2: Zavislost parametra o na B, 19

ro B=-21 B =-25 B=-29
1km 7 19 70
100 m 11 60 600
10 m 17 200 5000
1m 30 1500 110000
1dm 600 110000 20000 000
lcm 60000 30000 000 1600000 000

1mm 7000000 9000000000 12000000000000

54https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_trans-Neptunian_objects

55 https://en.wikipedia.org/wiki/Trans-Neptunian_object#/media/File:TheTransneptunians_|
73AU.svg

5Shttp://wuw.findplanetnine.com/

5Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Oort_cloud
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Ciastkovii pravdepodobnost mézeme odhadnit ako

2

T10
2
Pre parameter % dostévame postupne 1,3 - 1072 pre hlavny pés, 3 - 107 pre
Centurov a 4 - 10~ % pre transneptunické objekty. Teda hlavny péas je dominantny
zdroj rizika.
Pre celkovt pravdepodobnost zrazky s telesom vacsim ako 1m dostédvame

P=4-10"%az4.107°.

Mozme vidiet, zZe inzinieri sa nemusia nicoho obéavat, pokial ide o zasah sondy
objektom vic¢sim ako meter pri volnom prelete Slnecnou ststavou. Aby sa riziko
pohybovalo na trovni percent, musi mat koeficient o hodnotu v rdde milidrd. To
ale nastava len pre milimetrové telesd v pripade nepriaznivejsieho koeficienta B.

Inou otazkou su ale blizke prelety popri objektoch, ktoré maju prstence, ked-
ze v nich je koncetracia hmoty vyssia. Touto otdzkou sa zaoberali vedci v pripade
findlnej ¢asti misie Cassini, ktord prelietavala medzerou v prstencoch Saturna a kl-
ucova bola u sondy New Horizons pri prelete okolo Pluta, o ktorom sa dovtedy
nevedelo, ze prstence nema. V dnesnej dobe sa rovnako problematickym stava
odletiet pre¢ od Zeme, ktori sme si obklopili mnozstvom satelitov, ale i odpadu.

Uloha V.1 ... schodiété na Mésici

Pokud bychom jednou kolonizovali Mésic, bylo by vhodné na ném pouzivat schody?
Predstavte si na Mésici klesajici schodisté s vyskou schodu h = 15 cm a délkou d =
= 25cm. Odhadnéte pocet schodii N, které by preletél clovek, jestlize by pred
vstupem na schody el rychlost{ v = 5,4km-h™* = 1,5m-s~*. Tthové zrychleni na
povrchu Mésice je Sestkrat slabsi nez na povrchu Zemé.

Na Mesiaci pbésobi gravitacné zrychlenie

g
=g,
kde g je pozemské tiazové zrychlenie. Umiestnime pociatok siradnicovej sistavy na
hranu najvyssieho schodu (koniec rovnej plochy). Nech os x je vodorovnd v smere
od roviny cez schodisko a os y je zvisld v smere zhora nadol. Potom pre letiaceho

pozemstana plati

Tp = vt,
o at?
Yp = 5
pre vrcholy schodov
s = Nd,
ys = Nh.
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V okamihu dopadu plati

Nd=zs =z, =vt,
2

at
Nh = Ys = = —,
Y Yp 2
7 ¢oho dostavame
. 2hv?
T ad?
a po dosadeni
N— 12hv?
gd?

Po vycisleni dostdvame N = 6,6, teda ¢lovek pretne priamku spéjajticu vrcholy
schodov niekde medzi N = 6 a N = 7. Cize po preleteni iestich schodov dopadne
na siedmy. Pre Zem by sme dostali, ze preletime jeden schod, o je v stlade s reali-
tou. Prvy schod totiz zvykneme bud preskocit, alebo pred schodiskom pribrzdime.
Problematicky je totiz prave prechod z pohybu vo vodorovnom smere do pohybu
v $ikmom smere, nie pohyb sikmo. Na Mesiaci by teda nemusel byt problém po-
uzivat dlhsie schodisko, ak by pred nim pouzivatelia pribrzdili. Kratke schodisko
sa nevyplati, pri skoku z vysky jedného poschodia nadobudneme rovnaku rychlost
ako zo Sestkrat mensej vysky na Zemi, teda asi z pol metra. A to sa ndm urcite
ni¢ nestane.

Uloha V.2 ... paprsky smrti na skle

Na sklenénou desku s absolutnim indexem lomun = 1,5
dopada svételny paprsek. Stanovte jeho tihel dopadu ai,
jestlize paprsek odrazeny od rozhrani svira s lomenym
paprskem tihel 60 °. Deska je uloZena ve vzduchu.

Index lomu vzduchu je ng = 1, uhol lomu oznac¢ime «s. Zo Snellovho zédkona vieme,
ze plati
nosina; = nsinas .

Zo zidkona odrazu a z geometrie situacie vidime, ze
o o
a1 +oa2+60" =180 " .

Teda
a1+a2:1200.

7 tejto rovnosti vyjadrime a2 a dosadime do Snellovho zdkona
n n
sinay = —sinas = —sin (120° — o) .«
no no

Pouzijeme stctovy vzorec pre sinus rozdielu dvoch uhlov @1 a @2

sin (¢1 — p2) = sin @1 cos p2 — COS 1 Sin Yo .
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Dostévame n
. . o o .
sina; = — (sin 120 ° cos a1 — cos 120 ° sin a1 ) .
no

Upravami vyjadrime uhol a;

sin ag (1 + nﬁ cos 120°> = nﬁ sin 120 ° cos a1 ,
0 0

2 sin120°
ng

t =
BT TH Ecos120°
Po dosadeni ¢iselnych hodnot
tg o] = 3\/5 .
Teda
(o5 = 79 ° .

Uhol dopadu licéa je 79°.

Uloha V.3 ... klin

Maéme dva kliny o hmotnostech m1, ms a tihel « (viz ob-
rdzek). Vypocitejte zrychleni levého klinu. Predpokladejte,

7 v
7e nikde nedochdzi ke tieni. '

Bonus Uvazujte treni s koeficientem f.

Levy klin se muze pohybovat pouze ve svislém sméru a pravy klin po podloZce ve
vodorovném sméru. Ozna¢me zrychleni levého klinu a; a zrychleni pravého klinu
az. Na levy klin ptisobi ve svislém sméru tihova sila mig a v opa¢ném sméru slozka
F,, sin « reakeni sily F;,, kterd ptsobi mezi nasimi kliny a je kolma k jejich stycné
plose. Celkové tak z druhého Newtonova zdkona dostavame

mig — Fpsina = miax . (18)

Na pravy klin ptisobi ve vodorovném sméru slozka Fj, cos « reakéni sily, a proto
plati
F, cosa = maaz . (19)

Dale vyuzijeme vazbu mezi kliny. Pfedstavme si, ze se levy klin posune svisle dola
o vzdalenost s1. Protoze na sebe i nadéle kliny musi priléhat, posune se pravy
klin doprava o vzdalenost s = s; tg . Dvojitym zderivovanim podle casu ziskdme
a2 = a1 tg a. Kdyz tento vztah dosadime do rovnice ([l), dostaneme

F, cosa = maar tg . (20)

Nyni mame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Rovnici (@) vynasobime
vyrazem tga a seéteme ji s rovnici ([L§). Tak se zbavime ¢lenu s nezndmou silou
F.T,
2
mi1g = miai + meoai tg” .
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Odtud uz snadno vyjadiime

1

al :g71+%tg2a.

Jestlize se tedy levy klin bude pohybovat smérem doli bez tfeni, jeho vysledné
zrychleni bude a;.

Bonus

Kromé sil zminénych vyse pusobi na kliny jesté tteci sily s koeficientem treni f.
V pripadé levého klinu se budeme opét zajimat o velikost svislé komponenty vy-
sledné sily. Pfipomenme, ze na levy klin ptsobi ve svislém sméru tihova sila mig
smérem dolt a sila F}, sin @ smérem nahoru. Levy klin pusobi na pravy klin silou
F,,, ktera je kolma na jejich sty¢nou plochu. Tteni s pravym klinem zptisobi tre-
ci silu fF,, kterd mifi ve sméru styéné plochy vzhuru a mé svislou komponentu
fF, cosa. Celkova sila, kterou pusobi levy klin na svislou sténu, je souctem si-
ly F), cosa a vodorovné komponenty tieci sily — fF), sin . Tteci silu mezi levym
klinem a svislou sténou pak spoéitdme jako f (F, cosa — fF, sina). Celkové tak
z druhého Newtonova zdkona dostavame

mig — Fpsina — fF,cosa — f (Fpcosa — fFysina) = mias .

Na pravy klin ptsobi normélova sila F,, a treci sila fF,. Jejich vodorovné kom-
ponenty jsou Fpcosa a —fF,sina. Déle potfebujeme zjistit velikost vysledné
normélové sily pusobici na podlozku, abychom z ni uréili tfeci silu mezi podlozkou
a pravym klinem. Tato normalova sila se skldda ze svislé slozky Fj, sin« sily Fi,
ze svislé slozky fFy, cos a treci sily mezi obéma kliny a z tthové sily mag. Treci sila
od vodorovné stény je pak f (Fy,sina+ fF, cosa+ mag). Z druhého Newtonova
zakona pro pohyb pravého klinu v horizontdlnim sméru plati

Focosa— fFysina — f (Fpsina+ fF, cosa + mag) = maai tga,

kde jsme jiz dosadili za a2 z rovnosti a2 = a1 tg o, protoze pohyb klint je na sebe
navazany stejné jako v pripadé bez tieni. Vzniklou soustavu prevedeme vhodnymi
algebraickymi dpravami do tvaru

mig — Fp (sina +2fcosa — f2 sina) =miai,
—fmog+ F, (cosa —2fsina — f2 cosa) = meoai tga.
Obé rovnice vhodné prendsobime a seCteme
mig (cosa —2fsina — f? cosa) — fmag (sina +2fcosa— f? sina) ,
= a1 (m1 (cosa —2fsina — f? cosa) + matga (sina +2fcosa— f2 sina)) .
Dalsimi algebraickymi ipravami najdeme feseni
1—f2—2ftga— Z—f (2f+ (l—fz)tga)
I 2 fgat igaRf + (1- )tga)

Vsimnéme si, ze dosazenim f = 0 dostaneme stejny vzorec jako v zakladni tloze.

ai
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Uloha V.4 ... tepelné ztraty

Na jaké teploté se ustali vnitrni prostredi bytu v panelovém domé? Uvazujte, Ze
nas byt sousedi delsimi sténami, stropem a podlahou s dalsimi byty, ve kterych je
udrzovana teplota 22 °C. Kratsimi sténami sousedi s okolim, kde je teplota —5 °C.
Vnitini rozméry bytu jsou: vyska h = 2,5m, sitka a = 6m a délka b = 10m.
Soucinitel] mérné teplotni vodivosti stén je A\ = 0,75 W-K~1.-m™!. Vnéjsi stény a
stropy jsou tlusté Doys = 20cm a vnitini Di, = 10 cm.

Jak se zméni vysledek, pokud budovu zvenku zateplime polystyrenem o tloustce
d = 5cm s mérnou tepelnou vodivosti A’ = 0,04 W-K~t-m~1?

Uloha je zamerané na vedenie tepla. Zékladnd rovnica, ktord vyuzijeme, je
— T
d

kde A je koeficient tepelnej vodivosti, S je plocha steny, Th — T je rozdiel teplot a
t je doba tepelnej vymeny. Konstrukcia je na obriazku @

Q= ATz t, (21)

l Q |

Qo Qo

| o |

Obr. 19: Pohlad na byt zhora.

Oznaéme Qo teplo prenesené do bytu cez vonkajsiu stenu. Dalej Q1 st tepelné
prenosy cez steny spolo¢nymi so susednymi bytmi a Q2 si tepelné prenosy cez
podlahu a strop. Po ustéaleni situacie musi platit, ze za Tubovolny casovy tsek t
bude celkovy prirastok energie bytu nulovy, teda

2Q0 +2Q1 +2Q2 =0,

¢ize po dosazeni z (@) dostavdme

ﬁi—%+um o t+nw jkzm

out in Dout

2Xah

kde Tout je teplota vonku a Ti, je teplota v okolitych bytoch. Odtial si uz moézeme
vyjadrit teplotu, na ktorej sa ustali prostredie vo vnutri bytu
ahDinTout + thoutT‘in + abDinT‘in

= -~ 991.91K = 18.76°C' .
ahDiy + bhDous + abDin 91,9 8,76 °C
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Pre zateplené

Zateplenim vonkajsej steny sa zmeni len hodnota @Qo. Konkrétne sa zmeni hodnota

R, ¢o je tepelny odpor, pre ktory plati R = %. Po6vodna rovnica ma potom tvar
T —T»
=5——=.
@ R

Po zatepleni sa vysledny tepelny odpor rovna sﬁé‘cuE tepelnych odporov polysty-
rénu a steny, teda

Dout d
Cize dostdvame vztah
QahMt + ZAbhut + 2)\abMt =0,
%‘” + N Din Dout

z ktorého si opat moézeme vyjadrit teplotu, na ktorej sa ustéli prostredie vo vnutri
bytu

Nah——tout 4 ph T 4 gp Tin
= 2PowtAd D Dow =994 59K = 21,37°C.
Nahxrpsxa t0hp, +abp

Vidime, ze teplota v byte uz bude velmi podobn4 teplote, na ktort vykuruju susedi
svoje byty.

Uloha V.5 ... ziludna kapka

Méjme kulatou kapku o poloméru ro tvorenou vodou o hustoté oy, ktera shodou
okolnosti padd v mlze v homogennim tihovém poli g. Uvazujme vhodnou mlhu se
specialnimi predpoklady. Tvori ji vzduch o hustoté ¢y,a a vodni kapicky s prii-
mérnou hustotou o, kdyz uvazime, ze se rozptyli zcela rovnomérné. Jestlize kapka
propadne néjakym objemem takové mlhy, vysbird vSechnu vodu, kterd se v tom-
to objemu nachédzi. Na misté ziistane pouze vzduch. Jaka je zavislost hmotnosti
kapky na vzdélenosti urazené v takovéto mlze?

Bonus Reste pohybové rovnice.

Pri feseni bonusu vyjdeme z pohybové rovnice F' = p = i +md. Na kapku ptsobi
jeding sila, a sice tthova®? kterou spocitdme jako ' = mg. Déle mizeme spocitat
casovou derivaci hmotnosti )

m=km3&.

58y praxi sa pri vypoéte tepelného odporu zohladnujt aj odpory pri prestupe tepla na vn-
utornom a vonkajsom povrchu konstrukcie.

59 Zanedbavame vztlakovou silu a odpor vzduchu. Pokud bychom je chtéli uvazovat, stacilo by
pouze zménit nékteré konstanty, ale rovnice jako takové by zustaly stejné. Vztlakovou silu totiz
pfiddme ¢lenem Gmérnym pouze objemu, ten je zase piimo timérny hmotnosti. Clen mg uz je
ale obsazen diky tihové sile. Podle Newtonova zdkona odporu bychom zase museli brat v iivahu
novy ¢len imérny druhé mocniné rychlosti, ten je zase shodny se ¢lenem, ktery ziskdme z casové
derivace hybnosti.

86



Resent teoretickych tloh
Pro pohyb kapky tak plati
mg = mt +mi = k:m%:b2 +mi,
k
Sha + (2mov)® 1o

.2 .
T+ .

g =

0)\»—‘

w\H

Jednoduchymi algebraickymi tpravami a zjednoduéenimE To = % (4ngv) o =
4Qv

= ro dostdvame
g (x4 x0) = 3&” + & (x + o) (22)
Nyn{ vyuZijeme substituci = y? — xo, pro kterou plati
T =2yy,
i =297+ 2jy.
Snadno si mtizete ovéfit, ze dosazeni do rovnice (@) vede na
g = 1447 + 2ijy .
Nyni uz kone¢né vyuzijeme rovnost
dy dydy dydy .dy
W T ady awdy  ay

kterd ndm umozni predchozi diferencidlni rovnici separovat. Resime integral

dy 2ydy
— 14y2 ’

ny=—+ 728ydy

1 2
T2 g — 144 .
14 g — 1477 ol — 1457+ C

Dosazenim z predchozich vztaht ukdzeme, ze

1
.2 .
9- Uy = (1E-g),
tedy Ze podminka g > 147 je ekvivalentni s podminkou 74 > g. Jelikoz na po&atku
plati & = g, podminka je (alespori na za¢atku) zfejmé splnéna. Pozdéji véak budeme
muset ovérit, zda plati po celou dobu.

7 pocatecnich podminek si vyjadiime integra¢ni konstantu

1
C= ﬁln (gmg) ,

60Ze vzorce (?7) vyplyva, ze pokud oto¢ime smér ¢asu, kapka se postupné dostane do jednoho
konkrétniho bodu, ve kterém je jeji polomér nulovy. Mazeme si pov§imnout, ze hodnota ¢ ma
vyznam vzdalenosti tohoto bodu od polohy kapky s polomérem rq.
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tedy po zpétném dosazeni do vysledku integralu mame
In y14 =—1In (g - 1492) +In (gxg) ,

2 PN S
T = 79((1‘+x0)—$8(1‘+$0) 6)2,

= % (1+6.7)8 (m+mo)_7) .

Druhou casovou derivaci jsme ziskali &, pomoci ¢ehoz jsme si dosazenim do (@)
ovérili, ze jsme postupovali spravné. Navic ziejmé plati 7 > g, takze podminka
z predchozi ¢asti feseni bude splnéna vzdy.

Dalsi postup je jasny, predchozi rovnice pro & je separovatelnd diferencidlni
rovnice, kterou staci pouze zintegrovat

7 en-1
tz\/;/((x—l—xo)—xg(x—i—xo) ) dz .

Bohuzel, tato lahudka jen pro ty nejvétsi integralni gurméany nema4 analytické fese-

ni. Lze ho vyjadrit pomoci hypergeometrické funkce, ale to je jen nekonecna suma,

kterou stejné musime spocitat numericky. Nicméné si muzeme povSimnout, ze pro

dostatetné velké z jde vyraz xf, (x 4+ o)~ " velmi rychle k nule, tedy zrychleni se
g

shora bliz{ hodnoté £. Zvolme né&jaky dostatecné velky cas to, potom miizeme pro

Cas t > to pohyb kapky aproximovat rovhomérné zrychlenym pohybem

. g

z(l)~ =,

()~ 7
. t .
i (t) ~ 97—1—2:(160) :
gt® .

z(t) ~ 7y + & (to) t + x (to) ,
kde x(to) a @(to) jsou drdha a rychlost kapky v ¢ase to. Jejich hodnoty musime
samoziejmé uréit numericky, ale vSechny dals{ z(¢) uz pak z predchozich rovnic
snadno spocitame analyticky. Jedna se sice pouze o aproximaci, ale pro dostatecné
velké to mtzeme dosdhnout libovolné presnosti. Navic, vzhledem k tomu, jak vy-

soké mocniny se v puvodnich rovnicich vyskytuji, dostavame i pro relativné malé
hodnoty to velmi presné vysledky.

Uloha V.P ... plovouci rtut

Vymyslete co nejvice fyzikalnich ,fighi“, diky kterym by rtut, alespori po omezenou
dobu, plavala na kapalné vodé. Cim trvalejsi feSeni naleznete, tim lépe.

Nejprve uvedeme nékolik zajimavych konstant. Podle publikace Matematické,
fyzikalni a chemické tabulky Statniho nakladatelstvi v Praze (ano, ty starické

tabulky, které vétsina z vds méd doma) je hustota rtuti omg = 13546 kg-m™3,
hustota vody oaq = 998 kg-m ™3, teplota tan{ rtuti ¢, = —38,8°C a teplota va-
ru rtuti ¢, = 356,6 °C, soudinitel teplotni objemové roztaznosti rtuti pri 20°C
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8 = 0,18 - 1073 K™, povrchové napéti rtuti pii 20°C ogg = 491 - 107> N-m™*,
povrchové napéti vody pti 20°C oaq = 73 - 1073 N-m™*.

Zadany problém rozebereme z nékolika dhli pohledu. Snizeni hustoty rtuti
tak, aby plavala na vodé, je nejpiimocarejsi reseni, které napadne snad kazdého.
To ovSem nen{ nijak jednoduché. Mohli bychom rtut dat do (vhodné velké, piesné
parametry nechdme na ¢tendii) nddoby se vzduchem a ten potom vsechen odsét,
aby vznikl podtlak. Rtut by pak izotermicky vyplnila nddobu a tim padem by ji
klesla hustota. Po navratu do prostiedi s béznym tlakem by se ale hustota vel-
mi rychle vratila zpét na béznou hodnotu, ani bychom ji na vodu nestihli nalit.
Ekvivalent se stlacenim vody by nefungoval ze stejného divodu, pokud by néco
takového bylo viibec mozné. Stejné tak se muzeme pokusit izobaricky zménit hus-
totu tim, ze ji ohfejeme. Mize se ndm povést ji privést na pozadovanou hustotu
diive, nez zacne varit a vypari se? Tentokrit precizné ovérime, ze se ndm to povést
nemiize, v ostatnich ukdzkéach takto precizni nebudeme a pouze nastinime postup.

Soucinitel teplotni objemové roztaznosti se pti malych zménach teploty chova
skoro konstantné. Uvazujme tedy, ze se neméni. Zhruba odhadneme potfebnou
teplotu zdola. Aby rtuf méla mensi hustotu nez voda, potfebujeme jeji objem
pti dané hmotnosti zvétsit vice nez tfindctkrat. Je-li 0t rozdil teplot, potom se
podatedni objem Vo zméni na Vi = Vp(1 + Bdt). Aby se takto objem rtuti zvétsil
vice nez tfindctkrdt, musi uréité platit 86t > 12, tedy ot > 12/8 > 66 000K, coz
je vysoko nad teplotou varu rtuti, i kdyby poc¢ateéni teplota soustavy byla 0°C.

Clovéka také napadne rtut nebo vodu s né¢im smichat (napi. vodu osolit a tim
ji zvysit hustotu), ale to bohuzel nespliiuje parametry zadani (pak uz to nenf voda,
ale néjakd smés).

Piimocarym fesenim je rtut hodné ochladit. Ona pak kolem sebe vytvori led,
na kterém chvili poplave. Na podobném principu funguje feSeni rtut rozzhavit.
Diky vodnim param, které se okolo zacnou tvorit, se chvili udrzi na hladiné. Je
diskutabilni, zda toto reseni splnuje zadéni. Podle nas spise nesplnuje, ale néjaké
body jsme presto davali, protoze tento zptusob napadl mnoho z vés.

Dalsi hodné piimocaré Teseni je rtuf zmrazit tfeba ve tvaru lodicky. Rtut pak
bude plavat, dokud neroztaje. Abychom dodrzeli zadani (vizte pfedchozi odstave-
¢ek), musime vodu pod lodickou ohfivat, coz trvanlivost lodicky znacné snizuje.

Jiné feseni je soustavu dat do sklenéné nddoby ve tvaru tzkého vilce, piimo
kapilary, ktery bude tak tenky, ze rtut se diky svému odstavani od stén nadoby
prosté nestlaci natolik, aby se potopila (tzn. aby kolem nf pronikla voda, ktera sice
vzling, ale ani to j{ nepomuze). Zaroven ale nddoba musi byt tak Sirokd, abychom
rtut jesté dostali dovnitt. Diky vazbadm mezi atomy vody (vzlinavd vrstva musi
mit néjakou tloustku a snazi se byt souvisld) tyto dvé hranice nejsou stejné, ale
budeme muset mérit hodné presné.

Dalsi uz ne tak zjevny postup je rtut roztristit na malické kulicky, které se diky
povrchovému napéti vody udrzi na hladiné. Toto feseni muze byt trvalé, pokud
hladina vody vydrzi v klidu a kulicky se k sobé nebudou priblizovat. Kazdé kulicka
kolem sebe totiz vytvori prohluben, které zptsobi, ze pokud se kulicky dostanou
moc blizko k sobé, sebéhnou se, spoji a vytvori tak vétsi kulicku. Prilis velké
kulicky se kviili své hmotnosti na hladiné neudrzi a potopi se. Velikosti kulicek lze
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urc¢it jednoduchym vypoctem, ktery je cvicenim na vzajemné pusobeni sil a ktery
ponechdme laskavému ¢tenari. Hlavni myslenka je ale pomérné jednoducha. Vazby
mezi atomy rtuti jsou silnéjsi nez vazby mezi atomy vody (rtut diky tomu bude
viceméné drzet tvar kulicky) a nanocdstice se zfejmé nepotopi (povrchové napéti
vody je silnéjsi, to vidime tfeba na tom, ze na hladiné mize plavat ocelova jehla).

Dalsi moznosti je rtuti stdle pomdhat, aby se udrzela na hladiné. Tteba ji
mechanicky Soupat po hladiné (napf. do ni z boku foukat) nebo ji shora vysavat.
Nebo zatidit, aby kapalina proudila tak rychle, ze se rtut nem4 sanci potopit.

Mizeme také pod kapkou rtuti vytvorit trysku, kterd bude nahoru stéle posilat
proud vody a kapka, pokud z néj nesklouzne a bude dost mald, aby se nerozpadla,
se na ném udrzi. Tady FeSime ten problém, ze kapicka je jednak kiehka, jednak
je tato konfigurace hodné nestabilni a stac¢i maly podnét, aby objekt z fontanky
sklouzl. Césteénym FeSenim mize byt zmrazeni kapicky. Bude-li proud vody dost
silny, nebude se ani tvorit led (kvuli spousté kinetické energie). Také mizeme
kapicku na misté néjak pridrzovat.

Relativni magnetickd permeabilita rtuti je za normélnich podminek nizsi nez
u vody (rtut méa néco jako 1 —31-107%, voda 1 —9-107%), takze ji magnetické pole
odpuzuje vice nez vodu. Proto muzeme udrzovat kapicku rtuti na hladiné pomoci
magnetu umisténého pod nadobou. Rozdil relativnich magnetickych permeabilit
je ale malicky, takze by se muselo jednat o hodné silny magnet, aby to fungovalo.

Rtut podchlazend na teplotu blizkou teploté absolutni nuly je supravodivi,
takze s tim lze také pracovat. Tato metoda ma ale extrémni az nesplnitelné niroky
na dodévani/odebirdni{ tepla, ma-li voda zustat kapalna.

Pti feSeni této tlohy se objevilo jesté mnohem vice napadu, nékteré dokonce
vypadaly proveditelné. Abychom to uzavreli, figl je spousta, ale vétsinou se jedné
0 vyménu mezi mnozstvim a energetickou narocnosti. Které feseni je nejlepsi, to
nechdme na néazoru kazdého z vés.

Uloha VI.1 ... asi se urazila

Mame dva hmotné body o stejnych hmotnostech m ve vzdalenosti d od sebe volné
v prostoru bez zadnych vnéjsich gravitacnich sil. Jakou minimalni rychlost ve smeéru
spojnice obou bodii musime udélit jednomu hmotnému bodu, aby se od sebe stile
vzdalovaly?

Ulohu nelze resit tak, Ze zafixujeme jeden bod a druhému udélime tnikovou rychlost
z gravitacniho pole prvniho bodu. Problém je v tom, ze ,zafixovany“ hmotny bod
se zaCne pohybovat smérem za vzdalujicim se, s ¢imz ale vzorec pro unikovou
rychlost nepocita.

Potencialni energie jednoho hmotného bodu v poli druhého bodu jeE

_ Gm?

EP: d ’

81 Nulovou hladinu potencidlni energie volime v nekoneénu.
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coz je tedy pocatecni energie soustavy. Pokud bychom nyni kazdému bodu udélili
rychlost u smérem od druhého bodu, kazdy z nich by ziskal kinetickou energii Fx =
1

= §mu2. Pro celkovou energii systému by potom platilo

2
2

=By +28 = -9 L n?

d

Pokud bychom zvolili jednu urc¢itou hodnotu u, body by se zacaly postupné vzda-
lovat az do nekonecna, ¢ili jejich vzajemna potencialni energie by se blizila k nule.
Zaroven by jejich rychlost, a tedy i jejich kinetickd energie, klesala k nule. Diky
pohybu do nekonecna je splnén pozadavek na neustalé vzdalovani se, diky poklesu
rychlosti az k nule je zaroven splnén pozadavek minimalni udélené rychlosti.

Celkova energie se musi zachovavat. Jestlize maji body v nekone¢nu dohroma-
dy nulovou energii, musely ji mit i na poc¢atku, tedy po urychleni na rychlost wu.
Dostavame tak

E=0,

Nyni si jen stac¢i uvédomit, ze udélit kazdému bodu rychlost u je stejné, jako
udélit jednomu bodu rychlost v = 2u. Hledand minimaln{ rychlost, kterou musime
jednomu bodu udélit, aby se od sebe body navzdy vzdalovaly, je

szq/GTm.
Uloha VI.2 ... horky drét

Vypocitejte proud, ktery by mél prochazet kovovym vliknem s primérem d =
= 0,10 mm nachazejicim se ve vakuové barce, aby teplota vlakna méla stalou
hodnotu T' = 2600 K. Predpokladejte, ze povrch vldkna zari jako idedlni Cerné
téleso. Zanedbejte ztraty tepla zptuisobené vedenim tepla. Rezistivita materidlu
vldkna pii dané teploté je o = 2,5- 107 Q-cm.

Népovéda Pouzijte Stefantiv-Boltzmannuv zakon.

Ak sa méa vldkno udrziavat na stilej teplote, je mu potrebné dodévat v kazdom
okamihu vykon rovnako velky ako vykon vldknom vyzarovany. Vyzarovany vy-
kon P,,. je priamo tmerny ploche povrchu vldkna S (uvazujeme valcové vldkno
s dlzkou ) a intenzite vyzarovania My

Pyy, = SMy.

My suvisi so Stefan-Boltzmannovou konstantou o = 5,67 - 1078 Wm 2K *%a tep-
lotou povrchu telesa T podla Stefan-Boltzmannovho zakona

Mo = oT*.
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Vldkno teda vyzaruje vykon
Py, = ndleT* .

Vykon dodany vlaknu pretekajicim pridom I je tmerny odporu vldkna. Ten spo-
¢itame z rezistivity g, plochy priecneho prierezu S, a dlzky vlakna ! ako
lo 4o

R=g =p

Potom je vykon dodany vldknu

alg

2
ndQI .

Pioa =UI = RI? =
Z rovnosti Py, = Pgoa vyjadrime prid I a vyraz upravime

2 3
™ ﬂil,GA.

I =
2 0

Vldknom teda musi prechidzat prud s velkostou 1,6 A. V skuto¢nosti mé na po-
trebny prad vplyv aj vzajomné ozarovanie jednotlivych zavitov vldkna ziarovky,
ktoré tak zvysuje teplotu vldkna v niektorych miestach. Nas vysledok je teda skor
horny odhad.
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Uloha VI.3 ... neanalyticka pruZinka

Predstavme si ty¢ s délkou b = 5cm a hmotnosti m =
= 1kg a pruzinku s klidovou délkou ¢ = 10 cm, s tuhosti
k = 200 N-m ™! a se zanedbatelnou hmotnosti, které jsou 4

na koncich spojeny. Druhé konce tyce a pruzinky jsou

upevnény ve stejné vysce ve vzdalenosti a = 10 cm od sebe. Kolem obou upevnéni
i kolem spoje Ize libovolné rotovat. Oznacme ¢ sklon tyce od horizontadlniho sméru.
Najdéte vsechny hodnoty ¢, pro které je soustava v rovnovazné poloze. Které
z téchto poloh jsou stabilni a které labilni?

Dizku pruzinky uréime z kosinusovej vety ako

d= \/a2 + b2 — 2abcos (n — @) = \/a2 + b2 + 2abcos .
V rovnovaznej polohe musi byt splenend rovnovaha momentov sil v bode uchytenia

tyce. Tiazova sila tyce posobi momentom

b
M, = —mg§ cos @,

kde znamienko — znaci, ze ide o moment spdsobujtci pohyb v smere hodinovych
ruciciek. Pre silu, ktorou posobi pruzinka, mame

F=kAl=k(d—c),

teda pre moment dostavame
M2 = sz sin ¢ 5

kde 9 je uhol medzi tycou a pruzinkou. Velkost sinusu tohto uhla mézeme pomocou
sinusovej vety vyjadrit ako

d d
sind = —sin (t — @) = —siny.
a a
Po dosadeni mame pre moment
M,y = k(dfc)bgsinap.
Pre rovnovahu musi byt vysledny moment sil M rovny nule, teda
0=M=M, + M= fmgécosgoJrk(dfc)b%singo.

2

Po uprave a dosadeni za d mdme rovnost

mg\/a2 + b2 + 2abcos pcos p = 2k (\/a2 + b2 +2abcosgofc> asing,

93



FYKOS, XXXI. ro¢nik

ktora sa nedé riesit analyticky, no napr. pomocou WolframAlpha alebo niektorej
z met6d diskutovanej v seridli dostdvame na intervale 0 az 2w rieSenia

©1 =0,69,
w2 = 2,05,
3 = 2,86,
pa =4,55.

Zostéva rozhodnut, ktoré z rieSeni predstavuju stabilnd, a ktoré labilnt rovno-
vahu. Toto sa da zistit napriklad z hodnoty potencidlnej energie - stabilnej rov-
novahe zodpovedaju lokdlne minim4, labilnej lokdlne maxim4. Inou moznostou je
zistit znamienko vysledného momentu sil po malom vychyleni z rovnovaznej po-
lohy. V pripade stabilnej rovnovahy bude vysledny moment poésobit proti smeru
vychylky. Kedze je vysledny moment spojitd velicina vzhladom na uhol ¢, staci
urcit jej znamienka medzi bodmi rovnovahy:

MO<p<p)<0
M(p1 <p<p2)>0
M (p2 < o <p3) <0,
M (o3 < @ < pa) >0
M(ps <p<2m)<0
Ukézme, ze poloha 1 je labilnd. Ak sa vychylime do nizsich hodnét ¢ (v smere
hodinovych ruéiciek), bude mat vysledny moment zdporné znamienko, bude teda
vychylku zvécsovat. Podobne pri vychylke do vyssich hodn6t bude vysledny mo-

ment s kladnym znamienkom vychylku zvacSovat. Rovnako preskimeme polohy 2,
3, 4. Zistime, ze polohy 1 a 3 st labilné a polohy 2 a 4 s stabilné.

Uloha sa dala riesit aj energetickym pristupom. N&3 systém mé jeden volny
parameter, uhol ¢. Pre celkovi energiu systému mame

E=F.+E,,

kde E. je elastickd energia pruziny a E, je potencidlna energia v tiazovom poli.
Pre energie mame

2

B — k (Al) 7
2

Ey = mgh,

kde Al je prediéenie pruziny a h je vyska taziska tyce nad spojnicou bodov tichytov.
Po dosadeni dostavame

2
E = %k‘ (\/a2+b2+2abcos<p—c) —I—mggsinnp.
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V rovnovahe musi platit

0E

dp
Po zderivovani dostdvame rovnakd podmienku ako v prvom rieseni prostrednic-
tvom momentov. O stabilite sa mézeme presvedc¢it hodnotou druhej derivacie v nu-
lovych bodoch prvej derivacie. Ak je druhd derivicia kladné, jednd sa o lokdlne
minimum energie, teda o stabilni rovnovaznu polohu, a naopak. Najjednoduchsi
sposob je vSak nechat si zavislost energie stistavy na uhle vykreslit, tak ako mozeme
vidiet na obrazku (.

0.

0,4

03 |

02 \\// //\ ]

01 | \ 1

4
rad
/

0 - \ i

\
\

_071 L \\ 4

—0,2 + \ / i

,0’3 I I I I I I

0 1 2 3 4 5 6

Obr. 20: Zavislost celkovej energie systému E na uhle .

Uloha V1.4 ... rozmérova analyza

Matéj si doma vyrobil strelnou zbran a chce zmérit, jakou rychlosti vystreluje
naboje. Bohuzel nema k dispozici jiny mérici pristroj nez pravitko. Nasel ale kostku,
jez je tvorena z poloviny ocelf a poloviny difevem. PoloZi ji na kraj stolu (jehoz vyska
je 100 cm a délka je 200 cm) a horizontédlné do ni vystreli. Kulka se od ocelové strany
dokonale pruzné odrazi presné opacnym smérem a dopadne do vzdalenosti 50 cm
od stolu. Kostka se na stole posune o 5cm. Potom Matéj kostku otoci a streli do
jeji drevéné strany, v niz se kulka zaryje. Nyni naméril posunuti jen 4 cm. Pomozte
mu s vypoctem rychlosti vystrelu. Mozna se vam bude hodit, ze zjistil, ze pohyb
rozjeté kostky po stole se nezastavi, pokud jednu stranu stolu zvedne do vysky
alespon 20 cm.
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Naméfené vzdélenosti si oznacime po radé (tak, jak jsou v zadéni) h, I, d, s1, s2
a Ah. Hmotnost kulky budeme znacit m, hmotnost kostky M a treci koeficient
mezi kostkou a stolem f.

Okamzitou rychlost kostky po odrazu projektilu ozna¢me v; a rychlost v oka-
mziku zaryti do direvéné ¢asti oznacme vs. Potom jeji kineticka energie bude éM 02,
resp. 3 (M + m)v3. Pohyb kostky se nezastavi, dokud vSechnu energii neztrat{ vli-
vem smykového t¥eni. Tihova sila pfitlacujici kostku ke stolu je Mg, resp. (M+m)g,
proto pfi posunu o vzdélenost si, resp. s2, ztrati vlivem tieni energii fMgsi,
resp. f(M + m)gsa. Ze zdkona zachovani energie dostdvame

1
§MU§ =fMgs1 = v =+/2fgs1,
1
§(M+m)v§ = f(M+m)gsz = wv2=+/2fgsz2.

Okamzitou rychlost, kterou bude mit kulka hned po odrazu, ozna¢ime u. Po-
tom Tresime horizontalni vrh s pocaterni rychlosti u. Ze znalosti vysky stolu a ze
vzdalenosti, kam projektil dopadl, dostavame

1
h:§gt2,
d=ut,

_ 9
Y=\ o

kde t je cas dopadu, ktery se ndm z rovnic podarilo eliminovat.

Nyni pouzijeme zdkon zachovani hybnosti. Pro oba ptipady je poc¢atecni hyb-
nost celé soustavy muv. Po odrazu kulky ma kostka hybnost Mwv; a kulka mé
hybnost —mu. P¥i pohlceni kulky ndm zustava hybnost (M + m)vz. Dostavidme
tedy jednu rovnici pro kazdy pripad

mv = Mvi — mu,
mv = (M + m)vs .

Z obou rovnic vyjadiime pomér hmotnosti kostky a kulky, které nasledné eliminu-
jeme

M v+u
E_ U1 ’
M_'U—'U2
Ei V2 ’
v+u_vag
U1 o V2 ’

Nyni uz jen staci vyjadrit ptivodni rychlost projektilu. Vsechny dalsi rychlosti jsme
spocitali vyse, takze za né muzeme rovnou dosadit

2
vy + V12 Y, %82+ V2fgsisa

V1 — VU2 A/S1 — \/S2
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Posledni nezndmou je tfeci koeficient f. Oznacme thel, pfi kterém se kostka
rozjede, jako a. Kostku smérem dolu urychluje slozka gravitacni sily mg sin «, za-
timco ji brzdi treci sila fmg cos a. Obé sily se musi rovnat, tedy pro tfeci koeficient
vychazi

fetga— Ah
BT VAR

Dosazenim do predchoziho vztahu pro rychlost dostavame

d2 2gs1s52Ah
g So gs132
Uv2 + v1v2

2h V12— AR2
T ovi—wvy /S1 — /52 ’

Matéji, mame problém

V predchozich vypoctech jsme vsak nikde nevyuzili skutecnosti, ze odraz ma byt
dokonale pruzny. To znamend, Ze pii odrazu by se neméla ztratit Zadnd energie.
Pokud si vSak zkusime napsat zakon zachovani energie pro odraz kulky

%va = %MU% + %muQ, (23)
zjistime, ze jsme dostali dalsi rovnici, ale zdAdnou novou neznamou. V% hny veli-
¢iny, které v této rovnici vystupuji, uz zndme z predchozich vypoctu=d Muzeme
tedy zkusit dosadit jejich skutecné hodnoty ze zadani a ovérit, zda rovnost plati.
Oops! Rovnost neplati. Co to znamena?

Neznamena to, ze jsme pocitali Spatné. V zadani je vsak prili§ mnoho udaji
potfebnych pro nas vypocet. V podstaté mame vice rovnic nez neznamych. Docha-
zime k zavéru, ze celé zadani je nekonzistentni, protoze ve skutecnosti by nebylo
mozné tuto sadu hodnot naméfit.

To je také divod, pro¢ muzeme korektnimi vypocty dojit i k jiné hodnoté v.
Staci ignorovat libovolnou z vySe uvedenych rovnic a misto ni pouzit vztah (R3)
a dostaneme jiny vysledek.

Uloha VI.5 ... skok z letadla

Filip o hmotnosti 80 kg vyskocil z letadla, které je ve vysce hi = 500 m nad zemi.
Ve stejném okamziku z druhého letadla skocila Danka o hmotnosti 50 kg, ale z vys-
ky he = 569 m nad zemi. Predpoklddejme, ze oba maji stejny odporovy koeficient
C = 1,2, Filipova plocha piiéného priifezu je Sy = 2,2m? a Dancina je Sp =
= 1,5m?. Hustota vzduchu ¢ = 1,205kg-m™2 se neméni s vyskou. Za jakou dobu
od vyskoku bude Danka ve stejné vysce nad zemi jako Filip?

Nejdrive predpoklddejme, ze obé letadla jsou napriklad vrtulniky a v okamziku
skoku stoji ve vzduchu se zanedbatelnou rychlosti vii¢i okoli. Potom bude na oba
skokany pusobit odporova sila podle Newtonova zakona odporu

1
F, = 505@112 .

52Hmotnosti M a m sice nezname, ale staci ndm znat jejich pomeér.
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Oznacéime-li si drdhu, kterou urazila Danka (méfeno od letadla, ze kterého
vyskocila) jako zp, jeji rychlost potom bude @p (smérem doli). Pro jeji zrychleni
pak z druhého Newtonova zdkona vyplyva

mpip = F,

kde F' je vyslednice sil, které na ni ptisobi. Nyni uz jen staci dosadit F' = Fy — F,,
kde Fy = mpg, abychom celkové dostali

CSD%% . (24)

ip=g—
D=9 2mp

Je vidét, ze s postupné se zvysujici rychlosti bude klesat zrychleni. Rychlost tak
bude postupné konvergovat k jisté terminalni rychlosti vp, pro kterou plati p = 0,
tedy

v = lim #n(t) =4/ 757,

Ciselné pro terminaln{ rychlosti Danky a Filipa dostaneme

vp =21,3m-s" !,

op =222m-s" .
Vidime, ze vp < vr. Filip se tak bude v limitnim pfipadé ¢t — oo pohybovat rychleji
nez Danka. Vzhledem k tomu, ze Filip padad z mensi vysky, by se dalo ocekavat, ze
se s Dankou potka presné ve chvili jejiho dopadu na zem, tedy ve vysce 0.
Zatim si vSak nemiizeme byt jisti tim, co se déje pred dosazenim terminalni
rychlosti. Vratme se tedy k rovnici (R4)). Dostavame

dz —2.2
E:g(lfv T ) ,
dz
dt = ——~.
g (1 —v=2z2)

Nyni jen stac¢i na obé strany rovnice dopsat znaménka pro integraly. Pfi jejich
feSeni rovnou pouzijeme substituci

y:g = dz =vdy,
v

_ dz _v dy
/dti/g(l—v”ﬁ)*g/l—y”

t= Ealrgtghy—i—C = Eargtgh (f) +C.
g g v

ktera vede na

Pro t = 0 médme & = 0, z ¢ehoz vyplyva C = 0. Celkové tak mame

#(t) = vigh (%t) . (25)
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Pro t — oo vychézi & — v, coz je ocekdvand hodnota. Nyni bychom chtéli ukazat,
Ze pro libovolny ¢as ¢ plat{ @p(¢) < @r(¢). Na prvni pohled vSak neni zfejmé, jak
tyto funkce porovnat, takze si pomuzeme jednoduchym trikem. Derivaci dostdvame

(t)=g (1 — tgh® (%)) .

Jelikoz je funkce tgh ryze monoténni na celém R, z nerovnosti vp < vp nut-
né plyne &p(t) < &Zr(t). Obé rychlosti se navic v nule rovnaji, takze musi pla-
tit vp (t) < VR (t)

Filip s Dankou se tedy potkaji presné ve chvili, kdy Danka dopadne na zem
(Filip uz tam bude). V zadani{ tlohy je otdzka, kdy pfesné k tomu dojde. Mohli
bychom samoziejmé pokracovat daldi integraci vztahu (R5), ukédzeme si vSak jiny
postup. Vyjdeme z rovnice (R4)) a pouzijeme rovnost

. dz dz dz dz . dz
Pi=——=——=0—.
dt dz  dt dz dx
Dosazenim do (@) dostavame
.dz —2.2
Jca =g (1 —v ‘T ) ,
i
dp = — 2
g(1l—v=252)
Pred obé strany rovnice dopiseme integréaly a vyuzijeme faktu, Ze integrél z derivace
funkce, délené danou funkci, je logaritmus z dané funkce, tedy

@dd v’ [ =20 %@di v’ Z2.2

Pro & = 0 je z = 0, takze integra¢ni konstanta je rovna nule. Dosazeni za & z (@)

vede na
2 2
z=-21n (1 —tgh2 (g—t)) — Y Incosh (g—t) ,
2g v g v
t="1 argcosh exp (%) .
g v

Pti pddu az na zem se celkova urazend draha rovna pocatecni vysce, ze které
Danka s Filipem vyskocili. Dosazenim h2 za zp a hi1 za xr mizeme snadno zjistit,
ze

tp = 28,35,
tp = 24,15.

Danka se tak s Filipem potka az na zemi, kam dopadne zhruba 4,2s po ném.
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Déle bychom mohli rozebrat pfipad, ve kterém maji letadla (a tedy i Danka
s Filipem) né&jakou nenulovou rychlost. Pokud bude nenulova pouze vertikalni sloz-
ka rychlosti, staci jen rovnici (E) opravit o integracni konstantu. Pokud by vsak
byla kladnd smérem nahoru, museli bychom ji pro prvni ¢dst pohybu (dokud se
neza¢nou Filip s Dankou pohybovat smérem dolit) znovu odvodit, protoze rovni-
ce (R4) nebere v tvahu zménu znaménka. Ve vysledku bychom tak misto funkce
tgh dostali funkci tg.

Pro jinou pocatecni rychlost analytické reseni neexistuje. Pro konkrétni poca-
tecni rychlosti vSak dokazeme z puvodni pohybové rovnice snadno spocitat nume-
rické feseni.

Uloha VI.P ... kompenzace vesmirné expanze

Podle soucasnych pozorovani a vesmirnych modeli se zda, zZe vesmir se rozpind
a rychlost rozpinani se zvysuje. Co kdyby to tak nebylo? Co kdyby byl vesmir
stéle stejné velky, ale ménily by se fyzikalni zdkony/konstanty? Jak by se musely
konstanty ménit, aby se nam zdalo, ze se vesmir rozpina, jak ukazuji pozorovani?
Popiste co nejvice zakonti, které by se musely ménit.

Na zaciatku je potrebné uvedomit si, ako dokazeme zo Zeme odmerat, ze vesmir sa
rozpina. Rozpinanie vesmiru objavil v roku 1930 americky astroném Edwin Hubble.
Hubble meral Dopplerov jav v spektrach vzdialenych galaxif, aby urcil ich rychlost
vo&i ndm. Ak vezmeme do tvahy predpoklad, 7e galaxie rovnomerne vypliajt
staticky vesmir, malo by platit, Ze pri dostato¢ne velkom pocte merani bude pocet
priblizujicich sa galaxii a pocet vzdalujtcich sa galaxii priblizne rovnaky. Hubble
ale nameral nieco tplne iné. Galaxie, ktoré sa od nds vzdalovali tvorili vyrazni
vacsinu v nim skiimanej vzorke. Tento fakt mu vnukol myslienku, ze galaxie sa od
seba vzdaluju preto, lebo sa zvysSuje ich vzajomna vzdialenost, oproti ktorej st ich
rozmery zanedbatelné, a teda, Ze vesmir sa rozpina. Hubble neskér experimentélne
ukézal, ze rychlost vzdalovania nejakej galaxie vo vzdialenosti R je rovna

v=HR,

kde H je Hubblova konstanta, ktord udava rychlost rozpinania vesmiru a jej prevra-
tend hodnota je dobrym odhadom pre vek vesmiru. Z toho vidime, ze Hubblova
konstanta nie je uplne konstantna, ale jej velkosf sa meni s casom. Vidime te-
da, ze meranie rychlosti rozpinania vesmiru je vlastne meranie hodnoty konstanty
umernosti medzi vzdialenostou nejakej galaxie a rychlostou, akou sa vzdaluje. Do
roku 1930 si ale vsetci uvedomovali, ze niektoré objekty sa od nés vzdaluji a niek-
toré zase nie, no nikto tomu neprikladal vahu. Nie je teda ni¢im novym, zZe vo
vesmire existuji mechanizmy, ktoré sposobuji pohyb objektov nejakym smerom.
Podme teda vymyslief nejaky mechanizmus, ktory zapricini, ze sa budi od nés
vzdialené galaxie vzdalovat, alebo aspon, ze my ich budeme pozorovat akoby sa
vzdalovali. Ak by sme vymysleli nejakud silu, ktord tahd objekty smerom od nés
tym silnejsie, ¢im sd dalej, ale nijako inak ju nemdzeme pozorovat, malo by to
hned niekolko problémov. Nedokazali by sme rozlisit tento stav od stavu, ked sa
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vesmir rozpina, takze tato tedria je z tohto hladiska ekvivalentnd teérii expanzie.
Co je ale horsie, ak by sa rychlost vzdalovania objektov zviéSovala linedrne so vz-
dialenostou od nés, znamenalo by to, Ze sme vo vesmire na urc¢itom privilegovanom
mieste, ¢o ale neddva vobec ziadny zmysel. A nakoniec by toto vysvetlenie nebolo
v stlade so zadanim tlohy, nakolko chceme nielen aby sa vesmir nerozpinal tak,
ako to vysvetluje sucasna fyzika, ale aj aby bol staticky. To teda znamen4, ze rych-
lost vzdalovania vzdialenych galaxii, ktord pozorujeme, je len zdanliva, a ony sa
v skutoc¢nosti nehybu. Ako je to ale mozné? Ako vieme, rychlost vzdalovania me-
riame tak, Ze meriame ¢erveny posun spektralnych ¢iar v spektre daného objektu.
Predpokladajme teda, ze Cerveny posun nie je spdsobeny tym, Ze sa od nas galaxie
pohybujt pre¢ obrovskou rychlostou, ale tym, 7e sa vlnova dizka svetla zmeni po
ceste z velkej dialky. Alebo dokonca, ze v ¢ase, ked bolo vyziarené svetlo z dalekej
galaxie, mala nejaks konkrétna spektralna ¢ara int vinovi dizku ako mé v nagom
case. Potom ked my porovnavame vinovi dizku pozorovanej Ciary a vlnova dizku
tej istej Ciary, ale vyziarenej z pozemského alebo velmi blizkeho zdroja v nasom c¢a-
se, tak vidime, ze maju rozlicné hodnoty, a teda nameriame cerveny posun. Vlnova
dizka svetla vo vakuu je tzko previazana s jeho frekvenciou f vztahom

A= 7
kde c je rychlost svetla. Pri vytvarani ndsho nového modelu, samozrejme chceme,
aby sa zachovalo to najfundamentélnejsie. ¢o vo fyzike mame, a to je zdkon za-
chovania energie. Ak teda fotén vyziarime s energiou E, tak k ndm dopadne tiez
s energiou F, ak pocas svojho letu nejakt Cast energie nestratil. Energia foténu je
zavisla od jeho frekvencie, vo vdkuu to vieme ekvivalentne formulovat aj pomocou
jeho vinovej dizky & jeho relativistickej hmotnosti m. Potom plati
E=hf=hS =me.
A
Pre dany fotén st vsetky tieto veliCiny konstantné. My vsSak chceme, aby kon-
Stantné neboli, ale aby zdviseli od ¢asu. Konkrétne, aby sa hodnota menila s na-
rastajicim vekom vesmiru. Ten je voc¢i nami skiimanym casovym horizontom velmi
velky, a teda by sa tieto veli¢iny javili ako konstanty, avSsak pri casovych skalach,
na ktorych pozorujeme "rozpinanie vesmiru”, by sa uz tento efekt prejavil. Na-
$im cielom bude teraz uréit, ako sa musia menit tieto veli¢iny /konstanty aby to
zodpovedalo nami pozorovanému ¢ervenému posunu. Najprv sa teda zamyslime,
ktoré veli¢iny sa mdézu menit. Ak ma platit zdkon zachovania energie, tak pre jeden
konkrétny fotéon musi platit
me? = konst .

Z toho vidime, Ze ak by sa mala simultdnne s tym, ako starne vesmir, menit rychlost
svetla, musela by sa menit aj hmotnost foténu. Zo Specidlnej relativity ale vieme, ze
vek foténu je vzdy rovny nule, kedze sa pohybuje rychlostou svetla, a to bezohladu
na to, ako velkd cast vesmiru preleti. Z jeho pohladu by sa mu musela zmenif
hmotnost o nenulovii hodnotu za nulovy cas. Nieco také si velmi dobre nevieme
predstavit a preto ponechame myslienku o meniacej sa rychlosti svetla a hmotnosti
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foténu bokom a budeme dalej uvazovat, ze tieto dve velic¢iny zostant konstantné.
KedZe zadanim pozadujeme zmenu vinovej dizky foténu v désledku zmeny veku
vesmiru, spolu s 1iou sa bude menit aj frekvencia svetla, nakolko rychlost svetla
povazujeme v kazdom case za konstantu. Z toho vidime Ze sa musi menit Planckova
konstanta, aby platil zdkon zachovania energie. Vyjadrime si teda vlnovi dizku
foténu s konstantnou energiou E v zavislosti od veku vesmiru 7" ako

Oznacime si sucasny vek vesmiru ako ¢t a vek vesmiru, v ktorom bol vyziareny
nas skimany fotéon 7. Potom cCerveny posun z spésobeny rozdielnostou Planckovej
konstanty spocitame ako

Lo A=A T - T5  h(D)-h(Y)
Y 08 X0

Ak mame nejaky objekt, u ktorého nameriame ¢erveny posun z, je jeho rychlost
v smere od nas v rovna

. 22 422 c
T 22422427
Ak poznédme empiricky Hubblov vztah, je potom této rychlost timerna Hubblovej
konstante a vzdialenosti galaxie, z ktorej k nam fotén doputoval. Tato vzdialenost
vieme zapisat ako rozdiel ¢asov t a I" vynasobeny rychlostou svetla. Plati

22 422

U:mC:H(t_T)C

Po dosadeni do vyrazu pre z do tohto vztahu a niekolkych tpravach dostavame
h? (T) — h? (t)
-t~ =H{t-T).
h% (T) + h2 (t) ( )

Predpokladajtc, ze Hubblova konstanta je prevratenou hodnotou veku nasho vesmi-
ru t.j. H = 1/t a prendsobenim celej rovnice menovatelom dostdvame

h*(T) - h*(t) = (1 - TH) (K*(T) + h* (1)) ,
R*(T)(1— (1 —-TH)) =hr*>#)((1-TH)+1),

h(T):h(t),/%.

Pre konkrétnu hodnotu Planckovej konstanty ako ju pozndme dnes h(t) vieme
teda dopocitat spitne, akd bola jej hodnota v minulosti. Mézeme si vSimnut, ze
¢len TH hra vlastne tlohu "veku vesmiru v jednotkéch stcasného veku vesmiru”.
Nakolko tento vzorec bol odvodeny z predpokladu, ze k nam prichadza svetlo
z minulosti, nie je mozné z neho ziskat informéciu o hodnote Planckovej konstanty
v budicnosti. Vidime teda, ze existuje sposob, ktorym sa dé vysvetlit pozorovany
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Cerveny posun vzdialenych objektov inak, ako rozpinanim vesmiru. Nakolko je tato
tedria konzistentna s kvantovou fyzikou tu rozoberat nebudem, jedna sa skor o prvy
néstrel toho, ako inak by sa to dalo interpretovat, aby to nebolo tiplne v rozpore so
zakladmi fyziky. Toto riesenie ako autor povazujem za tplné, to vSak neznamend,
ze nemdze existovat dalSie, ktoré by tiato problematiku rovnako dobre, alebo aj
lepsie od6vodnilo.
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Zadani experimentalnich tloh

Uloha L.E ... pruZnost $pejle 12 bodu

Zmérte prihyb spejle polozené na jejich koncich v za-
vislosti na sile ptisobici na jejim stfedu (viz obrazek).

(Tesend str. )

Uloha ILE ... sypka 12 bodit

Zméfte sypny thel alespon 2 latek bézné pouzivanych v kuchyni (napf. mouka,
cukr, stl apod.). (Tesent str. )

Uloha IILE ... magneticky pritazliva 12 bodu

Spoleéné se zaddnim této série jsme vam rozeslali postou plosny magnet (magne-
tickou félii). Tento magnet je trochu jiny nez tyéové magnety — v plose se stiidaveé
stiidaji severni a jizni pél. Diky tomu se pfi priblizeni k feromagnetickému povrchu
uzavie skrz kov ,magneticky obvod“ a magnet drz{ (napi. na ledni¢ce) a unese na
sobé tfeba i obrdzek. Vasimi tkoly jsou:

e Zmérit plochu a tloustku félie, kterou vyuzijete k experimenttim.

o Zmérit stiedni vzdédlenost mezi dvéma nejblizsimi stejnymi magnetickymi
poly (dvojnasobek opaénych).

e 7Zmérit maximélni uzite¢nou hmotnost (tedy hmotnost bez hmotnosti mag-
netu), kterou unese 1 cm? magnetu, je-li zatiZeni magnetu rovnomérné, po-
kud magnet prichytite zespoda k vodorovné umisténému cca. 1 mm tlustému
plechu z magneticky mékké oceli.

Nezapomente urcit i chyby méreni. Folie, kterou jsme vam dodali, muze byt sa-
molepici (je pfes ni bil4 félie a pod ni lepidlo). V tom piipadé bilou félii nahradte

né¢im, na co budete upeviiovat uziteénou hmotnost. (Tesend str. )
Uloha IV.E ... tiha struny 12 bodu

Zmérte délkovou hustotu struny, kterd vam méla prijit postou spolecné se zadanim.
Strunu ale nesmite vazit.

Ndpovéda Zkuste strunu rozkmitat. (Tesent str. )
Uloha V.E ... nezbedné fotony 12 bodu

Spolu se zaddnim tlohy vam prisly polarizacni bryle. Mate tedy 2 polariza¢ni filtry.
Kdyz je date za sebe tak, aby sméry jejich polarizace byly na sebe kolmé, nebude
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skrz né prochazet témér zadné svétlo. Pokud ale mezi né nyni vlozite tieti vhod-
né natoceny filtr, muzete pozorovat, ze bude prochizet nemalé mnozstvi svétla.
Zméite zdvislost propustnosti na tthlu natoc¢eni prostredniho filtru.

Pozndmka: Jako prvni filtr a zaroven zdroj svétla doporucujeme pouzit svitici
displej. (TeSend str. )

Uloha VLE ... nehrajte si se sirkami 12 bodi

Zmérte rychlost hoteni Spejle v zavislosti na thlu naklonéni vici vodorovné roviné.
(Tesend str. )
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Reseni experimentalnich uloh

Uloha I.E ... pruZnost $pejle

Zmeérte priithyb spejle polozené na jejich koncich v za-

M vislosti na sile piisobici na jejim stfedu (viz obrazek).
Pokud spejli o délce L podepreme na okrajich a uprostied zatizime, Spejle se pro-
hne. Jedna se o deformaci tahem i tlakem, kdy se spodni vrstvy protahuji %horni
vrstvy se zkracuji. Vrstva uprostied zustane stejné dlouhd. Na internetu® jsme
nasli vzorec, podle kterého pro pruhyb Spejle pri vzdalenosti podpér L zatizené
uprostred silou F' plati

_ FL?

© 48EI,’
kde E je Yonguv modul pruznosti v tahu a I, je kvadraticky moment prurezu,
v tomto pripadé kruhu. Spocitd se jako soucet druhych mocnin vzdédlenosti vsech
bodi plochy priifezu od osy, na které ztistava délka materialu stejnd, coz je v tomto
pripadé vodorovna osa. Pokud si vzddlenost kazdého bodu od této osy oznacime v,

mame
I, = / y*ds.
S

Nyni pfejdeme do polarnich souradnic. Pomoci vzdalenosti od stfedu r a thlu od
vodorovné roviny ¢ si vyjadiime y = rsin ¢. Element plochy dS muzeme spocitat
jako dS = rdedr. Dale si cely integral rozdélime na integral pres kruznici pro kon-
stantni r, a na integréal téchto kruznic ptres r. Polomér celého kruhu si ozna¢ime R
a vyuzijeme skutecnosti, ze integral pres cely kruh se rovna dvojnasobku integralu
pres pulkruh

R T R T
Ia:Z/ / (Tsingo)Qrdgadr:Q/ 7‘3/ sin® o dep.
o Jo 0 0

Pomoci metody per-partes spocitame

/ sin2apd<p:sin<pcosap—/ cosch:sinwcosap—/dgo—l—/sindego,
0 0

" .2 1 . n T
sin® pdp = 3 [ —sinpcos ] = 3
0

Dostavame tak

thttp://physics.mff.cuni.cz/kfpp/skripta/kurz_fyziky_pro_DS/display.php/kontinuum/3_§
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Reseni experimentdlnich tdloh

Sted Spejle jsme zatézovali zd&vazim o hmotnosti m, vysledny vzorec pro prithyb
spejle je
. mgL?
- 12EmR*’

Postup

Méfteni jsme provadéli pro 5 ruznych S$pejli, které jsme pro prehlednost barevné
oznacili jako bilou, oranzovou, zelenou, zlutou a modrou. Podpéru $pejli jsme vy-
tvotili z pojizdnych Supliki, mezi kterymi jsme nastavovali mezeru o sifce postup-
né 25cm, 20cm, 15cm a 10 cm. Pres né jsme polozili nezatizenou $pejli, na kterou
jsme nalepili milimetrovy papir. Postupné jsme pres podpéry pokladali pokusné
spejle, které jsme uprostied zatézovali lahvi s vodou. Na milimetrovém papiru jsme
pak odecetli pruhyb Spejle d. Pro kazdou Spejli jsme naméfili prohnuti pro 11 az
30 hmotnosti, pti kterych se Spejle jesté nezlomila. Jelikoz u kratsich vzdalenosti
byly pruhyby mensi, mohli jsme pouzit téz§i zdvazi. Nakonec jsme jesté pomoci
posuvného méritka zmérili prameéry spejli.

Vysledky

Méteni zavislosti pruhybu d na hmotnosti zavazi m jsme pro kazdou Spejli a kazdou
vzdélenost L vynesli do grafu, pro ilustraci zde uvaddime graf s hodnotami
pro bilou spejli pro L = 10cm. Vzdalenost podpér jsme méfili pasmem, proto
jeho chybu odhadujeme na 0,5cm. Prihyb jsme méfili milimetrovym papirem,
jehoz nepresnost odhadujeme na 0,5mm. VsSechny grafy jsme prolozili primkou
s predpisem

f:d=Am,

kde A je konstanta imérnosti, kterd predstavuje vyraz

A= gL )

12EnR4

Daéle jsme do tabulky E vynesli vysledky méfeni primeéru spejle, ze kterych jsme
nésledné spocitali jeji polomér véetné vybérové smérodatné odchylky prumeéru.
Kombinaci statistické chyby a chyby méfidla jsme urcili celkovou nejistotu méteni.

Do tabulky H jsme zapsali vSechny vypocitané fitovaci koeficienty véetné chyby
fitu. Podle teorie by koeficient A mél zdviset na treti mocniné vzdélenosti podpér L.
Do graffi jsme tak vynesli zévislost A na L* (pro ilustraci zde uvidime graf
s fitem pro bilou $pejli) a hodnoty jsme prolozili pfimkou s pfedpisem

f:A=BL?,
kde g
B= Rt

Vysledné hodnoty koeficientu B i s chybami jsou v tabulce E Z nich jsme nasledné
pro kazdou $pejli spocitali Youngtiv modul pruznosti podle vzorce

9
E=———
12nR*B
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Obr. 21: Zavislost pruhybu bilé Spejle na zatizeni pro L = 10 cm.

Chybu meéfeni jsme urcili klasicky z parcialnich derivaci

or = (Ges) + o) o () (5"

Diskuse

Youngiuv modul pruznosti v ohybu ndm pro jednotlivé Spejle vysel mezi 15 GPa
a 23 GPa s presnosti priblizné 4%, coz je velmi presné méreni. Jako udévanou
hodnotu modulu pruznosti v ohybu dreva jsme na internetu ® nasli hodnoty me-
zi 9 GPa a 16 GPa, coz je sice ¢iselné méné nez nase namérené hodnoty, ale radové
se shoduji. Vyssi hodnota ndmi naméreného modulu pruznosti muze byt zptisobena
tim, Zze udavané hodnoty jsou pro velkd prkna a tramy, kde se ve dfevé nachazeji
suky a jiné nepravidelnosti, zatimco Spejle je tenkd a tudiz je celd z kvalitniho die-
va. To, ze ndm pro kazdou Spejli vychazi modul pruznosti jinak, je zptisobeno tim,
ze dfevo je organicky a navic nepravidelny materidl. Proto i tabulkové hodnoty
jsou pouze prumérné hodnoty pro jednotlivé druhy. Nejvétsi nepresnosti naseho
méfeni budou zfejmé zpusobeny tim, ze pfi malém pruhybu se Spatné odecitala
jeho velikost na milimetrovém papire, a dale také tim, Ze Spejle se neprohybala
zcela rovnomeérné.

2 https://www.drevostavitel.cz/clanek/mechanicke-vlastnosti-dreva-domacich-drevin
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Reseni experimentdlnich tdloh

Tab. 3: Méreni pruméru jednotlivych $pejli a vypocet jejich poloméru. Chyba
jednoho méreni je 0,025 mm.

bild4 oranzovda modra zlutd zelena

2R 2R 2R 2R 2R

mm mm mm  mm  mm
1. 275 2,85 2,85 270 2,70
2. 2,70 2,80 2,80 2,70 2,70
3. 2,70 2,85 2,80 275 2,60
4. 275 2,80 2,75 2,80 2,60
5. 2,90 2,85 2,75 275 2,75
6. 275 2,80 2,85 285 2,70
7. 265 2,85 2,85 280 2,60
8. 2,70 2,80 2,80 285 2,70
9. 265 2,85 2,80 2,80 2,60
10. 2,80 2,80 2,85 275 2,65
2R 2,74 2,83 2,81 278 2,66
oer 0,024 0,008 0,012 0,017 0,018
R 1,37 1,41 141 1,39 1,33
up 0,02 0,01 0,01 0,02 0,02

Zavér

Podarilo se ndm ovérit teoreticky predpoklad, ze zdvislost prihybu S$pejle na pi-
sobici sile je linedrni. Déle jsme spocitali Youngiuv modul pruznosti v ohybu jed-
notlivych spejli, vysledky jsou v tabulce E
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Tab. 4: Spocitané fitovaci koeficienty véetné chyby fitu.

bila oranzova, zelend zluté modra
L A A A A A
m 10-3m-kg=!  103-m-'kg=! 1073m-kg=! 1073 mkg~! 10~3-m-kg!
0,25 76,0+1,9 58,0+0,9 65,0+1,3 59,0+0,9 56,0+0,6
0,20 41,0+ 1,0 31,0+ 1,2 38,0+ 1,0 29,0+ 1,2 29,0 40,7
0,15 17,04+ 0,4 14,04+ 0,4 14,0+ 0,3 14,0+ 0,3 15,0+ 0,4
0,10 50+£0,1 50+0,2 4,0£0,3 50+£0,2 6,0+£0,1

Tab. 5: Spocitané hodnoty fitovaciho koeficientu B a vypocet Youngova modulu
pruznosti v ohybu.

m-kg—1

B

UB E Up
kg='m—2 kg=''‘m—2 GPa GPa
bila 4,91 0,06 15,1 0,5
oranzova 3,77 0,08 17,4 0,4
zelend 4,25 0,13 15,7 0,6
zluté 3,76 0,08 18,7 0,6
modré 3,63 0,11 229 0,9
0,08 \
P
0,07 - -
,,//H
0,06 - -
0,05 L e
,//
0,04 - /}/
0,03 |
0,02 | - -
001 -
s
O | | | | | |

0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016

L3

m3

Obr. 22: Zavislost koeficietu A na tfeti mocniné vzdélenosti podpér u bilé Spejle
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Uloha ILE ... sypka

Zmérte sypny uhel alesponi 2 ldtek bézné pouzivanych v kuchyni (napf. mouka,
cukr, siil apod.).

Tedria

Ako je dobre zndme, nasypand latka vytvor{ kuzel s uhlom sklonu stien (voéi vodo-
rovnej rovine) a — to je hladany sypny uhol. Na stenu kuZzela sa mézeme pozriet ako
na nakloneni rovinu s koeficientom trenia p; z rovnovahy medzi tiazovou a trecou
silou pre vrchna vrstvu latky dostavame znamy vztah

u=tgao.

Nejde o uplne realisticky model, lebo zrnkd mézu drzat aj v strmsom kuzeli, ak sa
na seba vhodne ,naskladaju“, teda ak zapadni do dier medzi inymi zrnami tak, ze
nedrzia iba kvoli treniu. Dalo by sa teda cakat, ze latka s drsnejsimi alebo vacsimi
zrnami bude mat sypny uhol vacsi.

Postup pri experimente

Sypny uhol budeme merat pre nasledujice litky: hladkd mika, hrubd mika,
(krystélovy) cukor, sol, mak.

Dand latku Nkrat (N = 10) nasypeme na rovny tanier z ¢o najmensej vysky
a jemne zatrasieme. Vysledny kuzel zboku odfotime, na strany kuzela na fotke
nakreslime priamky a najdeme uhly, ktoré zvieraji s vodorovnou osou. Zo vsetkych
2N hodndt pre lavé a pravé strany kuzelov vypocitame priemerny uhol @ a jeho
Standardnt odchylku (Statistickd) podla vztahu

E?gl(al _6)2
2N(2N -1 ’

Odhadneme systematicki chybu jedného merania Acq, z ktorej vypocitame Stan-
dardni odchylku (systematicki)

/1
oB N (e

celkovi $tandardnd odchylku potom vypocitame podla vztahu

_ /2 2
o= 0y tog.

Vysledky merania
V tabulke E je uvedeny namerany uhol o pre jednotlivé latky spolu s priemerom.
Na obr. @ az @ st fotky képok pouzitych pri experimentoch.

Chybu urdenia uhla o odhadneme na 0,5°. Potom je systematickd odchylka
priemeru rovna op = 0,1°; vidime, Ze je oproti Statistickej zanedbateln4, celkovd
odchylka teda bude priblizne rovné sStatistickej.
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Tab. 6: Namerany sklon stien nasypaného kuzela.

) hl. mika ‘ hr. mdka cukor sol ‘ mak
aill’] o] [ @l @] | @l el | al?] ] | @l ep[f]
1 | 345 450 | 40,1 375 | 41,2 41,7 | 422 453 | 40,9 382
2 | 47,8 435 | 387 352 | 43,3 373 | 441 41,5 | 40,8 40,1
3 48,6 41,7 | 37,8 39,6 | 41,8 39,6 | 42,7 41,0 | 38,4 38,1
4 41,1 484 | 39,9 38,3 | 46,7 39,2 | 40,2 40,0 | 38,6 39,2
5 49,1 488 | 38,8 38,0 | 354 44,0 | 41,2 36,5 | 40,3 38,4
6 46,0 43,5 | 43,9 39,0 | 42,9 41,3 | 36,6 40,8 | 37,2 38,8
7 56,4 54,1 | 376 384 | 41,1 39,7 | 404 37,7 | 38,9 36,5
8 575 52,2 | 375 38,0 | 41,9 40,3 | 399 414 | 376 36,1
9 49,8 475 | 38,0 37,0 | 38,9 41,8 | 47,3 35,0 | 42,6 37,5
10 | 50,0 49,5 | 38,4 40,8 | 40,6 40,3 | 39,7 39,6 | 37,7 38,4
a 48° 38,6° 41,0° 40,7° 38,7°
oA 1° 0,4° 0,6° 0,7° 0,4°
Diskusia

Namerany uhol o moéze byt véicsi ako skutoény kvoli naskladaniu zrniek. Kuzel
nasypanej latky by mal byt ale stabilny aj pri lubovolnom mensom uhle, ¢o sa
prejavi hlavne v pripade, Ze sypeme z vic¢sej vysky a padajice zrnkd maju dosta-
tocnu kinetickd energiu na to, aby sa zosypali nizsie.

Dalej experiment ovplyviiuje to, #e nevznikne dokonaly kuzel — neda sa sypat
presne z jedného bodu, pri podstave a vrchole bude kuzel viac zaobleny kvoli pa-
dajicim zrnkdm a vSeobecne bude nepravidelny tam, kde sa zrnka viac naskladaji
na seba. Urcit presne povrch kuzela je tiez problém kvoli rozmerom zrniek.

Pripadny sklon fotografie eliminujeme tym, ze sc¢itavame uhly pre pravi a la-
v stenu kuzela. Na meranie ale vplyva to, ze pri foteni z konec¢nej dialky alebo
nedokonale zboku neodfotime presne prierez kuzela.

Pri hladkej miike sa objavuje ten problém, ze lahko tvori hrudky, ktoré sa vedia
nakopit do dost velkej vysky. Tento efekt, na mensej skéle, efektivne vytvara vicsie
a nepravidelné zrné, aj ked samotné castice muky si velmi malé a pravdepodobne
gulové. To sposobuje, ze je sypny uhol veelku vysoky a tazko sa meria (steny kuzela
si dost nepravidelné). U ostatnych meranych latok to nepozorujeme, napr. pri
praskovom cukre dno. Pravdepodobne st hrudkovité len velmi jemné latky.

Vidime tiez, ze pre mak a hrubd muiku je sypny uhol velmi podobny — v ramci
odchylky merania rovnaky — a pre cukor a sol je tiez dost podobny. Podobnost
medzi tymito dvojicami je v tvare zfn (mak a hrubd mika maju vcelku gulovy
tvar, cukor a sol st krystalické); na druhej strane velkost zfn nemd na pouzitych
latkach pozorovatelny vplyv.

Dalsim neziaducim efektom je vlhkost, ktord by mala zvysit sypny uhol, je ale
tazké odhadnut o kolko. Pouzitd sol bola dost navlhnutd, ostatné latky boli suché.
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Tab. 7: Sypny uhol jednotlivych latok.

latka sypny uhol
hladka muka (48+1)°

hrubd mika (38,6 +£0,4)°

cukor (41,0 + 0,6)°

sol (40,7 £ 0,7)°

mak (38,7 +0,4)°

Zaver
Namerany sypny uhol pre jednotlivé latky je uvedeny v tabulke ﬂ

Obr. 23: Kopka hladkej muky.

Pouzité latky s podobnym tvarom zin sa spravaji podobne, velkost zfn nie je
velmi podstatnd. Velmi jemné latky, ktoré vytvaraja hrudky, budi mat zasa velky
sypny uhol.

Treba podotknut, ze ziadne zavery o spravani sypného uhla podla vlastnosti
latky nevieme vyvodit s istotou — pouzitych ldtok je prilis malo.
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Obr. 24: Kopka hrubej muky.

Obr. 25: Kopka cukru.
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Obr. 26: Kopka soli.

Obr. 27: Kopka maku.
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Uloha IIL.E ... magneticky pFitazliva

Spole¢né se zaddnim této série jsme vdm rozeslali postou plosny magnet (magne-
tickou f6lii). Tento magnet je trochu jiny nez tyc¢ové magnety — v plose se stridavé
stridaji severni a jizni pél. Diky tomu se pri priblizeni k feromagnetickému povrchu
uzavre skrz kov ,,magneticky obvod“ a magnet drzi (napr. na lednicce) a unese na
sobé treba i obrazek. Vasimi tkoly jsou:

e Zmeérit plochu a tloustku félie, kterou vyuzijete k experimentim.

e Zmérit stfedni vzdalenost mezi dvéma nejblizsimi stejnymi magnetickymi
pdly (dvojndsobek opacénych).

e Zmérit maximélni uzitecnou hmotnost (tedy hmotnost bez hmotnosti mag-
netu), kterou unese 1 cm? magnetu, je-li zatizeni magnetu rovnomérné, po-
kud magnet prichytite zespoda k vodorovné umisténému cca. 1 mm tlustému
plechu z magneticky mékké oceli.

Nezapomente urcit i chyby méreni. Folie, kterou jsme vam dodali, miize byt sa-
molepici (je pres ni bild félie a pod ni lepidlo). V tom pripadé bilou félii nahradte
nécim, na co budete upeviiovat uzitecnou hmotnost.

Tedria

Na magnetickej f6lii dochadza k striedaniu severného a juzného pélu v pasoch. Po
priloZeni félie k feromagnetickému povrchu déjde k docasnej magnetizacii materi-
alu. K odtrhnutiu félie dojde vtedy, ked tiazova sila posobiaca na jednotku plochy
folie (pri rovnomernom zatazen{) prekond magneticku silu, posobiacu medzi fliou
a feromagnetickym materidlom.

Postup pri experimente

Na to, aby sme zistili plochu a hrabku félie, ktori budeme pouzivat pri merani,
orezeme nepravidelnosti na okrajoch félie a predelime ju na polovicu. Nésledne po-
mocou posuvného meradla zmeriame rozmery jednej polovice félie. Plochu ur¢ime
ako S = a - b a celkovii chybu bude tvorit len systematicka chyba merania

o1 = 1/ (aAb)® + (bAa)*.

Druht polovicu félie vyuzijeme na zistenie strednej vzdialenosti medzi najblizs§imi
sthlasnymi magnetickymi p6lmi, kedy folie prilozime k sebe a budeme ich po sebe
postuvat. V jednom zo smerov pohybu bude dochddzat ku skokom pri postvani
folii po sebe. Z tychto skokov dokdzeme urcit vzdialenost medzi p6lmi, pretoze
jeden skok znamend presun daného pélu z nestihlasného pélu druhej f6lie na dalsi
nesthlasny pdl. Oznacme pocet tychto skokov k. Pocet suihlasnych pdlov n na
povrchu félie teda bude n = k + 1. Priemernt stredni vzdialenost medzi pdlmi
vyjadrime ako d = l/k, kde [ je velkost posunutia pri preskakovani félii po sebe.
Celkovt odchylku vyjadrime ako

1
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Na to, aby sme urc¢ili maximélnu uzitocni hmotnost, ktortt magnet unesie, pri-
pevnime nan mikroténové vrecko, do ktorého budeme postupne pridavat zavazie,
napriklad krystalovy cukor. Vrecko upevnime tak, aby tiazova sila posobila rov-
nomerne po celej ploche félie. Pred zaciatkom merania zvazime samotnu féliu. Po
odtrnuti félie zvazime hmotnost vrecka spolu s féliou. Meranie opakujeme Nkrat
(N = 30). Zo vsetkych hodndt vypocitame priemernt hmotnost cukru m a jej
standardnu statistickil odchylku podla vztahu

Systematickd chybu merania op uréime ako nepresnost pouzitej vahy. A teda cel-
kovii chybu merania uré¢ime pomocou vztahu

o3 =04 +0%.

Maximalnu uzito¢ni hmotnost na jednotku plochy uz Tahko dostaneme zo vzta-
hu ¢ = m/S, pricom odchylku merania dostaneme pomocou vztahu

2 2 2 2
or=(380) + (o) = /(o) + ()"

Vysledky merania
Namerané rozmery félie st a = (69+1) mm, b = (31+£1) mm, h = (1,58+0,03) mm.
Teda plocha félie je S = (21,44 0,8) cm?. Pocet skokov k pri postvani félii po sebe
na vzdialenosti | = (29,9 £+ 0,3) mm bol k£ = 6, teda priemernd strednd vzdia-
lenost medzi pélmi je d = (4,98 + 0,05) mm. Hmotnost samotnej félie je mo =
= (10,79 £0,01) g. Félia bola pri realizacii experimentu prichytend k doske z mag-
neticky mékkej ocele o hribke (1,50 +0,03) mm. V tabulke E je uvedend hmotnost
cukru, pri ktorej sa félia odtrhla. Nepresnost merania je 40,01 g.

Vyslednd priemernd hmotnost cukru je m = (110,8 +0,6) g. Z ¢oho dostdvame

pre maximalnu uZitoént hmotnost na jednotku plochy hodnotu ¢ = (5,240,2) g-cm™2.

Diskusia

Hmotnost, pri ktorej sa magneticka félia odtrhla, pomerne vyrazne menila svoju
hodnotu pri konkrétnom merani, ¢o je sposobé tym, Ze je obtiazne rovnomerne
rozlozit hmotnost pridavaného zavazia. Kvoli tomu méze nastat stav, v ktorom je
urcity usek félie zatazeny ovela viac ako ostatné, ¢o sposobi predc¢asné odtrhnutie
félie.

Taktiez nepresnosti merania rozmerov folie st spésobené hlavne tym, ze félia nie
je idedlne zastrihnutd na okrajoch. A este tym, Ze pri merani rozmeru a a rozmeru b
trochu pruzila, ¢im sa jej rozmery deformovali.

Meranie ndm taktiez ovplyviuje aj to, ako velmi sa zmagnetizuje feromagne-
ticky material, ked nan prilozime magnetickt féliu. To mo6ze sposobovat pripadné
rozdiely v hodnotach o v zéavislosti od hribky materidlu a od jeho magnetickej
tvrdosti. Na magneticky tvrdsich materidloch bude uzitocna hmotnost udrzand
magnetom vyssia.
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Tab. 8: Namerand maximélna hmotnost

N TN ' N I

g g g
1 10542 11 106,87 21 108,51
2 112,73 12 114,28 22 111,67
3 10694 13 107,53 23 109,34
4 11353 14 113,12 24 107,73
5 111,31 15 107,85 25 108,90
6 116,05 16 10525 26 11525
7 110,59 17 111,41 27 114,58
8 117,17 18 109,56 28 113,09
9 10573 19 11510 29 107,00
10 108,42 20 113,97 30 113,74

Tab. 9: Vysledky

h (1,584 0,03) mm
d (4,98 £0,05) mm
S (21,4 £ 0,8) cm?
m (110,8 +0,6) g
o (5240,2)g-cm™?

Zaver

Zmerali sme rozmery magnetickej f6lie a hmotnost, ktord unesie. Z tychto veli¢in
sme potom spoéitali plochu a uzitoénti hmotnost na jednotku plochy. Dalej sme ur-
¢ili strednti vzdialenosf medzi sihlasnymi magnetickymi pélmi. Vysledné hodnoty
st zhrnuté v tabulke [.
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Uloha IV.E ... tiha struny

Zmeérte délkovou hustotu struny, ktera vam méla prijit postou spolecné se zadanim.
Strunu ale nesmite vazit.
Néapovéda Zkuste strunu rozkmitat.

Teorie

Nejprve odvodime rovnice, popisujici malé vychylky struny v roviné. Necht mame
vychylku y v zavislosti na soufadnici x a case t. V bodé z si zvolme element
struny o délce Az (vzhledem k soufadnici x), ktery je na obou strandch napinin
silou F' (viz obrazek R§). Oznaéme @1 resp. @2 dhel mezi tecnou ke struné a osou
z na levém, resp. pravém konci zkoumaného tseku. Protoze predpokldddme malé
vychylky a tim padem i malé thly ¢, je cos 1,2 = 1 a pro y-ovou slozku vysledné
sily, ptisobici na dany usek, plati

Fy=F,— F = F(sinp; —sing;) ~ F (8y($+m’t) - ay(x’”) :

ox ox

kde jsme vyuzili toho, Ze derivace funkce mé vyznam smérnice teény ke grafu
funkce a sin p; = tgp; ~ ;.

Podle 2. Newtonova pohybového zikona je tato sila rovna hmotnosti elementu
krat jeho zrychleni ve sméru y. Mé-li struna délkovou hustotu p, hmotnost iseku
je rovna pAzx a my dostdvime

82

,uAma—tg =F,. (26)

Yy

Obr. 28: Nékres viny pro vychylku
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Derivaci vychylky v bodé x + Az odhadneme prvnimi dvéma ¢leny Taylorova
polynomu. Dosazeni do predchozich vztaht pro F, vede na

2 2
P = F <8y(w,t) NEICOIN 8y(m)) _ Pyt

ox Ox? ox 0x?
Nyni miZeme dosadit zpét do pohybové rovnice (@) Dostaneme

Py _pdy

dz2 F o2
Jak vidime, dostali jsme vInovou rovnici, kterd mé pro obecnou amplitudu A a fa-
zovy posun ¢ Feseni

y(z,t) = Acos (2771:1: —2nft + 5) ,

kde f je frekvence kmitani, A vinova délka a pro fazovou rychlost vinéni vy plati

F
vy = f)\ = — .
I
Mame-li strunu o délce [, kterd je upevnénd na obou koncich, pro zédkladni méd
kmiténi bude platit A = 2] a vSechny dalsi vlnové délky budou ve tvaru A = 2l/n
(n je pfirozené &islo). Nés zajiméd predevsim zdkladni frekvence (vySsi jsou totiz

casto utlumené), tedy
1 I
- =2 =kl. 2
=% (27)

Vidime zZe toto je rovnice primky vzhledem k proménné [, kde jsme vsechny kon-

stanty schovali do
I
k=2,/=. 2
N (28)

Meéfteni jsme provedli tak, Ze jsme strunu ve vodorovné poloze na jednom kon-
ci upevnili, zatimco druhy jsme zatizili predem uréenym zévazim (lahvi s vodou)
a nechali jsme ho lezet pres hranu stolu. Poté jsme ke struné umistili mikrofon,
propojeny s notebookem a pomoci programu Audacity jsme nahréavali zvuk roz-
kmitané struny. Z nahrdvek jsme poté pomoci frekvenc¢ni analyzy zjistili vlastni
frekvenci struny.

Meérili jsme jak pro ruzné délky struny, od 0,2m do 1,4m, tak pro ruzné hmot-
nosti zavazi, od 0,6kg do 1,6 kg. Délku struny jsme métili padsmem, hmotnosti
kuchynskymi vahami.

Pro kazdou hodnotu délky a napéti struny jsme strunu rozkmitali nékolikrat
a nahravku jsme analyzovali jako celek.

Postup
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Tab. 10: Tabulka namérenych frekvenci.

L f(06keg) f(08kg) f(1,0kg) f(1,2kg) f(l.4kg)
m Hz Hz Hz Hz Hz

1,4 90 107 - - -
1,3 94 107 - - 106
1,2 98 101 - 102 106
1,1 100 91 109 91 131
1,0 - 106 110 130 148
0,9 - 115 150 160 154
0,8 130 146 152 159 -
0,7 149 156 - - -
0,6 247 261 255 250 232
0,5 248 265 266 284 261
0,4 278 285 281 301 308
0,3 287 306 280 416 431
0,2 420 562 675 692 678

Vysledky

Namérené frekvence jsme zanesli do tabulky E Pro néjaké kombinace napéti
a délek se ndm nepodafilo namérit redlnou frekvenci, proto jsou tato policka ta-

bulky prézdna.

Do graftu R9 az @ jsme vynesli zavislost pfevracené hodnoty frekvence (nebo-

li periody) na délce struny. Kazd
smérnici. Vysledky jsou v tabulce

Tab. 11: Spoc¢itané smérnice primek.

Vypocet

m k

kg 10~3sm-!
0,6 8,51+0,25
0,8 8,2240,36
1,0 8,2240,32
1,2 8,1240,35
14 7,2940,13

ﬁgraf jsme prolozili pfimkou a urcili jsme jeji

Napinaci sila F' v rovnici (@) je tiha zavazi mg, muzeme tedy snadno spocitat
hledanou délkovou hustotu struny

KF kK

4 4
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Tab. 12: Délkova hustota.

m 1

kg gm~!

0,6 0,107 40,006
0,8 0,133 40,012
1,0 0,166 +0,013
1,2 0,194 +0,017
1,4 0,182+ 0,007

Nejistotu jednoho meéreni p spocitame klasicky z parcialnich derivaci

2 2 2 2 m 2
= (Geon) ¢ (Gne) =/ Ce) (52
Chybu méreni hmotnosti uvazujeme uy,, = 0,005kg, uy dostaneme jako parametr
fitu. Vysledky jsou uvedeny v tabulce [12.

Délkova hustota ndm vysla pro kazdé napéti struny jind, coz by mohlo pouka-
zovat na jistou zavislost mezi napétim a délkovou hustotou struny. Tato zavislost
by ovSem méla byt klesajici (¢im vétsi napéti, tim mensi délkovd hustota), z ¢ehoz
soudime, zZe ruznost vysledki je pouze statistickd chyba. Spocitame jejich aritme-
ticky primeér a vybérovou smérodatnou odchylku priméru jakozto nejistotu typu
A, nejvétsi z chyb jednotlivych vysledku budeme povazovat za nejistotu typu B.
Kombinovanou nejistotu méreni pak spocitame jejich kvadratickym souctem

m=016gm™",

Upa =0, =0,02gm ™",

uu,B = 0,02 g-rrf1 ,

w = \Ju? 4, +ud 5 =003gm .

NaméFend hodnota délkové hustoty je p = (0,16 £ 0,03) g-m ™.

Diskuse
Meérteni délkové hustoty je fddové spravné, ale pomérné neptresné. Nejvétsim zdro-
jem chyb je urceni vlastni frekvence struny. To je zpusobené Spatnou kvalitou
nahréavky v dusledku okolniho Sumu. Déle se v nahravce nachazi vyraznych signa-
14 vice, proto nemusi byt vzdy jasné, kterd z frekvenci je vlastni. Dalsim zdrojem
nepresnosti muze kromé pomeérné presnych méfeni délky a hmotnosti byt také sa-
motnéd zména délkové hustoty béhem méreni, napiiklad odlupovanim barvy z ko-
vové Casti struny nebo jeji pruznou deformaci. Nesmime taky zapomenout na to,
ze frekvence tlumenych kmit se vuci teorii bez tlumeni posouva.

Vyraznym zdrojem chyb muze byt to, Ze strunu napind zévazi — lahev s vodou,
kterd se muze rizné hybat (jako kyvadlo, oby¢ejny pohyb vody uvnitf lahve, kmity

122



Reseni experimentdlnich tdloh

vody uvnitf lahve) v zdvislosti na tom, jak strunu rozkmitdme. To mize ovliviiovat
skute¢né kmity struny i samotnou frekvenc¢ni analyzu.

Po méreni Suplerou vychazi polomér struny zhruba 0,15 mm, coz pfi zapocitani
modulu pruznosti konstrukéni oceli £ = 210 GPa déva odhad relativniho pro-
dlouzeni struny € = 0,1%. Je to sice jen fddovy odhad, ale i tak mizeme tuto
chybu povazovat za zanedbatelnou. Typické hmotnosti kovového dratu s danym
polomérem se pohybuji v rozsahu od 0,2g-m™* (hlinik) do 0,6 g-m~ !, naméfend
hmotnost je tedy ponékud nizka, ale fadové spravnd (méfeni poloméru mize byt
taky ovlivnéno barevnym nétérem).

Navic viibec neuvazujeme napiiklad vliv teploty okoli a dalsi jevy. Vzhledem
k nepresnostem pri urcovani vlastni frekvence je vSak muzeme povazovat za zane-
dbatelné.

Zavér
Naméfend délkova hustota struny je p = (0,16 £0,03)g-m ™"

tak vychdazi priblizné 0,2 g, coz je fadové spravny vysledek.

. Hmotnost celé struny

0,012

0,01 . A 7
0,008 - e i

0,006 |- rd ]

R

0,004 - A i

0,002 L f

0 L L L L L
0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

L
m

Obr. 29: Zavislost periody na délce struny pro m = 0,6 kg.
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Obr. 30: Zavislost periody na délce struny pro m = 0,8 kg.
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Obr. 31: Zavislost periody na délce struny pro m = 1,0kg.

124

0,4

0,6

0,8 1 1,2

L
m

1,4



® |9

w4

0,012

0,01 -

0,008

0,006

0,004 |-

0,002 | -

0,2

Obr. 32:
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Zavislost periody na délce struny pro m = 1,2kg.
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Obr. 33:

0,4 0,6 0,8 1 1,2
z
m

Zavislost periody na délce struny pro m = 1,4kg.
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Uloha V.E ... nezbedné fotony

Spolu se zadanim tilohy vam prisly polarizac¢ni bryle. Mate tedy 2 polarizacni filtry.
Kdyz je date za sebe tak, aby sméry jejich polarizace byly na sebe kolmé, nebude
skrz né prochdzet témér zadné svétlo. Pokud ale mezi né nyni viozZite treti vhod-
né natoceny filtr, miizete pozorovat, ze bude prochizet nemalé mnozstvi svétla.
Zmérte zavislost propustnosti na tihlu natoceni prostiedniho filtru.

Poznadmka: Jako prvnf filtr a zaroven zdroj svetla doporucujeme pouzit svitici
displej.

Teorie
Kazdé pricné vinéni, tedy i paprsek svétla, ma svoji polarizaci. Polarizace je dana
rovinou, ve které se vlna pohybuje. Svétlo se jisté pohybuje po pfimce, tedy rovina
polarizace musi obsahovat tuto pfimku a okolo ni muze byt natocena libovolnym
smérem. Vétsina svétla, které vidime, je nekoherentni (tzn. kazdy foton mé jinou
polarizaci, neni zde zddné preferované rovina pohybu fotont, svétlo je nepolarizo-
vané), protoze vznikd odrazem sluneéniho svétla (které je také nekoherentni).

Témér vsechny displeje, monitory a televize vsak vyzaruji polarizované svét-
lo, které ma pevné dany. smér polarizace a vSechny vychézejici fotony tedy lezi
v rovnobéznych rovinach®

Kdyz polarizované svétlo (foton) projde polarizaénim filtrem, zachova si pouze
slozku amplitudy, kterd je rovnobézné se smérem osy daného polarizatoru. Pokud
je puvodni polarizace svétla kolmé na filtr, pak pres néj neprojde. V opacném
pripadé (filtr je rovnobézny se smérem polarizace) projde idedlné vSechno svétlo.
Tim se dostdavame k tomu, ze pouzité filtry nejsou idedlni a kdyz filtr umistite
rovnobézné, tak preci jen néjakou ¢ast svétla pohlti, a i pii kolmém umisténi projde
néjaké (velmi malé) mnozstvi svétla. Déle vSak uvazujme ,idedlni“ polarizac¢ni folii.

Necht mame zdroj koherentniho svétla (naptiklad monitor) o amplitudé Ao. PFi
pruchodu polariza¢nim filtrem je zachoviana pouze slozka amplitudy rovnobézné
s osou polariza¢niho filtru. Pokud je filtr viuci zdroji svétla natocen o thel «,
priuchodem svétla se amplituda zmensi na

A1 = Apcosa.

Pro a = 0° (polarizace svétla je pfed prichodem rovnobéznd s osou filtru) se
amplituda nezméni, pro a = 90° (polarizace svétla je kolmd na osu filtru) bude
amplituda nulové (neprojde zddné svétlo). Napiiklad ale pro a = 45° nebude
amplituda polovi¢ni, ale zmensi se na %Ao.

Proslé svétlo si zachova pouze slozku aumplitudyE rovnobéznou se smérem OSy
daného filtru. Nyni nechdme svétlo projit druhym polariza¢nim filtrem, ktery je

3Pozor, nékteré félie na monitory ¢i mobilni telefony mohou svétlo ,odpolarizovat®.

4Mluvime tady o amplitudé, ale ve skuteénosti jde o pravdépodobnost. Kazdy foton, ktery
prochézi polariza¢nim filtrem mé urcitou pravdépodobnost, ze cely projde skrz (pfi¢emz zméni
polarizaci) nebo ze bude cely pohlcen. Pokud foton prochdzi hodné (coz v nasem pripadé je
rozhodné splnéno), dostdvame stejné vysledky, jako kdyz pocitame s tim, Ze se zachovava pouze
dand slozka amplitudy.
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natocen o thel S oproti puvodnimu zdroji svétla. Amplituda se zmensi na As.
Musime dévat pozor, ktery tihel dosazujeme, protoze nyni uz je polarizace svétla
otocena o hel a oproti puvodnimu sméru, takze plati

Ay = Aicos (B — ) .
V naSem pripadé uvazujme 8 = 90°, coz vede na
Az = A1cos(90° —a) = Aysina = Apsinacosa.

Nyni je potieba si uvédomit, ze se zajimame o intenzitu proslého svétla a ne
o jeho amplitudu. Intenzita svétla je pfimo imérnd jeho energii (resp. vykonu do-
padajicimu na jednotkovou plochu) a energie je imérnd druhé mocniné amplitudy
(stejné jako u mechanickych harmonickych kmit). Intenzitu zna¢ime I a pro vztah
pocatecni a konecné intenzity plati

Ir =1y sin? avcos® o = i]o sin? 2a.
Bude se ndm hodit, ze zavislost Iz na «, tedy I2(a), je 5-periodickd a navic je
kazda perioda symetrickd, takZe stac¢i promérit rozpéti od 0° do 45 °.
Problém je, ze nepracujeme s dokonalymi filtry (nikdy neprojde 100 % ani 0 %),
takze bude potieba zavést néjakou korekci. Toho muzeme docilit naptiklad preska-
lovdnim nasi funkce

I(a) = ZIO sin® 20,

kde b je zatim neznama konstanta, kterda urcuje maximalni propustnost filtru.
Uvazime-li jesté korekci na to, Ze nenajdeme dokonale kolmy smér (tj. vuéi
tomuto sméru bude filtr posunut o o), méme

L(a) = ZIO sin? (20 + 200) (29)

Postup

V dostatecné zatemnéné mistnosti (abychom eliminovali vliv vnéjsiho svétla, které
odrézi horni polariza¢ni filtr) zapneme monitor, na kterém zobrazime ¢isté bilé
pozadi, s thlomérem, ktery nam bude ukazovat tihel ndklonu, a podle toho budeme
otacet prostiedni filtr. Nejprve je potfeba umistit vrchni (druhy) polarizétor tak,
aby jeho osa byla kolméd na smér polarizace svétla svitictho z monitoru. Toho
docilime pomalym otdc¢enim filtru a sledovanim ,,od oka“, kdy nastane minimum
propustnosti svétla. V tomto minimu dany filtr upevnime lepici paskou.

Poté vlozime prostiedni filtr, kterym budeme postupné otacet. Uhel natocenf
zvolime pomoci thloméru, podle kterého zarovname rovnou stranici poloviny bryli.

Jako zafizeni na méreni intenzity svétla pouzijeme mobilni fotoaparat, ktery
je dulezité mit béhem celého méfeni pevné ukotveny na stojanu a neménit jeho
nastaveni (popf. si dat pozor, aby si neménil nastaveni sdm podle potfeby).

Fotografie posléze analyzujeme v néjakém programu, ktery dokéaze urcit jas.
Konkrétné my jsme pouzili GIMP, ktery dokonce umoznuje vybrat urcitou oblast
a spocitat jeji prumérny jas.
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Gamma korekce

Jelikoz citlivost lidského oka nenf linedrn{ (snadno rozlisime zménu malé intenzi-
ty svétla, ale tézko bychom od sebe rozliSovali dvé vysoké intenzity), pouziva se
pri uklddani a zobrazovani fotografii tzv. gamma korekce. Proto intenzita, kte-
rou ukazuje program, nemusi byt jeji skutecnd hodnota. Namérime-li intenzitu I,
(tj. hodnotu, kterou ma ulozenou pocitac), pak jeji skute¢nou hodnotu Iy mizeme
vypocitat jako

I,=1], (30)

kde 7 je gamma faktor. Pro vétsinu dnes pouzivanych zarizeni se uzivd hodnota v =
=22

Fotoaparat ma za urcitého nastaveni danou maximalni svételnou intenzitu,
kterou dokdze zaznamenat. I, ma néjakou maximdalni hodnotu (typicky bud 255
nebo 100 %). V pripadé, Ze se na fotografii takovato hodnota vyskytuje, je fotografie
preexponovand a je potieba provést jednu nebo vice z nasledujicih Gprav. Snizit
expozi¢ni ¢as (dobu, po ktery je sniména jedna fotografie), priviit clonu (omezit
mnozstvi svétla, které se dostane do snimace) nebo sniZit citlivost snimace (to
najdete pod zkratkou ISO). Je tedy diilezité dbéat na to, aby nase fotografie nebyly
preexponované. Vztahem B( pak dokazeme namérené intenzity linearizovat.

Namérena data

0,9

0.8 I T o -
0,7 | o \ 1
0.6 I o \ -
05 / \ -
04 - / \ :
03 - 4 \\ .
02 - A A
0.1 1 o o\,
Odoes® v
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o
B

Obr. 34: Namérena data, prolozend zavislosti @

Naméfend intenzita bilého pozadi byla 94 %. Po gamma korekci (@) to dava
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Io = 87%. Propustnost ¢ je definovdna jako podil propusténé intenzity Is a poca-
tecni intenzity Io

Tab. 13: Namérené hodnoty intenzity a propustnosti ¢ v zavislosti na thlu

natoceni.
o Lok ¢
° % %

0 4 01 0,001

5 4 01 0,001
10 7 03 0,003
15 13 1,1 0,013
20 22 36 0,041
25 30 7,1 0,081
30 39 12,6 0,144
35 47 19,0 0,218
40 53 24,7 0,283
45 59 31,3 0,359
50 65 38,8 0,444
60 74 51,6 0,591
70 80 61,2 0,701
80 83 66,4 0,760
90 85 69,9 0,801
100 84 68,1 0,781
110 84 68,1 0,781
120 81 62,9 0,721
130 76 54,7 0,626
140 58 30,2 0,346
150 44 16,4 0,188
160 27 56 0,064
170 11 0,8 0,009
180 4 0,1 0,001

V grafu Q jsou tato data vynesena a prolozena zavislosti (@) Koeficienty ap
a b byly urceny pomoci fitu

a0 = (—3,74+0,8) °,
b=13,80%0,06.
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Zaver
Zmeérili jsme zavislost propustnosti ¢ na thlu natoceni prostfedniho filtru. Nameé-
fené hodnoty odpovidaji teoretické predpovédi. Celkové ndm vychézi

L(a) = wh sin®(2a — (7,4 £1,6) °).
Uloha VI.E ... nehrajte si se sirkami

Zmeérte rychlost horeni spejle v zavislosti na tihlu naklonéni vii¢i vodorovné roviné.

Dfevo (respektive jeho hlavni slozky) pti hofeni za norméalnich podminekE nereagu-
je primo s kyslikem. Nejdrive totiz musi pusobenim tepla dojit k rozpadu molekul
dfeva na mensi molekuly (neboli k pyrolyze). Ta mé nékolik fazi, které se nejlépe
popisuji teplotou dieva. V prvni fazi, kterd probiha priblizné do 200 °C, se dfevo
primérné vysusuje, tato faze je tedy endotermicka. Ve druhé fizi, kterd probiha do
cca 280 °C, sice jiz dochézi k tepelnému rozkladu sloucenin ve dievé, stdle se ale
jedna prevazné o endotermické reakce, pri kterych nevznikaji prilis hotlavé plyny.
Drevo v této fazi tmavne. Nad teplotou 280 °C se pyrolyza uz stdvd exotermickou
reakci a vznikaji slouceniny, které snadno hoii. V této fazi pozorujeme plamen.
Pfi teploté¢ nad cca 500°C se drevo sklddd temér Cisté z uhliku, ktery reaguje
s kyslikem®

K zapaleni musi mit dfevo dostatecny prisun tepla, aby dokézalo prekonat
endotermické faze pyrolyzy a preslo do treti faze, ve které vznikd teplo nutné
k udrzeni celého procesu hoteni. Cim vice nehoiici éast Spejle zasahuje do plamene,
tim rychleji zvladne ziskat dostatek tepla, aby mohla také zacit horet. To se projevi
vyssi rychlosti horeni. Zaroven je mozné, ze pro nékteré tihly uz nebude dochézet
k dostatecnému prenosu tepla, aby se reakce udrzela, a Spejle zhasne. Také je
ziejmé, ze rychlost hofeni bude zaviset na mnozstvi tepla potfebného k prekonani
prvni faze. To zavisi na slozeni dfeva a predevsim na jeho vlhkosti

Meéfeni probihalo tak, ze jsme priblizné uprostied spejle vyznacili po 10cm
znacky, spejli jsme uchytili do stojanu a zmérili jsme cas mezi dohofenim k prvni
a ke druhé znacce. Jako misto, kde je plamen, jsme brali rozhrani svétlé a tmavé
¢asti Spejle, které bylo nejvice ostré. Méfili jsme pro thly v rozsahu od 0° do 120°
po 15°. Pro kazdy uhel jsme provedli 4 méfeni, ze kterych jsme vypocitali stiedni
hodnotu a smérodatnou odchylku. Tyto hodnoty jsme vynesli do grafu a pro
prehlednost jsme je prolozili afinni funkcei ax +b. Nésledné jsme z klasického vzorce

5Nenormélnimi podminkami je myslena napiiklad pfitomnost silného oxidaéniho &inidla, pii-
padné vhodného katalyzatoru.

Shttps://www.fpl.fs.fed.us/documnts/fplmisc/rpt2136.pdf

"To jsme skutecné ovéiili. Kdyz jsme zkouseli zapalit Spejle, které jsme nasli v zasobé doma,
zjistili jsme, Ze nehofi ani ve vodorovné poloze a Ze se musi drzet témér svisle s plamenem
dole, aby viibec horely. Proto jsme je za tcelem vysuseni vlozili na 20 minut do trouby, ktera
byla pfedem rozehfdtd na 150 °C. Vysouseni pomohlo a $pejle poté hotely i ve svislé poloze
s plamenem nahote. Pro samotné méreni jsme vsak pouzili jiné sSpejle.

8Vliv vody je nejvyraznéjsi, protoze ma velmi vysoké mérné vypafovaci teplo a také jeji obsah
ve dfevé nejvice kolisa.
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Obr. 35: Zavislost doby horfeni na thlu od kolmice. (0° odpovid4 svisle
orientované $pejli hofici zdola nahoru, 90° pak vodorovné pozici.)

pro rychlost vypocitali rychlost hofeni, kterou jsme vynesli do grafu @ Ten jsme
prolozili funkef 1/(az + b), kterd vznikla transformaci ptivodni afinni funkce.

7 grafu BY vidime, ze Cas je afinni funkci thlu¥ coz sice vypadé jako zajimavy
jev, ale pro nas je mnohem dtlezitéjsi rychlost hofeni. Ta by intuitivné méla byt
priblizné imérna vykonu, ktery se prenési do dreva. Jak vidime, je popisovana hy-
perbolou, kterd na prvni pohled nenaznacuje zddné fyzikalni vysvétleni. Proto jsme
stejnd data i prolozenou funkci vynesli v polarnich souradnicich do grafu B7, ktery
jiz. vypadd mnohem zajimavéji. Z dat (a tedy pfedevsim prolozené funkce) vidime,
ze tvori tvar ndpadné podobny plamenu svicky. Tvar plamene jistym zpusobem
odpovida rozlozeni tepla v oblasti hofeni. Proto spejle bude dostavat celkovy vy-
kon imérny prumétu dané oblasti grafu do pfiméy, ktera odpovidé spejli. Rychlost
hoteni pak bude pfimo imérna tomuto vykonuk

Vysledky méfeni jsou ovlivnény mnoha rtznymi okolnostmi. Nejvétsi vliv na
rychlost hofeni méa vlhkost dfeva. Ta vyrazné ovlivni dobu suSeni, a tim i celkovou
rychlost hofeni, jak jsme jiz zminili vySe. Vzhledem k tomu, ze proudéni plynt
v okoli plamene ovliviiuje teplo, které je prendSeno, bude rychlost horeni zaviset
na proudéni vzduchu v mistnosti= Déle se samoziejmé mohou projevit nejistoty

9Pro velké tihly se projevuje uréita nelinearita. V této fazi ale &pejle téméi nehoii a asto
zhasind, ¢imz je presnost méreni i naseho modelu silné ovlivnéna.

10Samozi‘ejmé, ze vykon je rozprostfen po Spejli rovnomérné, ale béhem hofeni se za cas po-
tfebny k prehofeni néjakého tseku v daném bodé energie potiebné k prekonani endotermickych
fazi reakce nastidda rychleji.

HVenku je naprosto nereilné cokoliv smysluplného naméfit.
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Obr. 36: Zavislost rychlosti hofeni na ihlu od kolmice. (0° odpovida svisle
orientované $pejli hofici zdola nahoru, 90° pak vodorovné pozici.)

meéreni casu a uhlu. Také je mozné, ze Spejle maji lehce odlisSnou rychlost hore-
ni z divodu riznych vlastnosti materidlu, ale to jsme ¢aste¢né vyloucili pouzitim
$pejli ze stejného baleni. Muzeme predpoklddat, ze jsou z podobného materidlu,
skladovaného ve stejnych podminkach. Navic jsme méfeni opakovali, ¢imz bylo
mozné odhadnout rozptyl ¢ast pro dany thel. Nemyslime si, Ze napti¢ mérfeni-
mi s riznymi podminkami ¢i Spejlemi by mélo smysl porovnavat ¢iselné hodnoty
rychlosti, protoze je témér nemozné odfiltrovat vnéjsi vlivy.

Vsechny tyto okolnosti vsak nemaji tak zasadni dopad, aby zménily charak-
ter zavislosti, kterou méame rozumné podlozZenou teorii. Explicitni tvar zavislosti
rychlosti hofeni na Case sice z teorie nezndme, ten ale neni prilis podstatny. Muze
se jednat o jinou funkci, napriklad mocninnou, pripadné exponencialni, nebof pro
velké thly se zacinaji ¢asy odchylovat od linedrniho prubéhu. Z tohoto diuvodu by
bylo zajimavé provést méfeni pro vysusené Spejle, které umoznuji mérit ve velkém
rozsahu uhla, ¢imz bychom zjistili, zda je nelinearita dédna jen tim, Ze plamen je na
pokraji zhasnuti, nebo zda to ma fundamentdlnéjsi pricinu. Druhy zajimavy pro-
blém, ktery by bylo vhodné déle zkoumat, je ziskdni prostorového modelu teploty
v_plameni pomoci metod mechaniky kontinua, at uz numericky nebo analyticky.

Oba tyto ndvrhy ovsem presahuji ramec tohoto textu, tak je nechavdme jako
namét pro dalsi vyzkum.

12V druhém piipadé by samozfejmé bylo nutné model silné zjednodusit rozsdhlymi aproxima-
cemi a ani poté neni vubec jisté, zda-li by se ndm podarilo nalézt reseni.
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Obr. 37: Zavislost rychlosti hofeni na dhlu, vyneseno v poldrnich souradnicich.
Radiélni osa je v mm-s~!
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Numerické metody a pocitacové simulace

Kapitola 1: Rozjezdova
Uvod

S tricaitym prvnim ro¢nikem FYKOSu pfichdzi i novy seridl, v némz se budeme
zabyvat tématem, které zasahuje témér do vSech ostatnich fyzikalnich oboriu — jed-
na se o pocitacovou fyziku. Fyzika byla jednou z prvnich oblasti védy, ktera zacala
pocitace naplno vyuzivat a dnes jim vdécime za velkou ¢ast pokroku, kterého jsme
na poli experimentu i teorie v poslednim pilstoleti dosahli. Proto jsme usoudili,
Ze ackoli bylo toto téma jiz ve FYKOSich seridlech zpracovano® (ro¢niky VIII.
a XXI.), neuskodi se k nému opét vratit.

V prubéhu roku budeme sledovat paralelné dvé ruzné linie: v jedné se budeme
zabyvat numerickymi metodami a v druhé pocitacovymi simulacemi. V numerice
vas seznamime se zakladnimi dlohami, které by mél kazdy fyzik umét resit, jako
je hledani kotfenu algebraickych rovnic, integrace diferencidlnich rovnic a dalsi. Si-
mulace budou ponékud hravejsi se zamérenim predevsim na stochastickou metodu
Monte Carlo a na jednoduché modely fyzikalnich i ne-tak-fyzikalnich procesu, jako
je perkolace, rust krystall, tvorba kolon v silni¢nim provozu, siteni lesnich pozara
a mnoha dalsich.

Nemad smysl zastirat, ze vzhledem ke zvolenému tématu nebude mozné se zcela
vyhnout programovani. Ackoli se budeme snazit, aby kazdy dil seridlu obsahoval
dostatek analyticky fesitelnych tloh (tj. FesSitelnych bez pomoci poéitade), bude
s pribéhem roku pribyvat téch, které vyzaduji sepsani kratkého skriptu. Neminime
zde suplovat KSP¥ proto Vas po kratkém tvodu do programovéani prezentovaném
nize odkazujeme na internetové tutorialy. Pokud to myslite s fyzikou vazné, tak se
programovani v budoucnu nevyhnete, a je lepsi zacit diive nez pozdéji. Pro bojacné
jesté uvedme, Ze na vyteSeni nékterych numerickych tloh bude stacit Microsoft
Excel ¢ jiny tabulkovy editor (nicméné tento pristup nedoporucujeme).

To je vSe, co jsme Vam chtéli tvodem sdélit. Doufame, ze pro Vas bude letosni
seridl poucny i zdbavny.

Zaklady pocitacové fyziky
Pocitace jsou dnes jiz béznou soucasti nasich zivott, nejinak je tomu ve védé a s po-
¢itacovou fyzikou a numerickymi metodami se setkéd nejspise kazdy fyzik. Do této

Lhttp://fykos.cz/ulohy/archiv
2Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK, https://ksp.mff.cuni.cz/.
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oblasti totiz nespadaji pouze numerické simulace, ale i vSsednéjsi problémy jako vy-
vytesit analyticky®? Miuze se zdat, ze jde v tomto ptripadé o trividlni problémy fe-
Sitelné selskym rozumem, a néjaké specidlni studium numerickych metod k jejich
vyreseni snad ani neni potieba. Nicméné, jak sami brzy poznate, numerické meto-
dy byvaji mocné, ale zradné, ve vyjimecnych ptripadech muze jit i o zivot® Proto
je vhodné se s nimi alespon trochu sezndmit a zjistit, jak funguji. Ale napros-
to nutné je jim nikdy bezmezné nevérit a vzdy mit néjakou kontrolu
¢i intuici plynouci z daného fyziklaniho problému, Ze vysledek ziskany
numerickou cestou neni zcela Spatné.

Tato zradnost numerickych metod plyne z numerickych chyb. Ty mohou vzni-
kat dvéma hlavnimi zpusoby:

e chyby metody — zpuisobené aproximacemi oproti analytickému feseni

o zaokrouhlovaci chyby

Reprezentace Cisel v pocitaci

Zaokrouhlovaci chyby jsou zpusobeny tim, Ze desetinné ¢isla v pocitaci nejsou
ulozena pfesné. Nejmensi jednotkou informace v pocitaci, se kterou lze primo ope-
rovat, je byte. Ten obsahuje 8 bitt, chliveckt, do kterych muzeme zapsat jednicku,
nebo nulu. Prirozenou ¢iselnou soustavou pocitace tedy neni desitkova soustava,
jako u clovéka¥ ale soustava dvojkova.

Cisla v poditadi jsou dvou béznych typi, celd (integer) a redlnd (s plovouct
desetinnou ¢arkou, float). Celd ¢isla dokdzeme ulozit presné v néjakém rozsahu,
zavisejicim na velikosti pouzitého bloku paméti. Napt. do jednoho bytu dokdzeme
ulozit ¢isla od 0 do 255, nebo od —128 do 127. Vétsinou se ale pouzivaji cela cisla
o délce 4 byty (integer) nebo 8 bytu (long).

Redlna cisla se ukladaji v tzv. semilogaritmickém tvaru

s-m-3°,

kde s je znaménko, m je mantisa, e exponent a 8 zéklad ¢iselné soustavy (v nasem
piipadé 8 = 2). Mantisa i exponent pak maji pevné danou velikost paméti, zavi-
sejici na_pouzitém datovém typu. Ve skutecnosti jsou redlnd ¢isla uloZzena o néco
slozitéji ¥, ndm ale postaci tato zakladni predstava. Tento zptsob ulozeni zajistu-
je udrzeni poctu platnych cifer i pro ¢isla lisici se o mnoho fadu. Napriklad typ
double, ktery budeme vyhradné pouzivat, dokaze ulozit kladné i zdporné c¢isla s ab-
solutni velikost{ od p¥iblizné 107324 do 103°® s pfesnosti na 15 az 16 platnych cifer.
Tento tdaj se nazyva strojovd presnost a je hlavnim tdajem ovliviiujicim velikost
zaokrouhlovacich chyb.

Jako ilustrace, ze k zaokrouhleni dochézi, poslouzi vypocet 0,1 +0,2. V double
precision obdrzime vysledek 0,30000000000000004. Pro¢ zde ale k zaokrouhleni

3Jako piiklad poslouzi rovnice z = sin .

4http://www-users.math.umn.edu/~arnold/disasters/

51 kdyz my také dokdzeme prsty ,vypnout“ a ,zapnout® jako bity. Sami si zkuste, Ze na
prstech rukou dokdzete napocitat do 219 — 1 = 1023.

6:ttps://www.topcoder.com/communitv/data—science/data—science—tutorials/

representation-of-integers-and-reals-section-2
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doslo, kdyz 0,1 i 0,2 jsou presné tvary? Potiz je v tom, ze jde o presné tvary
v desitkové soustave, pocitac ale pracuje ve dvojkové soustavé a v ni maji obé cisla
nekonec¢ny periodicky rozvoj. Tento ptriklad demonstruje, ze neméa smysl zjistovat,
zda se dvé redlnd Cisla presné rovnaji.

Typy zaokrouhlovacich chyb

Pokud bychom byli schopni udrzet presnost na 16 platnych cifer po celou dobu
vypoctu, méli bychom vyhrano. Problém je, Ze existuji operace, které tuto pres-
nost za urcitych podminek nezachovavaji. Nyni se podivame na nejbéznéjsi typy
takovych zaokrouhlovacich chyb, konkrétné na cancellation, ordering a smearing.

Pokud se omezime na zakladni matematické operace sc¢itani, nasobeni, déleni
a odc¢itdni dvou kladnych déisel, zjistime, Ze prvni tfi operace pro libovolné velké
operandy presnost vice méné zachovaji.E Pokud se ale rozhodneme odecist dvé
blizka cisla, lisici se naptiklad az na 10. platné ciffe, zjistime, ze vysledek bude
mit presnost pouze 5 — 6 platnych cifer, nebot pouze o téchto cifrach byla néjaké
informace v puvodnich operandech. Tento problém se nazyva cancellation. Nas
ptiklad je ponékud pfehnany, nicméné v praxi je cancellation problémem i pro
Cisla, co jsou jen raddové stejnd, nebot se vznikld chyba bude pravdépodobné s
pribyvajicimi operacemi ddle zvétSovat. Cancellation 1ze odstranit pouze tak, ze
problematickou operaci prepiseme, aby neobsahovala odc¢itdni blizkych cisel. Pro
ilustraci cancellation si vezméme kvadratickou rovnici z? + 105z + 2 = 0. Pokud
pro nalezeni kofenti pouzijeme klasicky vzorec

—b+ b2 — 4ac
2a ’

pak, protoze a i ¢ jsou mald v porovnéni s b, nastane pro jeden z kotfeni cancellation
pii odecditani —b a diskriminantu. Protoze pro kvadratickou rovnici plati x1x2 =
= ¢/a, mizeme problematicky kofen vypodéitat jako

1,2 =

c
XTo = — .
axry

V puvodnim vypoctu pri pouziti double precision ziskdme nasledujici koteny: 1 =
= —9,9999999999799998 - 10° a x2 = —2,0000152289867401 - 106, zatimco s pou-
Z7itim opravy x2 = —2,0000000000040000 - 10~°. Vysledky se tedy lisf jiz na Sesté
platné ciffe. Poznamenejme, Ze jsme se hrozby cancellation zcela nezbavili. Po-
kud totiz b = 4ac, pak nastane té7ko odstranitelna cancellation jiz p¥i vypoctu
diskriminantu.

Dalsim castym problémem je ordering. Jeho dusledkem je, ze u scitani zavisi
na poradi s¢itanci. Nejlépe si jej demonstrujeme na prikladu, kde nasim tkolem
bude spocitat ¢asteény soucet prvnich N ¢lent rady

N

x| =

k=1

"Né&jaka chyba vznikne pii kazdé operaci, v idedlnim piipadé ale bude v Fadu strojové pres-
nosti.
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Pouzijeme N = 107 a single precision (datovy typ float, strojova pfesnost 10_7).E
Pokud budeme fadu scitat klasicky ,,odpredu”, tedy od nejmensich k, dostaneme
V}’IsledekE 1,5403682709 - 10'. Protoze pro N — oo fada diverguje (jeji soudet je
nekoneéno), oéekavali bychom, 7e pro N = 10% obdrzime vétsi ¢asteény soudet.
Realita je ale takové, Ze od N = 107 se soudet nijak nezménil. A nezménil by se
ani pro libovolné vétsi N, obdrzeli jsme tedy vlastné ,vysledek®, ze co = 15,4!

Co se vlastné pokazilo? V kazdém kroku séitdme dvé ¢isla, dosavadni soucet
a dalsi ¢len posloupnosti. A zatimco soucet postupné roste, ¢leny posloupnosti kle-
saji. Pti souctu velkého a malého ¢isla pak z mensiho ¢isla neulozime celou jeho
presnost, ale jen to, co se vejde do presnosti vétsiho z cisel. Pti jednom souctu by
byla tato chyba zanedbatelndt= ale jak soucet providime mnohokrat, chyba narts-
ta. ReSenim je s¢itat fadu ,,odzadu“. Tak postupné roste soudet i ¢leny posloupnosti
a my v kazdém kroku s¢itdme ne tak rozdilng cisla. Timto postupem dostaneme
pro N = 107 souéet 1,4392651558-10" a pro N = 10® soucet 1,8807918549-10'. Po-
kud pouzijeme double precision, dostaneme pro N = 10% soudet 1,8997896414-10".
Je tedy vidét, ze ani druhy zptsob neni zcela idedlni, rozhodné je ale presnéjsi, nez
zpusob prvni. Chyba v druhém postupu je nejspis jiz neodstranitelnou zaokrouh-
lovaci chybou. Pokud vezmeme v tivahu, ze v kazdém kroku muze vzniknout chyba
1078 a my provedli 10® kroki, pak miizeme oéekévat chybu az fadu 1. Budiz toto
varovanim proti pouzivani single precision ve védeckych vypoctech.

Poslednim problémem, ktery zminime, je smearing. Nastava, pokud s¢itdme
mnoho kladnych a zdpornych ¢isel, jejichz soucet je maly. Opét si jej ukdzeme na
prikladu. Funkci exp(z) lze zapsat pomoci tzv. Taylorova rozvoje

exp()_l—i—x—i-f-&- Zk"

Pokud se pokusime v double precision spocitat exp(20) pomoci prvnich 100 ¢le-
ni rozvoje, dostaneme vysledek 4,85165195409790158 - 108, coz je blizko spravné
hodnoté 4,85165195409790277 - 108. Pokud se ale pokusime stejnou metodou spo-
&itat exp(—20), dostaneme 6,13825973860946424 - 109, coz se od spravné hodno-
ty 2,06115362243855786 - 10~° velmi lisf. Problém spodiva v tom, Ze se v rozvoji
stiidaji velké kladné a zadporné cCleny, které se navzajem témeér vyrusi, coz vede
ke ztraté presnosti. V tomto konkrétnim piipadé lze vyuzit identity exp(—z) =
= 1/exp(x), coz vede na exp(—20) = 2,06115362243855828 - 10~°. Tento vysledek
je jiz blizko spravné hodnoté.

Stabilita algoritmu a podminénost tlohy

Jak jsme vidéli, razné algoritmy jsou ruzné citlivé na chybu vstupu. Této vlast-
nosti se Tikd stabilita algoritmu. Algoritmus je struéné receno™ stabilni, pokud
malé chyba vstupu vzdy vyprodukuje pouze malou chybu vystupu. Nasim cilem je

8Problém by samoziejmé nastal i pfi pouziti double precision, ale nebyl by tak vyrazny.
9Pro nézornost je uvedeno vice platnych cifer, nez je strojova pfesnost.

1ONa tirovni presnosti vétsiho z &isel.

11Existuji ruzné druhy stability, nicméné ndm postaci tato zdkladni intuitivni predstava.
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tedy pokud mozno nalézt pro nas problém stabilni algoritmus, ktery jej resi. Otaz-
ka zni, existuje pro kazdy problém stabilni algoritmus? Odpovéd bohuzel zni ne.
Problémum, pro které existuje stabilni algoritmus, fikdme dobre podminéné, ostat-
nim $patné podminéné. Prikladem dobfe podminéné tlohy je numericka integrace,
prikladem $patné podminéné tlohy feSeni diferencidlnich rovnic ¢i numerickd de-
rivace. I Spatné podminéné tlohy ale potrebujeme obcas fesit, jen je potreba si
v takovém pripadé pocinat obzvlast opatrné, jak uvidime v dalsich dilech seridlu.

SlozZitost algoritmu

Dnesni védecké vypocty mohou bézet i nékolik tydnu ¢i dokonce mésictu a spotiebuji
gigabyty opera¢ni paméti. Proto je dilezité algoritmy navrhovat s ohledem na jejich
casovou a pamétovou slozitost. My tu sice takto naro¢né vypocty délat nebudeme,
presto je dobré si jisté zdklady osvojit. Zamérime se pritom predevsim na casovou
slozitost.

Zacnéme jednou radou. Pokud budete v praxi fesit jakykoliv problém, pro
ktery existuje standardni algoritmus, nesnazte se jej implementovat sami, ale vzdy
pouzijte néjakou knihovnu pro numerické vypocty. Usetiite si tim spoustu casu
a nervi, mate jistotu, zZe algoritmus je implementovany spravné a navic vypocet
bude rychlejsi, protoze autori knihoven pouzili mnoho rtiznych trikt a optimalizaci.
V tomto seridlu si ale z pedagogickych duvodi napiSeme implementace vlastni.

Nynf jiz k éasové slozitosti. Casovd sloZitost algoritmu je doba jeho béhu v z4-
vislosti na velikosti vstupu. Dobu jeho béhu mizeme odhadnout poctem zakladnich
operaci, které se museji vykonat. Nékteré operace= jsou pomalejsi nez jiné, v nu-
merickych vypoctech nas ale zajimaji predevsim aritmetické operace. Tam plati,
ze déleni je o chlup pomalejsi nez nasobeni a to je o chlup pomalejsi nez scitani
a odcitani. Vzdy ale mé&jme na mysli, ze prioritou je zajistit stabilitu algoritmu, az
poté jeho rychlost. Rychle ziskany vysledek je ndm k ni¢emu, pokud je Spatné.

Ucebnicovym ptikladem, kde se optimalizace poctu operaci mize vyplatit, je
vy&islovani polynomi. M&jme polynom 5z + 222 + 8z + 6. Pokud jej vy&islime
pro néjaké x takto primocare, budeme potiebovat 3 + 2 + 1 = 6 nasobeni™ a 3
s¢itdni. Také ale mizeme vyraz zapsat jako 6 + z(8 + z(2 4+ 5x)). Timto zptsobem
potifebujeme pouze 3 nédsobeni a 3 s¢itdni. Tomuto zpusobu se fikd Hornerovo
schéma.

Vétsinou nés ale nezajimé presny pocet probéhlych operaci, ale pouze trend,
jak casova slozitost roste pro velky vstup. Tomuto trendu se pak tika asymptotickd
casovd sloZitost. Jako priklad si vezméme vyse zminéné vycisleni polynomu. Veli-
kosti vstupu je zde pocet ¢lend polynomu. Pti tradi¢nim zptsobu je pocet scitani
N —1, kde N je pocet ¢lent polynomu. Pocet ndsobeni je ale N(N —1)/2. Celkové
tedy potiebujeme 0,5N% + 0,5N — 1 operaci, coz se pro velkd N chova zhruba
jako N?2. (Asymptotickd) ¢asova slozitost prvniho algoritmu je tedy kvadraticka.
Pro Hornerovo schéma pottebujeme N — 1 nasobeni a N — 1 s¢itani, dohromady

12ptedevsim ty, které interaguji s nééim mimo nas program, napiiklad vypis do souboru, &
alokace paméti.

Mocnéni celym &islem je v podstaté opakované nasobeni a také se jej tak vétSinou vyplati
implementovat. Cviéeni pro zdjemce: jak rychleji pocitat hodné velké mocniny?
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tedy 2N — 2 operaci. Casova slozitost je tedy linedrni. Pro velké polynomy se ndm
tedy vzdy vyplati Hornerovo schéma.

Predvedli jsme si, ze pro potfeby asymptotické Casové slozitosti nds zajima
pouze nejrychleji rostouci ¢len, a to bez konstanty pred nim. To muzeme formal-
né vyjadrit pomoci tzv. notace velkého O. Linedrni, resp. kvadratickou ¢asovou
slozitost bychom zapsali jako O(N), resp. O(N?). S touto notaci se jesté setkame
i mimo kontext casové slozitosti. Vzdy ale bude znamenat to, ze nas zajima pouze
trend a uvadime tedy pouze nejvice signifikantni ¢len bez konstanty*

Simulace v poéitacové fyzice

Fyzika popisuje prirodni jevy za pomoci matematického apardtu. Obvykle je exakt-
ni popis situace prilis slozity a pracujeme pouze s modelem, ktery zachycuje vSech-
ny podstatné vlastnosti studovaného jevu. Pokud neni mozné tento model v ruce
na papife v rozumném cCase vyftesit a jeho dalsi redukce neni ptipustnd, vstupuji do
hry pocitacové simulace. Jako pocitacovou simulaci budeme tedy nadéle oznacovat
program, ktery na zakladé matematického modelu pocita velic¢iny charakteristické
pro studovany systém. Pro konkrétni predstavu miuze jit o ¢asovou zavislost tep-
loty chladnouciho hrnku ¢aje nebo o stredni pocet Castic vyzareny radioaktivnim
izotopem za urcity Casovy interval.

Existuje nepfeberné mnozstvi tloh, které lze fesit za pomoci simulaci, a jesté
vétsi mnozstvi numerickych a statistickych metod, které k jejich reseni muzeme
pouzit. My se zde budeme vénovat takovym tloham, které nevyzaduji oborové
znalosti z fyziky a pouze zakladni znalosti programovani. Vyhneme se proto napii-
klad molekulové dynamice, elektromagnetickému vinéni a dalsim zajimavym, ale
naroénym oblastem. Budeme ovSem dbat na to, aby nase modely mély fyzikdlni
motivaci a aplikaci.

Klasifikace simulaci

Nez se zaCneme vénovat konkrétnim metodam a modelim, rozdélime si simulace
do nékolika kategorii.

Simulace muzeme délit na diskrétni a spojité. Spojitd simulace je obvykle za-
lozena na diferencialni rovnici, pomoci niz dokdzeme predpovédét stav v systému
v libovolném case. Jednoduchym ptikladem ném budiz Newtonova pohybova rov-
nice

9?x
Mmoo
kde X znadi zrychleni hmotného bodu (druhd derivace polohového vektoru x). Pii
numerickém fteseni této rovnice™ volime konecné casové kroky, v nichz hleddme
polohu bodu, ale nejsme omezeni tim, jak velké ¢asové kroky zvolime. Omezuje nas
pouze presnost ukladani ¢iselnych hodnot v pocitaci a ¢asovy horizont. Oproti tomu
diskrétni simulace hledaji stav v systému pouze v predem pevné danych casovych

F(t) =mx(t) = (31)

14Detailni éteni: https://www.topcoder.com/community/data-science/data-science-tutorials/
computational-complexity-section-2/
L5 Resit Newtonovu rovnici se naucite pozdéji v tomto seridlu.
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tsecich. Naptiklad model predikujici pocet obyvatel Evropy v nésledujicich letech
by mohl byt zaloZen na rovnici

Piy1=AP; (1 - i) . (32)
B

Proménna P; zde oznacuje @oéet lidi v roce i, A a B jsou parametry. Tyto typy

rovnic se nazyvaji diferen¢ni= a jsou diskrétni obdobou diferencidlnich rovnic. Jeli-

koz v nasem svété plyne Cas spojité, jsou diskrétni casové vyvoje vzdy aproximaci,

ktera s sebou prinasi ztratu presnosti, ale také zrychleni vypoctu.

Pro zvidavé: Rovnice (@) predstavuje takzvany logisticky rist. Casovy vyvoj ziskdme
nejsnaze prevedenim na diferencidlni rovnici

dP
— = AP(1 - P/B).
= AP(1—P/B)
Separaci proménnych a integraci parcidlnich zlomku ziskdme feSeni
BPyett

T Bt R (eAt—1)

Tento model se pouziva se napiiklad v biologii k simulaci vyvoje zvifecich populaci. Para-
metr A pak predstavuje ristovy koeficient a parametr B koeficient saturace (pfemnozeni
vede k nedostatku potravy a zivotnfho prostoru). Zajimavéjsi model ziskdme priddnim
predace. Model kotist-predéator je ddn soustavou rovnic

Kiy1 = AK; — BK;P;,

Pit1 =CK;P; — DP;. (33)

Korist je K (napt. kralik), preddtor P (napf. puma) a A, B, C, D jsou parametry. K to-
muto modelu se vratime v pozdéjsich dilech serialu.

Diskretizace se netykd pouze ¢asu, ale také prostoru a dalsich parametri. Dob-
rym prikladem je Isingtiv model, ktery ma vyznam pii simulovani magnetickych
vlastnosti pevnych latek ve vnéjsim magnetickém poli. V tomto modelu je prostor
rozdélen n-rozmérnou miizi a pro kazdou z jejich bunék urcujeme hodnotu elek-
tronového spinut Isingtiv model patii do vyznamné kategorie mrizkovych model,
na néz jesté prijde rec.

Déle existuje déleni na deterministické a stochastické simulace. Determinis-
tické simulace jsou zalozené na systému matematickych pravidel, pomoci kterého
dokazeme v kazdém casovém kroku urcit, v jakém stavu se bude systém nachézet
v kroku nésledujicim. Pro pfipad diskrétniho modelu mtuzeme obecné psat

Ti+1 = f(t,:L’t,.IIt_l, .. .,1‘0)

kde f je funkce, kterd jednoznacné urcuje hodnotu veli¢iny x. Stochastickd simu-
lace je zalozena na ndhodé. Mame sice predpis, ktery udava vyvoj systému (jinak
bychom nemohli simulovat!), ale tento predpis mluvi pouze o pravdépodobnosti,

60becné muzeme mluvit o rekurentnich vztazich, kde kazdy &len sekvence je popséan pomoci
funkce zavisejici na (ne nutné vSech) predchozich ¢lenech.
L7Kvantové-mechanické veli¢ina, ktera se svymi vlastnostmi podob4 momentu hybnosti.
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se kterou se bude systém v nasledujicim casovém kroku nachézet v uréitém stavu.
Prikladem stochastického procesu je sekvence hodu kostkou. Pokud jsme jiz napii-
klad v predchozich hodech nahézeli v souctu hodnotu 30, tak vime, ze v pfristim
hodu dosdhne celkovy soucet hodnoty v rozmezi od 31 do 36, nedokdzeme vsak rici,
jaké z téchto hodnot to bude. Vime pouze to, ze pravdépodobnost nabyti jakékoli
jedné z téchto hodnot je 1/6 (neni-li kostka ,cinkl§*).

K tomu, abychom spravné pochopili stochastické modely, si potfebujeme osvojit
zéklady pravdépodobnosti a statistiky. Nez se do toho pustime, tak dodejme, ze
simulace l1ze délit do dalsich skupin. Prudce rozvijejicim se oborem jsou kvantové
stmulace. Kvantova statistika nebude predmétem tohoto seridlu, proto zminime-
li nékdy v dalsich dilech seridlu simulace kvantovych systémi, tak pouze jako
zajimavost. Neni-li simulace kvantova, nazyva se klasickd simulace.

Jesté se na chvili zdrzme u pojmt kvantovda simulace a deterministicka simulace.
S kvantovou fyzikou je neodmyslitelné spjata Schrodingerova rovnice. Mozna vas nyni
zarazi, ze simulace zalozend na Schrédingerové rovnici je deterministickd. Kazdy systém
popsany diferencialni rovnici je deterministicky. Plati vSak, ze vlnova funkce, ktera je
vysledkem feseni Schrodingerovy rovnice, nepopisuje jednoznac¢né stav fyzikalniho systé-
mu, tj. vztah mezi vlnovou funkei a pozorovatelnou veli¢inou je nedeterministicky, nase
simulace nikoli.

Podobné zmateni muze nastat ohledné simulaci chaotickych systému — tyto simulace
jsou téz deterministické. Chaoticnost spoc¢iva ve vysoké citlivosti systému na pocatecnich
hodnotach. Proto pokud pro stejné pocate¢ni podminky dostaneme jiny vysledek simulace,
nejedna se o nédhodné chovani, ale o nepresnou pocitacovou reprezentaci ¢isel popisujicich
stav systému.

Pokud v sobé rovnice popisujici ¢asovy vyvoj systému zahrnuje ndhodné chovani, jedna
se o stochastickou rovnici. Metodami feseni téchto rovnic se zabyva stochasticky kalkulus.

Zakladni pojmy z pravdépodobnosti a statistiky
Statistika a teorie pravdépodobnosti tvorily vyznamnou ¢ast seridlu minulého roc-
niku. Zde shrneme pouze to, co budeme potiebovat pro pochopeni stochastickych
procesu a pro zpracovani vysledki simulaci. Cilem je pouze intuitivni pochopeni
a praktickad aplikace — pokud vam bude pripadat nésledujici text prilis slozity,
zaméite se pouze na vyznam vyrazi (B§) az ({1)), tj. na pojmy stiedni hodno-
ta, rozptyl, zdkon velkych ¢isel a statistickd definice pravdépodobnosti. Pokud vas
naopak pravdépodobnost zajima vice do hloubky, prectéte si seridl 30. rocniku®
Abychom se neutopili v abstrakci, budeme si pojmy z teorie pravdépodobnos-
ti vysvétlovat na hazeni Sestisténnou hraci kostkou. Udélost, kdy hodime kostkou
a padne konkrétn{ ¢islo, nazyvdme elementdrni jev. Mnozina Q = {1,2,3,4,5,6} se
potom nazve prostor elementarnich jevi. Ozna¢me A mnozinu vSech neprazdnych
podmnozin®= vybranych z Q. Jako ndhodny jev A oznac¢ime libovolnou mnozinu

18Gerisl naleznete na adrese http://fykos.cz/ulohy/archiv. Pokud vdm ani to nestaci, dopo-
rucujeme knihu Zvdra, Stépdin: Pravdépodobnost a matematickd statistika.
9Pocet téchto podmnozin je 2" — 1, kde n je pocet prvki mnoziny €.
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A C A. Naptiklad ndhodny jev ,Na kostce padlo sudé ¢islo“ je reprezentovdan mno-
Zinou A = {2,4,6}. Dopliikovy jev k jevu A je mnozina A° = Q — A a v uvedeném
prikladu by $lo o ndhodny jev ,Na kostce padlo liché ¢islo“, A° = {1,3,5}.

Je ziejmé, ze jev ,Padlo ¢islo mensi nez ¢tyri“ bude nastévat Castéji nez jev
,Padla Sestka“. Abychom tuto skutecnost néjak kvantifikovali, zavadime pravdépo-
dobnostni miru P. Pravdépodobnostni mira ma t¥i dilezité vlastnosti:

e Je nezdporna, P(A) > 0.

e Je normovana, P(Q2) = 1.

o Je aditivni na disjunktnichE mnozinach,

P(Ai+As+...) =P(A1)+ P(4A2) + ...
Vyraz P(A) oznacuje pravdépodobnost, Ze nastane jev A. Teorie ndm nerika, jak
volit Q, A, P. Pro pfipad hézeni kostkou bude platit P(A) = |A|/|€|, kde svislé
Cary znadi kardinalitu, tedy pocet prvka v mnoziné.
Dale zavadime podminénou pravdépodobnost

(AN B)

P(AIB) = Z 5 (34)

Cteme: Pravdépodobnost, Ze za predpokladu nastani jevu B nastane jev A, je rovna
pravdépodobnosti, ze nastanou jevy A a B zaroven, délené pravdépodobnosti jevu
B. Necht jev A znamend, ze padne sudé ¢islo, a B znamend, ze padne cislo vétsi
nez 3. Potom

P({2,4,6}N{4,5,6})  P({4,6})) 2 2
P(A|B) = P({2,4,6}|{4,5,6}) = S - = . =5 =5
O jevech fikdme, ze jsou nezdvislé, pokud plati P(A|B) = P(A).
Méjme mnozinu nesluditelnych jevit By, Ba, ..., z nichz alespon jeden nastdvé (tedy
B;iNBj =0Vi,ja By UBaU---=Q). Pak Véta o dpiné pravdépodobnosti tvrdi
P(A) = P(AIB,)P(B)). (35)

Toto tvrzeni vam muze pomoct pii feseni jedné z bonusovych tdloh.

Ozna¢me nyni prvky mnoziny 2 malym pismenem w. Necht existuje funkce X,
kterd kazdému prvku w prifadi realné cislo, forméalné X : Q — R. Funkce X
se nazyva ndhodnd veli¢ina a ¢islo X (w) je realizace ndhodné veliciny. Vyznam
nahodné veli¢iny si opét ilustrujeme na hodu kostkami. Nyni budeme mit dvé
Sestisténné kostky a mnozina €2 bude tedy obsahovat celkem 36 prvki:

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (2,2), (2,3), ..., (6,6).

2(’Disjunktni mnoziny nemaji zadny spoleény prvek, tj. jejich prinikem je prazdnd mnozina.
21Kazdou pravdépodobnost miizeme chapat jako podminénou, protoze P(A|Q) = P(A).
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Jednotlivé prvky mnoziny €2 zna¢me w; a jejich slozky wg . Tedy napiiklad w§ = 2,
wé = 3. Ve vétsiné stolnich her nés zajim4 soucet ok na hozenych kostkach. Tento
soucet predstavuje ndhodnou veli¢inu X definovanou vztahem

X(w)=w +w?Vi=1,...,36.

Pro kazdé = € R definujeme distribucni funkci F(z) = P{w : X(w) < z}).
V nasem prikladu se jednd o diskrétni tlohu, ndhodna veli¢ina X tedy nabyva
hodnot 1 =2, 22 =3, ..., 11 =12 a piéemeE

P{w: X(w) =wzi}) = pi = P(zi) . (36)

Funkce P(z) se nazyva pravdépodobnostni funkce. Pokud bychom pracovali se spo-
jitou ndhodnou veli¢inou, definovali bychom distribu¢ni funkci pomoci integralu

Fle) = / " fwat, (37)

kde se f(t) nazyva hustota pravdépodobnosti a je spojitou obdobou pravdépodob-
nostni funkce.

Nahodnou veli¢inu lze charakterizovat pomoci mnoha ruznych ukazateli, zde
si uvedeme pouze dva. Stredni hodnota se definuje pro diskrétni a spojitd rozdéleni
jako

EX =) mpi=p, EX= / zf(z)dw (38)
a rozptyl jako

VarX = Z(gr:Z —w)Ppi =E(X —p)?’ =0°, VarX = / (x — p)?f(z)dz (39)

ptricemz odmocnina rozptylu o se nazyva smerodatnd odchylka. Laicky feceno roz-
ptyl udéava, jak moc Siroce jsou jsou x; rozprostieny okolo stfedni hodnoty.

Vyznam stfedni hodnoty nejlépe pochopime pomoci tzv. zdkona velkyjch cisel.
Ten nam 1iké, ze aritmeticky prumér vysledka ziskanych méfenim ndhodné ve-
liciny X se s rostoucim poc¢tem pokusi N blizi stfedni hodnoté EX. Formélné
Zapsano

N
E lim_ %ZX =u. (40)
3

Tento zdkon ndm zarucuje, ze pro dostatecné velky pocet pokusu ziskdme dob-
ry odhad stfedni hodnoty, coz je nezbytny predpoklad pro simulace i fyzikalni
experimenty.

V této kapitole jsme prozatim vychézeli z tzv. Kolmogorovovy axiomatické
definice pravdépodobnosti, kterd je, jak jsme si ukazali, velmi obecnd a nerika nam,
jak pro tucely simulace definovat €2, A a P. Proto v praxi pouzivame statistickou

22Casto se také pouziva zkraceny zapis P(X = x;).
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definici pravdépodobnosti, podle niz je pravdépodobnost jevu dana jeho relativni

cetnosti pri dostatecném poctu pokusi. Tedy pokud v N pokusech nastane M-krat

jev A, pak plati
im X p(a (41)
Ngnoo N '

Nakonec si uvedme dvé dilezita diskrétni rozdéleni:

o Rovnomeérné rozdeleni je takové rozdéleni, v némz ndhodné veli¢ina muze
nabyvat n hodnot, a to s pravdépodobnosti 1/n pro kazdou z nich. Pro po-
hodlnost popisu feknéme, ze mnozinu realizaci nadhodné veli¢iny tvoii vSech-
na celd éisla z intervalu (a,b), kde a,b jsou také celd, tedy n = b —a + 1.
Pravdépodobnostni funkci potom muzeme zapsat jako

1
= Z
P(k)_{n Vk’E{ N {a,b)} (42)
0 jinak
a distribu¢ni funkei jako
Fk) = % Vk € (a,b) . (43)

Prikladem ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim je hod jednou sSes-
tisténnou kostkou. Stfedni hodnota rovnomérného rozdéleni je u = (a+0b)/2,
rozptyl o2 = (n? —1)/12.

o Binomické rozdéleni s parametry n, p je ddno pravdépodobnostni funkci

P(k) = (Z)pk(l -p)" . (44)

Parametr p € (0,1) zde pfedstavuje pravdépodobnost, ze v pokusu s binér-
nim vysledkem 0 nebo 1 dostaneme éislo 1 (a ¢islo 0 pak s pravdépodobnosti
1 — p). Parametr n uddvé, kolikrdt jsme pokus provedli. Ndhodnd veli¢i-
na X s binomickym rozdélenim P(k) potom udavd pocet uspéchu (hodnota
1) v téchto n pokusech. Typickym piikladem jsou opakované hody minci, kde
napi. 1 je panna a 0 orel. Stredni hodnota binomického rozdéleni je u = np,
rozptyl 6% = np(1 —p).

Generatory pseudonahodnych cisel

Predstavme si, Ze Zijeme v sedmnactém stoleti a prijde za ndmi Jacob Bernoulli
a zepta se nds, s jakou pravdépodobnosti nam pfi hodu Sesti Sestisténnymi kost-
kami padne ¢islo dvacet. Nyni mame na vybér: budto jsme dobti poctafi a nalez-
neme vsechny kombinace, které vedou na tuto hodnotu, nebo jsme hodné trpélivi
a budeme kostkami hézet tak dlouho, dokud nedostaneme vysledek s uspokojivou
presnosti. V dnesni dobé méme nastésti pocitace a ty mohou kostkou hazet za nas.
Je tu ovSsem jeden problém: jak rekneme pocitaci, aby pti kazdém hodu kostkou
ndhodné vybral, jakd hodnota padne? Ptfi hodu skutecnou kostkou spociva ndhod-
nost ve vysoké citlivosti vysledku na rychlosti rotace kostky a ihlu dopadu (kostka
se chova chaoticky). Co pouzijeme jako zdroj ndhody v poéitaci?
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Vytvafet ndhodna cisla za pomoci pocitace mizeme dvéma zpusoby. Prvni
z nich vyuziva fyzikalni procesy, napriklad tepelny Sum v hardwarovych soucést-
kach nebo kvantové jevy. Takto ziskand ndhodn4 cisla se v angli¢tiné oznacuji jako
true random, opravdu ndhodnd (jejich hodnotu nedokézeme predpovédét o nic 1épe
nez vysledek hodu kostkou). Nevyhodou téchto generdtoru je, ze nedokézi poskyt-
nout dostatecné velké mnozstvi ndhodnych ¢isel v kratkém case nebo vyzaduji
specializovany hardware.

Obvyklejsi je proto pouzivat generdtory pseudondhodngch cisel. Ty jsou zaloze-
ny na jistém deterministickém algoritmu, ktery na zdkladé zadané pocatecni hod-
noty (tzv. seed, mize byt z{skdn pomoci hardwarového generdtoru) generuje sek-
venci Cisel, kterd mé statistické vlastnosti blizké sekvenci opravdovych ndhodnych
¢isel. Existuje mnoho testid ndhodnosti a zde se jimi nebudeme prilis dopodrobna
zabyvat. Pro tplnost uvedme, Ze se mize jednat o testovani ¢etnosti vyskytu jed-
notlivych ¢isel a jejich fetézcu ¢i rozdéleni délky mezer mezi stejnymi hodnotami.
Jednoduchym vizualnim testem je vykresleni ndhodnych ¢isel pomoci ¢ernobilého
kédovani do plochy. Vysledek by mél pripominat Sum analogové televize®

Nejjednodussim generatorem pseudondhodnych cisel (a jedinym, ktery si po-
drobné popiSeme) je linedrni kongruencni generdtor¥? Tento generator vytvari sek-
venci ¢isel {z,} na zdkladé rekurentniho vztahu

ZTnt+1 = (azn + ¢) modm, (45)

kde parametry a, c jsou celd ¢isla, m je prirozené ¢islo a mod je operator udavajici
zbytek po déleni vyrazu cislem m. xo je seed, ktery musi zadat uzivatel. Parametry
volime tak, abychom ziskali co nejdelsi neopakujici se sekvenci ¢isel pro libovolny
seed. Je zfejmé, ze perioda nemize byt delsi nez m. Pokud chceme, aby generator
mél tuto délku periody pro vSechny seedy, musi parametry spliiovat nésledujici
podminky:

o Cisla m a ¢ jsou nesoudéln4.

e a — 1 je délitelné vSemi prvocisly z rozkladu ¢isla m.

o Pokud je m délitelné 4, je také a — 1 délitelné ¢tyrmi.

Fungovani generatoru si ukdzeme na dvou jednoduchych prikladech. Nejprve
volme a = 6, ¢ = 1, m = 13. Tato volba zfejmé nesplnuje druhé kritérium. Pro o =
= 0 dostaneme sekvenci

1,7, 4,12, 8,10, 9, 3,6, 11, 2,0, ...

Vidime, ze tato sekvence mé periodu m — 1 = 12, pficemz v ni chybi ¢islo 5.
Podobny vysledek dostaneme pro kazdy seed kromé x¢ = 5, kdy sekvence obsahuje
pouze ¢islo 5. Volba parametru a = 13, ¢ = 1, m = 6 splinuje vSechna kritéria a sami
si jisté snadno ovérite, ze pro libovolny seed je perioda maximélni. Ma ovSem délku
pouze m = 6. Pokud bychom zvolili ¢ = 0, hovorili bychom o multiplikativnim

23Nahodnost generatoru ve vasem internetovém prohlizeci si miizete pomoci vizualniho testu
ovérit na adrese http://www.psychicscience.org/vt2.aspx.

24N4zev pochdzi z matematického pojmu kongruence zbytkovych t¥id. Rikdme, 7e a je kon-
gruentni s b modulo n, pokud rozdil a — b je beze zbytku délitelny ¢islem n.
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kongruencnim generdtoru. Vypocet ¢isel v sekvenci je poté jednodussi, ale nesmime
volit o = 0.

Nejvyssi efektivity kongruenéni generdtory dosahuji, pokud je m mocnina dvou,
napt. 232, Poté totiz v bindrni soustavé ziskdme zbytek po déleni prosté tak, Ze
od 31. pozice v8echny hodnoty nalevo® vynulujeme (v praxi je prosté vibec nepo-
¢itdme). Vétsina implementaci vSak nevraci ¢isla v rozsahu od 0 do m — 1, ale déli
je hodnotou m, ¢imz je pfeskaluje do intervalu (0,1). To je velmi vyhodné zvlas-
té tehdy, kdyz generator pouzivame k simulaci stochastického chovani, protoze
hodnoty pravdépodobnosti jsou také v rozsahu od 0 do 1.

Peclivé musime volit i ¢isla a a c. VysSe uvedené podminky, které na né klade-
me, zarucuji pouze dlouhou periodu, ne jeji ndhodnost. Pro volbu a = 1, ¢ = 1,
m = 231, zo = 0, kterd podminky splituje, dostaneme sekvenci 1, 2, 3, 4, ...I bez
diskuse je jasné, ze nejde o ndhodn4 ¢isla. Kongruenéni generatory, které se v praxi
pouzivaji, maji peclivé zvolené hodnoty parametru a prosly mnoha testy ndhod-
nosti.

Pred pouzitim generdtoru pseudondhodnych cisel ve vasem oblibeném progra-
movacim jazyku si nejprve zkontrolujte, jakou metodu vlastné pouzivate. Napriklad
funkce rand () z knihovny glibc pro jazyk C je obycejny linedrni kongruenéni ge-
nerator, ktery muze byt pro nékteré aplikace nedostacujici. Python pouziva ve své
funkci random() generator zalozeny na algoritmu Mersenne Twister, ktery vyuziva
vlastnosti Mersennovych prvocisel. Seed se ziskava ze systémového casu.

Na zavér jesté zminme, Ze existuji také generdtory kvazindhodnijch cisel, jejichz
cilem neni priblizit se co nejvice opravdovym ndhodnym ¢islim, ale spiSe co nej-
rovnomeérnéji pokryt zvolenou oblast n-dimenzionalniho prostoru. Prikladem jsou
napiiklad Sobolovy sekvence. Kvazindhodn4 ¢isla se s vyhodou pouzivaji naptiklad
v metodé Monte Carlo — o té si ale povime vice az v pristim dile.

Drsny dvod do programovani

Program je sekvence prikazu, které ma pocitac vykonat. Aby je mohl vykonat, musi
jim rozumét. Pocita¢ ovsem rozumi pouze sekvenci jednic¢ek a nul, tzv. strojovému
kédu (posloupnost instrukei pro procesor). Diive se v ném skuteéné programy psa-
ly, nicméné bylo to pro programatora nepohodlné, navic kazda generace pocitactu
rozuméla jinému strojovému koédu. Proto byly vynalezeny programovaci jazyky,
které jsou blizsi lidskému uvazovani a fec¢i. Dnes tedy programétor napise pomoci
néjakého programovaciho jazyka tzv. zdrojovy kod. Ten se poté, v zavislosti na
zvoleném jazyce, bud primo za béhu interpretuje pocitaci, ¢i je nejprve prelozen
pomoci prekladace (kompildtoru) do strojového kédu.

Volba jazyka

Jednotlivé tlohy seridlu muzete fesit v libovolném jazyce, vzdy je ale dobré k ta-
kovému reseni prilozit zdrojovy kéd. My budeme v ukéazkich pouzivat bud pro-
gramovaci jazyk Python, nebo tzv. pseudokdd. Pseudokdd je v podstaté zdrojovy
kéd, kde jsou ale nékteré pasize z duvodu strucnosti a prehlednosti popsany pouze

25Nebo napravo. Zélezi na tom, jak ukladdme data do paméti. Vice viz heslo endianita.
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slovné, nikoliv v daném jazyce. Takovy kéd samoziejmé neni primo spustitelny na
pocitaci.

Jazyk Python byl zvolen, protoze jde o pomérné jednoduchy a prehledny ja-
zyk, navic dnes dominuje v oblasti data science. Pravdépodobné se s nim v praxi
tedy setkdte. Chtéli bychom dopredu upozornit, ze styl, jakym budeme zezacét-
ku v Pythonu psat, neni pro_védecké vypocty v Pythonu bézny. V praxi je hojné
vyuzivand knihovna NumPy® s knihovnou pro védecké vypocty SciPy®! a pokro-
cilejsi funkciondlni konstrukce jazyka. Spravné pouziti téchto prostredki dokaze
zrychlit vypocty, nicméné podminkou je znalost toho, jak je v Pythonu ,pod ka-
potou“ nakladédno s operacni paméti. My si v prvnich ukazkach vystacime bez
téchto knihoven, nas zdrojovy kéd tedy nebude zcela optimalizovany, zato bude
intuitivni a ptfehledny i pro ty, ktefi nemaji s Pythonem zkusenost. Pozdéji ovsem
z davodu strucnosti zacneme knihovnu NumPy v ukédzkich pouzivat tam, kde to
bude vhodné.

Python je interpretovany jazyk, to znamena, ze zdrojovy kod neptekladdme, ale
rovnou spoustime pomoci tzv. interpreteru. Interpreter Pythonu a kompletni doku-
mentaci jazyka i s tutoridly pro zacidtecniky najdete na https://www.python.org.
Python je dnes pouzivan ve dvou vzajemné nekompatibilnich verzich 2 a 3. V na-
Sich ukazkach budeme pouzivat novéjsi verzi 3. Protoze zdrojovy kdd je Cisty text,
potfebujeme kromé interpreteru jiz pouze libovolny textovy editor, tfeba Poznam-
kovy blok®™ a mtzeme zacit programovat. Nase programy budou pomérné kratké,
nezatézujte se tedy vybérem néjakych pokroéilejsich vyvojovych prostiedi (IDE).
Nevyuzijeme jejich plny potencidl a pouze by nés matly.

Zaklady syntaxe jazyka Python

Jak jiz bylo receno, nebudeme zde suplovat tutoridly, kterych l1ze na internetu nalézt
spoustu. Misto toho si rovnou predvedeme ukézku zdrojového kédu a rozebereme
si, co tento kéd déla.

import math

def e_z_limity(n):

if n < 1:
print("My brain hurts")
exit ()

vnitrek = 1.0+1.0/n

vysledek = 1.0

for i in range(n):
vysledek *= vnitrek

return vysledek

26http://www.numpy . org

2"https://www.scipy.org/scipylib/index.html

28V nejhorsim piipadé. Lepsi je nainstalovat si kvalitni editor, napt. Sublime Text, nebo pouzit
jeden z editort nainstalovanych v Linuxu.
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def e_z_taylora(n):
suma = 0.0
faktorial = 1.0
for i in range(1,n+2):
suma += 1.0/faktorial
faktorial *= i
return suma

for i in range(1,10000):
print ("{} {} {}".format(i,math.e-e_z_limity(i),math.e-e_z_taylora(i)))

Program je vykonavan shora doldi po jednotlivych piikazech. Ptikaz import
math zajisti import matematické knihovny. V nasem programu ji potfebujeme kvuli
konstanté math.e, coz je Eulerovo ¢islo. Déle médme prazdny rddek. Ten je uveden
pouze pro prehlednost a je pocitacem ignorovan. Stejné tak jsou ignorovany radky
zacinajici znakem #. Jde o tzv. komentare a slouzi pouze pro snadnéjsi orientaci
v k6du. Nicméné doporucujeme naucit se je pouzivat.

Dalsi rddek zacind klicovym slovem def. Jde o definici funkce, kterou jsme na-
zvali e_z_limity(). Tato funkce mé jeden parametr n. Funkce je oznaceni kusu
kédu, tzv. téla funkce, ktery se provede, pokud tuto funkci zavoldme. Volani funk-
ce se déla uvedenim nézvu funkce s kulatymi zavorkami, které mohou obsahovat
hodnoty parametri. Pokud je parametru vice, jsou oddéleny ¢arkami, jak vidime
naptiklad pri volani funkci range () nebo format (). Télo funkce= je oznaceno od-
sazenim, télo funkce e_z_limity() tedy konéi fddkem return vysledek. Prikaz
return znamend ukonceni vykonavani funkce a pripadné vraceni néjaké hodnoty.
Funkce e_z_1limity() naptiklad vraci hodnotu uloZenou v proménné vysledek.

Na dalsim fadku vidime konstrukci if. Pokud je splnéna podminka, v nasem
pfipadé n < 1, provede se blok prikazu za ni, v nasem pripadé prikazy print ("My
brain hurts") a exit(). Pokud podminka splnéna neni, blok se preskoci. Kon-
strukce if muze obsahovat i blok else, ktery se provede, pokud podminka splnéna
neni. Podminkou miize byt cokoliv, co vraci hodnoty True (pravda) a False (ne-
pravda).

Ptikaz print("My brain hurts") vypiSe na obrazovku radek s textem ,My
brain hurts“ (bez uvozovek). Uvozovky zde oznacduji, ze jde o tzv. fetézec znakl
(string). Piikaz exit () pak ukonéi program. Dalsi dva pfikazy vytvofi proménné
pojmenované vysledek a vnitrek a pfifad{ jim hodnotu 1, resp. 1+ 1/n, kde n je
aktudlni hodnota parametru n. Proménné jsou zjednodusené receno ,skatulky®,
kam si muzete ukladat néjakou hodnotu, at uz jde o ¢islo, fetézec, ... K promén-
nym muzeme pristupovat vzdy pouze v rdamci bloku, ve kterém byly definovany,
v tomto pripadé jde o télo funkce e_z_limity(). PovSimnéte si, ze prifazujeme
hodnotu ,,1.0“ a ne ,,1“ Rozdil je v tom, ze ,,1“ je celé ¢islo, zatimco ,,1.0“ je redlné
¢islo (v double precision). Jak pozdéji uvidime, z kontextu vypocétu chceme, aby
vysledek a vnitrek byly realnét

298tejné jako kazdy blok kédu v Pythonu.
30Ve skuteénosti by staéilo psat ,,1% Diivodem jsou hlubsi nuance jazyka Python, ktery v
konkrétnich situacich konvertuje celd ¢isla na redlnd nebo naopak. Python 2 se v tom chova
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Dalsi radek zacina klicovym slovem for. Jde o tzv. cyklus, tedy blok ptika-
z1, ktery se dokola opakuje. Ve vétsiné jazyku je opakovani provadéno, dokud je
splnéna podminka, podobné jako u konstrukce if. Python je v tomto odlisny, cyk-
lus je provadén pro vsechny prvky seznamu, ¢i obecné libovolné kolekce hodnot,
kterou lze postupné prochdzet. V nasem pripadé funkce range(n) vrati seznam
celych ¢isel od 0 do n —1 véetné. Cyklus je pak v tomto poradi postupné prochézi,
dosadi danou hodnotu do proménné i a vykoné blok ptikazi, v nasem pripa-
dé prikaz vysledek *= vnitrek. Ten vynasobi hodnoty proménnych vysledek
a vnitrek a vysledek ulozi znovu do proménné vysledek. Jde pouze o zkraceni
zapisu vysledek = vysledek * vnitrek. Poznamenejme, ze v tomto cyklu promén-
nou i vubec nevyuzivame, cely cyklus slouzi pouze k tomu, aby piikaz vysledek
*= vnitrek probéhl n-krat za sebou. Cyklus tedy predstavuje pouhy vypocet n-té
mocniny hodnoty proménné vnitrek.

Posledni prikaz téla funkce je prikaz return vysledek. Kdykoliv se pfi vy-
konavani funkce narazi na piikaz return, nebo se dojde na konec téla funkce,
vykonévani funkce se ukonéi a program pokracuje v misté, odkud byla funkce za-
voldna. Pokud je za ptikazem return uvedena néjaka konstanta nebo proménni,
je jeji hodnota dosazena na misto volani funkce. Rikdme, Ze funkce vrétila hodno-
tu. Prikladem mohou byt rtizné matematické funkce, naptiklad math.cos (), kterd
vrati kosinus parametru, ¢i funkce range(), kterd vraci seznam ¢isel.

Pokud budeme program sledovat dale, vidime, ze néasleduje definice funkce
e_z_taylora(). Jejimu télu byste jiz méli rozumét, za povsimnuti stoji pouze vo-
lani range() se dvéma parametry. V tomto pripadé funkce vrati seznam celych
¢isel od 1 do n + 1 véetné (hodnota n + 2 uz v seznamu nenf).

Nésleduje posledni cyklus for i in range(1,10000). Protoze se doposud vy-
skytovaly pouze definice funkci a piikaz import, je toto mistem, kde se skutecné
zacne vykonavat program. S funkci print() jsme se jiz setkali, cilem tohoto cyk-
lu je tedy 9999krat néco vypsat na obrazovku. PovSimnéme si konstrukce "{}
{}".format(. . . ). Ta vytvori fetézec, dle vzoru v uvozovkach, ale misto kazdé
dvojice znaku {} dosadi v poradi argumenty funkce format (). Ta mtize mit libovol-
ny pocet argumentu. Cilem je tedy tisknout hodnoty i, math.e-e_z_limity(i) a
math.e-e_z_taylora(i) oddélené mezerou, a to pro i nabyvajici postupné hodnot
1 az 9999.

Seznamili jsme se s konstrukcemi if a for, definici funkce, proménnymi a vypi-
sem na obrazovku. Rozhodné nejde o plny vycet konstrukci jazyka Python, nicméné
se jednd o ty nejpouzivanéjsi a nejspise si s nimi vystacime po velkou c¢ast seridlu.
Jsme si védomi, zZe slo opravdu o rychlokurz, proto silné doporucujeme projit si
néjaky tutoridl a pokusit se napsat si par cviénych programu. Stravite tim sice né-
kolik vecerti, nicméné zakladni znalost programovani vim brzy vloZzenou namahu
mnohokrat vrati.

jinak nez Python 3. Jestli neumite dobfe programovat, radéji se na to nespoléhejte.
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And now for something completely different

Nyni, kdyz zvldadneme zdrojovy kod precist, se podivejme na to, co méa tento kéd

za tkol. Jak ndm napovi ndzvy funkci, patrné se snazime vypocitat Eulerovo c¢islo

riznymi zpusoby, vypisujeme pak rozdil téchto vypocti od skutecné hodnoty.
Funkce e_z_limity() vyuziva vztahu

1 n
e= lim (1 + 7> ,
n—oo n

(+3)

pro rizné velky parametr n. Pro dostatecné velké n bychom méli priblizné dostat
hodnotu e. Podminka zde testuje, jestli hodnota parametru déava smysl. Je zde
uvedena zcela ticelové pouze pro ukazku konstrukce if. VSimnéme si, Zze neni zcela
neprustielna, mohli bychom totiz v parametru predat napriklad fetézec, ¢i redlné
¢islo. Pri psani programu je obecné dobrym navykem kontrolovat, jestli je vstup
validni, nicméné v nasich programcich se timto nebudeme vétsinou zabyvat.
Funkce e_z_taylora() vyuziva Taylorova rozvoje exponencialy, ktery byl zmi-
nén v kapitole o smearingu. Pokud tento rozvoj vyc¢islime v bodé 1, dostaneme

kdy vycislujeme vyraz

| —

exp(l) =e= Z

k=0

7

=

oo

Funkce pak skutecné piimocare vycisluje ¢astecné soucty rozvoje
n
>
k!
k=0

v zévislosti na hodnoté parametru n vyjadiujicim pocet ¢lent rozvoje. Mohli byste
v tuto chvili namitnout, ze pouzity postup bude nachylny k orderingu. Nicméné
pokud program skutecné spustime, zjistime, zZe se pro dostatecné velké n 1isi vysle-
dek vypoctu od skuteéné hodnoty Eulerova ¢isla v ¥4du 10716, tedy v fadu strojové
presnosti. Ordering je tedy v tomto piipadé zanedbatelny (nejspis diky tomu, ze
1/k! klesa désné prudce) a nebudeme se jim zabyvat.

Spusténi programu

Ulozme zdrojovy kéd do textového souboru, napiiklad euler.py. Poté spustme
prikazovy radek v adresari, kam jsme ulozili nas program. Ten nyni spustme pri-
kazem python euler.py. Uvidime ocekdvany vypis ¢isel. Program chvili pobézi,
nebot vypis na obrazovku je pomérné pomald operace, zvlast kdyz ji provadime
témer desettisickatE=. Gratulujeme, pravé jste spustili svij prvni program. Pokud

31Problém neni velikost vystupu, ale to, ze program musi volat systémovou funkci pro vypis
z programu. Vypis tedy muzeme zrychlit tim, ze si vystup nejdfiv vytvorime jako retézec a
ten pak vypiseme jednou. V Pythonu existuji alternativni zptusoby ¢teni a vypisu dat, které to
opravdu délaji a jsou tak o hodné rychlejsi
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se vam program nedari spustit, nevahejte se na nas obratit, pfipadné postupujte
podle nékterého z tutoridla pro instalaci a prvni spusténi pythonu.

Mit vypis cisel pouze na obrazovce je nepraktické. Proto znovu spustme pro-
gram, tentokrat prikazem python euler.py > euler-data.txt. Tim jsme presmé-
rovali vystup z programu do souboru euler-data.txt, ktery se vytvoril ve stejném
adresari, jako euler.py. Takto ulozeny vystup je jiz jednoduché dale pouzivat, na-
ptiklad jej mizeme zobrazit v grafu pomoci programu Gnuplot nebo importovat
do Excelu ¢i jiného tabulkového editoru.

Pokud si vystup prohlédneme, zjistime, Ze ndm staci pouze 17 ¢lenu Taylorova
rozvoje pro dosazeni strojové presnosti. Oproti tomu i pro n = 9999 je vysledek
funkce e_z_limity() presny pouze na nékolik malo platnych cifer. Nicméné tyto
dvé metody nemtzeme zcela srovnavat, nebot jde v obou piipadech o zcela jiny
postup a parametr n ma v obou pripadech rizny vyznam.

Uloha L.S ... rozjezdova 10 bodt

a) Upravte vyraz /= + 1 —+/7 tak, aby nebyl ndchylny k problémim cancellation,
ordering a smearing. Ke kterym z téchto problému byl puvodné nachylny a proc¢?
Jaky je rozdil ve vysledku ptivodniho a opraveného vyrazu, pokud jej vycislime
v double precision pro z = 1,0 - 10'°?

b) Popiste funkci nasledujictho kédu. Jaky je rozdil mezi funkcemi a() a b()?
Pro jaké hodnoty x je lze pouzit? Nebojte se kdd spustit a hrat si s hodnotou
proménné x. Urcete také asymptotickou casovou slozitost programu v zavislosti
na proménné x.
def a(n):

if n ==
return 1
else:
return n*a(n-1)
def b(n):
if n ==
return 1.0
else:
return n*b(n-1)
x=10
print("{} {} {}".format(x, a(x), b(x)))

¢) Oznaéme o a Oy obvod vepsaného a opsaného pravidelného k-tihelniku ke

kruznici. Pak pro né plati rekurentni vztahy

20,0
Oap = —22% 09 = VorOar .
or + O

Napiste program, ktery pomoci téchto vztaht vypocitd hodnotu rt, zacnéte pri-
tom s opsanym a vepsanym ¢tvercem. S jakou presnosti dokdzete nt takto apro-
ximovat? Obdobu tohoto postupu puvodné navrhl a pouzil Archimedes.
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d) Lukéds a Mirek hraji hru. Hazeji férovou minci a kdyz padne orel, d4 Mirek
Lukasovi jedno FYKOSI tricko, kdyz padne panna, dé jedno tricko Lukas Mir-
kovi. Oba dohromady maji ¢ tricek, z toho [ patii Lukasovi a m Mirkovi. Pokud
jednomu z hracua dojdou tricka, hra konci.

1. Necht m = 3 a Lukéasova zésoba tricek je nekonecna. Urcete nejpravdépodob-
néjsi dobu trvan{ hry, tedy pocet hod minci, po nichz hra skonéi (protoze
Mirkovi dojdou tricka).

2. Necht m = 10, | = 20. Provedte simulaci pomoci generatoru pseudonahod-
nych ¢isel a naleznéte pravdépodobnost, ze Mirek vyhraje vSechna Lukasova
tricka. Celou hru nechejte probéhnout alespon 100krat (éim vice opakovani,
tim 1épe).

3. Jak se zméni vysledek predchozi tlohy, jestlize Mirek minci ,,vylepsi“ a panna
nyni pad4 s pravdépodobnosti 5/97

Bonus Vypoctéte pravdépodobnosti analyticky a porovnejte vysledek se simu-

laci.

e) Mgjme linedrni kongruenc¢ni generédtor s parametry a = 65539, m = 231 c=0.
1. Vygenerujte alespon 1000 ¢isel a spoctéte jejich stfedni hodnotu a rozptyl.

Porovnejte se stredni hodnotou a rozptylem rovnomeérného rozdéleni na stej-
ném intervalu.

2. Naleznéte vztah, ktery vyjadii ¢islo v generované sekvenci jako linearni kom-
binaci ¢isel na dvou predchozich pozicich, tj. naleznéte koeficienty A, B v re-
kurentnim vztahu zx12 = Axr+1 + Bz, Pokud budeme povazovat kazdé tii
po sobé nasledujici ¢isla za soutadnice bodu ve trojrozmérném prostoru, jak
rekurentni vztah ovlivni prostorové rozlozeni téchto boda?

Bonus Vygenerujte sekvenci alesponn 10000 ¢isel a vykreslete 3D bodovy graf,

ktery ilustruje vyznam uvedeného rekurentniho vztahu.

(TeSend str. )

Kapitola 2: Derivace a Monte Carlo integrace

V minulém dile jste se seznamili s reprezentaci ¢isel v pocitaci a s chybami, které
mohou plynout z nepresnosti datového typu s plovouci desetinnou ¢arkou, a naucili
jste se, jak tyto chyby minimalizovat ¢i jim zcela predchazet. Také jiz umite urcovat
casovou slozitost pocitacovych algoritmi. Tyto znalosti zuzitkujete pfi numerickém
vypoctu derivaci, coz je téma tohoto dilu serialu.

V simulac¢ni ¢asti seridlu po predchozim naro¢ném dilu trochu zvolnime a podi-
vame se na jiz slibenou stochastickou metodu Monte Carlo, pricemz si zopakujeme
a prohloubime znalosti tykajici se statistického zpracovani vysledki simulaci. Ke
slovu zde opét prijdou generdtory pseudondhodnych cisel.

Numericka derivace

Protoze nepredpoklddame ¢tenarovu znalost pojmu derivace, pokusme se jej nej-
prve strucné nastinit. Derivace je operace, kterad zapusobi na funkci f a vrati jinou
funkci — derivaci piivodni funkce, zna¢ime f’. Pokud derivaci provedeme pro kon-
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krétnf hodnotu z, dostaneme tzv. derivaci v bodé f'(z), tedy é&islo. P¥i numerickych
vypoctech mame k dispozici pouze Cisla, nikoliv spojité funkce, numerickou derivaci
tedy budeme chépat pravé jako derivaci v bodé.

Derivace funkce f v bodé z je definovana vztahem

. fle+ Az) — f(x)
Alalsgo Ax '

f(z) =

Odtud je hned patrny vyznam derivace, tedy Ze derivace je podil zmény funkd-
ni hodnoty f a prislusné zmény x za predpokladu, ze je tato zména velmi maléd
(ve skute¢nosti nekoneéné mald). To m4 fadu praktickych analogii, napfiklad pru-
mérnd rychlost je podil zmény polohy a prislusného prirtistku c¢asu. Pokud bude
prirtstek casu velmi maly, prejde prumérnd rychlost v rychlost okamzitou. Muze-
me tedy Tici, ze okamzita rychlost je derivace polohy podle ¢asu.

Dalsi, matematictéjsi vyznam derivace je, ze derivace v bodé je smérnice teény@
ke grafu funkce f v bodé dotyku .

Muzeme také provést derivaci derivace funkce, coz bude opét funkce. Tu na-
zyvame druhou derivaci funkce f a znaéime f”. Tak muZeme (pro hezké funkce)
pokracovat dale. Obecné ntou derivaci znadime (™).

Ctendii zbéhli v poéitani derivaci nejspis vi, ze vipodet derivace je pro hezké
funkce pfimocary a derivaci v bodé pak uz ziskdme snadno dosazenim konkrétni
hodnoty z, numericky vypocet derivace je v tomto piipadé zbytecny. Presto exis-
tuji situace, kdy se numerickd derivace mize hodit. Prvnim prikladem jsou slozité
funkce, u kterych je niro¢né pocitat derivaci analyticky. Druhym, castéjsim pri-
kladem je situace, kdy nezndme puvodni funkci, ale pouze jeji funkéni hodnoty
v diskrétnich bodech. Prikladem muze byt situace, kdy mame nafilmovany pohy-
bujici se objekt, z kazdého snimku odecteme jeho polohu a chceme zjistit casovy
prubéh rychlosti, s jakou se objekt pohyboval. Pak se néjaké formé numerické de-
rivace nevyhneme.

Podivejme se nyni opét na definicni vztah derivace. Mtize nas napadnout, ze
numerickou derivaci implementujeme prosté tak, ze Ax nebude nekonecné malé,
ale bude to néjaky (konecné) maly krok h > 0. To lze chapat také tak, ze misto
teény v bodé x konstruujeme se¢nu protinajici graf funkce v bodech x a x + h. Pak

dostavame vztah N

Tomuto druhu numerické derivace se Fika doprednd diference;E ovsem, jak si za
chvili ukdzeme, jde zpravidla o jeden z nejhorsich a nejméné presnych zptsobu
vypoctu numerické derivace.

Obdobou vyse zminéného vzorce je zpétnd diference

Py = L@ =S,

32Pokud teénu zapiSeme rovnici piimky y = az + b, pak smérnice je koeficient a. Smérnice
tedy udava sklon dané primky.
33N4zev pochézi z toho, Ze ¢lenem f(z + h) ,nahlédneme o krok dopiedu*.
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kdy derivaci aproximujeme ,nahlédnutim o krok zpét*, namisto doptedu, jako u do-
predné diference. Pro h — 0 zpétna a doprednd diference splyvaji, pro konec¢né h
to ale neplati, jak je vidét z obrazku B§. Navic by dle intuice pro co nejlepsi aproxi-
maci mélo platit, Ze nedélame , krok zpét“, ani ,krok dopredu®, ale symetricky na
obé strany. Takovy typ numerické derivace se nazyva centrovand diference a plati
pro ni vztah

Py Hat )~ fa—n)
2h

7 obrazku @ Ize nahlédnout, ze se¢na prislusejici centrované diferenci aproximuje

tecnu v bodé x daleko 1épe nez secny prislusejici dopredné a zpétné diferenci. Tuto

skutecnost si pozdéji dokdzeme a podrobné rozebereme.

Obr. 38: Seény dopredné, zpétné a centrované diference v bodé zx.

Tayloriiv rozvoj

Odbo¢me nyni a povézme si 0 mocném matematickém ndastroji, ktery vyuzije-
me nejen v tomto dile seridlu. Existuje matematicka véta, kterad rika, ze kazdou
hezkou®2 funkci muZzeme nahradit nekoneénym rozvojem

f(x):f(a)Jrf,(a)(xfa)qL%(xfa)QJrf’;ga)(x*a)3+--':
X g
:an'( )(mia)n7

kde a je néjakad hodnota, kolem které chceme rozvoj provést. Ta je volena tak, aby
funkéni hodnoty f a jejich derivaci sly dobfre vyc¢islit, ¢asto se tedy voli a = 0. Pak
rozvoj nazyvame rozvojem Maclaurinovym.

Tayloriav rozvoj mé hezkou vlastnost, ze pro ptibliznou aproximaci nemusime
pouzit rozvoj cely, ale mizeme jej nékde useknout. Pak plati, ze ¢im vice ¢lenii po-

34Konkrétné funkci, kterd ma viechny derivace spojité. U kone¢ného rozvoje do rddu N po-
staCuje spojitost derivaci do fddu N + 1.
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uzijeme, tim je rozvoj presnéjsi. Také plati, ze ¢im blize je x ke zvolené konstanté a,
tim je obvykle rozvoj presnéjsi. Konkrétné pro chybu konecného rozvoje

N (g
f@) ~ T =S L@ oy

plati, Ze existuje ¢islo & mezi a, z takové, ze

(N+1)
f(z) — T () = f(l\f7+1()§!)(x gy
Pokud si nyni oznacime krok h €+ — a a uvédomime si, ze chyba zéavisi pouze
na mocniné h (faktoridl je koneénd konstanta, £ zavisi na h, ale diky spojitosti
muzeme | f VT (€)] pro dostateéné malé h shora odhadnout konstantou), mizeme
pouzit notaci velkého O, se kterou jsme se sezndmili v minulém dile. Kone¢ny
rozvoj pak miizeme prepsat do tvaru

N
I @)
fl@th) =) —— 0"+ O™,
n=0
kde nyni provadime rozvoj kolem pevného z.

Provedme nyni rozvoj funkce f do druhého fddu a upravme

Fa+h) = f() + f @h+ 51" (@) + O, (46)
fwy = LEER IO L o),
f(z) = w +0(h),

¢imz jsme odvodili vztah pro doprednou diferenci. Vyhodou tohoto postupu je,
ze vidime i chybu aproximace. Ta je fddu O(h). Obdobné odvodime i vztah pro
zpétnou diferenci

fa—h) = f(z) ~ f'@h+ 51" (@) + O, (47)

f’(:c) — w +O0(h).

Vidime, ze chyba metody je opét tddu O(h).
Pokud nyni ode¢teme rovnici (47) od rovnice (@) dostaneme
fl@+h) = flz—h) =2f"(x)h+ O(h’),

Py = LD~ S h

coz je vzorec pro centrovanou diferenci. Vidime ale, Ze chyba je v tomto pripadé
az ¥adu O(h?), nebot se cleny s nizsim fadem odedetly.

+0(h?),
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Richardsonova extrapolace

Metody vyssich radu je mozno odvodit se¢tenim a odectenim Taylorovych rozvoju
f(x£nh) pron =1,2,3,... tak, aby se vSechny ¢leny nizkych fddu (kromé ¢lenu
s f'(z)) odecetly. Ukézeme si zde ale postup zndmy jako Richardsonova extrapolace.
Ze vztahu pro centrovanou diferenci mame

Ay = TEXMTEZR) iy 4 on 4 oy

kde C = f"'(z)/3! a uvédomili jsme si, ze ¢len s h® je roven nule. ZapiSme ten
samy vztah pro krok 2h (obecné bychom mohli nh)

f(x+2h) — f(xz — 2h)
4h

A(2h) = = f'(z) + C(2h)* + O(h").
Nyni chceme odeéist tyto dvé rovnice tak, aby vypadl élen s k2. To se nam podaii
kombinaci

A(2h) — 4A(h) = =3f'(x) + O(R"),

Flz) = ff(x+2h)+f(:v72h1)228f(m+h)78f(x7h) +O(h4).

Povedlo se ndm tedy z puvodni centrované diference odstranit chybovy ¢len nej-
nizsiho fadu, musime za to ale zaplatit znalosti funkéni hodnoty ve ¢tyrech bodech
namisto dvou.

Pro obecnou Richardsonovu extrapolaci plati, Ze pokud mame metodu

A(h) = F + Ch* + O(h* 1y,
kde F je to, co chceme aproximovat (v nasem pifpadé F = f'(x)), pak plat{ vztah

n*A(h) — A(nh)

F:
nk —1

+O(h* . (48)

Vsimnéme si, Ze jsme vzorec (@) nenapsali specidlné pro numerickou deri-
vaci, ale obecnéji. Richardsonova extrapolace je totiz obecny néstroj pouzitelny
v ruznych partiich numerickych metod. Napriklad pri aplikaci v numerické inte-
graci vede na tzv. Rombergovu integraci nebo pfi feseni obyc¢ejnych diferencidlnich
rovnic je na ni zalozena Bulirsch-Stoerova metoda. Nejspis se s Richardsonovou ex-
trapolaci v pribéhu seridlu jesté setkame.

Optimaini volba kroku

V nékterych situacich méame krok pevné dany, napiiklad pokud méame uz namérené
data z experimentu. Ale v situacich kdy mame moznost volby je vhodné védét,
jaky krok volit, abychom méli co nejmensi (nebo alespori rozumné velkou) chybu.
7 definice derivace, kdy pouzivime nekonecné maly krok, bychom ocekévali, ze
bude vhodné vzdy volit krok co nejmensi. Zde se ale projevi zradnost numerickych
vypoctid, predevsim zaokrouhlovaci chyby zndmé z minulého dilu, takze vse bude
nakonec tplné jinak.
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Obr. 39: Zavislost chyby urceni derivace na kroku h. Jako testovaci funkce byla
zvolena f(z) =sinz v bodé z = 0,5.

Vykresleme si nyni zavislost chyby urceni derivace na velikosti kroku h. Ja-
ko testovac{ funkci si zvolme tieba f(z) = sinz, derivace (presny vysledek) pak
je %(x) = cos x. Zévislost pro doprednou, zpétnou a centrovanou diferenci je v log-
log® grafu B9. Vidime, ze chyba s klesajicim h nejprve skutec¢né klesa, pro dopied-
nou a zpétnou diferenci linedrné, pro centrovanou diferenci rychleji — kvadraticky.
Poté ale pro urcitou hodnotu nastane zlom a chyba opét zacne rist, pripadné se
obcas zastavi a vytvori ,schod“. Pro¢ se to déje? Zatimco samotnd chyba meto-
dy s klesajicim h stale klesa, zaokrouhlovaci chyba, konkrétné typu cancellation,
s klesajicim h roste. Pro urcité optimdlni h = hept je chyba metody rovna zao-
krouhlovaci chybé a pro h < hopt dominuje zaokrouhlovaci chyba.

Déle vidime, Ze pro centrovanou diferenci je optimélni krok vétsi, nez pro zpét-
nou a dopfednou diferenci. Je to naznak obecnéjsitho pravidla: ,,Cim vétsi rdd
metody, tim je optimdlni krok vetsi.“ Specidlné plati, ze kombinace metody vyso-
kého fadu a velmi malého kroku je cesta do pekel.

Odvodme si nyni teoretickou predpovéd pro hopt pro dopfednou diferenci. Hle-
dédme tedy h, pro které bude chyba metody rovna zaokrouhlovaci chybé. Predpo-
klddejme, ze zaokrouhlovaci chyba pii vy¢isleni funkce je Af(z) = f(x)e, kde ¢ je

35Pokud nevite, pro¢ pouzit log-log graf pro mocninné zavislosti, pfectéte si vzorové reseni
dloh z 1. dilu.
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strojova presnost. Pak pro derivaci a jeji chybu plati

r+h)(1+e)— f(x)(1+e
P+ a7 () = LEE MO+ = S0+
_f@Hh) — f@) | f@+h)e — f@)es
= + ,

h h

kde €1 a €2 jsou skutecné relativni chyby vycisleni funkce, pfi¢emz dle vyse uvede-
ného plati, Ze jsou fadové rovny strojové presnosti. Také poznamenejme, Zze ndm
jde o horni odhad chyby, proto v nasledujicim kroku secteme vsSechny dil¢i chyby
v absolutni hodnoté. Pak pro zaokrouhlovaci chybu dopredné diference plati

Af'(z) ~ L'*’;(””” :

Véimnéme si, Ze Af'(z) oc h™'. Pravé tato vlastnost je diivodem, ze pro mald h
prevazi.
Chyba metody dopredné diference ¢ je z Taylorova rozvoje rovna

Lf"(€)] |f" ()]
0="mrh~ 2!36 s

kde jsme provedli odhad chyby dosazenim x misto £, protoze hodnotu £ nezndme.
Pro h = hopt pak plati § ~ Af'(x), tedy (za predpokladu f”(z) # 0)

" ()] 2¢|f(z)|

— hopt ® ———,

x
2 hopt

|f ()]
ho t 2 \/g
’ L ()]
Protoze nas zajiméa pouze fddovy odhad, sta¢i ndm, Ze pro doptrednou diferenci
plati hopt ~ /2 ~ 1078, coz odpovid4 optiméalni hodnoté v grafu Bg. Pro zpétnou
diferenci bychom obdrzeli stejny vysledek, pro centrovanou diferenci bychom pak
obdobnym postupem dostali hopt ~ el/3 ~ 1075,

Monte Carlo

Monte Carlo (zkrdcené MC) je oznaCeni pro jakoukoli metodu, kterd k vyfeseni
tlohy pouzivd ndhodné vzorkovani pravdépodobnostniho rozdéleni sledované veli-
¢iny pomoci generatoru pseudondhodnych ¢isel. Dle aplikace a pouzitych algoritmu
se Monte Carlo déli na kinetické, termodynamické (statistické), kvantové a mnoho
dalsich. V tomto seridlu se budeme postupné vénovat tfem oblastem: MC inte-
graci, geometrickému MC a zlehka se dotkneme i termodynamického MC. A aby
nebyl vyklad problematiky zbyte¢né komplikovany, omezime se zde na rovnomérné

vvvvvv
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Principy metody

Princip metody Monte Carlo si ukdZzeme na konkrétni tloze, kterd se nazyva Bu-
ffonova jehla. Pivodni znéni pochdzi z 18. stoleti od hrabéte de Buffon: Necht
mdme vodorovnou plochu rozdélenou rovnobéinymi carami ma pdsy Sirtky a. Na
tuto plochu hodime jehlu délky b. Jakd je pravdépodobnost, Ze jehla protne cdry?
Vzhledem k dobé, kdy byla dloha zadand, bylo mozné vyftesit ji bud analyticky
nebo experimentem, pocitacova simulace nebyla dostupnda. Nase zadani bude znit
ovsem trochu jinak: Jak na zakladé opakovaného provedeni experimentu uvedeného
v Buffonové tloze uré¢ime hodnotu ¢isla n?

Moznéa jste nyni zmateni z toho, odkud se vzalo ¢islo n. To se ihned ozfejmi,
jakmile vyfesime ptivodni Buffonovu tlohu. Jeji podstatou hledéni tzv. geometric-
ké pravdépodobnosti ve dvou dimenzich. Tento typ tloh po néds obecné pozaduje
porovnat obsah plochy, kterou predstavuji pozitivni vysledky, s obsahem celkové
plochy, na které se pohybujeme. Jednoduchym piikladem je nalezeni pravdépo-
dobnosti, ze trefime stied terce (bull’s eye) za predpokladu, ze se vzdy trefime do
terce a rozdéleni bodu dopadu Sipky je rovnomérné. Hledané pravdépodobnost je
pak ddna pomérem obsahu cerveného stiedu a obsahu celého terce.

V Buffonové tloze méme tyto dvé soufadnice: soufadnice z stfedu jehly ve
sméru kolmém na rovnobézné ¢ary a tihel ¢ natoceni jehly v roviné. (Nenechte se
zmést, soufadnice y v rovnobézném sméru zde nehraje zddnou roli.) Nyni pfiddme
dodatecnou podminku™ b < a, tedy délka jehly musi byt mensi nez sitka past.
Potom pravdépodobnost, Ze poloha stfedu = bude ve vzdélenosti mensi nez b/2 od
¢ary (a tedy Cara bude v dosahu jehly), udava vztah

1/b b b

P = ( )_a. (49)
Nyni nalezneme pravdépodobnost P, ze jehla protne rovnobézku, ke které je nej-
bliz, pokud je tato rovnobézka v dosahu jehly — vSimnéte si slova ,pokud“, jde
o podminénou pravdépodobnost. Pravdépodobnost, Ze jehla protne rovnobézku,
bude diky nezéavislosti soufadnic ddna soucinem P; - P». Aby jehla ve vzdalenos-
ti & < b/2 od rovnobézky tuto rovnobézku protala, musi platit z < %cos |9]. Toto
si rozmyslime z pravodihlého trojuihelniku s pfeponou b/2 a prilehlou odvésnou x.
Inverzné, thel ¥ (v intervalu od —n/2 do n/2, méfeny od kolmice na rovnobézku)
lezi v intervalu (Omin, Ymax) = (— arccos(2z/b), arccos(2z/b)). Pro dané = bychom
nyni snadno urcili hledanou pravdépodobnost jako pomér velikosti uvedeného in-
tervalu s tthlem nt (v radidnech). JelikoZ jsou v8ak Ymin & Fmax zdvislé na x, musime
provést integraci pres x od 0 do b/2:

b/2
P, — g/ 2 arccos(2x/b) de — g (50)
b J, T T

Pti vypoctu jsme vyuzili tabulkovy integral

/arccosxdm:marccosxf\/17x2+C.. (51)

a metoda vypoctu © pak jiz neni tak zfejma.
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Reseni Buffonovy tlohy tedy znf: Jehla protne rovnobézku s pravdépodobnosti
P=pPp=2

Priméjsi, ale méné nazorny postup reseni by vypadal nésledovné: pravdépodobnostni
funkce souradnic z (vzdélenost od nejblizsi ¢dry) a 9 jsou

_ % pro z € (0,a/2)
falw) = {O jinak

1

= prod € (—n/2,1/2)

g)=<r
Fo(9) {0 jinak.

Souradnice z a ¥ jsou nezavislé ndhodné proménné. V takovém pripadé muzeme sdruzenou

pravdépodobnosti funkci P(z, ) vyjddrit jako soucin jednorozmérnych pravdépodobnost-
nich funkei

2 proz € (0,a/2) AV € (—1/2,7/2)

fo0(@,9) = fo()fo(9) = {an

2
0  jinak . (52)

b

Vyse jsme si rozmysleli, Ze k protnuti rovnobézky dojde pro z < 3 cos [9]. Hledanou
pravdépodobnost tedy ziskdme jako dvojny integral

/2 %cos\ﬁ\ /2
2 beos|d 2b
P:/ / —d:pdﬂ:/ beos il 4y _ 28 (53)
71_!/2 0 aTt 77(/2 at aTt

Nabizi se tedy nasledujici metoda, jak urcit hodnotu ¢isla n: Obstarame si velké
mnozstvi jehel (pro uskute¢néni experimentu jsou vhodnéjsi Spejle) a postupné
je budeme hézet na pruhovanou plochu a pocitat, kolikrat doslo k protnuti nékteré
z rovnobézek. P¥i hdzeni musime dbét na to, aby byl pohyb jehly vzduchem dosta-
te¢né chaoticky a vyslednou konfiguraci jehly bylo mozné povazovat za ndhodnou.
Nakonec vydélime pocet protnuti poctem jehel a dostaneme urcité cislo c. Podle
zékona velkych ¢isel pro n hodu plati

lim ¢= P, (54)

n— oo
tj. v limité velkého poc¢tu hodu vyjadiime ¢islo © vztahem

B

e (55)

T
Tato metoda k nalezeni ¢isla n spadd do rodiny Monte Carlo. Pfed rozmachem MC
simulaci se opakované pokusy pouzivaly pouze k odhadu nejistoty™= vysledku zis-
kaného deterministickou simulaci, napriklad numerickou integraci diferencidlnich
rovnic. Metoda Monte Carlo primo fesi danou tlohu na zdkladé pravdépodobnost-
niho pristupu.

Shriime si nyni v obecnosti zdkladni kroky metody Monte Carlo:

37Nebo vSechny naréz, musime vSak zarudit, ze srazky jehel nenarusi ndhodnost.
38 Pfipomenme, ze nejistotou myslime veli¢inu charakterizujici distribuci vysledku okolo oce-
kavané hodnoty. Vice viz nasledujici kapitola.

160



Numerické metody a pocitacové simulace

e Stanovime mnozinu vSech moznych vstupnich hodnot. V pripadé Buffonovy
jehly jde o vSsechny dvojice hodnot, kterych mazou nabyvat proménné x a 9.

o Zjistime, jakymi pravdépodobnostnimi funkcemi se fidi nahodné veliCiny
vstupujici do simulace. V probrané tloze $lo o dvé rovnomérna rozdéleni
pro veli¢iny x a ¥.

e Pomoci generdtoru (pseudo)ndhodnych ¢isel vybirdme realizace zminénych
nahodnych veli¢in. V experimentdlni formé Buffonovy jehly je ndhodnost
zarucena chaotickym letem jehly vzduchem.

e Na vybrané realizace aplikujeme deterministicky vzorec a ziskdme vystupni
hodnoty simulace.

Posledni bod zni velmi obecné, nebof se podstatné lisi problém od problému —
pri zkoumdani pohybu ¢&éstic v plynu (termodynamické MC) uplatnime zcela jiné
vztahy nez pri vypoctu integralti. V Buffonové tloze je vystupni hodnotou odhad
¢isla nt. Tato hodnota vSak nikdy nebude pfesnd, protoze pocet hodu jehlou/spejli je
konec¢ny. R4di bychom proto kvantifikovali chybu, které se pfi vypoc¢tu dopoustime.
Bohuzel, ne kazda aplikace MC umoznuje snadno definovat, jak uré¢ime nejistotu
vysledku. Jak je tomu v pfipadé Buffonovy tlohy?

Monte Carlo integrace

Nez zodpovime otazku polozenou na konci minulé kapitoly, podivejme se na Buf-
fonovu tlohu obecnéiji. Pri aplikaci Monte Carlo metody vlastné fesime za pomoci
simulace integrél (E), respektive (@) Reseni Buffonovy tlohy tedy spadé do
specifické skupiny metod zvanych Monte Carlo integrace. Obecné tedy hleddme
hodnotu integralu

I:/Qf(z)dx, (56)

kde f(z) je zndmé funkce a 2 je oblast, pfes kterou integrujeme. Jelikoz nepfed-
poklddame, ze kazdy Ctenar je dobre obezndmen s integralnim poctem, kratce si
zde vysvétlime, jak pojem integralu chapat.

Smyslem integralniho poctu je zobecnit pojmy jako je délka, plocha ¢i objem.
Pokud ve vyrazu (E) polozime f(z) = 1, pak I bude uddvat objem oblasti 2. Slovo
»objem“ miize byt ponékud zavadéjici, protoze pokud je oblasti napiiklad dvouroz-
mérnd plocha vytycend body (0, 0), (2,0), (2,3) a (0, 3), bude integral predstavovat
obsah dané plochy (zde obdélnik o obsahu 6) — ¢asto vSak pouzivime termin objem
pro oblasti s libovolnou dimenzi (obsah je tedy ,2D objem*). Pokud je tvar ob-
lasti komplikovany, mtze byt vycisleni integralu také komplikované. Vzdy je vSak
mozné aplikovat numericky pristup: rozrezeme oblast na velky pocet krychlicek
a seteme jejich objem. Cim jemn&jsi déleni pouzijeme, tim piesnéjstho vysledku
dosdhneme.

7Z numerického pohledu se problém integrace prilis nezméni ani kdyz bude-
me pracovat s libovolnou funke{ f(z). Pouze budeme muset pri s¢itédni krychli¢ek
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kazdy elementdrni objem vyndsobit vahou danou hodnotou funkce f(z) ve stfedu
krychlicky*

Ted kdyz mame hrubou pfedstavu, jak muze takovy numericky vypocet inte-
gralu vypadat, budeme schopni 1épe ocenit prinos metody Monte Carlo. Prvnim
krokem je uzavieni obecné komplikované mnoziny 2 do boxu. Tento box predsta-
vuje defini¢n{ obor pravdépodobnostni funkce p(z) od ndhodné veli¢iny X. Stale
pro jednoduchost uvazujeme, ze X m4 rovnomeérné rozdéleni, p(x) je tedy konstant-
ni funkce, kterd vSude nabyva hodnoty 1/V, kde V je objem boxu (vzpomerite,
ze pravdépodobnostni funkce je normovand, takze integral funkce p(z) pfes cely
box mus{ byt roven 1). Navic pfedpoklddejme, ze mimo oblast Q je funkce f(z)
nulova. Pomoci generdtoru ndhodnych ¢isel vybereme jednu realizaci x velic¢iny X
a zkonstruujeme odhad integrilu

L(X =a)= 1@ (57)

Ocekavame, ze jednobodovy odhad bude velmi Spatny. Uvazujme na chvili pripad,
kdy pocitdme objem oblasti © (ozna¢me ho O), tj. f(z) = 1 vSude na . Pokud
x € Q, pak I; = V. Pokud z ¢ Q, pak I = 0. Hledand hodnota ziejmé lezi nékde
mezi 0 a V', ale nevime kde. Dobrou vlastnosti tohoto odhadu je tzv. nestrannost.
To znamend, Ze jeho stfedni hodnota je rovna presnému vysledku. To si snadno
potvrdime aplikaci definice stiedni hodnoty spojité ndhodné velic¢iny

Elh] - / (X = a)pa)da = / %pwdx: / f@de=0;  (58)
Q Q Q

tento vysledek plati pro libovolné f(z). Pro vypocet rozptylu pouZzijeme vztah@
Var [I;] = E [I{] — (E[I])?, (59)

tedy pro f(z) =1 a p(xz) = 1/V dostaneme

Var [I1] :/ (gg;’;;) p(x)dx—()?:/Vdm—o2:V0—02:0(V—0). (60)

Vidime tedy, Ze rozptyl naseho odhadu je primo tmérny rozdilu mezi objemem
obklopujictho boxu a oblasti zdjmu 2. Kdybychom volili box shodny s €2, takze
by platilo O = V, dostali bychom exaktni vysledek, ale pak celd tloha postrada
smysl, protoze hledany objem jiz od zacatku zndme. Jak tedy docilime nizsiho
rozptylu (a v dusledku niz${ smérodatné odchylky), aniz bychom museli omezit
nasi benevolenci pri volbé boxu?

Odhad I, je Spatny, nicméné z geometrického pohledu vime, ze pravdépodob-
nost zvoleni z € Q lze vyjddrit jako O/V. Tedy zpusobem, jak odhad zlepsit, je

39Nemusi jit o stfed a nemusi jit o krychlicky, ale zatim s touto predstavou vystacime. Fun-
dovanéjsi vysvétleni numerické integrace témito metodami naleznete v dalsich dilech seridlu.

40y predchozim dilu seridlu nebyl zminén, ale lze ho odvodit z definice stfedni hodnoty a roz-
ptylu.
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vzit velky pocet nezavislych vzorkt, oznacme ho N, a provést primér pres hodno-
ty [1(X =x;),i=1,..., N. Novym odhadem je tedy veli¢ina

L1 f@)
In= Z:; ek (61)

Rozptyl této velic¢iny je@
Var [In] = Var %Z géz)) = % (Var [iézﬂ + Var Bg;;] +>

= —Var[l;]] = -O(V - 0), (62)

pri¢emz posledni tprava je opét pouze pro f(z) = 1. Pro smérodatnou odchylku

tedy plati .
O'[IN]:W\/O(V—O). (63)

Vyraz 4/ O(V — O) je néjaky konstantni faktor dany volbou boxu a nen{ prili§ pod-
statny. Zasadni vyznam mé oviem faktor 1/+/N. Rikd ndm, Ze s rostoucim poétem
vzorku klesd smérodatnd odchylka s odmocninou poc¢tu vzorkia. Tedy zvysSime-li
pocet vzorka stokrat, snizi se chyba desetkrat. To moznéd nezni jako prilis rych-
14 konvergence, ale pti vypoctu mnohorozmérnych integrala se ukazuje byt velice
dobrou. Lze ukazat, ze v dimenzi d konverguje vypocet integralu pomoci déleni
objemu na krychlové elementarni butiky rychlosti N ~2/¢, zatimco integrace Monte
Carlo neni na dimenzi zavisla. Pro dimenze d > 4 je tedy MC integrace preferova-
nou volbou.

Kratka poznamka k vyssim dimenzim — vypocet objemu geometrickych téles v mnoho-
rozmérnych Eukleidovych prostorech nemé& mimo oblast ¢isté matematiky velky vyznam.
Pokud vsak budeme kazdy volny parametr fyzikalniho systému povazovat za jednu dimen-
zi, nabizi se siroka skéla aplikaci. Jako priklad uvedme kanonicky soubor ¢éstic idedlniho
plynu ve statistické mechanice, kde kazda z N ¢éastic plynu je popsana tfemi slozkami hyb-
nosti a tfemi slozkami polohy. Integraci pres téchto 6 N proménnych ziskdme tzv. parti¢ni
sumu. Ta v sobé obsahuje termodynamické vlastnosti systému jako jsou vnitini energie,
entropie ¢i tlak.

Odvozeny vztah pro vypocet nejistoty odhadu integralu za pouziti metody
Monte Carlo muzeme aplikovat na Buffonovu jehlu. Pomoci generdtoru ndhod-
nych éisel vybirdme N dvojic vzorkdl z rovnomérnych rozdéleni z € (0,a/2),
9 € (—n/2,1/2) a k vysledku pfi¢teme 1/N pokazdé, kdyz je splnéna podmin-
ka z < % cos |9|. Buffonova tloha nemd piimocéarou geometrickou interpretaci jako

41To, ze rozptyl souc¢tu mizeme rozdélit na soucet rozptyld, plyne z nezivislosti veli¢in Iy (X =
= x;). Muzete si to taky odvodit.
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podil obsahti dvou ploch, pri vypoctu odchylky si proto vystacime se znalosti prav-
dépodobnosti protnuti O/V = %. Pro relativni smérodatnou odchylku plati

o 1 1 an
0~ N V/O -1 5V 1. (64)
Zvolime-li konkrétni hodnoty parametri, napt. b = a = 1, dostaneme relativni
smérodatnou odchylku )

o

0 0,76 ik
Poznamenejme jesté, ze vyuzit pocitacovou simulaci Buffonovy tlohy k nalezeni
hodnoty ¢isla t neni nejpraktictéjsi, protoze pri generovani ndhodnych ¢isel potie-
bujeme ¢islo 7 jiz pfedem znét.

Existuji metody, jak urychlit snizovani rozptylu, ale jejich rozbor ponechame
do ptistiho dilu. Jednu specidlni metodu preci jen ve struc¢nosti uvedeme — nazyva
se kvazi-Monte Carlo (¢MC) a od bézné MC metody se lisi tim, Ze nepouzivéd pseu-
dondhodn4 éisla, ale tzv. kvazindhodna éisla (odbornéji se mluvi o posloupnostech
s nizkou diskrepanci). Vyhodou qMC je, Ze zatimco pii generovani ndhodnych ¢isel
dochéazi k vytvareni shlukl, kvazindhodné ¢isla pokryji zvolenou oblast rovnomeér-
néji. Nemuze se tedy stat, ze bychom nékolikrat zapocitali stejny bod (nebo velmi
blizké body). Zaroven v8ak kvazindhodnd éisla nejsou rozmisténa v pravidelné mii-
7i, pFi zméné oblasti tedy neni potieba polohy bodt piepoéitat. R4d konvergence
smérodatné odchylky se diky rovnomérnému pokryti mize blizit az 1/N. Za tento
bonus vsak musime zaplatit — kvazindhodna ¢isla nejsou nezavisla, jejich vyuzi-
t{ je proto omezeno (neni mozné je pouzit napiiklad v kryptografii) a statistické
zpracovani se kviili korelacim komplikuje.

(65)

Ukazkova tloha: Integrace kruhu

Zadéani: Vypoctéte obsah ¢tvrtkruhu o poloméru » = 1 pomoci metody Monte Car-
lo.

Reseni: Ctvrtkruh vlozime do &tverce o strané délky r (tj. poloméry étvrtkruhu
jsou shodné s dvéma prilehlymi stranami ¢tverce) a budeme generovat dvojice rov-
nomérné rozdélenych ndhodnych ¢isel na intervalu (0, 1). Dvojice ¢&isel predstavuji
soutadnice x, y bodl uvnitt ¢tverce, celkem jich vygenerujeme N. Poté spocteme
viechny body, které spliiuji podminku z2 + 3?2 < 1, tj. leZi uvniti étvrtkruhu; tento
pocet oznacme M. Obsah je poté dan vztahem

M, M
S=—d =—.
N N
Jelikoz zname vzorecek pro obsah kruhu, ocekdvame vysledek

1
M/N = /44041 —— |
N =0T

kde jsme faktor 0,41 ziskali ze vztahu (@) proV=r?=1a0=nr?/4=n/4.
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K feseni byl pouzit nasledujici kéd, ktery muzete s mirnymi tpravami vyuzit
v seridlové dloze. Uvniti kédu je pomoci komentaia vysvétlena potfebnd syntax
jazyka PythonfE

# nacteme matematickou a numerickou knihovnu
import math
import numpy as np

# kolik bodu budeme generovat

pocet = 1000000

# pole (matice) mnahodnych cisel od O do 1,

# ktera ma "pocet" radku a 2 sloupce, pricemz kazdy

# rTadek predstavuje souradnice T a y jednoho bodu

nahodna = np.random.rand(pocet,2)

# inicializace promenne, do niz budeme ukladat pocet zasahu dovnitr kruhu
pocet_uvnitr = 0

# cyklus, ktery prochazi cisla od 0 do pocet-1
for i in range(0,pocet):
# v hranate zavorce piseme radkovy a sloupcovy index oddeleny carkou,
# pomoci Pythagorovy vety kontrolujeme, ze bod lezi v kruhu
if nahodnal[i,0]**2 + nahodnali,1]**2 < 1:
# pokud je bod v kruhu, zvysime pocet zasahu o jedna
pocet_uvnitr += 1

# wvypocet prumeru; ve jmenovateli je prictena nula, adby byl vysledek float
prumer = pocet_uvnitr/(pocet+0.)

# odchylka od ocekavaneho vysledku a smerodatna odchylka dle textu serialu
# math.pi wola hodnota cisla pi

odchylka = np.abs(prumer - math.pi/4.)

smodch = np.sqrt(math.pi/4.*(1. - math.pi/4.)/pocet)

# nechame vypsat vysledek na obrazovku
print ("Prumer: {}, smodch: {}, odchylka: {}.".format(prumer, smodch, odchylka)
)

Vysledek prvniho béhu programu vypadal nasledovné:

Prumer: 0.785928, smodch: 0.000410545841934,

odchylka: 0.000529836602552.
Jelikoz jsme pouzili 1000000 bodt, pohybuje se relativni smérodatna odchylka
okolo 1/1000 (odmocnina). Na obrizku @ vidite, jak se vyviji odhad pruméru
s rostoucim N.

Ulohu lze jednoduSe vyfedit i v programu Microsoft Excel. Pomoci funkce
RAND() naplnime dva sloupce do délky N. Volme tfeba N = 1000 a naplné-
ny necht jsou sloupce A a B. Do bunky C1 vepiSeme vzorec =A12+B12 a vytdhneme
do délky N. Poté do prazdné bunky vepiSeme

==COUNTIF(C1:C1000;"<1")/COUNT(C1:C1000)
Prvni funkce spocte vSechny buriky obsahujici ¢islo vétsi nez 1, druhd funkce zapoc-
te vSechny neprazdné bunky. Tak ziskdme odhad obsahu kruhu s praimérem d = 1.

42K6d je psan tak, aby byl srozumitelny, nikoli efektivni.

165




FYKOS, XXXI. ro¢nik
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Obr. 40: Vyvoj obsahu kruhu odhadnutého metodou Monte Carlo v zavislosti na
poc¢tu bod N. Prvnich sto kroku je v grafu vynechano kvuli velkym fluktuacim.

Uloha IL.S ... derivace a Monte Carlo integrace 10 bodi

a)

Vykreslete zavislost chyby na velikosti kroku pro metodu

(o) —f(z + 2h) + f(z — 2h) + 8f(x + h) — 8f(x — h)
Fiw)~ 12h

odvozenou pomoci Richardsonovy extrapolace v textu seridlu. Jaky je optimalni
krok a minimalni chyba? Porovnejte s centrovanou a dopfednou diferenci. Jako
derivovanou funkci pouZijte exp(sin(z)) v bodé = = 1.

Bonus Vypoctéte pro tuto metodu teoretickou velikost optimélniho kroku po-
moci odhadu chyb.

Na webu se nachazi soubor s experimentalné zjisténymi ¢, z a y souradnicemi
poloh hmotného bodu. Pomoci numerické derivace naleznéte casovou zavislost
slozek rychlosti a zrychlen{ a vyneste obé zavislosti do grafu. Jaky fyzik&lni
déj bod nejspise konal? Numerickou metodu si zvolte sami, svoji volbu ale
oduvodnéte.

Bonus Existuje v tomto pripadé presnéjsi varianta ziskani rychlosti a zrych-
leni, nez pfimocard aplikace numerické derivace?
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¢) Méme zadén integrél f On sin® zdz.
1. Naleznéte hodnotu integrilu z geometrické ivahy za pomoci Pythagorovy
véty.
2. Naleznéte hodnotu integralu pomoci Monte Carlo simulace. Urcete sméro-
datnou odchylku vysledku.
Bonus Vyfeste Buffonovu tlohu ze seridlu (odhad hodnoty éisla ©) pomoci
MC simulace.
d) Naleznéte vztah pro vypocet objemu Sestidimenzionalni koule pomoci{ metody
Monte Carlo.
Ndpoveda Pythagorovu vétu lze vyuzit k méfeni vzdalenosti i ve vyssich di-

menzich.
(Tesend str. @)

Kapitola 3: Na prochazce s integraly

V minulém dile jsme se seznamili s numerickou derivaci a se zdklady stochastické
metody Monte Carlo, jmenovité MC integraci. Nyni navazeme obecnéjsim vykla-
dem numerické integrace, ale pfedtim se jesté podivime na matematicky pojem
,hdhodnda prochazka“. Ndhodné prochizky vyuzijeme jednak v pokrocilych meto-
dach MC integrace, ale také naptiklad pfi simulaci Brownova pohybu.

Nahodné prochazky

Na pocéatku studia fyziky se studenti obvykle sezndmi s mechanikou a Newtono-
vymi zdkony. Pomoci nich se nauci spocitat, kterym smérem a jakou rychlosti se
bude pohybovat hmotny bod v dusledku sil na néj pasobicich. Tento pristup ovsem
selhava, pokud budeme chtit predpovédét napiiklad trajektorii prachového zrnka
ve vzduchu. Abychom nalezli polohu ¢astice o byt jen nékolik nanosekund pozdé-
ji, pottebovali bychom vyftesit statistice srazek — musime totiz znat také aktualni
polohu vsech molekul, které by se s nasi ¢astici mohly srazit. Tento vypocetné
naro¢ny pristup vyuziva v simulacich molekulovd dynamika.

Snizime-li své naroky a budeme chtit nalézt pouze stfedni vzdalenost nebo ji-
nou statistickou veli¢inu, odemykd se ndm moznost pouzit stochastické simulace.
Zakladni myslenkou je zde predpoklad, ze okolni molekuly se pohybuji ndhodnymi
sméry a rychlostmi (v pfipadé klasického plynu uréenymi gaussovskym rozdéle-
nim). Toto molekuldrni pozadi vyjmeme ze svych vypocéti a budeme se vénovat
pouze pohybu tézké ¢éastice, ktery bude v dusledku ndhodného hemzeni na pozadi
také nadhodny. Pro pohyb tézké castice v dusledku chaotického pohybu molekul
okolni tekutiny se ustdlil ndzev Brownuv pohyb. Tento fyzikdlni pohyb muzeme
aproximovat diskrétnim matematickym modelem zvanym ndhodnd prochdzka, kte-
ry v kazdém cCasovém kroku posune c¢astici ndhodnym smérem o pevné zvolenou
vzdélenost. Nahodné prochézka spadd do $irsi rodiny Markovovych procesii, na
které se nyni podivime podrobnéji.
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Markovovy procesy

V prvnim dilu seridlu jsme se sezndmili s pojmem ndhodna proménné. Jednalo se
o proménnou, jejiz hodnota neni pfedem zndma (tj. neni to konkrétni éislo), pouze
zname pravdépodobnosti nabyvani hodnot z urc¢ité mnoziny. Tyto pravdépodob-
nosti byly dany pravdépodobnostnim rozdélenim, napr. ndhodna proménnéa , hod
kostkou* mohla nabyvat hodnot 1 az 6 z diskrétniho rovnomérného rozdéleni. Po-
kud usporadame nahodné veli¢iny do tetézce, tj. prifadime ndhodnym veli¢indm
indexy 1, 2, ..., n, nazyvame ten@o fetézec ndhodny proces. Ptikladem ndhodného
procesu je tfeba série hodu minci®™ Realizaci tohoto ndhodného procesu je uspora-
danad mnozina, jejiz kazdy prvek nabyva hodnoty ,,panna“ nebo ,orel“ — napriklad
jsme vytvorili pomoci péti hodu korunovou minci realizaci ndhodného procesu

{panna, panna, panna, orel, panna} .

V tomto procesu jsou prvky fetézce predstavovany navzajem nezavislymi a shod-
né rozdélenymi= nahodnymi veli¢cinami. Obecné vsak mohou byt velic¢iny zavislé
a ruzné rozdélené. Uvazte tfeba takovyto proces (A): Hazim minci, dokud nepad-
ne panna, a pak hazim kostkou, dokud nepadne Sestka; pak hazim minci, dokud
nepadne panna, a pak hdzim kostkou, dokud ... Jiny ptiklad (B): Hézim Sestistén-
nou kostkou a s¢itam oka tak dlouho, dokud neziskdm soucet vétsi nebo roven 20;
poté vyménim Sestisténnou kostku za desetisténnou a pokracuji v pri¢itani, dokud
nedosdhnu souctu 40; poté se vratim k Sestisténné kostce atd.

Nyni uvazujme specidlni pripad ndhodného procesu, kdy jsme schopni urcit stav
v nasledujicim kroku bez znalosti historie procesu. Jinymi slovy, pravdépodobnost
realizace hodnoty x ndhodné veli¢iny X;;+1 dokézu jednoznac¢né urcit na zakladé
realizace y ndhodné veliciny X;. Této vlastnosti iikdme ptiléhavé bezpamétovost
a prislusny ndhodny proces se nazyva Markovive Formdlné tuto vlastnost (pro
diskrétni ndhodné veli¢iny) zapiSeme

P(Xi+1 = Ti+1 |X1 =, X2 = T2, + .., XL = .T»L) = P(XiJrl = Ti+1 ‘XL = ml)

(66)

a cteme: Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X;11 nabyva hodnoty x;+1 za
podminky, ze v prvnim kroku nabyla veli¢ina X; hodnoty x1, v druhém kroku na-
byla veli¢ina X3 hodnoty z2 atd., je stejnd jako pravdépodobnost, ze X;+1 nabude
hodnoty x;+1 za podminky, ze v predeslém kroku nabyla X; hodnoty ;. Znalost
fetézce na rozsahu indext 1 az i —1 je tedy uplné zbytec¢nd, mizeme ji zapomenout.
Série hodu minci je trividlnim pfipadem bezpamétového fetézce, kdy neni po-
tfeba zndt ani stav v kroku 4 (toto plati pro kazdy fetézec navzajem nezévislych
ndhodnych veli¢in). Proces A je také Markoviv proces, dalsi krok se fidi vzdy
soucasnym stavem. Bezpamétovy je i proces B — pro urceni stavu v kroku B nam

43Konkrétné se jedné o tzv. Bernoulliho proces s pravdépodobnostmi p = 1/2al1l—-—p=1/2.

v anglické literature se muzete setkat se zkratkou iid — independent and identically distri-
buted.

45Obéas se v uéebnicich mizete setkat i s oznacenim markovsky ¢ markovovsky proces, v obou
ptipadech jde o podobnostni pfidavné jméno odvozené od ruského matematika Andreje Andre-
jevice Markova.
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postaci znalost aktudlniho souctu a typu kostky, kterou jsme naposled hazeli. Vy-
myslet proces, ktery neni Markovuv, je snadné, napriklad: Hazim kostkou a s¢itdm
hodnoty, pokud padnou dvé Sestky za sebou, prictu k souctu v néasledujicim kroku
bonus 10. Pro urceni stavu v nésledujicim kroku je zjevné potfeba znat alespon
dva predchozi stavy, pfedpoklad (6) je porusen.

Nahodna prochazka v 1D

Ndhodnd prochdzka je ndhodny proces dany souctem nezavislych a shodné roz-
délenych nahodnych velicin. Nejjednodussim prikladem je opét hdzeni minci, na
rozdil od prikladu vyse vSak neni aktudalni stav urcen poslednim hodem, ale souc-
tem vSech dosavadnich hodt (pfitom uvazujeme panna = —1, orel = 1). Ndzev
ndhodné prochézka vychdazi z predstavy, kdy souctu realizaci ndhodnych veli¢in
priradime vyznam vzdalenosti od pocatku — mame tedy objekt, ktery se v kazdém
kroku pohne ndhodné doleva, nebo doprava, a takto se prochézi po primce.

Mozné si vzpomenete na tlohu z prvniho dilu seridlu, kdy Mirek s Lukasem hréli
o FYKOSI tricka, pricemz o vitézi tricka se v kazdém kroku rozhodovalo na zikladé hodu
minci. Tehdy jsme jako ,hru“ oznacili sekvenci obsahujici pocty tricek jednoho z hraca.
»2Hra“ bylo tedy oznaceni pro realizaci ndhodné prochazky koncici pro nékterého hrace
nulou (stav, kdy jeden hra¢ mél vSechna tricka nebo zadné, predstavoval absorpéni bariéru
= konec hry).

Nadéle budeme c¢asto zaménovat pojmy ndhodné prochazka a realizace ndhodné pro-
chéazky, je vSak dobré mit na paméti, ze se principialné lisi.

Oblibenou uc¢ebnicovou tlohou je ,opilcova prochazka*: Opilec se o pulnoci
vraci domu z hospody. Dim, kde na néj cekd rozcéilend manzelka, se nachazi ve
vzdalenosti a od hospody. Druhym smérem se ve vzdalenosti b od hospody na-
chézi feka. Opilec se s kazdym krokem posune o vzddlenost +1 (k fece), nebo —1
(k domovu), pfiCemz oba sméry jsou stejné pravdépodobné. Zajimat nis budou
nasledujici otazky:

a) Jakd je pravdépodobnost, ze opilec dojde difv domu nez do feky?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze se opilec po n krocich nachézi v bodé k?
¢) Jak4 je stfedni poloha opilce?

d) Jaka je stfedni vzdélenost opilce od hospody?

Nez za¢neme tlohu fesit, zadefinujeme si prochdzku formélnéji. Kazdy krok je na-
hodn3 veli¢ina S;, ktera nabyva hodnoty +1 s pravdépodobnosti 0,5 a hodnoty —1
s pravdépodobnosti také 0,5. Soucet n téchto ndhodnych veli¢in ozna¢ime

W, = iSZ .
=1

Posloupnost {W,} potom pfedstavuje ndhodnou prochdzku, presnéji jednoduchou
nahodnou prochazku. Pfitom bez jjmy na obecnosti volime pocatecni polohu Wy =
=0.
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Pri studovani ndhodné prochazky z pohledu Markovovych fetézct nas zajimé prav-
dépodobnost prechodu mezi stavy. Prostorem stavi je v pripadé jednorozmérné nidhodné
prochézky mnozina celych ¢isel Z. P; ;41 znaci pravdépodobnost prechodu ze stavu ¢ do
stavu ¢ + 1, tj. pravdépodobnost, ze udélame krok vpravo. Pro prochézku, kde je krok na
obé strany stejné pravdépodobny, piseme P; ;41 = 1/2 = P; ;1. Toto lze vyjadrit také
pomoci matice prechodu

0 1/2 0 0
/2 0 1/2 0
0o 1/2 0 1/2]°
0 0 1/2 0

T =

kterou jsme zde omezili na mnozinu {1, 2, 3,4}, ale v obecnosti je nekonecna.

Prvni otézku jsme jiz zodpovédéli v prvnim dilu seridlu, kdyz jsme se ptali,
s jakou pravdépodobnosti vyhraje Mirek nad Lukasem ve hie o tricka. Pravdépo-
dobnost, ze opilec dojde difv domu, je b/(a + b), a podobné pravdépodobnost, ze
difv spadne do feky, je a/(a + b). Dikaz naleznete ve vzorovém feSeni seridlové
ulohy.

Abychom vyftesili druhou otdzku, potfebujeme si rozmyslet, kolika ruznymi
zpusoby muzeme po n krocich dojit do bodu k. V prvnim kroku muzeme jit na-
levo nebo napravo a skoncit v bodé —1 nebo 1. V druhém kroku jiz méme vice
moznosti: budto se z bodt 1, —1 vratime zpét do nuly (tj. po dvou krocich jsme
se dokdzeme dostat nuly dvéma ruznymi zpisoby), nebo z bodu 1 vykroéime do 2,
nebo z bodu —1 vykro¢ime do —2. Takto muzeme pokracovat a vytvorit schéma,
které pro retézec délky 4 vypada néasledovné:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Rédky udévaji délku fetézce n, sloupce polohu k (nula uprostied) a ¢isla v tabulce
poc¢ty moznosti, jak se do bodu dostat. Konstruujeme tedy Pascaliv trojihelnik,
pri¢emz po sudém poctu krokia muzeme byt vidy pouze ve vzdélenosti od pocatku
dané sudym cislem, podobné pro lichy pocet kroku lichym ¢islem. Prvky v tomto
Pascalové trojuhelniku lze vyjadrit pomoci kombina¢niho ¢isla

<(n — k)/2> ’

Pravdépodobnost realizace jednoho konkrétniho fetézce je 1/2™, hledand pravdeé-
podobnost, Ze po n krocich se nachazime v bodé k, je tedy

2 ((n - k)/2> '
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Nalézt stfedni polohu opilce je velice jednoduchéfE Plati

E(W,) =E En:si :iE(Si) =0,

kde jsme vyuzili toho, zZe stfedni hodnota souctu nezavislych veli¢in je rovna souctu
jejich stfednich hodnot. Tento vysledek neni nijak prekvapivy, nebot kazdy retézec
délky n koncici v bodé k k sobé ma symetricky fetézec okolo pocatku koncici
v bodé —k.

Posledni otdzka je ponékud komplikovanéjsi. Hleddme stfedni hodnotu E(|W,|),
coz je urcité nenulovd hodnota. Odhadnout™ chovani tohoto vyrazu lze pomoci
odmocniny ze stfedni hodnoty kvadrétu (stfedni kvadratickd hodnota, root mean
square), kterou opét diky vlastnostem stiedni hodnoty zapiSeme jako

E(W2)=> > E(SiS)) -

Pro i = j médme E (S?) = 1, pro ¢ # j je stfedni hodnota nulovd, protoze jde
o soucin nezavislych veli¢in, celkové tedy

Resen{ uvedenych &ty otdzek ndm poskytlo zékladni vhled do chovani ndhod-
nych prochdzek, ale zdaleka se nejednalo o vycerpavajici rozbor. Studium ndhod-
nych prochazek ma vyznam v algebfe, numerickych metodéach, ekonomii a dalsich
oborech. Dodnes pred nami stoji mnoho nevyresenych otazek, predevsim ohledné
chovani vicedimenzionalnich prochazek, a na ty se nyni podivame.

Nahodna prochazka ve vice dimenzich

Definice ndhodné prochazky ve vice dimenzich prinasi dodate¢nou komplikaci. Za-
timco v 1D existovaly pouze dva mozné sméry, kam vykrocit, nyni jich je nekonec¢né
mnoho. Abychom si situaci uleh¢ili, budeme predpokladat, ze v kazdém kroku je
mozné pohnout se pouze ve sméru nebo proti sméru jedné z kartézskych os. Takze
ve dvou dimenzich budeme mit ¢tyfi moznosti pohybu, ve tfech osm, ..., obecné
2¢ smérd, kde d je dimenze v prostoru. Specificky ve dvou dimenzich (v téch se
budeme pohybovat pfedevsim) jsou mozné polohy v prostoru reprezentovany uzly
Ctvercové sité.

Nahodna veli¢ina K;, kterd predstavuje jeden krok, mize ve 2D nabyvat Ctyt
hodnot, které si oznacime tfeba I, r, u, d (left, right, up, down). Také se na tu-
to veli¢éinu mizeme divat jako vektor se dvéma slozkami, ktery muze nabyvat

46P§i velkém obsahu alkoholu v krvi bude tato stiedni poloha pravdépodobné horizontalni.
47Je oviem mozné spoéist E(|W,|) i pfesné. Miizete si to zkusit.
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hodnot (1,0), (0,1), (=1,0) a (0,—1), kazdé s pravdépodobnosti jedna ¢tvrtina.
Nahodnou prochézku pak definujeme opét pres soucet

W, = iK
i=1

pri¢emz proces ndhodné prochdzky {W,} je nyni tvofen posloupnosti vektorovych
nahodnych velic¢in.

Otéazky, které jsme tesili pro ptipad 1D prochazky, lze preformulovat i pro
vicedimenzionalni pripad, ale nalezeni odpovédi je jiz komplikovanéjsi. Omezime
se pouze na otdzky c) a d). Lze si rozmyslet, ze stfedni polohou bude opét pocétek,
a to v jakémkoli poc¢tu dimenzi. V souboru vSech moznych (realizaci) prochdzek
najdeme ke kazdé prochazce pravé jednu dalsi symetrickou okolo poc¢atku a stfedni
poloha této dvojice je nulovi, tedy i stredni hodnota pro cely soubor bude nulova.
Stiredni vzdalenost opét pouze odhadneme pomoci stfedni kvadratické hodnoty

VEWR) = | XY E(Ki-K))

i=1 j=1

1/2 1/2

=) B K) =Vn.

Dostali jsme stejny vysledek jako pro jednu dimenzi diky skutecnosti, ze skalar-
ni soucin dvou identickych vektori K; je roven jedné. Vzdélenosti se zde mysli
eukleidovska vzdalenost

1/2

n
[(Z1,22,...,20)| = le ,
i=1

skaldrni soucin pak udavé ¢tverec vzdalenosti. Samotnd stiedni vzddlenost je (v asympto-
tickém smyslu, tedy pro n — o) jesté ndsobena faktorem, ktery se bliz{ urcité malé
hodnoté z intervalu (0, 1).

Pro algebraiky je dulezitou otdzkou, zda se prochizka nékdy navrati do svého pocatku.
Bez dikazu zde uvedme, Ze dvoudimenziondlni prochézka v limité nekoneéného poctu
krokl alespon jednou dosdhne kazdého bodu, a tedy i toho pocatecniho. Konvergence
pravdépodobnosti navratu k hodnoté 1 je ale velmi pomald, proto v oblasti simulaci neni
prilis dulezitd. Pro 1D prochézky plati silng€jsi tvrzeni, ze v limité nekonec¢ného poctu
krokt projdeme kazdym bodem nekonecnékrat.

Jako motivaci pro studium ndhodnych prochézek jsme na zacatku uvedli Brow-
niv pohyb. AvSak spravny model Brownova pohybu by mél byt v Case spojity.
Provedeme-li pro ndhodnou prochézku s ¢asovym krokem At limitu At — 0, do-
staneme tzv. Wieneruv proces. Na pocitaci vsak neni mozné provést simulaci, kterd
je v Case spojita. Jelikoz vsak nase definice ndhodné prochézky pevné svazuje ca-
sovy krok At a délku kroku v prostoru Al, mizeme se Wienerové procesu (a tedy
i Brownové pohybu) pfiblizit preskdlovanim rozméru prochdzky. Jinymi slovy, li-
mitu At — 0 nahradime limitou Al — 0. Abychom toto chovani oziejmili, ukidzeme
si nyni, jak vypadaji vysledky simulace ndhodné prochazky.
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Pro simulaci jednoduché 2D prochazky jsme pouzili nasledujici koéd psany v Py-
thonu:

# nacteme matematickou knihovnu a~knihovnu s~generatory nahodnych cisel,
# numerickou knihovnu a~grafickou knihovnu

import math

import random

import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt

# zadame delku nahodne prochazky a~pocet opakovani

max_krok = 10000

max_pocet = 10000

pocet = 0

# definujeme pole, do ktereho budeme ukladat stredni wvzdalenost od pocatku
vzd = np.zeros(max_krok+l,dtype=np.float)

while pocet < max_pocet:
pocet += 1
# definujeme pole, do kterych budeme ukladat trajektorii posledni
prochazky
xs = np.zeros(max_krok+1l,dtype=np.float)
ys = np.zeros(max_krok+l,dtype=np.float)
# resetujeme aktualni pocet kroku

krok = 0
while krok < max_krok:
krok += 1
# generujeme dve nahodna cisla z~mnoziny {0,1}, ktera

rozhodnou,
# zda se budeme pohybovat po vertikale, mnebo horizontale
# a~jestli v~kladnem, nebo zapornem smeru
hv = math.floor(random.random()+0.5)
pm = math.floor(random.random()+0.5)
# nmaplnime dalsi element pole trajektorii predchozi hodnotou
xs [krok] = xs[krok-1]
ys[krok] = ys[krok-1]
# posuneme se o~jeden krok
if hv ==
if pm == 0:
xs [krok] += -1
else:
xs [krok] += 1
else:
if pm == 0:
ys[krok] += -1
else:
ys [krok] += 1
# pricteme vzdalenost aktualni prochazky po aktualnim poctu
kroku
vzd [krok] += math.sqrt(xs[krok]**2. + ys[krok]**2.)

# pole vzdalenosti wydelime poctem prochazek, abychom dostali prumer
vzd = vzd/float(max_pocet)

Tento kod generuje max_pocet ndhodnych prochazek o délce max_krok, pricemz
vzdalenost prochazky v kazdém kroku od pocatku uklddd do pole vzd. Na konci
kazdy prvek tohoto pole obsahuje soucet vzdalenosti po poc¢tu krokd rovnému po-
zici prvku. Vydélenim tohoto pole poctem vSech prochizek dostaneme zavislost
prumérné vzdalenosti na poctu kroku. Pramérovani velkého poctu prochazek je
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dtlezité — zvolime-li malou hodnotu max_pocet, miize vzdalenost od pocatku i kle-
sat, pokud se v nasem souboru zrovna vyskytne vice prochézek, které se vraceji
k pocatku.

Pro uvedené hodnoty jsme zjistili, ze pramérnd vzdalenost po 10000 krocich
je 89,2. To docela dobfe odpovidd asymptotické hodnoté= 88,6. Spise by nas vSak
zajimalo, jak vypadd zavislost stiedni vzdalenosti na poctu kroku a jak viubec vy-
pada realizace ndhodné prochézky (trajektorie). Na konec kédu vyse proto priddme
nasledujici:

# fitujeme primku v~log-log grafu na poslednich (fit_body) bodech

fit_body = 1000

fit_range = np.linspace(max_krok-fit_body+1,max_krok,fit_body)

log_range = [math.loglO0(y) for y in fit_rangel]

log_vzd = [math.loglO0(y) for y in (vzd[max_krok-fit_body+1:]1)]

fit,cov = np.polyfit(log_range,log_vzd,1,cov=True)

print ('Smernice fitu v~je {} se smerodatnou odchylkou {}'.format(fit[0],
math.sqrt(cov[0,0])))

# nakreslime graf prumernych vzdalenosti a~trajektorie posledni prochazky
vzdplot = plt.plot(range(max_krok+1),vzd,'r',linewidth=2)

plt.show ()

prochplot = plt.plot(xs,ys,linewidth=1)

plt.show ()

Ze zavislosti vzdalenosti na poctu kroku vezmeme poslednich 1 000 bodt, prove-
deme logaritmickou transformaci a fitujeme daty polynom prvniho fddu (pfimku).
Proménnd fit v sobé obsahuje koeficienty a, b linedrniho fitu f(z) = az + b a pro-
ménnd cov je matice™ na jejiz diagondle lezi rozptyly odpovidajici koeficientiim
a, b. Po dostatecném poctu krokt n by se méla vzdalenost od pocatku chovat
jako y/n, smérnice primky by tedy méla byt rovna exponentu 1/2. Vystupem jed-
noho béhu programu %fl koeficient a = 0,4890 + 0,0004, coz je pomérné blizko
ocekdvané hodnoté 0.5% Posledni radku kédu vykresluji graf zavislosti vzdalenosti
na poc¢tu kroki, abychom mohli asymptotické chovdni ovérit vizudlné (obr. 1),
a také vykresluji trajektorii posledni vygenerované prochazky. Priklady prochazek
o délkich 10000 a 200000 krokid jsou na obrazcich a B3. V druhém pripadé
jiz nedokazeme rozeznat jednotlivé kroky — trajektorie se blizi realizaci spojitého
Brownova pohybu.

Kromé jednoduché prochazky, které jsme se doted vénovali, 1ze definovat ve 2D
ruzné modifikace, které nemély v jedné dimenzi dobry smysl. Prochdzka bez nd-
vratu v sobé zahrnuje dodateény pozadavek, ze pokud nabyva K; urcité hodnoty,
napf. (1,0), nemize K;4+1 nabyvat hodnoty opacné, (—1,0). Prochdzka bez kriZeni
zakazuje, abychom do jakéhokoli bodu vstoupili vyse nez jednou. Na obrazku

48yyuzili jsme znalosti multiplikativniho faktoru pro dimenzi dvé, ktery ma hodnotu VT/2.
V feSeni seridlovych tloh nepozadujeme dohleddvat tyto faktory.

49 Jedn4 se o kovarianéni matici. Pokud se o kovarianci chcete dozvédét vice, doporuc¢ujeme 3.
dil seridlu z 30. ro¢niku FYKOSu.

50pokud bychom chtéli zkusit provést vypocet pro delsi prochézky, trval by jeden béh pro-
gramu jiz pomérné dlouho (minuty a vice). Nezajimame-li se o trajektorie prochdzek, mizeme
si misto poli xs a ys uklddat pouze aktudlni vzdalenost, ¢imz se béh programu vyrazné zrychli.
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Obr. 41: Vzdalenost 2D prochézky od pocatku v zavislosti na poctu kroku. Graf
vznikl primeérovanim 10000 prochézek o délce 10000 krokti. Mocninny fit byl
proveden na poslednich 1000 bodech, v levé ¢asti grafu proto vidime, ze fit prilis
nesedi — nevykazuje asymptotické chovani.

bychom tedy vidéli jednoznacny zacatek a konec. Plati zajimavéa tvrzeni, ze prav-
dépodobnost, ze se ndhodna prochazka vrati do poc¢atec¢niho bodu, roste s poc¢tem
kroku k jedné. Z toho nutné plyne, ze kazda prochazka bez navratu jednou skonéi.
Nemd proto smysl studovat asymptotické chovani stfedni vzdalenosti od pocatku,
ale muzeme napriklad hledat stfedni délku prochazky.

Dalsi moznou variaci prochazky je zména sité, na které se pohybujeme. Rekné-
me, ze pouzijeme naptiklad hexagonalni miizku. Potom z mikroskopického hledis-
ka, tj. pro maly pocet krokt, budeme pozorovat odlisnosti od pfipadu s ¢tvercovou
miizkou. S rostoucim poctem krokiu vsak tyto odliSnosti postupné mizi a pro-
chézka postupné konverguje k Brownovu pohybu. K tomuto chovini dojde vzdy,
zachovame-li potfebnou symetrii ve volbé kroki.

Nahodné prochéizky ve tiech dimenzich® a vyssich nejsou prilis dobfe pro-
zkoumané, alespon z analytického hlediska. Jednim z analytickych vysledkt je,
ze s rostouci dimenzi postupné klesd pravdépodobnost navratu k nule, zatimco
v jedné i ve dvou dimenzich je rovna jedné, jak jsme zminovali vyse. Pomoci poci-
tacovych simulaci lze ziskat predstavu o asymptotickém chovani délky prochazky,
pravdépodobnosti dosazeni absorpcni bariéry apod. To si vyzkousite v seridlové

51M3, vyuziti napiiklad p¥i maticovém zépisu integralnich rozvojii nebo pii feseni Laplaceovy
rovnice ve 2D.

52Ti, kdo zazili éru Windows 95/98, si pravdépodobné vzpomenou na spofi¢ obrazovky vy-
kreslujici spletité potrubi (Pipes screensaver). Jednalo se o 3D ndhodnou prochézku bez kiizeni
s reflexivnimi okrajovymi podminkami vykreslovanou pomoci knihovny OpenGL. Problémem
tohoto spofri¢e bylo, ze mnohdy vytézoval obrazovku i procesor vice nez bézna kanceldiska
préce.
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Obr. 42: Trajektorie 2D prochézky o délce 10000 kroku. V grafu jsou dobte vidét
jednotlivé pravouhlé kroky, je tedy ziejmé, ze se nejednd o spojity proces.

tloze. Ve velmi vysokych dimenzich nedokdzeme simulacemi ziskat dobrou statis-
tiku a nastupuji zpét analytické metody.

Numericka integrace

Nasim cilem je numericky zjistit hodnotu urcitého integralu

I:/abf(x)dm

Tato znalost je zvlast uzitecné, nebot jen pro relativné malo funkci dokazeme ilohu
vyresit analyticky, tedy nalezenim primitivni funkce

F(z) = /f(:v) dz

a spoctenim urcitého integralu vztahem

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Vzpomenme si nyni na pouékqu, ze hodnota integrdlu je rovna obsahu plochy
pod grafem funkce f(z) (s opaénym znaménkem, pokud je funkce zadpornd). Cely
problém se tedy redukuje na vypocet obsahu plochy. Prvni, co nds napadne, je
aproximovat plochu obdélnikem o stranidch b —a a f(‘%”’) Jde o jednu z variant

53Ve skutecénosti jde o definici Riemannova integrélu.
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Obr. 43: Trajektorie 2D prochézky o délce 200000 kroku. Diskrétni miizka jiz
neni patrnd, prochazka se blizi spojitému procesu.

obdélnikového pravidla, nicméné jak asi uhodneme, tato aproximace neni pro vét-
Sinu funkci prilis presna. Lepsi rozhodné bude pouzit misto obdélnika lichobéznik.
Aproximace integralu je pak rovna

F@)+f0)

I=(b-a) 2

Pokud ptijdeme v tomto duchu déle a aproximujeme plochu plochou pod parabolou,
dostaneme jednoduché Simpsonovo pravidlo

(r@+as (52) + 1) -

Dalo by se ocekavat, ze presnéjsich metod analogicky dosdéhneme aproximaci plo-
chou pod polynomem 3., 4., ...7ddu. Tyto metody se ale nepouzivaji kvuli neod-
stranitelnym zaokrouhlovacim chybam.

Vyse uvedené metody (ve. téch vyssiho fadu) se nazyvaji jednoduché Newtonovy-
Cotesovy vzorce. Zpravidla ndm ale jednoduché Simpsonovo pravidlo nestaci, proto
si predstavime slozené Newtonovy-Cotesovy vzorce. Myslenka je jednoduchéa. Roz-
délme interval (a,b) na mnoho stejné velkych na sebe navazujicich intervald. Na
kazdém z nich potom pouzijme jednoduchy N-C vzorec, celkovy integril je pak
souétem integralii pres tyto malé intervaly. Cfm je podet podintervalfi vétsi, tim je
vypocet samoziejmé presnéjsi. Slozené lichobéznikové, resp. Simpsonovo pravidlo

b—a

I =
6
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pak ma tvar

fo N—
Diichobsinik = 3 E )

(fo +4fipp+2f+4fsp+ o+ AN+ fN) ,

kde h = (b—a)/N, fr = f(a+hk) a fi/2 = f(a+ hk/2). V praxi se pak pouzivaji
pravé tato dvé pravidla.

Predstavili jsme si zdkladni metody vypoctu ur%ého integralu v jedné dimenzi.
V praxi se pak pouzivaji i jiné, pokrocilejsi metodyt= pro jejich pouziti je ale nutné
ovladdat pokrocily matematicky aparat, proto se jimi zde nebudeme zabyvat. N-C
vzorce lze zobecnit i pro vyssi dimenze, vzpomenme si ale na minuly dil, kde
jsme zjistili, ze pro d > 4 je vyhodnéjsi pouzit Monte Carlo integraci. Za urcitych
okolnosti, napriklad pokud oblast, pres kterou integrujeme neni pravouhld, vyplati
se kvili jednoduchosti pouzit MC integraci i v nizsich dimenzich.

Predstavme si nyni, Zze chceme spocitat integral z funkce, kterd ma nékde peak.
Vzpomefime si, Ze chyba (smérodatnd odchylka) MC metody je o[I] = o[f(x)]/V'N,
kde N je pocet vzorkii a o[ f(z)] rozptyl hodnot integrované funkce na daném inter-
valu. Pokud mé ale funkce nékde peak, pak tento rozptyl bude velky a v dusledku
bude mit vypocteny integral velkou chybu. To muzeme zachranit bud znac¢nym
zvétsenim poctu vzorka nebo zvolenim jiného, nez rovnomérného rozdéleni ndhod-
nych vzorkl. Pokud totiz pouzijeme ndhodné vzorkovani s husototou pravdépo-
dobnosti p(z), pak je hodnota integralu rovna

L1 flw)
N ; p(a:z)

a plati (viz obecné odvozeni v minulém dile seridlu)

o]

Pokud bude p(z) zvoleno tak, ze f(x ) bude skoro konstanta (nebo alespon
nebude obsahovat peaky) bude smerodatna odchylka hodnoty integralu daleko
mensi. Abychom ale dokézali tohoto triku vyuzit, musime se naucit generovat
ndhodné ¢isla s libovolnou hustotou pravdépodobnosti.

ISimpson -

Sy

Generovani ndhodnych &isel s obecnou hustotou pravdépodobnosti

Zopakujme si nejprve nékteré zakladni pojmy tykajici se spojitych ndhodnych re-
alnych proménnych. Hustotou pravdépodobnosti nazyvame funkci f(z) takovou,
ze

P[angb}:/bf(m)dx

54Napiiklad Gaussovy kvadratury.
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Cteme: Pravdépodobnost, #e ndhodné proménna X lezi v intervalu (a,b) je rov-
na integrdlu z hustoty pravdépodobnosti s mezemi a a b. Jinak FeCeno, hustota
pravdépodobnosti f(z) vyjadfuje pravdépodobnost, ze X lezi v tzkém interva-
lu (z,z + dz). Je zfejmé, Ze f(z) je vSude nezdporna.
Druhym zptisobem, jak popsat rozlozeni pravdépodobnosti, je distribucni funk-
ce definovand vztahem
F(z)=P[X < 2x].

Cteme: hodnota distribuéni funkce v bodé z je rovna pravdépodobnosti, Ze na-
hodnad proménna X je mensi nebo rovna z. Mezi distribu¢ni funkci a hustotou
pravdépodobnosti plati vztah

F(z) = / Ft)dt.

Je zfejmé, ze F(z) je neklesajici funkce a plati F(—oco0) =0 a F(+o00) = 1.

Inverze distribucni funkce

Prvnim zpasobem generovani nahodnych ¢isel s libovolnou distribuci je néasledujici
tvrzeni. Méjme ndhodnou proménnou X s distribu¢ni funkei Fx (x). Pak promén-
na Y definovand vyrazem Y = Fx (X ) m4 rovnomérné rozlozeni na intervalu (0, 1).
Dukaz je jednoduchy®d, plati

Fy(y) = P(Y <y) = P(Fx(X) <y) = P(X < Fx'(y)) = Fx(Fx ' (v)) =y,

tedy Fy (y) je distribuéni funkce rovnomérného rozdéleni. Tvrzeni nam prakticky
poslouzi, pokud dokézeme najit inverzi kyzené distribuc¢ni funkce. Pak totiz doka-
zeme generovat ndhodnd ¢isla s distribuéni funkei F(z) nésledujicim postupem.
1. Vygenerujeme ndhodné &islo y s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (0, 1).
2. Kyzené ndhodné &islo = s distribu¢ni funkei F(z) ziskdme transformaci x =
=F'(y).
Problém je ale v tom, Ze musime byt schopni urcit (idedlné analyticky) inverzi
distribu¢ni funkce, coz zdaleka nedokazeme pro kazdou distribuci. Pak je nutné se
poohlédnout po jinych metodach.

Boxova-Mullerova transformace

Jednou z aplikaci inverze distribucni funkce je efektivni metoda generovani ndhod-
nych ¢isel s normélnim rozdélenim®® To m4 hustotu pravdépodobnosti
1 a2
flx) = —=e 7.
() = ——=
Je zndmo, zZe integral hustoty pravdépodobnosti, resp. distribu¢ni funkce nelze
vyjadrit pomoci elementarnich funkci, ale jenom jako tzv. chybova funkce, kterd
je timto integrdlem definovidna. S nalezenim jednoduché inverze se pak muzeme

55Pfevzato z https://en.wikipedia.org/wiki/Probability_integral_transform.
56Neboli Gaussovym rozdélenim se stfedem pu = 0 a rozptylem o2 = 1.
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rozloucit. Mizeme ale pouzit trik. Vezméme normalni rozlozeni ve dvou dimenzich
s navzajem nekorelovanymi slozkami

1 22442
= — 2
fla,y) =5 :
neboli v polarnich souradnicich
1 o2
Y) = —e T
flo0) = 5-e

a pokusme se spocitat distribuc¢ni funkci vzhledem k radidlni souradnici

F(r) —/Or/o%f(gﬁ)gdﬁdg

T 2n
1 _e
:/ / —e % odvdo
o Jo 27
r 2

Nyni jiz mtzeme distribucni funkei invertovat
F ' u1) = /—2In(1 —uy) .

Pokud tento vztah pouzijeme ke generovani ndhodnych ¢isel s distribuci F(r),
tedy w1 bude mit rovnomérné rozdéleni v intervalu (0,1), pak md w1 a 1 — uy
stejné rozdéleni, miuzeme tedy psat

r=+v—-2lnu.

Tato distribuéni funkce ale nepopisuje 1D normalni rozdéleni, ale rozdéleni dané
2D Gaussovym ,kopeckem® Pokud ale tento kopecek fizneme podél libovolného
radidlniho sméru, dostaneme 1D normélni rozdéleni. Proto si vygenerujeme jesté
jednu ndhodnou proménnou s rovnomérnym rozdélenim us na intervalu (0, 1), ktera
bude vyjadrovat thel fezu. Pak proménné x, a x2 ziskané vztahy

21 = vV —2Inwu; cos(2ruz),
22 = vV —21Inwu; sin(2nuz)

maji normélni rozdéleni a jsou statisticky nezavislé. Podarilo se ndm tedy najit zpi-
sob, jak dvé rovnomérné rozdélend ndhodnd ¢isla transformovat na dvé normélné
rozdélend nahodna ¢isla. Této transformaci se k4 Boxova-Mullerova transformace.
Pro tplnost dodejme, ze pokud méme ndhodnou proménnou s normélnim roz-
délenim z, pak ndhodna proménna y ziskané transformaci
y=p+ox

mé Gaussovo rozdéleni se stfedem p a rozptylem o2.
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von Neumannova metoda

Tato metoda dokaze transformovat dvé rovnhomérné rozdélend ndhodné cisla na
jedno é&islo rozdélené dle obecné hustoty pravdépodobnosti f(z). Nejprve je po-
tieba zvolit ¢islo M takové, aby Vz, f(z) < M. Déle najdéme meze a, b tak, aby
v intervalu (a,b) lezela vSechna z, pro kterd f(z) > 0. Pak aplikujme nésledujici
algoritmus.

1. Vygenerujeme ndhodné ¢islo w1 s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (a, b).

2. Vygenerujeme ndhodné ¢islo us s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (0, M).

3. Pokud u2 < f(u1), pak ui pouzijeme, jinak jej zahodime.

4. Opakujeme od zacatku.

Metoda funguje, protoze pravdépodobnost, ze bude hodnota u; pfijata je rov-
na f(u1)/M, je tedy imérné hustoté pravdépodobnosti.

Z popisu algoritmu je vidét, ze M musime volit co mozna nejmensi, jinak bude-
me velmi plytvat ndhodnymi ¢isly. Tato metoda je ze stejného divodu nevhodné
pro hustoty pravdépodobnosti, které maji peak, ¢i obecné velky rozptyl hodnot.
Nicméné principidlné hustotu pravdépodobnosti takika vzdy zname, algoritmus
jde tedy casto pouzit, a¢ neni optimalni.

Metropolisiiv-Hastingsiiv algoritmus

Metropolisuv-Hastingstuv algoritmus je pozoruhodné aplikace ndhodné prochazky.
Predpokladejme, ze zndme hustotu pravdépodobnosti f(z) ndhodné veli¢iny, jejiz
hodnoty chceme generovat. Zvolme si vychozi hodnotu xo a tzv. proposal density
g(z|y), neboli hustotu pravdépodobnosti ndvrhu preskoku z bodu y do bodu z. Tato
distribuce ale musi byt symetrickd ve smyslu, ze musi platit g(z|y) = g(y|x). Vice
si o ni povime za chvili. Nyni jizZ muZzeme generovat ndhodné ¢isla dle nasledujiciho
algoritmu.

1. Vygenerujeme nidhodného kandiddta pro novou polohu z’ dle hustoty prav-
dépodobnosti g(z’|z;). (z; je aktualni poloha)

2. Spocitdme koeficient ptijeti a = f(x')/f(z:).

3. Pokud « > 1, pak novou polohu pfijmeme (z;+1 = 2’). Jinak vygenerujeme
rovnomérné rozdélené ndhodné ¢islo w v intervalu (0, 1). Pokud « > u, pak
také krok pfijmeme, jinak zlistaneme na misté (41 = ;).

4. Hodnotu z;41 vyuZijeme jako ndhodné ¢islo s rozdélenim f(xz). Iterujeme pro
dalsi hodnoty.

Algoritmus si tedy muzeme predstavit jako chozeni po hordch (funkci f(z)).
Jsme vasnivi horolezci a ¢im jsme vys, tim jsme tam radsi (nadmotfskd vyska
zdroven odpovidd hustoté pravdépodobnosti naseho vyskytu). Odnékud vyjdeme
a chceme udélat krok s ndhodné zvolenou délkou (a smérem, nebot x je obecné
vektor) dle distribuce g(«'|z;). Pokud bychom krokem vysplhali vy$, tak nevdhdme
a jdeme tam. Pokud bychom sesli niz, tak se ndm tam sice moc nechce, ale sem tam
slézt musime, tak si jeSté hodime kostkou (vygenerujeme ndhodné ¢islo mezi nulou
a nasi aktudlni nadmorskou vyskou). Pokud je toto ¢islo mensi nez nadmorskd
vyska, kam mifime, tak ndm S$tésti nepralo a slezeme. Jinak zlistaneme kde jsme.
Pak udélame dalsi ndhodny krok ...
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Vratme se nyni k volbé distribuce g(z|y). Jak uz jsme zminili, mize to byt
libovoln4 distribuce spliiujici g(z|y) = g(y|z) (ve zobecnéné verzi algoritmu ani to
nemusi platit), musime si ale d4t pozor na to, aby navrhované kroky lezely vétsinou
v oblasti, kde je f(z) nenulovd. V opa¢ném pfipadé vzroste pomér zamitnutych
krokii a spomali se vypocet. Samozfejmé pak musime volit distribuci g(z|y) tak,
abychom byli schopni rychle a spolehlivé generovat nahodné veli¢iny s danym roz-
loZzenim. Tento samoziejmy fakt je ale zpravidla tim limitujicim, v praxi se tedy
nejcastéji pouziva bud rovnomeérné rozdéleni centrované v aktudlni poloze y, nebo
Gaussovo rozdéleni opét se stfedem v aktudlni poloze y.

Hned vidime nedostatek tohoto algoritmu, a to je autokorelace. Pokud totiz
nebudeme délat zcela ndhodné velké skoky pres celou oblast, budou sousedni hod-
noty vzdy relativné blizko sebe, tedy korelované. Nicméné pro tcely MC integrace,
pokud pouzijeme dostatek hodnot, ndm tato vlastnost prilis nevadi. Velkou vyho-
dou tohoto algoritmu je pak to, Ze lze jednoduse a efektivné pouzit i ve vyssich
dimenzich.

Spravna volba distribuce délky kroku méa zasadni dusledky. Predstavme si, ze
je f(z) tvofena dvéma kopci a hlubokym tidolim mezi nimi. Pak pfi malych krocich
vySplhdme na jeden z vrchold, ale uz se nejspis nedostaneme na ten druhy (museli
bychom mit nehordzné $tésti a sejit do udoli). Prilis dlouhé kroky jsou také $patné,
nebot bychom se prili§ ¢asto strefovali do nizsich partii, nez kde jsme, a klesal by
pomér nové prijatych kroki.

Uloha IIL.S ... na prochazce s integraly 10 boda

a) Vymyslete tii odlisné ptiklady markovovského procesu, z toho alespori jeden
fyzikdlni. Je prochdzka bez navratu markovovskd? A co prochdzka bez kiizeni?

b) Méjme 2D ndhodnou prochdzku bez ndvratu na ¢tvercové siti s pocdtkem v bo-
dé (z,y) = (0,0), kterd je omezena absorpénimi bariérami by: y = —5, ba: y =
= 10. Naleznéte pravdépodobnost, Ze v bariéte b1 skon¢ime drive nez v ba.

¢) Provedte simulaci pohybu brownovské ¢astice ve 2D a vykreslete graf zavislosti
stredni vzdalenosti od poc¢atku na case. Uvazujeme diskrétni ¢as a konstantni
délku kroku (jeden krok simulace trvd At = konst, délka kroku je Al = konst)
a umoznujeme pohyb do libovolného sméru, tj. kazdy krok je specifikovan délkou
a thlem ¥ € (0, 2rt), pficemz vSechny sméry jsou stejné pravdépodobné. Zajima
nas predevsim asymptotické chovani, tedy vyvoj stfedni vzdalenosti pro t > At.

d) Chybova funkce je definovdna vztahem

erf(w):%/ et adt.
0

Tabelujte tuto funkci, tedy vypoctéte integral pro mnoho riznych z. Do feSeni
nevkladejte tabulku hodnot, ale graf funkce. Zkuste tuto funkci opét numericky
zderivovat. Co dostanete?
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e) Najdéte si definici hustoty pravdépodobnosti Maxwellova-Boltzmannova roz-
déleni f(v), tedy rozdéleni rychlosti molekul idedlniho plynu. Spoditejte pak
pomoci MC integrace stfedni hodnotu rychlosti definovanou

(v) = / T of(w)dv,

pricemz pro vzorkovani pouzijte ndhodna cisla dle Maxwellova-Boltzmannova
rozdéleni ziskand Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem. Hodnotu pro kon-
krétni zvolené parametry srovnejte s hodnotou z literatury.

(Tesend str. )

Kapitola 4: Koreni a automati

31. ro¢énik FYKOSu a s nim i seridl o numerickych metodéch a simulacich vstupuji
do druhé poloviny. Je proto na case opustit metodu Monte Carlo a vénovat se
zcela novému tématu — bunéénym automatim. Sezndmime se s jejich principy
a ukazeme si nékolik jednoduchych prikladl jejich pouziti. V numerické céasti se
budeme vénovat klasickému, ale velmi uzitecnému tématu: hledani korenu funkci.

Hledani korenti

Hled4nim kotent funkce f(z) mame na mysli hleddni vSech nebo nékterych feseni
rovnice f(x) = 0. Pfedpokldddme pfitom, ze f je redlnd funkce redlného argumen-
tu, tedy ze = i hodnoty f(x) jsou realnd ¢isla (a ne komplexnf éisla, vektory, ... ).
Dale predpokldddme, Ze funkce je spojité (jeji graf lze nakreslit jednim tahem), pro
nékteré metody pak musime predpoklddat i spojitost prvnich derivaci (graf funk-
ce nemé ostré ,zuby“, takové funkce se proto oznacuji jako hladké). Je pomérné
zfejmé, ze jde o rozumné predpoklady, které naprostd vétsina funkci, se kterymi
jste se na stiedni skole setkali, splnuje.

Ve skole jste se vétsinou setkali pouze s rovnicemi, které dokazete analyticky
vyresit. Ve skutecnosti je ale takovych rovnic pomérné malo* Jako priklad analy-
ticky nefesitelnych rovnic poslouzi tteba x = cos x nebo feseni dlohy Jachymovska
z letosniho FoL.u. Hledani korentt méa ale i jiné aplikace, napriklad muize poslouzit
k numerickému nalezeni inverze funkce. Pokud totiz pro zvolené y chceme najit
z takové, ze y = f(x), pak nejde o nic jiného, nez pravé hleddni kofenu funkce
g(z) = f(x) — y. Véfime, Ze jsme vés jiz dostatecné namotivovali, pojdme si proto
néjaké zakladni metody predstavit.

Metoda piileni intervalu

Na zacatku si potfebujeme zvolit dvé hodnoty ag a bo tak, ze v intervalu (ao, bo) lezi
pravé jeden kofen (ten, ktery chceme najit). Pak vezmeme stfed tohoto intervalu,
tedy hodnotu co = (a0 + bo)/2 a podivame se, jestli kofen lezi v intervalu (ao, co),
nebo (co, bo) (nebo jestli neni f(co) zrovna nula, i kdyz diky omezené presnosti
redlnych ¢isel tento piipad typicky nenastavd). Interval, ve kterém lez{ kofen, pak

57Ve smyslu, ze pokud ndhodné vymyslime rovnici, tak ji vyfesit nedokézeme.

183



FYKOS, XXXI. ro¢nik

pouzijeme jako interval (a1,b1) a iterujeme pro stile vétsi n, dokud nebude in-
terval (an, b,) dostateéné maly. Pak je kofen pfiblizné roven hodnoté (a, + by)/2
s maximaln{ chybou (b, — an)/2.

Algoritmus méme téméf hotov, chybi zjistit, jak rozhodnout, ve kterém z in-
tervaltl koten lezi. Vyuzijeme zde Bolzanovy véty, kterd fika: ,Necht f je spojita
na omezeném a uzavieném intervalu (a,b) a f(a)f(b) < 0. Pak existuje (alesporn
jedno) ¢ € (a,b) takové, ze f(c) = 0. Rozmyslete si, ze véta fikd pomérné intui-
tivani vée: ,Pokud f(a) a f(b) maji rozdilné znaménko a spojim je jednim tahem
(grafem funkce), pak tento tah nékde protind osu z“ Véta nam tedy napovida, ze
spravnym testem je kontrolovat jestli f(a;)f(ci) < 0, nebo f(c;i)f(bi) < 0 (pokud
f(ci) # 0, bude alespon jedna nerovnost platit). VSimnéte si ale, ze véta ndm ne-
tik4, ze kofen bude v intervalu pouze jeden. To musime zajistit na zacatku, proto
jsme si puvodni interval zvolili tak, aby v ném lezel pravé jeden koren. Pokud toto
nesplnime, pak muze metoda samoziejmé selhat — pokud pro pocatecni interval
plati f(ao)f(bo) < 0, néjaky kofen nalezneme vzdy, ale jiné se mizou ztratit.

Metoda puleni intervalu (téz bisekce) je velmi jednoduchd metoda, jeji zdkladni
myslenka se tedy ujala i v problémech, které s hledanim kofenti nesouvisi. Jako
priklad poslouzi tieba hledani hodnoty v setfidéném poli, kdy se nejprve koukneme
doprostied, pokud je hodnota mensi, koukneme se na prvek v jedné ctvrtiné dél-
ky pole, pokud je vétsi, na prvek ve t¥i ¢tvrtinéch, ...Je pozoruhodné, ze se tato
metoda osvédcila i jako ,,dfevorubecky zptusob“ hledani nékterych typt chyb v pro-
gramu. Pokud ndm napft. néjakd funkce dava chybny vysledek, staci si postupné
vypisovat hodnoty z poloviny metody, ¢tvrtiny metody, ...a ovérovat, jestli je tam
hodnota vypoctu jesté v poradku. Timto zpusobem pak pomérné rychle dokdzeme
najit konkrétni prikaz, kde chyba nastava.

Z popisu algoritmu je patrné, ze bisekce (stejné jako vSechny ostatni metody,
které zde pfedstavime) je iterativni metoda. Nikdy nedostaneme zcela pfesny vy-
sledek, ale ¢im vice iteraci provedeme, tim vice se mu budeme blizit. Dulezitou
vlastnosti iterativnich metod je rychlost konvergence, tedy to, jak rychle se bu-
deme spravné hodnoté blizit s rostoucim poctem iteraci. Nyni se pokusme tento
pojem formalizovat. Méjme posloupnost {z, }n2o konvergujici k hodnoté s. Pokud
existuji konecné konstanty k # 0 a p > 0 takové, ze

lim 7|$n+1 — 3|

n—o00 |$n — 8|p

=k,

pak fekneme, ze posloupnost konverguje s rddem konvergence p. Specidlné pokud
p = 1, pak posloupnost konverguje linedrné, pokud p = 2, pak konverguje kvadra-
ticky, ...

Pokud bude konvergujici posloupnosti posloupnost chyb metody (v zavislosti
na poctu iteraci) {en}nzg, kde e, = |zn — s|, pak dle definice bude pro danou
posloupnost pro dostateéné veliké n platit e,+1 = kel. Tento rekurentni vztah
miizeme rozepsat do podoby

~ 14D+t (n—ng—1) (n—ng)
e~ kTP o
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kde jsme si zvolili pevné dostatecné velké ng a uvazujeme n > np. Zlogaritmovanim

pak dostaneme
n—ng—1

Ine, = p" " lnen, + Z P Ink.

j=0

Pro piipad p > 1,k < 1,e,, < 1 tedy plati, ze zavislost logaritmu chyby na n se
bude chovat priblizné jako —C'p™, kde C > 0 je konstanta. Pro p = 1 se logaritmus
chyby chova jako —Cn, chyba tedy klesa exponencialné.

S rychlosti konvergence jsme se jiz setkali v tloze o hledani ¢isla © v prvni sérii. Ve
vzorovém feseni bylo zminéno, ze metoda konverguje kvadraticky s po¢tem hran, a ndzorné
jsme si predvedli, co to znamend. Upozornéme zde ale, Ze $lo o jinou definici rychlosti
konvergence, kterd je pouzivdna spiSe pro diskretiza¢ni metody (metody, kde kouskujeme
néjakou oblast ¢i ¢as na malé dilky). V obou definicich ale plati, ze ¢im vyssi fad, tim lépe
metoda konverguje, jen to pokazdé znamend néco trochu jiného.

Vypoctéme nyni fdd konvergence pro metodu bisekce. Je zrejmé, Ze v ntém
kroku hleddme kofen v intervalu $itky |b, — an| = 27"|bo — ao|. Protoze v tomto
intervalu koten jisté lezi, mizeme touto hodnotou shora odhadnout chybu metody
en v ntém kroku. Posloupnost {e,} konverguje k nule, dle vySe uvedené definice
tedy hledame takové p > 0, aby vyraz

. lensal 27 by — ao| 1 o i
! =1 — = —|by — P oP
0 el = @ —aoly 2l ol i ()

byl roven nenulovému redlnému ¢islu. Je vidét, ze pro p > 1 je hodnota vyrazu
rovna +oo, pro p € (0,1) je pak rovna nule. Refenim je p = 1, kdy je hodnota
vyrazu rovna Cislu 1/2. Dokézali jsme tedy, ze metoda konverguje linedrné.

Pokud si to tedy shrneme, pro metodu bisekce potfebujeme dopredu znét in-
terval, kde se kofen vyskytuje a jde o linedrné konvergujici metodu. Lze si také
rozmyslet, ze metoda konverguje vzdy (coz, jak uvidime, nenf samoziejmost). Jde
tedy o jednoduchy a robustni algoritmus, ne ale prili§ rychly. Predstavme si tedy
rychleji konvergujici metody.

Metoda secen

Myslenka této metody je opét pomérné jednoduchda. Na zacitku potrebujeme dva
body x¢ a z1. Kofen nemusi tentokrat nutné lezet mezi nimi, musi ale lezet ,,dosta-
te¢né blizko*. Nyni prolozime body [zo, f(x0)] a [z1, f(z1)] pfimku — se¢nu funkce
f(x). Ta je v jistém smyslu rozumnou aproximaci funkce f(x) blizko bodu zo a x1,
navic je to piimka, a pro ni dokdzeme najit kotfen lehce. Oznacme tento kofen
seény 2. ProtoZe je ale setna pouze aproximaci, zo (vétSinou) nenf kofenem funk-
ce f(z). Proto prolozime dalsi se¢nu body [z1, f(z1)] a [z2, f(z2)], najdeme kotfen
této seCny w3 a dale iterujeme az do dosazeni konvergence. Tu mizeme detekovat
napiiklad tak, ze se dvé nasledujici hodnoty x; v podstaté nelisi.

Bez dikazu uvedme, ze 7ad konvergence metody je roven zlatému fezu, tedy
priblizné 1,62, coz je lepsi nez u linedrné konvergujici bisekce. Problém ale je, ze
metoda nekonverguje vzdy. Jako priklad si uvedme funkci, kterd je na néjakém
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intervalu konstantni. Pokud se v néjaké iteraci stane, ze chceme prolozit secnu
dvéma body lezicimi v tomto intervalu, nebude mit tato se¢na zadny koten. To je
samozfejmeé extrémni ptipad, sta¢i, pokud je funkce nékde mélo strmé (v porovnani
se strmost{ v okoli korenu funkce), pak sice se¢na protne osu x, ale zpravidla v bodé
lezicim daleko od skutec¢ného kotenu funkce.

Metoda regula falsi

Pokusme se modifikovat metodu secen tak, aby byla vzdy konvergentni. Na za-
¢atku si opét zvolime zo a x1, tentokrit ale tak, aby kofen leZel mezi nimi (aby
f(zo)f(z1) < 0). Témito dvéma body opét prolozime seénu a najdeme jeji kofen
2. Nyni ale nastane podstatna zména. Dalsi se¢nu prolozime bud body z: a z2,
nebo xo a x2 podle toho, mezi kterou dvojici bodu lezi skuteény kofen funkce
f(z), coz, podobné jako u bisekce, ovéfime podle toho, jestli f(zo)f(x2) < 0, nebo
f(z1)f(z2) < 0. Poté iterujeme az do pozadované presnosti.

Vidime, ze podstatnou modifikaci je to, ze si hlidame, aby skutecny koten lezel
vzdy mezi pruseCiky seény s osou xz. Tento pozadavek ndm zajisti, ze se odhad
kotene x; bude priblizovat skutecnému kofenu a metoda tedy bude vzdy konver-
gentni. Zaplatime za to ale tim, Ze metoda konverguje pouze linedrné, nicméné
o néco rychleji nez bisekce (ne o tolik, aby se to projevilo na fddu konvergence, ale
i tak je to vitané zlepseni).

Newtonova metoda tecen

Myslenka Newtonovy metody je takova, Ze zvolime néjaky bod xg ,,blizko* hledané-
ho kofenu funkce f(z). Funkci poté aproximujeme te¢nou v bodé xg, coz technicky
provedeme rozepsanim Taylorova polynomu v okoli bodu z¢ do 1. fadu

f(x) =y = f(zo) + [ (z0)(z — m0).

Nyni, podobné jako v predchozich dvou metodach, naleznéme kofen této aproxi-
mace, tedy polozme y = 0. Pak plati

f(zo)
f(zo)’

protoze je ale toto x opét pouhou aproximaci kofenu, oznacme jej jako x1 a iterujme
déle. Kompletni rekurentni predpis Newtonovy metody tedy je

_ f(zn)
f’(xn) .

Specifikem této metody je, ze je potreba znit nejen funkéni hodnoty samotné
funkce f(z), ale i jeji derivace. Mohli byste namitnout, ze pokud bychom derivaci
neznali, mohli bychom pouzit jeji numerickou aproximaci. Nicméné lze ukazat,
ze v pripadé pouziti dopredné diference prechézi Newtonova metoda na metodu
seCen (zkuste si to, jde jen o dosazeni do vzorce). To ddva smysl, nebot numerickd
derivace je pouze aproximaci, hleddme tedy vlastné sklon se¢ny prochazejici body x

r =29 —

Tn4+1 = Tn
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a x + h, zatimco pfi pouziti derivace je h infinitesimdlné malé, se¢na tedy piejde
v tecnu.

S metodou secen mé Newtonova metoda spole¢nou i tu nehezkou vlastnost,
ze nekonverguje vzdy. Pokud ale konverguje, tak konverguje (za splnéni uréitych
predpokladi) kvadraticky, jde tedy o nejefektivnéjsi z metod, které jsme si zde
predstavili.

Banachova véta o kontrakci

Jako posledni si predstavme metodu, kterou nelze pouzit obecné, nicméné za urci-
tych okolnosti se muze vyplatit ji znat. Navic jde o pomérné zajimavou matema-
tickou vétu, se kterou jste se jiz mozna setkali, ani o tom nevite.

Banachova véta je pomérné obecné tvrzeni, které se zavadi na abstraktnim matema-
tickém objektu nazyvaném metricky prostor. My se zde ale spokojime s méné obecnou
verzi této véty, kdy si ji zavedeme pouze na intervalech realnych ¢isel, coz, pokud priroze-
né pouzijeme absolutni hodnotu rozdilu dvou ¢isel jako tzv. metriku, je specialni pripad
metrického prostoru.

Nejprve si ale potfebujeme definovat nékolik pojmu. Funkce f : (a,b) — R
se nazve lipschitzovskd, pokud existuje L > 0 takové, ze Vz,y € (a,b) plati
|f(z) — f(y)] < L|z — y|. Pokud navic L < 1, pak funkci f na intervalu (a,b)
nazveme kontrakci. Toto oznaceni ma jasny vyznam, nebot funkéni hodnoty kon-
trakce jsou si blize, nez pivodni argumenty, kontrakce tedy interval (a, b) zobrazuje
na interval (c,d), ktery je mensi, nez ptivodni interval, , zkontrahuje jej“

Nyni jiz samotnd Banachova véta. Necht f : {(a,b) — (a,b) je kontrakce. Pak
existuje jediné zp € (a,b) takové, ze f(xzp) = zp (zp je tzv. pevny bod zobrazens).
Navic pokud zo € {(a,b) a zx+1 = f(xx), pak pro vSechna k = 1,2,... plati

k

L
—zp| <
low —orl < 777

|$0 —$1|.

Takto matematicky napsana véta nejspis vypada hrozivé, pojdme si tedy rozebrat,
co tika. Prvni ¢ast tvrdi existenci pravé jednoho bodu, ktery se kontrakci zobrazi
sam na sebe. Nejlépe si to predstavime na ptikladu. Hezkym piikladem kontrakce
je turistickd mapa, kterd zobrazuje redlné body ve svété na papir. Banachova véta
pak tvrdi, ze pokud mapu polozime na zem nékde v oblasti, kterou zobrazujet
pak existuje na mapé pravé jeden bod, ktery se zobrazuje sam na sebe. Druhd ¢ast
véty pak ¥k, Ze pokud vezmeme libovolny bod z intervalu (a,b) a budeme na néj
opakované aplikovat kontrakci f, dokonvergujeme pravé do pevného bodu zobra-
zeni. Véta navic 1ikd, jak rychle tam dokonvergujeme (jde vidét, ze jde o linedrni
konvergenci).

Zde se dostavame k aplikaci. Zkusili jste si nékdy na kalkulacce zadat néjaké
¢islo a pak opakované mackat tlacitko cos? Vsimli jste si pritom, ze at uz zadate
jakékoliv ¢islo, vzdy nakonec dospéjete k ¢islu priblizné 0,7397 Pak jste pouzili
pravé Banachovu vétu o kontrakci a nalezli tak kofen rovnice x = cosx, nebof

58To je dilezity pozadavek, vyjadieny matematicky f : (a,b) — (a,b). Pokud mapu Prahy
polozime na zem v New Yorku, nejsou predpoklady Banachovy véty splnény.
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funkce cos je kontrakce. Pocatecni hodnotu jste mohli volit kdekoliv, protoze je to
kontrakce na libovolném intervalu obsahujicim interval (—1,1).

Nevyhodou Banachovy véty je, ze funguje pouze na kontrakce, musite tedy
mit Stésti na feSeny problém. V praxi tedy nejspis pouzijete nékterou z ostatnich
metod. Jde ale rozhodné o pozoruhodny a v urcitych oblastech matematiky i velmi
dtlezity koncept.

Celularni automaty

Mnohé matematické a fyzikalni systémy jsou popsdny rovnicemi, které nedokaze-
me analyticky feSit a zapojujeme proto do prace numeriku a simulace. Existuji
vSak i situace, kdy je systém prilis komplikovany na to, abychom dokézali vsechny
potfebné rovnice vibec sepsat. O to prekvapivéjsi je, kdyz takovy systém po ca-
se vykazuje ziejmé symetrie, opakujici se geometrické vzorce, vyviji se od chaosu
k jednoduchému usporadani. Prikladem muze byt rast snéhové vlocky ¢i krystalu
obecné. Ackoli je agregace Castic velice komplikovany a tedy tézko predvidatelny
proces, vysledkem je geometricky presny krystal. Jinymi slovy, jednoduché globéalni
usporadani je dusledkem slozitého pusobeni lokélnich interakci.

Aniz bychom pfilis zabihali do termodynamiky, rozmyslime si, ze jestlize en-
tropie (,neusporddanost”) izolovaného systému samovolné neklesd, musi systémy
vykazujici samousporadani byt oteviené™ Nase neschopnost snadno popsat ta-
kovy systém soustavou rovnic s jednozna¢nym reSenim plyne z toho, ze by tato
soustava musela obsahovat ¢asovy vyvoj v principu nekone¢ného prostiedi. Chce-
me tedy najit model sestavajici z rozumné malého poc¢tu pravidel, ktery dokdzeme
prostudovat detailnéji nez velkou soustavu diferencidlnich rovnic (popisujici stejny
problém) a zdroven bude vykazovat netrividlni dynamické chovéni vedouci, pro
ur¢ité hodnoty parametri, k samoorganizaci. Jak jsme jiz predeslali, cilem toho-
to textu bude ukédzat, ze pravé takovy model ndm poskytnou bunééné (celuldrni)
automaty.

Se studiem celuldarnich automatti (CA) zacali matematicti fyzikové Stanistav
Ulam a John von Neumann béhem pobytu v Los Alamos za druhé svétové valky.
Ulamovou motivaci bylo zkoumén{ rastu krystald pomoci miizkovych modeli, za-
timco von Neumanna k CA privedla myslenka autoreplikace stroju. Spole¢né pak
svoje znalosti pouzili ke studiu pohybu tekutin pomoci metody, ktera spocivala
v prostorové diskretizaci tekutiny a zkouméni interakce mezi sousednimi bunkami.
V sedmdesatych letech se do Sirstho povédomi dostal 2D bunécny automat zvany
Hra zivota, ktery objevil John Conway™ Tento automat je zajimavy mnozstvim
statickych i dynamickych objektu, které se v ném i pres jeho jednoduchd pravidla
objevuji, a jesté se k nému pozdéji vratime. V osmdesatych letech se do prace

590tevieny termodynamicky systém je takovy, ktery si s okolim miZe vyméfiovat hmotu
i energii. O okoli se nezajimdme (nezndme jeho extenzivni popisné veli¢iny jako je objem,
hmota, entropie), pouze méfime toky skrze hranice studovaného systému. Izolovany systém si
nevymeénuje ani hmotu, ani energii.

50 Anglicky matematik, narozen 1937.
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na bunécnych automatech pustil Stephen VVolfrarnﬁEI pricemz rigorézné klasifikoval
vSechny jednorozmérné automaty a pomohl rozsitit CA jako metodu do dalSich
obort, nejen prirodovédnych.

Vlastnosti a klasifikace CA

Celuldrni automat je jednoznac¢né definovan pomoci tii objektdi. Prvni z nich je
(pro ucely simulaci koneénd, matematicky je mozné studovat i nekoneéné) mriz-
ka A s pozi¢nim indexem i, kterd nam fikd, jakym zptisobem jsme diskretizovali
prostor. Muze byt ¢tvercova, hexagonalni i jakakoli jind. Dédle musime zadat mno-
zZinu stavi S, kterych mize nabyvat kazda jednotliva bunka. Stav konkrétni burky
oznacCime s;. Nakonec musime znat lokalni pravidlo, podle kterého se systém v dis-
krétnim case vyviji. Takové pravidlo 1ze obecné napsat ve tvaru

si(t+1) = f({stow(®))- (67)

Zde médme na levé strané stav buinlky na pozici ¢ v ¢ase ¢t + At, pficemz jsme
pro jednoduchost volili At = 1. Napravo mame funkci f, kterd nabyva hodnot
z mnoziny S. Jejim argumentem jsou stavy bunék z okoli O(i) v éase t. Okoli
miizeme definovat libovolné, obvykle se jedna o nejblizsi sousedy, samotna bunka
i muze, ale nemusi byt do okoli zahrnuta.

Jesté nez si ukdzeme priklad jednoduchého pravidla f, povézme si néco strucné
o klasifikaci bunéénych automatt. Podle charakteru pravidla mizeme CA délit na
deterministické a stochastické. V prvnim piipadé je na pravé strané rovnice (7))
obycejnd funkce, zatimco stochastické pravidlo mé na pravé strané funkci vrace-
jici ndhodnou proménnou (kterd mtize nabyvat hodnot pouze z mnoziny S). Déle
miuzeme CA rozdélit podle toho, jak aplikuji své pravidlo. Pokud pfi provadéni jed-
noho casového kroku vklddame do funkce napravo vzdy hodnoty bunék, kterych
nabyvali pfed provedenim tohoto kroku, jedné se o synchronni automat. V jakém-
koli jiném piipadé nazyvame automat asynchronnim. Striktné feceno jsme tedy
vyse definovali pouze deterministicky a synchronni automat, to proto, abychom se
vyhnuli komplikovanému zapisu pfi vétsim zobecnéni. Dalsim moznym kritériem
pro klasifikaci CA je jejich komplexita, kterd sahd od typu, kdy vzdy po par kro-
cich dosdhneme statického stavu, az po automaty s velmi dlouhym dynamickym
vyvojem. Uzitecnym kritériem klasifikace je také stabilita vici poruse.

A nyni k prikladu. Uvazujme 1D automat (tvar miiZe zde neni potieba udédvat)
s bindrni mnozinou stavi S = {0, 1} s pravidlem

Si(t —+ 1) = Sifl(t) v Si+1(t) s (68)

kde symbol Y oznacuje logicky operdtor vyluéné nebo (exclusive or, Xor)fE Pri
casovém vyvoji se tedy u kazdé bunky divame, jakych hodnot nabyvaji nejblizsi
sousedi. Pokud pravé jeden z nich ma hodnotu 1 (uvazujeme synchronni automat,

61 Anglicky poéitacovy fyzik, narozen 1959. Ano, je to ten Wolfram. Jeho zdjem o celuldrni
automaty se projevil i v online algebraickém systému Wolfram|Alpha, ktery ve svych starsich
verzich mival na ¢ekaci obrazovce béhem vypoctu animaci vyvoje nékterych CA.

520d klasického nebo (or) se lisi tim, ze pro A=1, B=1plati AV B =1,ale AY B =0.
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tedy v Case t), pak bude mit bunika na pozici ¢ v ¢ase ¢ + 1 hodnotu 1, jinak 0.
Jelikoz je mrizka A omezend, je potfeba stanovit, jak se chovaji bunky na okraji.
Obvykle predpokldddme periodické podminky (sousedem posledni buiiky je prvni
burika), ale nic ndm nebrani volit i jiné. Obrazek nam ukazuje prvnich 200
kroku vyvoje. V§imnéte si, ze se v obrazku opakuji podobné geometrické utvary,
ale nejedna se o periodické chovani.

T

Obr. 44: 1D bunécény automat na miizce délky 100 s periodickymi podminkami
a s pravidlem (pg). Na poc¢dtku m4 jeden bod hodnotu 1 a ostatni 0 (pocatecni
stav nen{ vyobrazen). Na svislé ose je Cas (rostouci{ smérem nahoru), na
vodorovné index i.

Jednorozmérné automaty je pro jejich jednoduchost pomérné snadné klasifiko-
vat. Budeme uvazovat O(i) = {i — 1,4,% + 1}, tedy do okoli zahrnujeme i buitku
na aktudlni pozici. Také se omezime na bindrni mnozinu S. Potom miuze celé okoli
nabyvat osmi moznych stava: 111, 110, 101, 100, 011, 010, 001, 000. Pro kazdy
z téchto stavi existuji dvé moznosti, jak se bude bunka ¢ vyvijet: budto bude mit
v pristim kroce hodnotu 1, nebo 0. Celkem tedy existuje 256 ruznych pravidel

633 vyuzitim symetrif tento pocet mizeme redukovat na 32.
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pro automaty uvedeného typu (obcas se nazyvaji elementdrni bunécéné automaty).
Pravidlo (p§) potom nazveme ,pravidlo 90, jak je ndzorné ukdzano na obrazku
HEN NEC] EOW W] (wm (w3 [(Tw [TD
v ¥ v ¥ ¥ v ¥
m} | O | | O |
0

(]}
0 1 1 1 0 1 0
01011010 = 26 + 24 + 23 + 21 =90

Obr. 45: Nazornd ukézka klasifikace pravidla daného rovnici (@)

Podivejme se, jak se to ma s poctem automatii ve vice dimenzich. Pokud bu-
deme za okoli O(i) opét povazovat pouze nejblizsi sousedy a samotnou bunku ¢,
bude okoli v d dimenzich obsahovat N = 2d 4+ 1 bunék. Velikost mnoziny stavi
je obecnd |S| = ¢, podet moznych konfiguraci na okoli je tedy C' = ¢~. Z kazdé
konfigurace muze vzejit ¢ rtznych stavi bunky ¢, a proto celkovy pocet pravidel
bude v tomto obecném pripadé

c g2d+1

Nea=q" =g¢q (69)

Tak napiiklad pro dvourozmérny binarni bunéény automat existuje celkem 92t _
= 4294967296 pravidel. Pfi takovém poctu nelze pravidla klasifikovat jedno po
druhém, smysl mé pouze divat se na statistické chovani. Prozatim proto ztistaneme
v 1D svété a podivame se na jednu zajimavou fyzikalni aplikaci.

Vyuziti CA pro modelovani ristu povrchi

Predstavme si, Ze mame kovovou desticku, jejiz povrch je dokonale rovny. Tedy, na
jejim povrchu jsou atomy usporddany jeden vedle druhého, jak je ukdzano v levé
casti obrazku Bg. Na tuto desticku naprasime® nékolik vrstev stejného materidlu.
Novy material se vSak neusazuje zcela rovnomérné, po naprasovani vypada nane-
send vrstva napriklad jako na pravé ¢asti obrazku hg. Desticka neni jiz tak hladké
jako na pocatku — rikame, ze se zvysila hrubost povrchu.

L

Obr. 46: Ukézka hrubnuti 1D povrchu.

84 Naprasovani je jednou z metod epitaxe neboli depozice tenkych vrstev. Zdrojovy materidl
po malém mnozstvi prevddime do plynného stavu a ¢astice plynu pomoci elektromagnetického
pole deponujeme na desticku.
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Necht kovova miizka desticky neobsahuje zadné dislokace. Potom se na ni mu-
zeme divat jako na jednotlivé sloupecky. Vysku sloupecki ¢astic zna¢me h. Hrubost
povrchu definujeme jako odmocninu druhého centralniho momentu vysky

W(t, L) = \/E(h?) — (E(h))*. (70)

Rozepsano podrobnéji,

7

2
1 1
Wt L) =\ gz > = za > hi] (71)

kde t je Cas, L je charakteristicky linedrni rozmér povrchu, d je jeho dimenze
a h; vyska sloupecku s indexem ¢. Budeme-li se divat na fez destickou, bude di-
menze povrchu d = 1 a L bude délka fezu (pocet sloupeckl). Pokud navic budeme
pokladdat rozmér molekuly za jednotkovy, udava h pocet molekul v kazdém slou-
pecku a L je pocet molekul v radé.

S casem a pribyvajicimi ¢dsticemi na povrchu hrubost roste. Ale jak? To zdlezi
na zpusobu depozice Céstic, respektive na metodé, kterou ho budeme modelovat.
My budeme k simulaci pouzivat 1D asynchronni bunéény automat, pricemz pocet
bunék bude L a vysky sloupcu ¢astic budou predstavovat jejich stavy. Formélné
je tedy mnozina stavi S = N neomezend, prakticky ale samoziejmé nevytvorime
desticku nekonecné tloustky.

Pravidla evoluce automatu pro simulaci rastu hrubosti mohou byt rtzna. Nej-
jednodussim pravidlem je ndhodnd depozice, tj. v kazdém kroku (mdme asynchron-
ni automat, krok znamend, ze pribude jedna &astice, ne celd vrstva) vybereme jed-
nu bunku a zvysime jeji hodnotu o jedna. Nahodny vybér délame z rovnomérného
rozdéleni na L, neni-li fyzikdlni divod provadét vybér jinak.

Dalsim pouzivanym modelem rustu je balistickd depozice. Opét vybirdme rov-
nomérné ndhodné bunky, které budou rust, ale v tomto pripadé se pomyslna pa-
dajici ¢astice nemusi zastavit az na vybraném sloupecku, ale muze se ,,prilepit* na
sloupecek sousedni. Pfi vybrani bunky ¢ tedy muzeme formulovat evoluc¢ni vztah
(s vhodnou tpravou na okraji)

hi(t =+ 1) = max (hifl(t), hl(t) +1, hi+1(t)) . (72)

Ve struktute desticky tedy vznikaji dutiny, automat si je ale nepoznamenava.
Nézorna ukazka toho, jak se chovaji uvedené dva modely, je na obrazku §17.

Dalsi pfiklady CA

V povidani o 1D automatech jsme se nevénovali prili§ jednotlivym pravidlam, byt
jsou nékteré z nich nepochybné zajimavé. Napiiklad™ u jiz zminéného pravidla 90
existuji pro kazdou konfiguraci ¢tyfi mozni predchidci (zde uvazujeme miizku bez

65Smérodatna odchylka vysky, chcete-li.
66 Méjte na paméti, ze ke kazdému piikladu existuje nékolik symetrickych automati, striktné
feCeno tedy nejsou unikatni.
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a) b)

NN )

|
| |

Obr. 47: a) Model ndhodné depozice, b) model balistické depozice. Nejedna se
o ¢asovy vyvoj. Schémata pouze zobrazuji, kam dopadne nové (Srafovand)
¢astice, bude-li vybran uréity sloupec/butika. Kdyby se jednalo o evoluci, mohly
by se nové bunky prilepovat i vzdjemné na sebe.

okraji, nekonecnou; tvar okrajovych podminek mé taky vliv na pocet predchid-
cu), zatimco u nékterych jinych CA existuji konfigurace, ke kterym se nelze evoluci
dostat. Pravidlo 110 zase plynule prechazi mezi chaotickymi a uSéofédanymi ob-
lastmi v caso-prostorovém diagramu a navic je turingovsky taplnét

Mnohem zajimavéjsi chovani nalezneme mezi 2D automaty. Jiz vysSe zminé-
nd Hra zivota (Game of Life, GoL) je synchronni, deterministicky, bindrni CA
s nasledujicim pravidlem:

sit+1)=1 pro 1<|0@)| <4
=0 jinak. (73)

Nézev Hra zivota plyne z predstavy, ze bunka s vice nez tfemi sousedy umird
v dusledku ,,prelidnéni“ a bunka s jednim nebo zZadnym sousedem umird z osa-
méni. Toto jednoduché pravidlo vede ke vzniku mnoha statickych i dynamickych
vzoru, navic je GoL. dokdze nekonecné replikovat. Na rozdil od pravidla 90 exis-
tuji v GoL konfigurace, ke kterym neni mozno dospét evoluci — takové pocatecni
stavy se obvykle velice rychle redukuji na zdkladni objekty. Také nelze na zakladé
pocéatecniho stavu jednoznacné predpovédét, které objekty budou béhem evoluce
vznikat. To mimo jiné plyne z toho, Zze GoL je podobné jako pravidlo 110 turingov-
sky tplnd (kdyby $lo bez probéhnuti evoluce predpovédét vysledek, byla by GoL
,silnéjsi“ nez univerzaln{ Turinglv stroj, coz nen{ mozné). Nejlépe se s GoL se-
znamite, kdyz si sami vyzkousite nechat vyvijet nékteré pocatecni stavy. Ke hrani
doporucujeme online simuldtor https://bitstorm.org/gameoflife/.

Hra zivota je zajimava, ale neni vidét jeji pfimy uzitek. Za uzitetné muzeme po-
vazovat napifklad modelovani tvorby kolon v dalni¢nim provozu. Uplné nejjedno-
dussim modelem je pravidlo 184, kde bunka s hodnotou 1 predstavuje auto a bunka
s hodnotou 0 prazdné misto. Pokud je napravo od auta prazdné misto, tak se po-
hne, jinak stoji (rozmyslete si, jak formalné toto pravidlo muze vypadat, pfipadné
si to dopoctéte pomoci schématu). Pokrocilejsi model je Nageltiv-Schreckenberguv,
stochasticky 1D celuldrni automat s proménlivou rychlosti ,,auta“. Nebudeme ho

67Byt turingovsky uplny ve struc¢nosti znamené byt schopny resit vSechny tlohy, které dokaze
fesit jakykoli jiny stroj. Neznamend to ale resit efektivné, viz 8-bitové procesory sestavené
v Minecraftu...
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zde podrobné rozebirat, pouze uvedeme zajimavy vysledek: kolona se s pritbéhem
¢asu posouva proti sméru rychlosti aut.

Pomoci bunéénych automatii dokdzeme simulovat (a bylo to nakonec i nasi mo-
tivac{) také problémy, které nejde dobie fyzikalné uchopit. Péknym piikladem je
CA model sifeni lesnich pozaru. Jednd se o 2D stochasticky, synchronni automat,
v némz kazda bunka nabyva nékolika stavii z mnoziny hodnot mlady strom, stary
strom, hofici strom, spélenisté (déleni mize byt i podrobnéjsi), pfiCemz pozar se
s nejvyssi pravdépodobnosti rozsiti na stary strom, s mensi na mlady strom a nemi-
7e se rozsirit na spalenisté. Ze spélenisté se v kazdém casovém kroku muze s urcitou
pravdépodobnosti stat mlady strom. V piipadé tohoto automatu zavisi vysledek
velice silné na pomérech zadanych pravdépodobnosti. K vyhrani si doporucujeme
online simuldtor http://www.eddaardvark.co.uk/svg/forest/forest.html.

Celuldrni automaty se také hodi ke studiu kritickych jevi, jakymi jsou napriklad
fazové prechody. O tom ale az pristé.

Uloha IV.S ... kofeni a automati 10 bodu

a) Naleznéte viechny (tii) reslné kofeny funkce exp(x) — 52, V¥bér metody je na
vas. Nezapomente okomentovat, jak a proc jste zvolili dany postup.

b) Newtonova metoda tak, jak jsme si ji pfedstavili funguje i pro funkce komplexn{
proménné. Vasim tkolem je vykreslit tzv. Newtonovy fraktaly, tedy oblasti
v komplexni roviné takové, ze kdyz v nich zvolime pocateéni odhad kofenu pro
Newtonovu metodu, tak dokonvergujeme k urcitému kotenu. Fraktal vykreslete
pro funkce 2z — 1 a 2+ 2% — 1, kde z je komplexnf ¢&islo. Derivace téchto funkei
jsou 322, resp. 62° +32z%. Pro vypocet a vykresleni mtizete pouzit Pythonn{ kéd
prilozeny k zadani.
Poznamka Komplexni derivaci, pokud existuje, 1ze technicky spocitat stejné,
jako realnou derivaci, tedy pro ni plati stejné vzorce pro derivaci souctu, soucinu
a slozené funkce.
Bonus Naleznéte co nejzajimaveéjsi nebo nejhezci Newtontuv fraktal.

¢) Simulujte na pocitac¢i (nebo napoéitejte ruéné) elementarn{ bunéény automat
s pravidlem 54 na mfizce délky 20 s periodickymi podminkami alespon na 10
¢asovych kroki (vic urc¢ité neuskodi). Na pocdtku mé jedna libovolnd burika
hodnotu 1 a zbylé 0. Vysledek zobrazte v ¢asoprostorovém diagramu (jako na
obr. 1 z textu seridlu).

d) Simulujte hrubnuti 1D povrchu pomoci modelu ndhodné depozice popsaném
v seridlu. Povrch mé rozmér L = 100, na pocatku je zcela hladky. Nakreslete
graf zévislosti hrubosti W na ¢ase pro alespoti 10% kroku (jeden krok = jedna

nova Céstice), vysledek diskutujte.
(Tesent str. )

Kapitola 5: Rostou nam diferencialni rovnice

V tomto dile seridlu pokroc¢ime k numerickému tématu, které je ve fyzice vsudypri-
tomné: FeSeni obyéejnych diferencidlnich rovnic (ODR). Ackoli nejsou tak slozité
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jako parcidlni diferencidlni rovnice, vyzaduje jejich analytické feseni v mnoha pfti-
padech pokrocilé matematické metody. Numerika ndm umozni se matematickym
komplikacim vyhnout — pomoci diskretizace derivaci ziskdme integracni schémata,
pomoci nichz dokdzeme vyresit kazdou ODR se zvolenou ptesnosti.

Simula¢ni ¢ast seridlu nepokroci, ale naopak ztstane u tématu z minulého di-
lu. Ukézeme si, ze jiné modely rustu povrchii vedou na kvalitativné odlisny vyvoj
hrubosti povrchu a také si predvedeme, jak pouzit rustové modely v mikrobio-
logii. Poté se vratime k ndhodnym prochazkdm a vyuzijeme je k simulaci rastu
fraktalniho krystalu.

Obycejné diferencialni rovnice

V tomto dile se naucime zdklady numerického reseni obycejnych diferencidlnich
rovnic. Jde o pomérné atraktivni problematiku, ostatné mnoha lidem se pfi vyslo-
veni pojmu ,pocitacové simulace“ vybavi pravé reSeni diferencidlnich rovnic. My
jiz vime, ze numerickd matematika je daleko rozsahlejsim oborem, to ale nijak ne-
snizuje vyznam a potiebu numerického feseni diferencialnich rovnic. Nicméné jde
o zvlast zakernou oblast numerické matematiky, narazit zde na nestabilni FeSeni
neni nic vyjimeéného a opravdu plati réeni: ,,Davéruj, ale provéruj!“

Diferencidlni rovnice jsou jednodu$e feceno takové rovnice, ve kterych vystu-
puje derivace. Na rozdil od algebraickych rovnic, jejichz resenim je ¢islo, fesenim
diferencidlnich rovnic je funkce. Pfikladem diferencidlni rovnice je napiiklad po-
hybové rovnice svislého vrhu §j = —g, kde § znaci druhou derivaci y(t) vaéi casu.
Resenim této rovnice pak je funkce y(t) = yo +vot — %th, kde yo a vg jsou tzv. in-
tegracni konstanty, tedy volné parametry feseni. V pripadé svislého vrhu pak maji
jasny fyzikalni vyznam pocatecni polohy a rychlosti. Sami si pak muzete snadno
ovérit, ze druha derivace dané funkce podle ¢asu je skute¢né rovna —g. Pokud
k zadén{ priddme i tzv. pocdteéni podminky, napt. y(0) = 1 a y(0) = 0, dokédzeme
jednoznacné urcit i hodnotu integracnich konstant. V nasem pripadé pak reseni bu-
dey(t)=1— %th. Plati pfitom, ze pocatecnich podminek potiebujeme tolik, jaky
je tad diferencidlni rovnice, tedy Fad nejvyssi derivace v ni vystupujici. V nasem
ptipadé rovnice obsahuje druhou derivaci, rovnice je tedy druhého fadu a potie-
bujeme dvé nezéavislé pocatecni podminky. Takto presné analyticky vyresit ovSem
umime pouze nékteré jednoduché rovnice, na zbytek musime pouzit aproximace,
rozvoje, nebo pravé numerické metody.

Diferencidln{ rovnice délime na obycejné (zkr. ODR), které obsahuji nezné-
mou funkci pouze jedné proménné a derivace podle této proménné, a parcidlni
(zkr. PDR), obsahujici nezndmou funkci vice proménnych a (parcidlni) derivace
nez feseni ODR, a to i pfi numerickém pristupu, nadale se tedy budeme zabyvat
pouze fesenim ODR. Konkrétné budeme hledat feseni soustavy N rovnic, na které
miuzeme nahlédnout jako na vektorovou rovnici

i(t) = fu(t),t)

s poc¢atecéni podminkou u(0) = ug. To, Ze jde o soustavu rovnic, se prakticky pro-
jevi pouze tak, ze vSechny kroky reseni neprovedeme jednou, ale N-krat, tedy pro
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kazdou z rovnic soustavy. Pfi popisu metod si tedy nemusite zadani predstavovat
jako soustavu, ale jen jako jednu rovnici. Tento pristup méa dokonce jisté vyhody,
jak uvidime pfi praktické implementaci metod. A¢ to tak na prvni pohled nevy-
padéa, do vyse uvedeného tvaru lze prevést naprostou vétsinu soustav obycejnych
diferencidlnich rovnic libovolného rfaduf® nijak se tedy v tloze neomezujeme. Jak

tento prevod prakticky provést si ukdzeme na rovnici §j = —g. Nejprve zavedeme
substituci ¢(t) = v(t) a dosadime do puvodni rovnice, ¢imz ziskdme v = —g. Ma-
me tedy soustavu dvou rovnic prvnfho fddu § = v a © = —g s nezndmymi y(¢)

a v(t). Nyni jsme pfipraveni k popisu samotnych metod FeSeni, jesté predtim si
problém ve formé diferencidlni rovnice.

Derivace néjaké velic¢iny podle ¢asu vyjadiuje rychlost zmény této veliciny. Jako
priklad si muzeme vzit model radioaktivity, kdy z fyziky vime, Ze za jednotku ¢asu
se rozpadne takové mnozstvi atomi, které je pfimo imeérné poctu nerozpadlych
atomu. Prislusna diferencialni rovnice tedy je

AN (t)
at

= —AN(t)

s poc¢ate¢ni podminkou N(0) = Ny, kde N(t) je pocet jesté nerozpadlych atomu
v Case t a A je rozpadovd konstanta vyjadiujici pocCet pfemén za jednotku ca-
su prepocteny na jeden atom. Minus pak znaci, Ze nerozpadlé atomy postupné
ubyvaji. Resenim této rovnice je pak zndmé rovnice radioaktivni pfemény N (t) =
= Ny exp(—At).

Dalsim dulezitym ptikladem jsou pohybové rovnice vychdazejici z druhého New-
tonova zdkona, ktery je vlastné diferencialn{ rovnici p = F, slovné: ,,Casové zména
hybnosti hmotného bodu je v kazdém okamziku rovna vyslednici sil na tento bod
plsobicich®. Pokud budeme uvazovat konstantni hmotnost, pak dostdvame méné
obecnou verzi p = (mv) = mv = mx = F, tedy X = F/m. Nyni staci dosadit za
sflu dle konkrétniho fyzikalniho problému a ziskame soustavu pohybovych rovnic
daného hmotného bodu. Napriklad pro Sikmy vrh v homogennim gravitacnim poli
bude sila za pouziti kartézskych souradnic rovna F = (0,0, —g). Musime pak jesté
samoziejmé zadat 6 pocateénich podminek, napr. polohy a rychlosti na pocatku
a rovnice ptipadné pfevést na soustavu rovnic prvniho radu, jak bylo ukazano vyse.

Eulerova metoda

Prvni a nejjednodussi metodou, kterou si zde predstavime, je explicitni Eulerova
metoda. Vyjdeme ze soustavy é(t) = f(u(t),t) a derivaci nahradime dopfednou
diferenci. Po tpravé pak dostaneme

u(t+h) — u(t)

N = f(u(t),t) + O(h),

Upi1 = Un + hf(uny tn) + O(hQ) ;

58Snad s vyjimkou nékterych obzvlast osklivych rovnic, které jsou nelinearni v nejvyssim fadu
derivace.
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. vels def ;. . o\ vs v
kde jsme oznadili ¢, = nh (bez Gjmy na obecnosti muzeme zacit v ¢ase to = 0),
def def 7 osew , v v ) PRV ERT
u, = u(tn) a Unt1 = U(tnt+1). Nynf jiz mdme piimocéary ndvod k fesen{ diferen-

cidlni rovnice. Vezmeme pocateéni podminku up a dosazenim u, = up a t, = 0
do rovnice vySe vypocteme w1, to opét dosadime (nyni s éasem t1 = h) a iteru-
jeme, dokud neziskdme hodnoty az do kyzeného ¢asu. Metodu lze implementovat
naptiklad takto:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def euler_step(f,y,t,h):
return y+h*f(y,t)

def ODE_solve(f,y0,t0,tf,steps):
times = np.linspace(t0,tf,steps)
h = (tf-t0)/steps
result = []
y = y0
for t in times:
result.append(y)
y = euler_step(f,y,t,h)
return times,np.array(result)

def vrh(y,t):
return np.array((y[2],y[3]1,0.0,-9.81))

X0,Y0 = 0.0,0.0

VX0,VY0 = 5.0,10.0

t0,tf,steps = 0.0,10.0,1000

yO = np.array((X0,Y0,VX0,VY0))

times, res = ODE_solve(vrh, yO, tO, tf, steps)
plt.plot(times, res[:,1]) #vykresli Y(t)
plt.show()

Vsimnéme si, ze veskera fyzika je obsazena v definici funkce f(u,t) (v naSem pfi-
padé za ni dosazujeme funkei vrh()) a v poc¢iteénich podminkédch. Toto oddéleni
fyziky a numerického fesiCe (integratoru) umoznuje flexibilné pouzivat stejny in-
tegrator pro ruzné problémy a naopak.

Eulerova metoda funguje na principu linedrni extrapolace, kdy v bodé (tn, un)
sestrojime teénu k fesen{ u (jeji smérnice je vyjaddiena hodnotou funkce f(un,ts))
a posuneme se podél této teény o casovy krok h do bodu (tn41,unt1). Je jasné, ze
jde pouze o hrubou aproximaci skute¢ného teseni, pro dostatecnou presnost tedy
musime volit pomérné maly krok h.
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Rungovy-Kuttovy metody
Presnost dokézeme vylepsit napriklad s pouzitim Rungovych-Kuttovych metod
vyssiho fadu. Predpis R-K metody s-tého rddu mé tvar

U1 = Up + thiki, kde

i=1

ki=f un"'hzaijkj:tn"'cih )

j=1

pFitemsz ai;, b; a c¢; jsou &iselné koeficienty piislusejici dané metodé. Casto jsou v li-
teratutfe zapisovany ve formé tzv. Butcherovy tabulky. VSimnéme si, Ze pro j > i
potiebujeme znat hodnoty k;, které pri postupném vyhodnocovani jesté nezname.
Tyto metody se nazyvaji implicitni a maji urc¢ité nemalé vyhody, které si zmini-
problém ale zmizi, pokud pro j > i je a;; = 0. Pak miizeme bez problému vycislit
k1, poté ka, ..., ks a nakonec un+1. Takové metody se nazyvaji explicitni. Zkusme
nyni dosadit s = 1, a11 = 0, by = 1 a ¢; = 0. Pak dostaneme nadm jiz znamy
predpis explicitni Eulerovy metody un+1 = un + hf(tn,tn). Explicitni Eulerova
metoda je tedy Rungovou-Kuttovou metodou 1. radu.

Pokusme se nyni ilustrovat, jak Rungovy-Kuttovy metody funguji, a to na
prikladu R-K metody 4. radu, ktera je jednou z nejpouzivanéjsich. Jeji predpis je

k1= f(unytn)»

h h
k2 :f (un+§klytn+§) 5

h h
k3 = f (un + EkQ,t'n + 5) 3
ks = f(un —+ hkg,tn + h),

Un+1 = Up + %hlﬁ =+ éhkg —+ %hk;z, =+ éhk4 .
Nejprve vypoéteme smérnici k1 v bodé (¢n,un), podobné, jako v pfipadé Eulerovy
metody. Déle ale vypocteme dalsi smérnice k; v mezibodech urcenych predchozimi
smérnicemi. Nakonec vSechny smérnice zprumérujeme s riznymi vahami a posune-
me se podél této vysledné smérnice o krok h z poc¢ate¢niho bodu kroku (¢,, ur). Lze
intuitivné predpokladat, ze toto odhadovani v mezibodech a néasledné pramérovani
je presnéjsi, nez prosty dlouhy skok jako v Eulerové metodé, metematicky dikaz
zde ale neuvedeme. Déle by se mohlo zdét, Zze by bylo jednodussi a moznd i pres-
néjsi pouzit Eulerovu metodu s tfeba CtyTrikrat kratsim krokem. Vtip je v tom, ze
R-K metoda s-tého fddu ma globalni zaokrouhlovaci chybu (chybu naséitanou pres
vSechny kroky) fddu O(h®). Pro velmi velky krok tedy bude skute¢né Eulerova me-
toda lepsi¥ ale pro mensi krok (prakticky pro kazdy rozumné velky krok) budou

89V takovém pifpadé by byla lepsi uz z toho divodu, ze by R-K metody vyssiho fadu byly
nestabilni, tj. nevedly by ke sprdvnému reseni.
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R-K metody vyssiho fadu presnéjsi. V praxi se pak ¢asto pouzivd zminéna R-K
metoda 4. fddu, kterd pfedstavuje rozumny kompromis mezi presnost{ (zlepsujici
se s Tddem) a stabilitou a po¢tem vy¢islen{ funkce f v jednom kroku (coz jsou s Fa-
dem se zhorsujici vlastnosti). Déle je pouzivana napiiklad Dormandova-Princeova
metoda, coz je jedna z adaptivnich R-K metod, tedy metod, které dokézi odhad-
nout chybu v daném kroku a na jejim zakladé adaptivné upravovat délku kroku
v priubéhu vypoctu.

Tab. 14: Butcherova tabulka

C1 ail a2 a1s
C2 az1 a22 e azs
Cs as1 as2 Ass

‘ b1 b2 bs

Linearni vicekrokové metody

Dalsim typem pokrocilejsich metod jsou linedrni vicekrokové metody. Metody, kte-
ré jsme doposud poznali, byly jednokrokové, protoze pro vypocet stavu u,+1 stacilo
znat pouze stav u,, starsi stavy jsme znat nepotiebovali. Myslenka vicekrokovych
metod pak spoCivd v tom, ze tyto starsi stavy zname a s jejich pomoci lépe od-
hadneme vyvoj do nasledujiciho kroku nez pouze se znalosti stavu a jeho derivace
v jednom bodé. Predpis obecné linearni s-krokové metody je

S S
> g =hY Bif(Unstnts),
i=0 i=0

kde «; a B; jsou koeficienty a plati as = 1, ag # 0 a Bo # 0 (pomoci up, ...,
Unts—1 & f(Un,tn), ...y f(Unts,tnts) tedy chceme spocist un+4s). Pokud navic
plati 8s = 0, je metoda explicitni, jinak je implicitni.

Praktickym problémem pri implementaci vicekrokovych metod je jejich na-
startovani. Dokud jsme totiz neudélali s — 1 krokii, nemtzeme metodu pouzit pro
nedostatek zndmych wu;. Prvnim fesenim je, ze mame k dispozici nadbytek poca-
teénich podminek, idedlné pfimo ve formé potiebnych u;. To se stava zridkakdy,
protoze to vét§inou znamend znalost feSseni ODR, kterou chceme Fesit. Castéjsim
zpusobem je pouziti néjaké jednokrokové metody pro prvnich par kroka. Dal$im,
hiite fesitelnym problémem je, ze vicekrokové metody predpokladaji staly krok A
po celou dobu vypoctu, nelze tedy pouzit adaptivni zménu kroku dle aktudlniho
odhadu chyby.

Ne vSechny metody splnujici toto schéma jsou automaticky pouzitelné. Samo-
zfejmym pozadavkem je, aby metoda dostatecné presné aproximovala danou ODR,
musf tedy mit malou chybu metody (chyba mus{ byt dostatecného ¥adu v h). Ovsem
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ani takova metoda nemusi automaticky fungovat dobie, protoze metoda muze ne-
umérné zvétsovat zaokrouhlovaci chybu danou diskretizaci problému, a to az tak,
7e FeSeni metody nebude viibec kopirovat skuteéné Feseni. Rikdme pak, Ze je meto-
da nestabilni. VySetfovani stability metod sahd nad rdmec tohoto textu, spokojme
se s tvrzenim, ze Casto pouzivanymi zastupci linedrnich vicekrokovych metod jsou
explicitni Adamsovy-Bashforthovy metody a implicitni Adamsovy-Moultonovy me-
tody, jejichz pfedpisy a vlastnosti (napt. fdd) najdete v literatufe.

Problémy s problémy se silnym tlumenim
Uvazujme diferencialni rovnici ve tvaru

/

Yy =—cy,
kde ¢ > 0 je redlnd konstanta. Analytické reSeni této rovnice je
y(z) = Ae™ ",

kde A je integracni konstanta, kterou urc¢ime z pocateénich podminek. Vidime,
ze funkce y(z) rychle klesd k nule. Takovému problému se 1ikd problém se silnym
tlumenim!™, anglicky stiff equation. Pokusme se jej nyni vyfesit pomoci explicitni
Eulerovy metody. Pfimym dosazenim za f(u,t) dostaneme

Unt+1 = (1 — ch)un .

Pokud budeme volit h > 2/¢, pak posloupnost |u,| — +0c0 pro n — 400 pro
libovolné pocatecni podminky, coz rozhodné neddva spravné reseni, metoda je ne-
stabilni. Pokusme se nyni ten samy problém vyresit s pomoci implicitni Eulerovy
metody s predpisem unt+1 = Un + Af(Unt1, tnt+1), kde ale mizeme vyjadrit w41
explicitné diky tomu, ze zndme vztah pro f(). Po dosazen{ dostdvdme

Un

Untl = T ch

V tomto pripadé pro libovolné velky krok h posloupnost u,, klesa k nule. Zda se tedy
(a prakticky to tak je), ze pouziti implicitnich metod by mohlo byt univerzalnim
lékem na problém silného tlumeni.

Ukéazali jsme tedy, Ze za uréitych (ne zcela vzécnych) okolnosti jsou implicitni
metody nedocenitelné. Zbyva vyresit problém, jak je tesit, kdyz se zd4, ze potie-
bujeme znat un4+1 diive, nez jej vypocitame (a nemizeme vyuzit trik s dosazenim
za f()). Prvni, co nds napadne, je pouzit iterativn{ metody, kdy nastielime né&jaky
odhad u%H a iterujeme predpisem implicitni metody, dokud U;-H neni dostatec-
né blizko un41 (horni index je jen index iterace, ne mocnina). Hodilo by se, aby
uz prvotni odhad byl dostateéné blizko, abychom dokonvergovali rychle, nabizi
se tedy pro prvotni odhad pouzit explicitni metodu. Tim se dostavime k meto-
dam prediktor-korektor, které funguji presné na tomto principu. Nejprve pouzijeme
explicitn{ metodu (prediktor) pro uréeni hrubého néstfelu un+1, ten poté zpfesni-
me pouzitim jedné, nebo vice iteraci implicitni metody (korektoru). Diky pouziti

"ON4zev pochézi z tlumeni v harmonickém oscildtoru, které se projevuje pravé takto.
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implicitni metody méame prakticky zajisténu stabilitu, nezdrzujeme se ale prilis
mnoha iteracemi (vétSinou staci jedna), metoda je tedy rychld. P¥i jejich pouzi-
ti je tfeba dat pozor na spravné namixovani prediktoru a korektoru, mimo jiné
na tad metod. Doporucujeme tedy pouzivat néjaké standardni kombinace, ¢i jesté
lépe pouzit numerickou knihovnu, kterda mé metody implementovany. V pripadé
kombinace Adamsovy-Bashforthovy a Adamsovy-Moultonovy metody je takovou
standardni kombinaci, napriklad

1
Unt2 = Un41 + §h(3f(un+17tn+1) — f(un,tn)),

h
Un+2 = Un+1 + E(Sf(un+27tn+2) +8f(tunt1,tny1) — fun,tn)),

¢imz dostaneme prediktor-korektor 3. radu.

Zachovani energie a Verletiiv algoritmus

Jak jsme zminili v ivodu (a po diskusi stability je nejspis$ jasné), je tfeba v pri-
béhu vypoctu kontrolovat, jestli ndm prilis neroste chyba. U fyzikdlnich déju se
nam casto nabizeji ruzné zachovévajici se veli¢iny, naptiklad u obéhu planety ko-
lem Slunce se (mimo jiné) zachovdva celkovd energie a moment hybnosti. Pokud
si budeme tyto veli¢iny v prubéhu vypoctu vypisovat, mély by byt konstantni,
samoziejmé az na néjakou numerickou chybu, kterd ale nesmi byt velka.

Pokud ale fesime diferencidlni rovnici typu v” = f(u,t), coz je mj. i asty pripad
mechanickych pohybi, pak mizeme s vyhodou pouzit metodu, kterd automaticky
ze své podstaty zachoviva energii. Napisme si Tayloruv rozvoj u(t + h) a u(t — h)
a seCtéme je.

2

w(t+ ) = u(t) + b (8) + o (0) + (1) + o)

2 6"
2 3
wlt — B) = ut) — hu'(8) + %u”(t) - %u'"(t) oY

u(t + h) = 2u(t) — u(t — h) + h*u" (t) + O(h*)
Posledni rovnice nam jiz dava predpis pro Verletovu metodu
Un+1 = 2un — Un—1 + h2f(un7tn) .

Dulezitou vlastnosti Verletovy metody je, Ze je symetrickd vuci sméru toku casu,
neboli casové reverzibilni. Skutecné, pokud zaménime h za —h, dostaneme

Up—1 = 2Up — Un+1 + h2f(“n7tn) 5

coz po upravé dava vztah vyse. Diky této vlastnosti pak z dulezité matematické
véty, které se tika teorém Noetherové, plyne, ze Verletiv vztah zachovava energii,
ovSem samoziejmé pouze za predpokladu, Ze energii zachovava i simulovany déj,
reprezentovany funkci f.

Nejspis jste se jiz s teorémem Noetherové setkali v popularni literature. Pak si nejspis
vzpominate na tvrzeni, ze kazdé symetrii odpovida néjaka zachovavajici se veli¢ina. Zde
je tou symetrii invariance vic¢i sméru toku ¢asu, odpovidajici se zachovavajici veli¢inou je
pak energie.
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Rist povrchii Il — balistickd depozice a Edeniiv model

Nez zacneme vysvétlovat nové pojmy, zopakujme si nejprve ve strucnosti poznatky
z minulého dilu seridlu. Rikali jsme si, Ze riist povrchu lze modelovat pomoci sto-
chastického vicestavového bunééného automatu. Automat je stochasticky, protoze
buriku, kterd v daném kroce bude rust, vybirdme ndhodné. Bunkou je zde mys-
len jeden sloupedek molekul na mifice. Ze je automat vicestavovy, znamend, ze
vyska h; sloupecku, kterou ztotoznujeme se stavem burniky, muze nabyvat béhem
vyvoje vice nez dvou riznych hodnot (h; € N). Hrubost povrchu v ¢ase ¢ (po t

vy

krocich) na 1D mfizce velikosti L definujeme jako

W(t,L) = %Zh?— %Zh . (74)

i

Model ndhodné depozice ndhodné vybere bunku ¢ a zvétsi hodnotu jejiho stavu

hi(t =+ 1) = max (hi_l(t), hl(t) -+ 1, hi+1(t)) . (75)

Riist povrchu modelovany metodou balistické depozice si mizeme predstavit tak,
ze Castice sestupuji z nekonecna na povrch a zastavi se tehdy, kdyz je néjaka ¢és-
tice ihned pod nimi, ale také tehdy, nachazi-li se néjaka c¢astice v sousedni burce
nalevo nebo napravo. V materidlu tak vznikaji dutiny, coz se déje i ve skutec-
nych experimentech, napfiklad pii ristu povrchu pomoci naprasovani (epitaxe).
Porézni materiadl mé pak samoziejmé jiné vlastnosti. Ukazka materidlu vzniklého
balistickou depozici je na obrazku {§.

Balisticka depozice™ se vsak od ndhodné depozice nelisi pouze porozitou. Podi-
vejme se, jak se vyviji hrubost povrchu. Na obrazku @ je vykreslen vyvoj hrubosti
vygenerovany pomoci kédu nize. Vidime, ze na poc¢atku hrubost pomérné rychle
narusté, ale rist zpomaluje a po cca 10000 krocich se zastavi — doslo k saturaci
(nasyceni). Tento efekt jsme nepozorovali u ndhodné depozice (viz Feseni tlohy ke
4. dilu seridlu), kdy hrubost neustéle rostla jako mocnina t/2. Obecné mizeme
rozdélit vyvoj hrubosti na tii ¢asové useky na zakladé ¢asu prechodu tx:

1t € tx = W(t, L) ~ t7;
2. t = tx — prechodova oblast, rist se zpomaluje;
3.t >ty — W(t, L) ~ L°.

Parametry «a a 8 se nazyvaji kritické skdlovaci parametry. Déale se zavadi dynamicky
Skdlovact parametr z = «/S, ktery popisuje chovani ¢asu pfechodu jako tx ~ L*.
Nalezeni parametru o a 8 pro model balistické depozice bude vasim tkolem v se-
ridlové tloze.

71 Pokud budete hledat o balistické depozici néco na internetu, mo#né narazite na jinou definici.
Zde jsme definovali NN (nearest neighbour) depozici.
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Obr. 48: Struktura povrchu ziskaného na zdkladé modelu balistické depozice.
Vsimnéte si vysoké porozity.

# BALISTICKA DEPOZICE

# nacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme rozmer mrizky a pocet kroku a interval pro vypocet hrubostd

pocet = 100
roz = 100
krok = 30000
inter = 30

# vytvorime pole naplnene nulami pro stavy a pro hrubost
stav = np.zeros(roz,dtype=float)

hrub = np.zeros(krok/inter,dtype=float)

sumhrub = hrub

for j in range(pocet):

# v kazdem kroku nahodne vybereme bunku a zvysime jeji hodnotu o 1
hrub = np.zeros(krok/inter,dtype=float)
stav = np.zeros(roz,dtype=float)
for i in range (krok):

nahod = np.random.randint (roz)

stav[nahod] = max(stav[nahod]l+1.,stav[(nahod-1) % roz],stav[(

nahod+1) % roz])
if i % inter == 0:
hrub[l/lnter] = np.sqrt(1./roz*np.sum(stav**2) - (1./
roz*np.sum(stav))**2)

sumhrub += hrub

sumhrub *= 1./pocet

# nakreslime graf vyvoje hrubosti
# funkce linspace Tovnomerne rozdeli pocet kroku na intervaly
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Obr. 49: Priklad vyvoje hrubosti povrchu pro simulaci rustu metodou balistické
depozice. Primérovano pres 1000 béhu.

body = np.linspace(0,krok-inter ,krok/inter)

hrubplot = plt.plot(body,sumhrub,'r',linewidth=2,label="'hrubost')
plt.xlabel('krok')

plt.ylabel ('hrubost')

plt.show ()

Druhym ristovym modelem, o kterém se zde blize zminime, je Edentiv model.
Jeho princip je jednoduchy — ¢astice se muze prilepit na libovolné misto na po-
vrchu (tj. seshora i zboku sloupecku). Ale protoze zde bude nasim cilem simulovat
rust bakteridlnich kolonii, jak jsme jiz v uvodu predeslali, nemuzeme pouzit 1D
miizku. Model si proto pfedstavime jako bindrn{ automat (pouze stavy 0 a 1) na
2D mftiZce a povolime rust ze vSech smériu. Béhem simulace je tedy potfeba pama-
tovat si cely povrch, a to véetné dutin uvnit¥ (bakterie se mohou mnozit kdekoli,
kde maji zivotni prostor). Spravnym pfistupem je ukladat si soufadnice bunék na
povrchu, ale programéatorsky jednodussi je vytvorit pole N x N, kde N je zvoleny
rozmér mrizky, a uklddat hodnotu kazdé bunky. Vypocet je pak samoziejmé po-
maly a musime se omezit na malé mrizky. Priklad povrchu vytvofeného pomoci
Edenova modelu vidite na obrazku p(. K vygenerovani byl pouzit kéd nize.

Edeniiv model prifazuje ristu uvnitf dutin v materidlu stejnou pravdépodobnost jako
ristu na volném povrchu. Porozita tak jednak zvysuje celkovou délku povrchu, kterou mu-
sime udrzovat v paméti, a také nemusi odpovidat skute¢nému chovani fyzikalniho systému,
ktery studujeme. Proto se casto zavadéji upravy modelu, které zvysuji pravdépodobnost
zaplnovani dutiny imérné jeji vzdalenosti od povrchu. Tato uprava samozirejmé ovlivni
hodnoty skalovacich koeficient ve vztazich pro hrubost, ale ne prili§ vyrazné.
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Obr. 50: Vysledek simulace ristu podle Edenova modelu po 2000 krocich. Sedou
barvou jsou oznaceny ty bunky, které byly ndhodné vybrany, ale uz nemély
neobsazené sousedy (bylo by mozné vykreslit je také ¢ernou barvou, jde jen

o ukdzku toho, jak funguje pouzity algoritmus). Porozita je v porovnéni
s balistickou depozici minimalni.

# EDENUV MODEL

# nacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme rozmer mrizky a pocet kroku

roz = 200

krok = 20000

# vytvorime pole nul, do ktereho budeme ukladat stavy bunek
# zavorka (kroky, rozmer) udava velikost 2D pole

pole = np.zeros((roz, roz),dtype=np.int)

# inictalizujeme

pole[100,100] = 1

for i in range(krok):
# funkce where wrati indexy prvku, ktere maji hodnotu jedna,
# ve forme seznamu obsahujiciho dve pole, kde kazde z techto pol<d
# obsahuje prislusne z,y souradnice
indexy = np.where(pole == 1)
# nahodne vybereme index
rand = np.random.randint (len(indexy[0]))
ind = [(indexy[0]) [rand], (indexy[1]) [rand]]
# prozkoumame okoli odpovidajiciho prvku
sousedl = pole[(ind[0]+1) % roz,ind[1]]
soused2 = pole[ind[0],(ind[1]+1) ¥% roz]
soused3 = pole[(ind[0]-1) % roz,ind[1]]
soused4 = pole[ind[0],(ind[1]1-1) % roz]
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sousedi = np.array([sousedl,soused2,soused3,soused4])
sous_indexy = np.where(sousedi == 0)
# pokud jsou sousedi zaplneni, nastavime pole[ind] na 2,
# abychom ho jiz priste neprohledavali
if len(sous_indexy[0]) ==

pole[ind[0],ind [1]] = 2
# nahodne vybereme prazdnou sousedni bunku a zaplnime ji

else:
sous_ind = (sous_indexy[0]) [np.random.randint (len(sous_indexy
[01))1]
if sous_ind == 0:
pole[(ind[0]+1) % roz,ind[1]] = 1
elif sous_ind == 1:
pole[ind[0], (ind [1]+1) % roz] = 1
elif sous_ind == 2:
pole[(ind[0]-1) % roz,ind[1]] = 1

elif sous_ind == 3:
pole[ind[0], (ind[1]1-1) % roz]l = 1

# definujeme barevne schema pomoci vyctu, v nasem pripade cernobile

barvy = mpl.colors.ListedColormap(['white','black','grey'])

# definujeme prechod mezi barvami kdekoli mezi 0 a 1

hranice=[0,0.5,1.5,2]

# pouzijeme barvy a hranice k normovanti barevne mapy

norma = mpl.colors.BoundaryNorm(hranice, barvy.N)

# vykreslime barevnou mapu a zobrazime ji

mapa = plt.imshow(pole,cmap=barvy,interpolation='None',norm=norma,origin="
lower')

plt.xlabel('x")

plt.ylabel('y")

plt.show ()

Kvuli radidlni geometrii nelze pfimo aplikovat vzorec pro hrubost (@) Proto
se nebudeme hrubosti zabyvat, ale zavedeme do modelu malou zménu: s pravdeé-
podobnosti p; zménime stav buriky na rozhrani z 0 (prdzdnd) na 1 (obsazend)
a s pravdépodobnosti p2 naopak zménime stav butiky na rozhrani z 1 na 0. Tento
model, nékdy nazyvany Williams-Bjerknesuv, je vhodny pro simulaci ristu nado-
rovych bunék nebo bakterii v Petriho misce. V seridlové iloze bude vasim tkolem
zkoumat vyvoj nadorovych bunék pomoci pravé popsaného modelu v zavislosti
na pi, p2.

Pro tplnost uvedme, ze modelovat riast povrchi lze i jingmi metodami nez pomoci
bunécnych automati. Ke kazdému zminénému rastovému modelu existuje ekvivalentni
diferencidlni rovnice, kterou lze v nékterych pripadech fesit analyticky a ziskat tak stejné
skalovaci parametry jako numerickym modelovanim. Jedna se vsak o stochastické dife-
rencidlni rovnice, tj. rovnice obsahujici Clen, ktery reprezentuje sSum. K feseni takovych
rovnic je potfeba zavést specidlni integralni pocet, tzv. Itav stochasticky kalkulus.

DLA — difdzi limitovana agregace
Zatim zminéné rustové modely dokdzaly pomérné dobie simulovat laboratorni tvor-
bu materidlti nebo rtst bakteridlnich kolonii. Pokud bychom ale chtéli modelovat
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rust krystalu vznikajiciho v roztocich, napt. pomoci elektrolyzy nebo sedimentaci,
bude lepsi volbou model DLA (Diffusion limited aggregation).

Fyzikalni predstava procesu je nésledujici: ¢astice z nekonecna se brownovsky
pohybuji prostorem, dokud nedojde k jejich kontaktu s krystalizacnim jadrem, ke
kterému se pfilepi. Hustota ¢astic je mald, vzajemné spolu nekoliduji (brownovsky
pohyb zajistuji molekuly v pozadi, které na jadru neulpivaji). V pocitacové praxi
nemizeme poslat ¢dstici z nekonecna, vytvorime ji proto v urcité vzdalenosti od
krystalu a nechame ji pohybovat se tak dlouho, dokud nedojde ke kolizi s krystalem,
nebo se nedostane za urcitou radidlni hranici — potom ¢astici prestaneme sledovat
a vytvorime novou.

Nize je priklad kédu (vysledek simulace je na obrézku a), kde méme jednu
Castici v pocatku hexagondlni mtizky a nové castice generujeme ve vzdalenos-
ti, kterd je rovna radidlni vzdalenosti od pocatku nejvzdalenéjsi ¢astice krystalu
(plus jedna). Céstici prestaneme sledovat, pokud se vzdali na dvojndsobek poda-
tecni vzdalenosti. Snizime-li maximéalni povolenou vzdélenost, béh kédu se vyrazné
zrychli, ale krystal potom za¢ne vykazovat preferovany smér rustu. Kéd je pomérné
komplikovany kvili implementaci Sestitthelnikové mrizky. V seridlové tloze budete
simulovat rust na ¢étvercové mrizce, tim se kéd podstatné zjednodusi.

# DIFFUSION LIMITED AGGREGATION

# nacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme rozmer mrizky a mazimalni pocet castic

roz = 20

mass_max = 100

# pole pro spiralni 1D index, bezpecne wvetsti nez je potreba

roz_1d = 6*roz**2

# pole, do kterzch budeme ukladat prepoctene kartezske souradnice

# definujeme wvektory pomahajici pri prepoctu 2z hexa na ctvercovou mrizku
xs = np.zeros(mass_max,dtype=float)

ys = np.zeros(mass_max,dtype=float)

xhelp = [np.sqrt(3.)/2.,0.,-np.sqrt(3.)/2.,-np.sqrt(3.)/2.,0.,np.sqrt(3.)/2.]
yhelp = [-0.5,-1.,-0.5,0.5,1.,0.5]

# pole nul, do ktereho budeme ukladat stavy bunek

pole = np.zeros(roz_1d,dtype=np.int)

# inicializujeme bunky, hmotnost a nejvetsi wvzdalenost od stredu

pole[0] = 1
mass = 1
rmax = 0

while mass < mass_max:
# pocatecni wvzdalenost castice

r = rmax+1

# pricist k hranici v radialnim smeru, za kterou castice nesmi utect
rkill = rmax

# vyber nahodny prvek z sestiuhelniku o Tozmeru r

i = int (6*r*np.random.random() + 1)

nn = 0

# pohyb difundujici castice

while nn == 0:

i_full = i+3*r*(r-1) # pozice v poli 'pole’
# nejsme-11 ve vrcholu sestiuhelniku
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if (i % r) !'= O:
# nalezneme sousedy
if i == 1:

ileft = 6x*r
idownleft = 3*r*(r-1)
else:
ileft = i-1
idownleft = (i*(r-1))//r + 3x(r-1)*(r-2)
# dvojite lomitko wraci floor
pole_nn = [i+1+3*r*(r-1),ileft+3*r*(r-1),idownleft,
(i*x(r-1))//r+3*(r-1)*(r-2)+1,
(i*(r+1))//r+3*xr*(r+1),
(i*(r+1))//r+3*r*(r+1)+1]
obsazeno = np.where(pole[pole_nn] == 1)
nn = len(obsazeno [0])
# je-li nejaky soused obsazen, prilep se
if nn > O:
pole[i_full] = 1
rmax = max ([rmax,r])
mass += 1
# jinak difunduj dal

else:

step = int(np.random.random()*6)
# radialni sestup

if (step == 2 or step == 3):

r -=1

# radialni vzestup

elif (step == 4 or step == 5):

r += 1

i = pole_nn[step] - 3xrx(r-1)
# pokud jsme we wvrcholu sestiuhelniku
else:
if i == 6%
iright =
iupright
else:
iright = i+1
iupright = i*(r+1)/r+1
if i == 1:
ileft = 6
else:
ileft = i-1
pole_nn = [iright+3*rx(r-1),ileft+3*r*(r-1),
i*(r-1)//r+3*(r-1)*(r-2) ,i*(r+1) //r+3*r*(r+1),
iupright+3*r*(r+11),i*(r+1)//r-1+3*r*(r+1)1]
obsazeno = np.where(pole[pole_nn] == 1)
nn = len(obsazeno [0])
if nn > O:
pole[i_full] = 1

=R

rmax = max([rmax,r])
mass += 1
else:

step = int(np.random.random() *6)
if step == 2:
r -= 1
elif ((step == 3 or step == 4) or step == 5):
r += 1

i = pole_nn[step]l - 3xrx(r-1)
# pokud castice utekla, zacneme znovu
if r > (rmax+rkill):
r = rmax+1
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i = int (6*r*np.random.random()+1)
continue
r*np.sin(2.*np.pi/(6.*r)*x(i - (i % r)))
r*np.cos(2.%np.pi/(6.*xr)*(i - (i % r)))
= x0 + (i % r)*xhelp[min(int(i//r),5)]
y = y0 + (i % r)xyhelp[min(int(i//r),5)]
xs [mass-1] = x
ys[mass-1] =y
# vykreslime castice pomoci sestiuhelnikovych symbolu
dlaplot = plt.scatter(xs,ys,c='k',s=30000/(roz**2),marker=(6,0,30))
plt.xlim(-roz, roz)
plt.ylim(-roz, roz)
plt.axes().set_aspect('equal')
plt.xlabel('x"')
plt.ylabel('y")
plt.show()
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Obr. 51: Vysledek simulace riastu podle DLA modelu na hexagonélni mfizce.
Pocet ¢astic v krystalu je 8000. VSimnéte si, ze i pres pomérné benevolentni limit
na maximalni vzdalenost difundujici ¢astice je na krystalu vidét preferovany smér

rustu.

Na vznikly krystal (shluk ¢dstic) mizeme pohlizet jako na fraktdl. Nebudeme
zde zabihat do hluboké teorie, fraktal si prosté predstavime jako objekt, ktery pri
bliz§im pohledu (mysleno ve vétsim méritku) vykazuje stdle stejnou strukturu —
je sobépodobny. Prikladem z prirody je napriklad list kapradiny, ktery se sklada
z mnoha mensich listd, a ty zase z mensich listki. V matematické abstrakci lze na
objekt ,zoomovat“ donekonecna, vzdy budeme nachézet stale stejnou geometrickou
strukturu. Podobné na obrazku a najdeme na kazdé vétvi rostouci z pocatku dalsi
vétev, ze které rostou dalsi vétve atd.
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Pro fraktaly je typické, ze jejich dimenze je vétsi nez u ,,obycejnych“ geomet-
rickych objekt. Napfiklad kruznice mé dimenzi 1, ale Kochova vlocka (obr. p2),
coz je vlastné jenom jinak zakfivend Cara, ma dimenzi priblizné 1,26. Na Kochové
vlocce si vysvétlime definici dimenze. Necht ma strana pocatecniho trojihelniku
délku € = 1. Pocet tsecek v jedné strané je samoziejmé N = 1. V dalsim kroku jiz
jedna strana obsahuje N = 4 tsecky délky ¢ = 1/3, v dalsim kroku N = 16 tsecek
délky e = 1/9 atd. Fraktdlni dimenze je pak definovana jako

D = lim 18NV (E)

e—0 log é

: (76)

pri¢emz pro vlocku mizeme psit e(n) = 1/3", N(n) = 4", a tedy

log4™  log4

Dxoeh = lim = 1,26.

n—oo log3m™  log3
Vsimnéte si, Ze se ve vypoctu mocniny n zkratily. To je ddno faktem, Ze princip
vystavby Kochovy vlocky spociva v aplikaci zcela identické geometrické deformace
na jednotlivé hrany vlocky v kazdém kroku. Limitni proces tedy nemé v pripadé
matematicky exaktn{ vlocky smysl (tj. dimenzi by Slo definovat jinak, napf. ja-
ko log N(eg)/log(1/e) bez limity), ale mé smysl v pfipadé fraktdlu vytvoreného
DLA. Pii ,zoomovani“ zde totiz nepozorujeme zcela identické obrazce, ale pouze
velmi podobné, protoze vystavba krystalu probihda ndhodné. Navic krystal neni ne-
konecné velky, resp. nemé nekonecné detailni strukturu, a také v dusledku nutného
omezeni délky ndhodné prochazky vstupuji do procesu dalsi odchylky. P vypo-
¢tu dimenze budeme nyni misto strany trojihelniku mérit linedrni rozmér krystalu
(radidln{ vzdélenost nejvzdalendjsi ¢dstice od podatku), misto poctu tseéek méme
pocet ¢astic. Pritomnost limity nam 7iké, Ze pro co nejpresnéjsi vysledek chceme
nechat krystal rist co nejdéle. Pro krystal na obrazku pl| vychazi{ dimenze D = 1,75.
Nakonec jesté dodejme, ze v pripadé materidlu ziskaného na zikladé Edenova
modelu muzeme pohlizet na jeho povrch jako na fraktél, télo takového materidlu
ale neni fraktélni.

Uloha V.S ... rostou nam diferencialni rovnice 10 bod#

a) Reste problém dvou téles pomoci Verletovy a Rungovy-Kuttovy metody 4. fadu
pres nékolik (mnoho) period. Krok pfitom volte tak velky, aby se projevily
numerické chyby, a pozorujte, jakym zptisobem se chyby v obou pripadech
projevuji na tvaru trajektorie.

b) Reste pohyb tlumeného linedrniho harmonického oscildtoru, ktery je dén rov-
nici & + 20w + w?x = 0, kde w je Ghlova frekvence a § tlumici élen. Parametry
ménte a sledujte zmény v chovani oscildtoru. Pro jaké hodnoty parametru se
oscilator utlumi nejrychleji?

¢) Modelujte rist povrchu metodou balistické depozice a studujte statistické cho-
vani hrubosti povrchu. Naleznéte mocniny « a 8 popisujici rust pred saturaci

72Existuje mnoho zpusobu, jak definovat fraktalni dimenzi, zde jsme vybrali jeden z nich.
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Obr. 52: Prvnich Sest iteraci Kochovy vloc¢ky. Tenké ¢ary jsou vzdy z predchoziho
kroku.

a po saturaci (viz seridl). Vyjdéte z kédu v seridlu. Volte takovy pocet kro-
ki, abyste byli schopni dobfe studovat oba rezimy hrubnuti. Linedrni rozmér
povrchu volte alespont L = 256. (Upozornéni: simulace mohou trvat i nékolik
hodin.)

d) Simulujte na ¢tvercové miizce sifeni zhoubného nddoru pomoci Edenova mode-
lu. Uvazujte ptfitom nésledujici obménu: s pravdépodobnosti p1 dojde k nakaze
zdravé bunky v kontaktu s nddorovou a s pravdépodobnosti ps dojde k uzdra-
veni nakazené. Volte nejprve p1 > p2, pak p1 > p2 a nakonec p1 < p2. Na
pocatku necht je nakazeno pét bunék do tvaru krize. Kvalitativné popiste, co
pozorujete.

e) Prepiste kod ze seridlu pro rust fraktélniho krystalu (DLA model) na hexagondl-
ni mfizce na rast na ¢tvercové mrizce a spoctéte dimenzi vysledného fraktélu.

Pozndmka Vyuzit kédy prilozené k seridlu neni nutné, ale doporucené.

(Tesent str. @)

Kapitola 6: Matice a populace

Tricaty prvni roénik FYKOSu se blizi ke konci a s nim i seridl o numerickych me-
todach a pocitacovych simulacich. V tomto dile se rozpomeneme na tplny zacatek
seridlu, kdy jsme klasifikovali simulace, a povime si néco o popula¢nich modelech.
V numerické ¢asti se kratce vratime k diferencidlnim rovnicim, pohovorime o ob-
lastech stability a nakonec prehledové pojedndme o numerické linedrni algebre.
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Oblasti stability

V feseni minulého dilu se objevilo tvrzeni, ze explicitni Eulerova metoda je zcela
nevhodné pro feSeni netlumeného harmonického oscilatoru a ze to vyplyva z je-
ji oblasti stability. Pojdme si proto struc¢né objasnit, o co se jedni. Vezméme si
jednoduchou diferencidlni rovnici ¥ = Ay, kde A je obecné komplexni ¢éislo (a tedy
i y je komplexni funkce redlné proménné t). Analytické FeSeni této rovnice je
y(t) = yoe™ .
Pro Re(A) < 0 feSeni s ¢asem klesd k nule, pro Re(A) > 0 naopak exponencidlné
roste. ReSme tuto rovnici numericky, pro zacatek explicitni Eulerovou metodou.
Plati tedy
Ynt1 = Yn + hAYn = Y (1 + hA) = yo(L + hA)" . (77)

Rozumnym pozadavkem je, aby numerické feseni nebylo prilis vzdaleno od feseni
skute¢ného, presnéji budeme pozadovat, aby pro dané hA bylo feSeni omezené
(tj. neutikalo do nekoneéna) pro n — +oo. Tato pozadovani vlastnost se nazy-
va absolutni stabilita. Konkrétné pro explicitni Eulerovu metodu je splnéna, pokud
|14+ hA| <1, jak je vidét z rovnice (@) Body z = h\ v komplexni roviné, které spl-
nuji podminku absolutni stability, tvoii tzv. oblast (absolutni) stability. Explicitni
Eulerova metoda ma tedy oblast stability tvofenou kruhem o stfedu —1 a jed-
notkovém poloméru. Skutecné, pokud si vzpomenete na diskusi o feSeni problému
se silnym tlumenim v minulém dile, zjistili jsme tehdy, ze pro rovnici y = —cy
musime volit h < 2/c. To pfesné odpovidd podmince na okraj oblasti stability na
realné ose, kde hA = —hc > —2.

Spocitejme si jesté oblast stability pro implicitni Eulerovu metodu. Z jejiho
predpisu mame

Yn Yo
= hA = = .
Yt = Yo F AN = T8 = [T e
Aby |yn| bylo koneéné, musi platit [hA—1| > 1. Oblast stability implicitn{ Eulerovy
metody je tedy celd komplexni rovina az na jednotkovy kruh o stfedu 1. Oblasti
stability pro metody vyssich fadt a pro vicekrokové metody se formalné ziskavaji
pouze vysledek ve formé grafu p3.

Zjistili jsme tedy, jaky musime volit krok, abychom méli stabilni feSeni pro-
blému y = Ay. Co ale délat, pokud mame obecnéjsi problém? Zobecnéni mohou
byt dvou typu. Zaprvé muzeme mit jednu nelinedrni rovnici, zadruhé mizeme mit
soustavu linedrnich rovnic. Nejobecnéjsi je pak kombinace obojiho. Pokud méame
jednu (sk%érni) nelinedrn{ rovnici ve tvaru y = f(y, t), mizeme ji rozvést do prv-
niho Fadu

of of
f(y7t)%f(y05t0)+87y (y_y0)+7

(t —to).
y=y0 Ot |i—¢,

"3Neni nyni pifli§ jasné, pro¢ toto pozadujeme i pro Re(\) > 0, kde ani skutecné Feseni
omezené neni. Ukazuje se ale, ze tento pozadavek i zde nadéld vice uzitku nez skody, protoze
zamezime tomu, aby numerické feseni divergovalo jesté rychleji, nez skute¢né. Hlavni vyznam
této konstrukce je ale nepochybné pro Re(\) < 0.

" Jde vlastné o Tayloritv rozvoj funkce vice proménnych.
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Obr. 53: Hranice oblasti stability pro explicitni (vnitfek levého kruhu)
a implicitni (vnéjsek pravého kruhu) Eulerovu metodu a Rungovu-Kuttovu
metodu 4. fddu (vnittek ,,8iSoidu*).

Lze pritom ukézat, Ze na konstantnim ¢lenu a na ¢lenu linedrnim v t analyza abso-
lutni stability nezévisi, mizeme tedy pro tucely vysetfovani stability aproximovat
AR %
Y=Y0

Pokud médme linedrni soustavu rovnic y = Ay, kde A je matice a y a y jsou
vektory, je tfeba nalézt tzv. vlastni ¢isla A; matice A a krok h zvolit tak, aby
pro vsechna tato vlastni ¢isla platilo, ze h\; lezi v oblasti stability. Pro¢ je tireba
pouzit zrovna vlastni ¢isla je mozné nahlédnout naptiklad z toho, ze pokud s matici
A provedeme operaci zvanou diagonalizace!® pak bude mit tato diagonalizovand
matice A’ na své hlavni diagonale pravé vlastni éisla a jinde budou nuly. Soustava
diferencidlnich rovnic tedy formélné prejde do tvaru %g]i = \i¥i, coz jiz pripomind
puvodné vysSetfovanou rovnici. Znacky ¢ zde pouze znadi, ze jde pouze o formalni
ptrevod a § neodpovidaji pivodnim y.

Tento pripad si muzeme ilustrovat. Méjme diferencidlni rovnici linedrniho har-
monického oscildtoru §j 4 w?y = 0. Po pfevodu rovnice na soustavu rovnic prvnfho

fadu mame y = Ay, kde
0 1
A= (_WQ 0) |

75 ne kazd4 matice je diagonalizovatelna; zde se zamé&iime pouze na ty, které jsou — nap¥. viech-
ny symetrické matice
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Vlastni cisla této matice@ jsou Aq2 = Fiw, jsou tedy ryze imaginarni. Odtud uz
okamzité vidime, ze feseni této soustavy explicitni Eulerovou metodou bude pro
libovolny krok h # 0 nestabilni, protoze obé hA; pak nelezi v oblasti stability.
Naopak napf. u Rungovy-Kuttovy metody 4. fddu muzeme volit libovolny krok

h < hmax = 2,8/w a metoda bude stabilni.

Posledni, nejslozitéjsi moznosti je pak kombinace predchozich dvou zobecnéni, mame
tedy nelinedrni soustavu rovnic. Jako v prvnim ptipadé, i nyni provedeme Taylorav rozvoj
do prvniho fadu

ofi
Oy,

—Yj,0) + L (t —to).

y= yo ot t=tg

fily,t) = fz.VO,to-i-Z

Pokud opét skrtneme vsechny Eleny kromé téch, které jsou linedrni v y;, dostaneme sou-

g—;j? jsou slozky matice zvané jakobian. Nyni opét
J —

y=y0
nalezneme vlastni ¢isla matice J;; a aplikujeme stejnou podminku, jako pii zobecnéni na

stavu rovnic §; = J;jy;, kde J;; =

soustavu linedrnich rovnic.

Timto bychom ukoncili téma feseni obycCejnych diferencidlnich rovnic. Probrali
jsme jej dostatecné podrobné na to, abyste nyni byli schopni numericky vyftesit
takika libovolnou soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic. Pokud byste se vSak
chtéli dozvédét vice, ¢i znovu a jinak slySset uz jednou recené, podivejte se na
zédznam prednésky Pocitacové simulace ve fyzice, kterd byla prednesena v ramci
letosniho cyklu FYKOSich prednasek pro stredoskoldky a najdete ji na nasem
Youtube kanalu*

Numericka algebra

Poslednim tématem, ktery si v numerické ¢asti seridlu predstavime, je numerickd
linearni algebra. Konkrétné se podivime na to, jak fesit soustavy linedrnich alge-
braickych rovnic. Algebraické rovnice jsou takové ty klasické, které jste znali ze
gkoly jen jako ,rovnice“, nez jsme vam predstavili rovnice diferencidlni. Linedrni
jsou, pokud jdou zapsat ve tvaru

N
E a;xT; Ib,

i=1

kde a;, b jsou konstanty a x; jsou nezndmé. Soustavu M takovych linedrnich rovnic
pak mizeme zapsat ve vektorové formé Ax = b, neboli

a1 @12 -+ GIN 1 b1
az1 asz -+ Q2N T2 b
amM1 am2 cc GMN TN b

"6To mi v této chvili musite véFit.
"Thttps://www.youtube.com/fykosak
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Pripomenme, ze maticové nasobeni funguje s pravidlem ,faddek X sloupec“, tedy
napt. z prvniho fddku matice mame rovnici

a11T1 + @22 + - +ainTN =b1.

Matici A nazveme matici soustavy, matici

ain a2z -+ aiN b
qof | @21 a2 - aen b2

(Alb) =
ami am2 - aMN  bu

pak nazveme rozsirenou matici soustavy. K dalsimu vykladu nyni potifebujeme

vysvétlit pojmy linedrni nezavislost a ¥4d matice. Rekneme, 7e mnoZina vekto-
S s PR . . =N .

rd {vi,...,vn} je linedrné nezdvisld, pokud rovnici Zi:l c;iv; = 0, kde ¢; jsou

Ciselné konstanty, které muzeme zvolit libovolné, splnime pouze tak, ze zvolime

vSechna c¢; = 0. V opacném pripadé jsou vektory linedrné zdvislé. Naptiklad vek-

tory (1,0,2), (2,1,5) a (11,3,25) jsou linedrné zdvislé, nebot

5-(1,0,2) +3-(2,1,5) — 1 (11,3,25) = (0,0,0).

V pripadé matice lze také na jednotlivé sloupce, ¢i fadky pohlizet jako na vektory.
Rdd matice (ozna¢me jej rank) je pak maximalni podet linedrné nezavislych sloupct
(nebo fadkd, lze dokdzat, ze to je jedno) matice. Napiiklad matice

1 0 2
2 1 5
11 3 25

ma Tad 2, nebot vSechny tii fadky jsou linearné zavislé. Pokud ale libovolny z nich
skrtneme, bude mit vyslednd matice uz oba dva fadky linedrné nezavislé. Sami si
pak miuzete ovérit, ze to plati i pro jeji sloupce.

Dtivod, proc jsme se zabyvali témito pojmy je ten, Ze na jejich zékladé dokazeme
urc¢it pocet feseni soustavy linedrnich rovnic. Pokud je totiz f4d rozsirené matice
soustavy (A|b) vétsi nez fdd matice soustavy A, pak soustava nemd Feseni. Naopak,

pokud rank(A|b) = rank(A), mohou nastat dva piipady. Pokud zdroveii pocet
nezndmych N = rank(A), pak mé soustava pravé jedno feSeni. Timto piipadem
se zde budeme zabyvat. Nakonec™ pokud N > rank(A) = rank(A|b), soustava méa
nekonecné mnoho reseni™= Tyto piipady se zpravidla neresi numericky, proto se
jimi nebudeme zabyvat.

Mozné véas napadd, jestli nejdeme s kanénem na vrabce. Vzdyt soustavu linear-
nich algebraickych rovnic zvladneme vyftesit ruéné, napiiklad Gaussovou eliminaci
a nepotrebujeme specialni numerické metody. Problém ale nastane, pokud nase

"8 Ptipad rank(A|b) < rank(A) nastat nikdy nemuze.

" Pifpad N < rank(A) totiz také nemiize nastat.

80 ibovolna N-tice ¢isel ale nemusi byt fesenim, nebot FeSeni stale musi spliiovat onu soustavu
rovnic.
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soustava rovnic bude velka, metodami, které si predstavime lze Tesit soustavy az
do N ~ 100000, vétsi soustavy se ndm jednoduse uz nevejdou do paméti pocitace.
Za urcitych okolnosti (matice soustavy je ¥idkd tj. ma skoro vSechny prvky nulové)
Ize specidlnimi metodami Tesit i vétsi soustavy. Jisté uzndate, ze takové soustavy
bychom uz rucné fesili tézko. Takto velké soustavy se v praxi casto vyskytuji,
napriklad pri feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic nékdy nastane krok, kdy zis-
kédme obri soustavu linearnich algebraickych rovnic, kterou potfebujeme vytesit.
Dalsim prikladem muze byt slozity elektricky obvod feseny pomoci Kirchhoffovych
zakonu.

Samotné numerické feSeni zpravidla probiha tak, ze si matici soustavy rozlo-
Zime na soucin matic se specidlnimi vlastnostmi, které ndm pak pomohou s ma-
ticovou rovnici 1épe pracovat. Spravné technické provedeni rozkladl je zpravidla
slozité na vysvétleni, takika vzdy je ale navic naro¢né a zdlouhavé na implemen-
taci. V praxi proto (minimdlné pro rozklady, spiSe vSak pro celou tlohu) pouzijte
nékterou z numerickych knihoven. My si zde predstavime algoritmus pouze pro
tzv. LU rozklad, zbytek textu se pak bude zabyvat tim, jak ndm tyto rozklady
pomohou.

LU dekompozice

Nejjednodussim rozkladem, o kterém si zde fekneme, je rozklad matice A na soucin
horni trojihelnikové matice U (z angl. upper) a dolni trojihelnikové matice®= L
(z angl. lower). Horni, resp. doln{ trojihelnikova matice je takovd, kterd m4 nad,
resp. pod hlavni diagonalou vSechny prvky nulové.

Algoritmus pro LU dekompozici, ktery si zde predstavime, se nazyva Doolittluv
a jde v podstaté o Gaussovu eliminaci. Pokud matici A zleva vynasobime matici

1 0o o0 --- 0

Iy 1 0 --- 0
L = —l33 0 1 --- 0 ’

Iy 0 0 --- 1

kde lx1 = ar1/a11, dostaneme matici

ailr a2 v Qin

a 1

o 0 “22> a‘én)
A = LlA = . . . . )

0 aSQ) aﬁ}ﬁ

81V tomto textu nebude znadena L, ale L™1.
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zbavili jsme se tedy v prvnim sloupci hodnot pod hlavni diagonédlou. Pokud déle
zkonstruujeme matice

1 0 0
0 1 0 0
I :
k 0 —lkt1,k ol"’
0« —lpx - 1

kde lji = a§i71)/a2271) pro j > k, kazdou matici Lj ,vyfesime“ jeden sloupec.
Plati tedy (L», = I vynechdme)

Lyp_1...Lo[hWA=LA=U,

kde jsme soucin matic Ly oznacili L. Pokud nyni obé strany vynasobime inverzni
maticd =1, dostaneme

L 'LA=1A=4=L""U,

k dokonceni LU rozkladu tedy potfebujeme nalézt dolni trojflhlenikovou@ matici
L. Inverze matice je obecné vypodetné niroénd operaceBd, zde ale mame $tésti,
nebot lze ukazat, ze matice

1 0 0
—l21 1 0
= | —lsn —ls2 0
P |
a jeji inverze pak je
1 0 0
l21 1 0
L~ l= |l s 0
[ S|

Tim mame LU dekompozici zdénlivé zdarné provedenu. Vratme se nyni k vy-
poctu ljx. V ném délime hodnotami angl), které nesmi byt nulové, ani kdybychom
vypocet provadéli presné. Pri numerickém vypoctu navic z divodu redukce zao-
krouhlovacich chyb pozadujeme, aby tyto hodnoty byly srovnatelné s nejvétsimi

82Inverzni matice C ! k matici C je takova, pro kterou plati C~'C = CC~! = I, kde I je
jednotkova matice.

83Coz ale zatim nevime, jestli L~! bude spliiovat.

840statné jedna z cest, jak inverzi numericky efektivné provést, je zalozena pravé na LU
dekompozici.
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hodnotami v matici. ReSenfm je pfed vypoétem L prehdzet prvky Ak=D tak,
aby se na k-tém prvku hlavni diagonily vyskytovalo co moznd nejvétsi ¢islo. Vét-
Sinou postaci, pokud prohazujeme tadky, takze hleddme maximum pouze v ramci
k-tého sloupce. Pak mluvime o édstecné pivotizaci. U opravdu nehezkych matic to-
to nemusi stacit, pak musime pouzit upinou pivotizaci, prohazovat radky i sloupce
a hledat tak maximum v ramci celé matice. Tato prohozeni si navic musime néja-
kym zptisobem pamatovat, nebot jimi vlastné ménime matici, kterou rozkladédme.
To je samo o sobé technicky naro¢néjsi na implementaci, proto opét doporucujeme
pouziti numerickych knihoven. Ovsem i pfi jejich pouziti je tfeba dat pozor na to,
co vraci, nebot vétsinou provedou rozklad A = PL™'U, kde P je pravé matice per-
mutaci fddkt/sloupct vznikld v dusledku pivotizace. Neni tedy mozné vzit slepé
pouze matice L' a U vypadlé z metody!

Ptedpokladejme tedy, ze mame uspésné provedenu dekompozici A = PL™1U,
fesfme tedy maticovou rovnici PL™'Ux = b. Vypoéet nyni rozlozime do dvou
krokt. Nejprve vytesime rovnici PL™'y = b pro neznamé y. Protoze inverze per-
mutaéni matice je rovna jeji transpozicitd mtiZzeme rovnici piepsat do tvaru L™y =
= P7p. Druhym krokem je pak vyfedeni rovnice Ux = y pro neznamé x. Protoze
L7111 U jsou trojihelnikové matice, lze maticové rovnice fesit dopfednou a zpétnou
substituci. Tedy napriklad u rovnice Ux = y ma posledni fadek U pouze jednu ne-
nulovou hodnotu %nn, rovnou tedy uréime &, = yn/unn. V predposlednim fadku
jsou pouze maximalné dvé nenulové hodnoty, z nichz jedna se nasobi s jiz zndmou
hodnotou z,,, rovnou tedy vypocitdme hodnotu z,,—1 a tak postupujeme dale.

Prvni rovnici lze také vyfesit ipravou do tvaru y = LPT b, musime si ale dat
pozor, abychom nasobili v pofadi L(PThb), a ne (LPT)b. V prvnim pifpadé totiz
z prvniho nasobeni vznikne vektor, providime tedy dvé nasobeni matice a vekto-
ru po sobé, coz mé slozitost O(n?), zatimco ndsobeni matic ve druhém piipadé
ma slozitost O(n?’). Mozna vas napadne, pro¢ rovnou rovnici neupravime do
tvaru x = A™'b a neprovedeme maticové nasobeni. Divod je, jak jsme jiZ pozna-
menali, Ze inverze matice je obecné velmi casové narocna.

Ostatni metody a aplikace

Predstavili jsme si LU dekompozici, coz je nejjednodussi z pouzivanych rozkladi
matic. Ostatni pouzivané rozklady, jako napt. QR ¢i SVD rozklad, jsou slozitéjsi
a vyzaduji znalosti pokrocilych pojmu linedrni algebry, proto se jimi zde zabyvat
nebudeme. Tyto rozklady maji mnoho aplikaci, kromé jiz zminéného reseni sou-
stav linedrnich rovnic jde napft. o hledani inverze matice, ¢i jejiho determinantu.
Jak jiz bylo feceno, tyto metody jsou (z pamétovych divodil) aplikovatelné pouze
na pomérné malé™ matice, casto je ale potfeba fesit daleko vétsi soustavy rovnic.
Pokud mame stésti, a tato matice je ridka, tj. ma skoro vSsechny prvky nulové, je
mozné si zapamatovat pouze kde se nachézi tyto nenulové prvky a jaké jsou jejich
hodnoty, ¢imz docilime znacné pamétové tspory. S takto reprezentovanou matici

85Prohozeni Fadki za sloupce a naopak.
86 Existuji pokro¢ilé algoritmy, které to zvlddnou o chlup rychleji.
87n, = 10000 je mald matice, jak se presvédcite v tuloze.
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ale zpravidla nedokazeme efektivné provadét libovolnou operaci, specidlné nechce-
me provadét rozklad na soucin matic, nebot tyto matice by jiz nemusely byt ridké.
V takovém pripadé pak pouzividme rtizné iteracni metody, tedy vyjdeme z néjakého
odhadu x(?), na ktery opakované aplikujeme algoritmus metody a uréujeme pres-
néjsi odhady x%*®) dokud nedokonvergujeme s dostate¢nou presnosti k vysledku.
Tyto metody pro feseni ridkych soustav opét najdete v numerickych knihovnach.

Zajimavou aplikaci je taktéz fitovani (experimentdlnich) dat polynomidlni z4-
vislosti. Pokud totiz mdme m naméfenych dat (z;, y;) a teoretickou zavislost y(x) =
= by + Z;;l bjz?, mame soustavu rovnic

Y1 1 1 LL‘% e LE? bo €1
Y2 1 z ZE% ceeoxy by I
= . + s
1 2 n b
Ym Tm Ty T n Em

neboli y = Xb + €, kde b jsou hledané regresni koeficienty a € jsou skutecné
experimentélni chyby. Protoze namérenych hodnot je vic nez hledanych koeficient,
feSime preurcenou soustavu, kterd pro € = 0 nem4 reseni. Ostatné kdyz provedeme
regresi, zavislost nam nikdy presné neprotind vSechny experimentdlni body, ty
jsou misto toho rozmistény okolo regresni zavislosti. Misto presného Teseni se tedy
snazime najit takové koeficienty, pro které budeme feseni v jistém smyslu nejblize,
snazime se tedy minimalizovat velikost vektoru ||€||. Takovy problém lze® prevést
na (nepfeur¢enou) soustavu linedrnich rovnic pro b. Vidime tedy, ze na aplikace
numerické linedrni algebry narazime témér na kazdém kroku.

Reseni Poissonovy rovnice
V jiz odkazované prednésce pro stredoskolaky jsme vytesili Laplaceovu rovnici ve
2D pomoci Excelu. Vasi tlohou bude totéz® provést v Pythonu. Pojdme si proto
zrekapitulovat potfebnou teorii.

Jedna z Maxwellovych rovnic mé podobu div E = p/eo, kde E je intenzita elek-
trického pole, o je hustota naboje a € je permitivita vakua. Pokud do ni dosadime
definici elektrického potencidlu E = — grad ¢, obdrzime Poissonovu rovnici

4
Ap=——.
P o

V pripadé, ze je vsude ¢ = 0, dostaneme tzv. Laplaceovu rovnici
Ap=0.

Pokud tedy dostaneme zadanou hustotu naboje ve vsech bodech oblasti a navic
tzv. okrajové podminky, feSenim této rovnice obdrzime potencial ¢ ve vSech bodech
prostoru.

88Postup ale vyzaduje znalost pokrocilé matematiky, nebudeme jej tedy zde rozebirat.
89Excel vnitiné pouzival néjakou z iteraénich metod, zatimco my budeme soustavu rovnic
Tesit presné.
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Poissonova rovnice je ukdzkou parcidlni diferencialni rovnice, nebot Laplaceiv
operator (zde ve 2D) A = %—l—% obsahuje parcidlni derivace. Potencidl ¢(z, y) je
totiz funkci vice proménnych, musime tedy specifikovat, podle které zrovna deri-
vujeme. VSechny ostatni v tu chvili (pokud derivujeme parcidlné) povazujeme za
konstantu.

Poissonova rovnice je PDR takového typu, ve které nevystupuje derivace pod-
le ¢asu. Nehleddme tedy casovy vyvoj, ale staciondrni feseni. Z tohoto duvodu
také nespecifikujeme pocdteéni podminku, jako u ODR, musime ale specifikovat
tzv. okrajové podminky. Rovnici totiz fesime na néjaké konecné oblasti, deriva-
ce ale vyzaduji znalost hodnot v okoli daného bodu. Na hranici této oblasti tedy
musime predepsat dodatecné informace, kterym se fika okrajové podminky.

Nejjednodussi okrajovou podminkou je Dirichletova podminka, ktera je ve tva-
ru p(z,y) = 0, resp. obecné&ji p(z,y) = C(z,y), kde C je pevné dand (vétsinou
konstantni) funkce. Dirichletova podminka tedy fikd, jaka je hodnota potencidlu
v daném bodé hranice. Druhou pouzivanou podminkou je von Neumannova pod-
minka, kterd je ve tvaru ?Ti = 0, kdy derivaci providdime vzdy ve sméru kolmo
k hranici. Tato podminka 7ikd, Ze v daném bodé se hodnota potencidlu v daném
sméru neméni (urcuje vlastné hodnotu elektrického pole).

Plati pfitom, ze v kazdém bodé hranice staci specifikovat jednu z téchto dvou
podminek, aby bylo feseni jednoznac¢né. Dirichletovu podminku pouzijeme, pokud
vime hodnotu potencidlu, napiiklad na elektrodach kondenzitoru. Von Neuman-
novu podminku pak pouzijeme, pokud jsme na hranici, kde predpokladame v da-
ném smeéru homogenni feseni. Pouzijeme je tedy napi. ve volném prostoru daleko
od vsech zdroju. Okrajové podminky pritom nemusi byt specifikoviny pouze na
samém okraji oblasti, ale kdekoliv, kde tyto podminky potfebujeme specifikovat
(a v téchto bodech pak nefesime samotnou PDR). Pokud tedy napf. do desko-
vého kondenzatoru vlozime dalsi elektrodu, specifikujeme ji pomoci Dirichletovy
podminky v oblasti, kde se elektroda nachézi.

Nyni si povime, jak Poissonovu rovnici vyfesit numericky. Pouzijeme k tomu
metodu koneénych diferenci, kdy budeme hledat feSeni na néjaké (v nasem pripa-
dé pravoihlé a pravidelné) miizce. Laplacetv operdtor obsahuje druhé derivace ve
smérech x a y, pokud tedy najdeme numerickou aproximaci druhé derivace, na-
jdeme i numerickou aproximaci Laplaceova operdatoru. Obdobnym postupem, jako
v kapitole o numerické derivaci si napisme dva Taylory a sectéme je. Dostaneme

Fa+ ) = £&) + hf @)+ @)+ T £ @)+ O,
Fa =) = &) = hf (@) + (@) = T 19 @)+ o),
fla+h) + flo—h) =2f(x) + B " () + O(h*).

Druhou derivaci tedy muzeme aproximovat vztahem

"_ fiv1+ fic1 —2fs

fi 5 +0(h?),
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kde h je vzdalenost dvou sousednich bodi mfizky. Za predpokladu, ze krok h je
stejny ve sméru z i y, tedy miZzeme pro Laplacetiv operdtor v bodé (7, j) mifzky,
kde m4 funkce f(z,y) hodnotu f; ;, psit

_fimg i+ fige 4 fijo1 —4fi
h2

Afi +0(h?).

Timto problém prevedeme na feseni soustavy rovnic A¢ = b, kde matice A na jed-
notlivych fadcich (odpovidajicich rovnicim pro jednotlivé body mfizky) obsahuje
bud aproximaci Laplaceova operdtoru vyse, nebo nékterou z okrajovych podminek.
Vektor b pak obsahuje hodnoty —p/eo v jednotlivych bodech miizky, pfipadné
pravé strany okrajovych podminek. Resenim této soustavy pak ziskdme hodnoty
potencidlu ¢ ve vsech bodech miizky.

Populaéni modely
Prakticky ve vSech ulohéch, které jsme v predeslych dilech seridlu resili, jsme se
vénovali pouze diskrétnim simulacim. Nyni vyuzijeme nabyté znalosti z minula
a podivime se na spojité simulace, tj. takové, které vyzaduji numerické reseni
diferencidlnich rovnic.

Diferencidlni rovnice maji nepfeberné mnozstvi aplikaci. Abychom si trochu
odpo¢inuli od fyziky a podporovali mezioborové vzdélavani, zaméfime se na (v bi-
ologii hojné pouzivané) modely vyvoje populace

Zakladni populacni modely
Neni potreba dlouze zminovat, ze Casovy vyvoj velikosti populace je ovlivnén Siro-
kou paletou ruznych faktori a neni tedy mozné jeho dynamiku exaktné postihnout.
O to se ani nebudeme pokouset. Misto toho se zamérime jen na par dulezitych vlivi
a budeme sledovat, co se déje s populaci, kdyZ ma navrch ten ¢i onen faktor.
Nejjednodussi je exponencidlni ristovy model. Ten je zalozen na predpokladu,
ze produkce potomku neni nijak regulovana, tj. prostfedi poskytuje neomezeny
pfisun potravy, prostoru a neziji v ném predatori. Potom mizeme vyvoj poctu
jedinct n(t) zapsat pomoci diferencidln{ rovnice

((11—? =rn. (78)
Tato rovnice ma jednoduché reseni
n(t) = n(te)e" 7100 (79)

Parametr r se nazyva ristovy koeficient, to je podatedni ¢as. Casto budeme pokladat
to =0 a psat no = n(to = 0).

Pro r > 0 populace roste, pro r < 0 asymptoticky klesa k nule, pro r = 0 vyvoj
stagnuje (populace je konstantni). Pro praktické ucely je pot¥eba budto koeficient

90V principu nam nic nebrani pouzit diskrétni simulace (diferen¢ni rovnice), ale jelikoz se
déti/mladata nerodi skokové, ale neustéle a nepravidelné, dava lepsi smysl pouzit diferencidlni
rovnice.
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extrapolovat ze starsich dat, nebo mit teorii pro jeho odhad?EI S exponencialnim
rustem ¢i poklesem se samoziejmé setkdvame i ve fyzice, prikladem budiz ubyvani
castic radioaktivniho nuklidu v disledku rozpadu na lehéi ¢astice — viz minuly dil
seridlu, prvni kapitola.

Za jeden z prvnich piikladu aplikace exponencidlniho modelu v biologii mizeme
povazovat Fibonacciho tlohu s kraliky. Fibonacci uvazoval model, v némz mame
na pocatku dva mladé kraliky, pricemz mlady kralik se stane dospélym za jeden
mésic (jednotka éasu, nenf podstatnd pro teorii), a dospély par mé kazdy mésic dva
nové potomky (pro stouraly: necht je v kazdém paru jeden samec a jedna samice).
Pocet vsech part kralikii v jednotlivych casovych krocich je v takovém piipadé dan
sekvenci 1,1,2,3,5,8,13,... Posloupnost, jejiz kazdy ¢len je dédn souétem dvou
ptredchozich, je na pocest autora nazyvana Fibonacciho. Pro nés je podstatné, ze
tento diskrétni model se chovd v limité velkych ¢ast podle vztahu n(t) = ¢'/v/5,
kde ¢ = (1 ++/5)/2 je zlaty fez, coz volbou = Ing a ng = 1//5 prevedeme na
rovnici (E)

Druhym vyznamnym populacnim modelem, ktery je zaroven stale jednoduchy,
je logisticky rust. Je vyjadren diferencidlni rovnici

dn n

E:T”<1_E) . (80)

Koeficient k zde predstavuje tzv. nosnou kapacitu prostredi. Pokud bude kapacita
nekonecnd, hodnota zavorky bude 1 a dostaneme zpét neregulovany, exponencidlni
rust. Na hodnotu v zdvorce lze pohlizet jako na faktor, ktery reguluje velikost
rustového koeficientu r. Pokud je velikost populace vyznamné mensi nez je kapacita
prostiedi, n < k, je hodnota v zavorce zhruba rovna 1 a dostavame tak zminény
neregulovany rust. Jak se pomér n/k blizi zdola jedné, rist postupné zpomaluje,
az se velikost populace zastavi na hodnoté n = k; prostredi je saturovano.

S timto chovani se opét setkdvame i ve fyzice, a to u fermionového plynu. Zatimco
idedlni plyn slozeny z klasickych céstic lze komprimovat do libovolné malého objemu,
u fermionti (napf. elektrony) tomu tak neni. Pauliho vylucovaci princip totiz fika, zZe
zadny kvantovy stav nemize byt okupovan dvéma ¢i vice fermiony s identickou sadou
kvantovych c¢isel. Proto muze dojit k nasyceni kvantovych stavi, coz mé za ndasledek
napriklad zastaveni kolapsu hvézdy po dohofeni paliva a nasledny vznik bilého trpaslika.

v

Jelikoz je tento model mirné komplikovanéjsi nez predchozi, rozepiseme zde
postup feseni a vysledek rozebereme. Rovnici (@) separujeme a budeme integrovat,

n t
dn
no ™ (1 — E) 0
91Takovy teoreticky vztah muzZe obsahovat parametry jako pocet potomkd v jednom vrhu,
dobu mezi vrhy, délku zivota atp.

92Jedn4 se oviem o aproximaci. Tlak elektronového plynu miize byt prekonan, coz vede ke
vzniku neutronové hvézdy nebo dokonce ¢erné diry.
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Na pravé strané dostavame trividlné rt. Na levé strané pouzijeme substituci n =
= n’k a provedeme rozklad na parcialni zlomky

1 1 1

n(l—-n') n n/—1°

Tyto zlomky se integruji na logaritmy, a tak vracenim substituce a prevedenim
rozdilu logaritmu na logaritmus podilu postupné dostaneme

’ o 1—2 1— 2o
In Z/ —In L n/ =In (£> —In k) =1n Sk LA
ng 1-—-mng no 1—?0 nol—z

Vysledek

kde jsme pouzili substituci ¢ = no/(1 — no/k). Jelikoz se jednd o rovnici linedrni
v n, mizeme snadno vyjadrit

_ k
B 14 he-rt”

n(t) (81)

Funkce (@) se nazyva logistickd funkce. Na zdkladé hodnoty parametru c rozlisu-
jeme tii kvalitativné odlisné feseni. Pro ng = k je ¢ = oo a funkce se tak redukuje
na n = k, jak jsme si v8imli vySe. Pro ng < k je ¢ > 0, z ¢ehoz plyne n(t) < kVt,
pricemz diky ¢lenu e~ " mame limitu lims— oo n(t) = k. Tretim FeSenim je zavedeni
presycené populace ng > k. Potom mame ¢ < 0, coz ma za disledek n(t) > kVi
a limita nekone¢ného ¢asu je opét k. Populace, kterd je vétsi nez nosnéd kapacita
prostredi, postupné konverguje k této kapacité. VSechna tii feSeni naleznete na
obrazku p4. Jesté uvedme, ze model lze déle vylepsit napriklad zavedenim casové
zévislosti nosné kapacity ¢i prictenim fluktuaéniho ¢lenu, feseni se pak ovsem miize
podstatné zkomplikovat.

Lotkidv—Volterriiv model

Oba vyse zminéné modely predpokladaly, Ze se ve zkoumaném prostiedi vyskytuje
pouze jedna populace. Takovy pripad mtzeme ziidka pozorovat napr. u nékterych
autotrofi—extremofild, typicky ovSem pozorujeme dvé a vice populaci, které spolu
interaguji. V nasledujicich odstavcich zminime dva typy interakce a rozebereme
modely, kterymi je mizeme popsat.

Prvnim typem je interakce predator—korist. Koristi je nejcastéji bylozravec,
napiiklad jiz zminény kralik, ktery ziskdva potravu (trdvu) z prostiedi. Budeme
uvazovat, ze travy je neomezené mnoho, populace kralika se tedy sama o sobé bude
vyvijet exponencidlné. Predétor, napifklad ligka, se zivi lovem kralika. Cim vétsi
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20 T
— n0 = 0.01*k
— n0=k
— n0 = 2.0*k
15}F
=10
c
0.5+
0.0 -
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Obr. 54: Logisticky vyvoj populace pro rizné pocateéni hodnoty. Zelend kiivka
predstavuje ptipad, kdy je populace jiz od zacatku na nosné kapacité, cervend
kiivka odpovida ristu z hodnot zanedbatelnych vici kapacité a modra kiivka je
vyvoj populace nad nosnou kapacitou prostiedi. Pro jednoduchost jsme volili
k=1.

je populace kralika, tim rychleji roste populace lisek. Naopak ¢im vétsi je populace
lisek, tim pomaleji roste (rychleji klesd) populace kraliki.

Jiz z uvedeného popisu si mizeme rozmyslet, ze populace budou nejspise os-
cilovat, pricemz zde bude urcity fizovy posun, nebot kdyz je jedna populace na
maximu, nemize byt v maximu i druhd. Matematicky model vyvoje populaci se na-
zyva Lotkuv—Volterriv model preddtor—korist a je shrnut soustavou diferencidlnich
rovnic

dz

T rvx — Dxzy,

dy

3 = vy~ Dyy. (82)

Koeficienty r, ry jsou ristové, koeficienty Dy, Dy jsou extinkénfE Vsechny tyto
koeficienty jsou kladné.

Rovnice dobfe postihuji fakt, Ze zatimco preddtora y interakce (¢len xy) zivi,
kofist zase hubi. Spatnou zpravou je, e tyto rovnice nAm neumoziiuji najit ¢asovou
zavislost velikosti jednotlivych populaci v uzavieném tvaru. Soustavu nelinedrnich
diferencidlnich rovnic (B2) je mozné linearizovat, dostaneme tak ale pouze aproxi-
mativni feseni pro malé relativni zmény v populacich, coz neni uspokojivé. Exaktné

93Koeficienty v Lotkové—Volterrové modelu se ¢asto uvadsji bez konkrétnich ndzvid, vybrali
jsme jim proto néjaké prihodné.
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dokazeme nalézt naptiklad stacionarni bod, tj. velikosti populaci predatora a ko-
fisti, pri kterych dojde ke stagnaci. Stac¢i prosté polozit £ = 0, y = 0 a vyresit
soustavu dvou linedrnich algebraickych rovnic. Vysledkem jsou kofeny (x1,y1) =
= (0,0) a (z2,y2) = (Dy/ry,r</Dx). Lze ukazat, ze bod (x1,y1) je sedlovy, a tedy
nestabilni, a tedy ze populace nemaji tendenci vymfit, coz ukazuje na kvalitu
modelu. Perturbace okolo (z2,y2) vedou k oscilacim ve vyvoji populace (zminéné
linearizované feseni). VySetfovani stability feSeni diferencidlnich rovnic je velice
zajimava disciplina, ale nemédme zde na ni ani prostor, ani matematicky aparéat.

Je tu ale i dobra zprava, a sice, ze pokud ndm bude stacit sledovat vyvoj pouze
béhem nékolika mala period, vystacime si pii integraci zcela bezpecné s oblibenu
explicitni metodou RK4. Nize je prilozen kod, ktery fesi Lotkovy-Volterrovy rovni-
ce. Ziskany vyvoj je vykreslen na obrazku (@) V obréazku si vS§imnéte stavu, kdy
se populace kotisti priblizi k nulové hodnoté. Pfi aplikaci modelu v biologii musi-
me mit na paméti, ze aby se kofist mohla rozmnozovat, musi prezit alespon jeden
jedinec. Pokud bychom hodnotu = povazovali za pocet jedincu, je z obrazku
ziejmé, ze pro zvolené parametry model selhal. Tento jev se v literature oznacuje
jako jatto-fox problem* (pfi modelovan{ vyvoje populaci krdlikl a lisek v Britanii
klesla populace preditort na jednu attolisku, tj. 10718 lisky).

# LOTKUV-VOLTERRUV MODEL PREDATOR KORIST
# Importujeme knihovny

import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt

# metoda Runge-Kutta 4. radu pro funkce bez ezxzplicitni casove zavislostsd
def rk4(f, y, h):

k1 = £(y)

k2 = £(y + (h/2.)*kl)

k3 = £(y + (h/2.)*k2)

k4 = f(y + hx*k3)
y =y + (h/6.)*(kl + 2.%k2 + 2.%k3 + k4)
return y

# Lotkuv-Volterruv model, r rust, D eztinkce,
# pruni prvek pole korist, druhy predator
def 1v_pp(y):
r = np.array([0.5,0.1])
D = np.array([0.1,0.3])
return np.array([r[0I*y[0] - D[O]*y[0]*y[1],r[11*y[0]*y[1] - D[1l*y[11]1)

# definujeme delku casoveho kroku, pocet kroku, pocatecni velikost populaci
h = 0.01
kroky_max = 9999
krok = 0
cas_pole = np.zeros(kroky_max+1)
korist_pole = np.zeros(kroky_max+1)
predator_pole = np.zeros (kroky_max+1)
y = np.array([2.,1.])
korist_pole[krok] = y[0]
predator_pole[krok] = y[1]
# integrujeme pomoci rk4, ukladame do pole
while krok < kroky_max:

y = rk4(1lv_pp,y,h)

krok += 1

korist_pole[krok] = y[0]
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predator_pole[krok] = y[1]
cas_pole[krok] = krok*h

# wvykreslim casovou zavislost

koristplot, = plt.plot(cas_pole,korist_pole,'r',linewidth=2,label="'korist"')

predatorplot, = plt.plot(cas_pole,predator_pole,'b',linewidth=2,label="
predator')

plt.xlabel('cas')

plt.ylabel('populace')

plt.legend(handles=[koristplot, predatorplotl])

plt.show()

16

— korist

— predator |{

populace

Obr. 55: Vyvoj populaci podle Lotkova—Volterrova modelu predator—kofist.
Cervens &ra predstavuje kofist, modrs predatora. Volili jsme koeficienty

rx = 0,5, ry = 0,1, Dy = 0,1, Dy = 0,3 a pocatecni populace z = 2, y = 1. Velikost
populace povazujeme za normalizovanou, tzn. nepredstavuje pocet jedinci.

Dalsi a posledni popula¢ni model, ktery v tomto textu rozebereme, je kompe-
titivni Lotkuv—Volterriv model. Zatimco model predator—korist pridaval interakci
k exponencidlnimu modelu, kompetitivni model pfidava interakci k logistickému
modelu. Prislusnd soustava diferencidlnich rovnic ma pro dvé populace tvar

w = (- (52Y)
i rxx(l ( = R

d + Ixx
d—?i vy (1 — (yky>> . (83)
y

V tomto modelu nedochazi k predaci, populace vsak soupefi o spolecny zdroj po-
travy, coz je vyjadieno Cleny I,y a Iyxx, kde interakéni koeficienty I jsou kladné.
Na zévorku se opét muzeme divat jako na parametr upravujici rtstovy koefici-
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ent, interak¢ni koeficienty pak mizeme interpretovat jako pomér, ktery ndm iik4,
kolika jedincim v populaci x zabere zivotni prostor jedinec z populace y.

Podobné jako v ptripadé modelu predator—kofist neexistuje analytické feSeni
a musime se spolehnout na numeriku. Co se tyce stacionarnich bodi, resime sou-
stavu dvou kvadratickych rovnic a nalezneme koreny

z1=0,y1 =0,
2 =0,y2 = ky,
w3 = kx,y3 =0,
ko= Lyky  ky— Lk
I AL L I A

T4

Zde by byl dalsi rozbor podstatné korglikovanéjéi nez u modelu s predaci. Pouze
si proto povsSimnéme, ze Ctvrty kofen®= muze v pripadé silnych interakci nabyvat
zdpornych hodnot, tj. v kladné oblasti parametri z, y (zdporné nemaji v biologii
smysl) neexistuje zaddny bod, okolo kterého by mohlo feseni oscilovat, nebo k nému
konvergovat.

Pro teseni kompetitivniho Lotkova—Volterrova modelu lze opét vyuzit metodu
RK4. Studovani dynamiky modelu bude vasim tkolem v seridlové tloze.

Na zavér jesté dodejme, ze Lotkovy—Volterrovy diferencialni rovnice lze zobec-
nit a psat jako soustavu

a =mn;fi(n),
kde
f(x)=r+ Ax.

Slozka n,; vektoru n udava velikost i-té populace. Slozky r; vektoru r jsou ristové
koeficienty jednotlivych populaci a matice A popisuje (potencidlné nesymetrické)
interakce mezi populacemi. V tomto tvaru mizeme tedy do modelu zavést libovolny
pocet populaci s ruznymi typy interakci. Naptiklad muzeme vyjit z kompetitivni-
ho modelu a nékterym populacim dét zaporné interakéni koeficienty, ¢imz budeme
simulovat parazitické chovani (pokud bude I;; < 0 a zdroven Ij; < 0, ptujde o mu-
tualismus), a k tomu pfidat populace, které se zivi jen predaci téch, na nichz jsou
zavisli paraziti. Tak ziskdme nepfimou interakci mezi predatory a parazity.

Co se neveslo

V pribéhu roku jsme vam v seridlu slibili probrat nékolik témat, kterd jsme pozdéji
jen stru¢né odbyli, nebo se na né vibec nedostalo. Bohuzel jsme s tim nemohli nic
udélat, protoze uz v soucasném stavu je tento seridl zdaleka nejdelsi v historii
FYKOSu, a diky castym pozadavkim na psani vlastnich pocitacovych skripta je

94ygimnéte si, Ze explicitné neobsahuje nulu (vyhynulou populaci) — pokud kx — Ixyky =

= ky — Iyxkx = 0, je i jmenovatel 1 — Iy, Iy = 0; dosazenim do (B3) zjistime, Ze pak je stabilni
libovolné populace s z/kx + y/ky =1

9 Pro ty, kteif jiz slySeli o Einsteinové sumaéni konvenci, pro jistotu uvddime, ze zde se pres
stejné indexy nescita.
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také jednim z nejnarocnéjsich seriall, které jsme kdy mezi nase resitele vypustili.
Pokusime se zde proto vysvétlit, co nas vedlo k vynechéani téch konkrétnich témat.

V simulaéni ¢asti zcela chybélo pojednani o termodynamickém Monte Carlu
(TMC). Tato hojné vyuzivana metoda by vyzadovala shrnout zéklady termodyna-
miky a statistické fyziky, s nimiz se potykal seridl 29. ro¢niku, a jesté je trochu
rozsitit. A tim jsme vas nechtéli trapit. Zaroven jsme vds proto museli ochudit o roz-
bor Isingova modelu ferromagnetismu, ktery se nejlépe fesi pravé pomoci TMCE
Alternativni pfistupy pomoci bunéénych automat bohuzel nejsou na pochopeni
o moc jednodussi. Abyste si nemysleli, ze Isingtiv model slozi jenom k modelovani
ferromagnetismu, tak vézte, ze pomoci néj lze predpovidat i trodu pistéciit

Stejné tak jsme se z duvodu zvysené slozitosti a protahovani délky textu ne-
vénovali simulacim kritickych jevi pomoci bunécnych automati a jevu perkolace.
Také jsme vynechali pomérné zabavné simulace prirodnich katastrof. Vice casu
jsme také mohli vénovat studiu Brownova pohybu. Celkové lze Tict, ze prakticky
na kazdém tématu, kterého jsme se béhem simulaci dotkli, si 1ze zalozit védeckou
kariéru. Pokud to ovSem ¢lovék s modelovanim prirodnich jevi mysli vazné, je po-
tfeba stravit par let studiem matematiky a statistiky. Jak jsme jiz dfive zminili,
statistické zpracovani simulaci jsme v seridlu rychle vzdali, nebot Cinilo fesitelim
problémy a ubiralo prostor pritazlivéjSim tématim. Neni vsak pravda, ze by ne-
bylo bez hlubokych matematickych znalosti néco pékného nasimulovat — to jsme
se ostatné snazili v tomto textu dokézat. Pokud méte chut se vénovat simulacim
i bez toho, abyste byli vedeni FYKOSem, zkuste se podivat tfeba na evoluc¢ni teo-
rii her™ Pokud jste trochu vice pragmaticti, mtzete si zkusit nasimulovat nékteré
jevy v ekonomii, zkuste hledat heslo Black-Scholes equations. Pokud se vam libil
aktudlni biologicky zaméfeny dil, zkuste vyhledat diftizni popula¢ni modely ¢i po-
pula¢ni modely zalozené na celularnich automatech. Moznosti je spoustu, staci si
jen vybrat.

Podékovani

Chteéli bychom vyjadrit velky dik vdm vSem, ktefi jste docetli az sem, a zaroven
vam poblahoprat k vasemu neochvéjnému zadjmu o pocitacovou fyziku. Béhem psa-
ni seridlu jsme seznali, Ze je pro vétsinu resiteli dosti narocny, coz se negativné
projevilo na poc¢tu odevzdanych feSeni. Ackoli jsme se postupné snazili psat text
vice srozumitelné a s mensim mnozstvim matematiky, rostouci naroky na samo-
statné programovani byly bohuzel pro mnohé FYKOS&aky velkou prekazkou, takze
vés do konce vydrzela jen hrstka. AvSak o to vic na sebe mizete byt hrdi, a véz-

98 ze ho Fesit i analyticky ale v jedné dimenzi neobsahuje zadné fyzikalné zajimavé chovani, ve
tfech a vice dimenzich neni exaktné resitelny a ve dvou dimenzich existuje exaktni Onsagerovo
feSeni. K tomu feknéme jen tolik, ze Landau udajné kdysi prohlasil: ,Celou fyziku jsem si
prepocital od zdkladi sdm, jen Osnagerovo Feseni Isingova modelu jsem si musel preéist.“

97 https://www.matfyz.cz/clanky/

1111-aktualita-z-fyziky-uroda-pistacii-podle-isingova-modelu
98Psknd a pritazlivé graficky zpracovani ukazka aplikace této teorie je napifklad na webu
attp://ncase.me/trust//.
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te,

Numerické metody a pocitacové simulace

ze nabyté programovaci dovednosti v zivoté jesté mnohokrat zirocite. Mnoho

zdaru s Sestou sérii a neutuchajici nadseni pro fyziku vam preji

Mirek Hanzelka a Lukds Timko

Uloha VLS ... matice a populace 10 boda

)

Na zakladé Lotkova-Volterrova modelu simulujte vyvoj populace predatora a ko-
Fisti (napf. slunécka sedmitecného a msice makové) pro nédsledujici hodnoty pa-
rametri: rm = 0,8, Dy, = 1,0, 7s = 0,75, Ds = 1,5. Pocatecni populace volte
po dvojicich jako m =0,5a s =20, m=15as=0,5 m=195as=0,75.
Vysledek zaneste do grafu zévislosti populace preddtora na populaci kofisti.
Vysledky diskutujte.

Bonus Naleznéte tvar kiivek v grafu pomoci analytickych metod (integraci
diferencidln{ rovnice).

Pouzitim kompetitivniho Lotkova-Volterrova modelu simulujte vyvoj dvou sou-
pericich populaci s omezenou populaéni kapacitou (napf. kdné lesni a postolka
obecnd) pro tyto hodnoty parametru: r« = 0,8, I, = 0,2, kx = 2,0, r, = 0,6,
Ik = 0,3, kp, = 1,0. Pocatecni populace volte jako k = 0,01, p = 1,0. Poté zmén-
te interakéni koeficienty na Iy, = 1,5 a I,k = 0,6, zbytek ponechejte. Vysledky
zaneste do jednoho grafu zavislosti velikosti populaci na case, diskutujte.
Oveérte dilezitost pivotizace. VyTeste soustavu

(7 D)6

nejprve presné (na papite), poté s vyuzitim LU dekompozice s (¢dste¢nou) pivo-
tizaci (vyuzijte néjakou knihovni funkci, napt. scipy.linalg.1lu()), a nakonec
pomoci LU dekompozice bez pivotizace (to si budete muset sami naprogramo-
vat). Porovnejte vysledky x z jednotlivych metod a vysledky zpétného vyndso-
ben{ matic L™ - U (resp. P- L™' - U v p¥ipadé s pivotizaci).

Meéjme nekonecny deskovy kondenzator se vzdalenosti desek L = 10 cm a napé-
tim mezi deskami U = 5V. Do kondenzitoru vlozime uzemnénou elektrodu ve
tvaru nekonec¢né dlouhého hranolu s ¢tvercovou podstavou o hrané a = 2cm,
jejiz stied lezi I = 6,5cm od uzemnéné desky pivodniho kondenzitoru (tak,
ze lezi mezi deskami). Hranol je orientovan tak, ze jedna z jeho krat$ich hran
je kolma k deskdm kondenzatoru. Naleznéte prubéh elektrického potencidlu
v kondenzétoru. Protoze je problém symetricky vuci posunu v ose rovnobézné
s nekone¢nou hranou hranolu, staci jej fesit v fezu kolmém k této ose, jde tedy
o 2D problém. V této roviné pak ziskany prubéh potencidlu také vykreslete.
K reseni miizete vyuzit program prilozeny k zadani.

Bonus Vypoctéte a vykreslete také prubéh velikosti intenzity el. pole E.

(Tesend str. )
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Reseni tloh ze serialu

Uloha IS ... rozjezdova

a)

b)

d)

Upravte vyraz \/x + 1 —+/z tak, aby nebyl ndchylny k problémiim cancellation,
ordering a smearing. Ke kterym z téchto problému byl puvodné nachylny a pro¢?
Jaky je rozdil ve vysledku piivodniho a opraveného vyrazu, pokud jej vycislime
v double precision pro x = 1,0 -10'°?
Popiste funkci nasledujiciho kédu. Jaky je rozdil mezi funkcemi a() a b()?
Pro jaké hodnoty x je Ize pouzit? Nebojte se kéd spustit a hrat si s hodnotou
proménné x. Urcete také asymptotickou ¢asovou slozitost programu v zavislosti
na proménné Xx.
def a(n):
if n == 0:
return 1
else:
return n*a(n-1)
def b(n):
if n ==
return 1.0
else:
return n*b(n-1)
x=10
print ("{} {} {}".format(x, a(x), b(x)))
Oznacme o, a O obvod vepsaného a opsaného pravidelného k-ihelniku ke
kruznici. Pak pro né plati rekurentni vztahy

2050
Oz, = %7 02k = VorOap .

Napiste program, ktery pomoci téchto vztaht vypocita hodnotu wt, zacnéte pri-
tom s opsanym a vepsanym ctvercem. S jakou presnosti dokazete n takto apro-
ximovat? Obdobu tohoto postupu ptivodné navrhl a pouzil Archimedes.
Lukds a Mirek hraji hru. Hazeji férovou minci a kdyz padne orel, dd Mirek
Lukasovi jedno FYKOSI tricko, kdyz padne panna, da jedno tricko Lukas Mir-
kovi. Oba dohromady mayji t tricek, z toho | patii Lukasovi a m Mirkovi. Pokud
jednomu z hraci dojdou tricka, hra konci.
1. Necht m = 3 a Lukéasova zasoba tricek je nekonec¢nd. Urcete nejpravdépodob-
néjsi dobu trvdni hry, tedy pocet hodi minci, po nichz hra skondi (protoze
Mirkovi dojdou tricka).
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2. Necht m = 10, | = 20. Provedte simulaci pomoci generatoru pseudonahod-
nych cisel a naleznéte pravdépodobnost, ze Mirek vyhraje vsechna Lukasova
tricka. Celou hru nechejte probéhnout alespon 100krdt (¢im vice opakovéni,
tim Iépe).

3. Jak se zméni vysledek predchozi tlohy, jestlize Mirek minci ,vylepsi“ a panna
nyni padd s pravdépodobnosti 5/97

Bonus Vypoctéte pravdépodobnosti analyticky a porovnejte vysledek se simu-

laci.

Méjme linedrni kongruenéni generétor s parametry a = 65539, m = 23!, ¢ = 0.

1. Vygenerujte alespori 1000 cisel a spoctéte jejich stfedni hodnotu a rozptyl.
Porovnejte se stredni hodnotou a rozptylem rovnomérného rozdéleni na stej-
ném intervalu.

2. Naleznéte vztah, ktery vyjadri ¢islo v generované sekvenci jako linedrni kom-
binaci ¢isel na dvou predchozich pozicich, tj. naleznéte koeficienty A, B v re-
kurentnim vztahu xx42 = Azxgy1 + Bxy. Pokud budeme povazovat kazda tri
po sobé nasledujici ¢isla za souradnice bodu ve trojrozmérném prostoru, jak
rekurentni vztah ovlivni prostorové rozlozeni téchto bodu?

Bonus Vygenerujte sekvenci alespon 10 000 c¢isel a vykreslete 3D bodovy graf,

ktery ilustruje vyznam uvedeného rekurentniho vztahu.

Vyraz nemtze byt nichylny k problémtum ordering a smearing, nebot se v ném
nevyskytuji zadné mnohokrat se opakujici operace. Je ale nachylny ke can-
cellation, protoze se v ném odecitaji dvé ¢isla, kterd jsou si pro velkd x pomérné
blizk4. Vyraz se pokusime upravit tak, aby se v ném toto odecitani nevyskyto-
valo. Plat{

3 Ii(x/x—k —7)(Vx + 1+ /7)
Ve+1l—yz= e T
r+1—2x

1
WV l4vr e+ l+z

kde jsme pouzili vztah (a+b)(a—b) = a® —b*. Pokud vyrazy vy&islime pro z =
=1,0-10'%, dostaneme vysledek 4,999994416721165 - 10~°® pro ptvodni viraz
a 4,999999999875 - 107°¢ pro opraveny vyraz. Jejich rozdil tedy je zaokrouhle-
né 5,58 - 1072, Pokud bychom x zvétSovali, chyba by jesté rostla, az by pii « =
=1,0-10*® byla chyba stejného fadu, jako vysledek.

Funkce a() i b() pocitaji faktorial svého argumentu pomoci rekurentnich vzta-
hi 0! = 1 an! = n(n—1)!. Obé funkce pochopitelné funguji pouze pro celd n > 0.
Jediny rozdil mezi funkcemi je v tom, ze zatimco funkce a() pocitd mezivysled-
ky i vraci konecny vysledek jako celé ¢islo, funkce b() misto toho pouziva ¢isla
s plovouci desetinnou ¢arkou. Odtud pak plynou veskeré odlisnosti v chovani.
Pokud program spustime pro x > 19, zjistime, ze x! > 10'®. Takto velké
¢islo jiz nelze presné vyjadrit pomoci typu double, vysledek vraceny funkci
b() uz nemusi tedy byt presny. Oproti tomu celé ¢islo vracené funkci a() je
stale reprezentovano presné, jazyk Python totiz dokaze pracovat s neomezené
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velkymi celymi ¢isly. Sami si mtzete ovérit, ze jiz neplati podminka a(x)+1 ==
b(x)+1.

Nicméné méame Stésti, faktoridl ,velkych“ ¢isel konéi na nékolik nulﬂ, které,
kdyz je reprezentace cisla s plovouci desetinnou ¢arkou ofizne, vysledek nijak
nezméni. Stéle tedy plati a(x) == b(x). Tato podminka pfestane platit az
pro x > 23, kdy se na jednu z orezdvanych pozic dostane nenulova ¢islice.
Dal${ zména nastane pro z_> 171, kdy «! > 10%°%. Takto velké &isla jiz vibec
nelze ulozit do typu double® a funkce b() misto cisla zacne vracet specialni hod-
notu 'inf', tedy kladné nekonecno. To muzeme vidét ve vypisu na obrazovku,
ptripadné si miizeme otestovat platnost podminky b(x) == float('inf').
Python je v tom, ze dokéze ukladat libovolné velka celd ¢isla, ponékud vyji-
mecny. Vétsina programovacich jazykid mé pevné dany (v daném standardu)
pocet bytu a tedy pevné danou maximalni velikost celociselnych datovych ty-
pu. Asi nejbéznéjsim typem je typ o délce 4 byty (32 bit), do nejz lze ulo-
zit Cisla v rozsahu —2 147483648 — 2147483647 (znaménkovy typ) nebo 0 —
4294967295 (bezznaménkovy typ). Pokud bychom implementovali funkci a()
s pouzitim 32bitového bezznaménkového celoc¢iselného datového typu, pak by se
pro z > 13 jiz vysledek nevesel do rozsahu daného typu* a doslo by k tzv. pre-
tecen{ (integer overflow). To, co se presné s ¢islem stane, zdvisi na konkrétni
bitové reprezentaci ¢isla v pocéitac¢i a bitové implementaci operace, kterd pre-
tecen{ zpuisobila (nebo to nemusi byt definovdno viibec). Nejjednodussi situace
je pri s¢itani, kdy po prekroceni horni hranice rozsahu datového typu pokra-
cujeme opét od spodni hranice® Obecné ale dostaneme cislo v rozsahu daného
datového typu, které nemé zadnou blizkou spojitost se skutecnym vysledkem.
Protoze stdle dostdvame néjaké c¢islo a vypocet dale pokracuje, jako by se nic
nestalo, je preteCeni obzvlast zakeiné a pri definici proménnych musime volit
takovy typ, aby se do nich vesla vSechna éisla, kterd se v nich mohou v priabéhu
vypoctu vyskytnout.

Vsimnéme si také, ze v tomto pripadé preteceni celociselného typu nastane
drive, nez typ s plovouci desetinnou ¢arkou zaCne ztracet presnost, a o hodné
dfive, nez se v ném vyskytne hodnota nekonec¢no. V jazycich, kde nemame
libovolné velké celociselné typy jako v Pythonu, se tedy mnohdy vyplati pro
vypocty s hodné velkymi celymi ¢isly pouzivat typ s plovouci desetinnou ¢arkou,
pokud nepotfebujeme znat vysledek zcela presné® Jednou z alternativ je napsat
si vlastni neomezeny datovy typ, se kterym jsou vypocty ale pomalé a zerou
hodné paméti.

Na zavér zminme, ze pro x > 998E program selze s chybou RuntimeError:
maximum recursion depth exceeded in comparison. V téle funkci a() i b()
totiz voldme (pro n # 0) tu samou funkci s argumetem o jedna mensim, ta

Lotézka na zamysleni: jak rychle zjistit, kolik nul?

2Takto velky exponent se jiz do tohoto typu nevejde.

3131 =6 - 107

40dtud nazev pieteceni.

5Tento trik se tedy nehodi napi. pro kryptografické operace, pro numerické fyzikalni vypocty
jej ale muzeme pouzit témér vzdy.

SHodnota se mize liSit v z4vislosti na konkrétnim nastaven{ prostiedi.
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zase vold sama sebe, ..., az se zavold funkce s argumentem 0. Toto se nazyva
rekurzivni voldni funkce. Program si pfi zavolani funkce musi zapamatovat,
odkud ji zavolal a kam se mé po jejim vykonani vratit! VSechny tyto informace
si ukldd4 do oblasti paméti zvané zdsobnik (stack, tady konkrétné call stack),
ktery méa omezenou velikost. Pfi hodné hlubokém rekurzivnim volani se pak
muze stat, Ze se zadsobnik zcela naplni a neni uz kam ulozit dalsi iteraci. Tomuto
stavu se Fikd preteCeni zdsobniku (stack overflow) a jde o kritickou chybu, ktera
nastala i zde® Preteceni zdsobniku lze v tomto ptipadé zabranit dvéma zputsoby.
Prvni spoéivad v nastaveni vétsi velikosti zadsobniku. Druhy spociva v prepsani
programu tak, aby se v ném nevyskytovaly prilis hluboké rekurze. Napriklad
v nasem programu lze rekurzi snadno nahradit cyklem, jak vidime nize.
def a_opravena(n):

faktorial = 1

for i in range(1l,n+1):

fact *= i

return faktorial
Takto prepsané funkce by méla fungovat pro libovolné velky argument.
Zminme jesté Casovou slozitost algoritmu. Pro funkce a() a b() je potfeba
pro vstup n danou funkci rekurzivné zavolat (n + 1)krdt a v kazdé iteraci
provést konstantni pocet operaci (1 ndsobeni a 1 odéitdni). Asymptotickd casova
slozitost je tedy O(n). Situace je obdobnd i u funkce a_opravena(), kde je pro
vstup n potreba provést n iteraci cyklu, v kazdé iteraci pak provést konstantni
pocet operaci. Slozitost je tedy také linedrni. Pro uplnost dodejme, zZe slozitost
celého programu je také linedrni v zavislosti na velikosti x, protoze program jen
jednou zavold funkce a() a b(), a ty jsou linedrni.
Viceméné presnym prepisem rekurentniho postupu ze zadani dostaneme kod
nize.
import math
pocet_iteraci=100
# inicializace ops. a veps. ctvercem

r = 0.5 # polomer kruznice, s touto hodnotou bude obvod = pi
0 = 4%2*r

o = 4xr*math.sqrt(2)

k=4

#

rekurentni vypocet
for i in range(pocet_iteraci):
print ("{} {} {}".format(k,0,0))
0 = (2.*0x0)/(o+0)
o = math.sqrt(o*0)
k x= 2
Mize byt matouci, jak v téle cyklu pouzivame pod stejnym oznacenim o a O hod-

7A vedle toho si musi pamatovat i kontext, nap¥. hodnoty lokdlnich proménnych ve volajicim

misté.

8Ptesndji zde byla prekrodena maximalni hloubka rekurze, coZ je hodnota, kterou Python

hlid4, aby nenastalo pravé preteceni zasobniku.
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noty z minulého i aktudlniho kroku. Vézte, ze lze program piepsat i nasledovné.
import math

pocet_iteraci=100

r =0.5

0_k = 4x2xr

4xr*math.sqrt(2)

[

ok =
k=4
for i in range(pocet_iteraci):
print("{} {} {}".format(k,o_k,0_k))
0_2k = (2.%0_k*0 _k)/(o_k+0_k)
o_2k = math.sqrt(o_k*0_2k)

o_k = o_2k
0_k = 0_2k
k *x= 2

Takto ale zbyte¢né potrebujeme dvé proménné navic.

Pokud program spustime, zjistime, ze nam skutecné vypisuje hodnoty blizké
hodnoté r, coz je dobra zprava. Vypisme si nyni rozdily vypoctenych hodnot od
skutecné hodnoty n. Toho docilime modifikaci fadku s vypisem na obrazovku do
podoby print("{} {} {}".format(k,math.pi-o,math.pi-0)). Vidime, ze se
zvétsujicim se k oba rozdily velmi rychle klesaji, pro hodnoty k& > 268 435456
konvergence ustane a rozdily se zastavi na piiblizné hodnoté 4 - 10~*®. Tato
hodnota odpovidd naakumulované numerické chybé. Jde ale o chybu v fadu
strojové presnosti, coz lze pfi numerickém vypoctu jednoznacné povazovat za
uspéch.

Mozné jste si vsimli, ze v jedné iteraci je hodnota m — O presné nulova. To,
ze je presné nulova, lze nejspis povazovat za ndhodu (stejné to je nula jenom
v rdmci strojové presnosti). Ndhoda ale neni, Ze jde o nejmensi hodnotu rozdilu,
ze pred touto hodnotou rozdil klesd a po ni roste ¢i stagnuje, a kone¢né neni
nahoda, ze se tak déje zrovna pro toto k. Doslo zde totiz ke kombinaci nizké
chyby metody, ktera klesa s rostoucim k, a nizké zaokrouhlovaci chyby, ktera
s rostoucim pocCtem operaci, a tedy i s rostoucim k, roste. Timto jevem se
budeme podrobnéji zabyvat v pristim dile.

Vykresleme si nyni chyby v zavislosti na po¢tu hran k, jak je ukdzéno v log-log
grafu' . Vidime, ze body v log-log grafu lezi na pfimce, coz znamena, ze chyba
klesa polynomialné. Tuto uzite¢nou transformaci si hned vysvétlime. Uvazujme
polynomidlni zavislost

b
y=azr .

Pokud rovnici zlogaritmujeme a oznac¢ime X = logz a Y = logy, dostaneme
logy = log (aa:b)

logy =loga +blogx
Y =bX +1loga,

9Log-log graf je graf, ktery mé na obou osach logaritmickou kalu.
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Obr. 56: Zavislost chyby metody na poc¢tu hran pouzitého mnohothelnika.

coz je rovnice primky. Ukéazali jsme tedy, ze v log-log grafu se polynomidlni
zavislosti zobrazuji jako primky, jejichz smérnice odpovida exponentu zavislosti.
Poznamenejme, ze obdobné lze prevést na primku i exponencidlni zavislost, jen
pouzijeme graf, ktery mé logaritmickou skdlu pouze na svislé ose.

Spolu s daty jsou v grafu @ vyneseny i zavislosti y = 27, y = 272 ay =
= 273, Vidime, 7e data klesaji s pfiblizné stejnou smérnici jako y = anim coZ
znamena, ze tato metoda je tzv. kvadratickd v zavislosti na poc¢tu hran k.
Zduraznit zavislost na k je v tomto pripadé dulezité, nebot bézné se rychlost
konvergence udavéd v zavislosti na poctu iteraci. Snadnym pfepoctem zjistime,
ze tato rychlost by byla v nasem pripadé exponencidlni. V kazdém pripadé
jde o velmi rychle konvergujici metodu, nebof mnoho metod, se kterymi se
v praxi setkate, konverguje linedrné nebo pomaleji. Tomuto tvrzeni odpovida
fakt, ze jsme se k vysledku na tdrovni strojové presnosti dobrali po nékolika
malo iteracich.

d) 1. Tuto tlohu lze pomérné snadno vyfesit pomoci simulace pro libovolné m.
Nechame pocita¢ odehrat velky pocet partii a u kazdé partie zaznamena-
me jeji délku. Ze ziskanych délek potom vykreslime normovany histogram,
tj. graf zobrazujici pravdépodobnosti ukonceni hry po daném poctu hodd.
V nasem pripadé jsme pouzili m = 3 a m = 5 a celkovy pocet partii 100 000.
Vysledné histogramy jsou na obrazcich p7 a p§. Vidime, ze pro zadané m =
= 3 skondi hra s nejvétsi pravdépodobnosti jiz po tfech hodech, coz je také

10Zdﬁra»zfluji, ze ndm jde o smérnici, ne o presné prolozeni dat, nebot zdvislost mize byt
posunuta o konstantu.
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pravdépodobnost

nejmensi pocet hodi potfebnych k ukonceni hry. Oproti tomu pro m =5 je
nejpravdépodobnéjsi délkou hry 7 hodt — to jiz neni trividlné vysledek. Také
si vS§imneme, Ze hra musi skonéit vzdy po lichém poctu hodu. Protoze po
kazdém kroku Mirek bud jedno tricko ziskd, nebo jedno ztrati, ma celkovy
pocet jeho tricek vzdy opacnou paritu nez v predchozim kroku. Jestlize za-
¢ind s lichym poctem tricek, dostane se na nulu (sudé ¢éislo) jediné po lichém
poctu hodu.

0,14 — . . . ; : :
0,12 i

0,1 i
0,08 i
0,06 i
0,04 i

0,02 .

5 10 15 20 25 30 35 40
délka hry

Obr. 57: Histogram pravdépodobnosti ukonceni hry po ur¢itém poctu hodu.
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Pocet Mirkovych tricek na zacatku hry je 3.

Reseni této tlohy bez pomoci poditace jiz neni tak trivialni. Omezime se
pouze na zadané m = 3 a pokusime se o kombinatoricky odhad — pokud si
s kombinatorikou netykéte, mizete zbytek feseni preskodit.
Nejprve si uvédomme nésledujici: Pravdépodobnost, ze dojde k realizaci jed-
né konkrétni hry o délce n hodu, je 1/2™. Realizaci hry zde myslime unikétni
sekvenci zaznamenéavajici pocet Mirkovych tricek v kazdém hodu, kterd konci
prvni nulou. Napf.

3-52—-53—-2—-1—0. (84)

V této konkrétni hie Mirek ziskal tricko v druhém hodu, v ostatnich pouze
ztrécel. Jelikoz pravdépodobnost hozeni panny, nebo orla, je 1/2, ndsobime
za kazdou Sipku timto faktorem — kdyby byla mince upravena jako v dalsi
uloze, vysledek 1/2™ by neplatil.

Nyni predpoklddejme, ze Mirek muze mit i zaporny pocet tricek. Poté si
vSechny mozné realizace hry muzeme zakreslit pomoci orientovaného grafu
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Obr. 58: Histogram pravdépodobnosti ukonceni hry po urc¢itém poctu hodu.

Pocet Mirkovych tricek na zacatku hry je 5.

jako na obrazku @ Vrcholy grafu jsou oznaceny ¢isly, ktera rikaji, kolika
moznymi zpusoby je mozné se dostat do toho daného stavu hry (stavem ro-
zumime pocet tri¢ek a pocet odehranych hodu, viz osy grafu v obrazku 9).
Hodnoty ve vrcholech odpovidaji ¢islim z Pascalova trojihelniku. Zaméime
se nyni na vrcholy odpovidajici stavu, kdy ma Mirek jen jedno tricko. Po-
kud opét zakdzeme zapornd tricka, tak muzeme tvrdit, ze hodnoty v téchto
vrcholech budou mensi nebo rovny tém vyobrazenym, protoze pfijdeme o né-
které hrany grafu (pro hru o vice nez tfech hodech jde o ostrou nerovnost).
A pokud budeme chtit, aby hra v nasledujicim kroku skoncila, tak existuje
jen jedna hrana vedouci k tomuto cili. A jelikoz kté ¢islo na ntém radku
Pascalova trojuhelniku je uré¢eno binomickym koeficientem

n
k )
bude hodnota ve vySe zminénych vrcholech
n—1
(n—3)/2

pro délku hry n. Dale budeme uvazovat nésledovné: jestlize ukazeme, ze
pro n + 2 je hodnota ve zkoumanych vrcholech mensi nez ¢tyfnasobek hod-
noty pro n, a to pro kazdé n > 3, pak nejpravdépodobnéjsi délkou hry musi
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byt n = 3. Ctyfnasobek zde vystupuje proto, ze horni odhad pravdépodob-
nosti ziskdme vyndsobenim hodnoty kombinac¢niho ¢isla pro n pravdépo-
dobnosti 1/2", s kazdym prodlouzenim hry o dva hody se tedy jesté snizi
pravdépodobnost jednotlivich realizaci hry ndsobnym faktorem 1/22. Pro-
toze skutecnd pravdépodobnost je pro n = 3 stejnd jako tento horni odhad,
dokazeme tim, ze skutecnd pravdépodobnost pro obecné n > 3 je taky mensi
nez pro n = 3.

Pokud jesté provedeme substituci n = r + 3 (r je sudé), tak se snazime
o dikaz nerovnosti

( r+4 )

r+2)/2

ACH22) s
r+2
r/2

Binomické koeficienty rozepiseme do tvaru

(r+ (/)N r/2+2)! (r+3)(r+4)
(r/24+D(r/24+3)(r+2)!  (r/2+1)(r/2+3)

dosazenim do nerovnosti a odstranénim jmenovatele ziskdme
PP+ Tr+12<r?+8r+12,

z ¢ehoz uz ihned plyne r > 0 0.

Obr. 59: Graf, z néjz mizeme vycist pravdépodobnosti jednotlivych realizaci hry
za predpokladu, ze je povolen zdporny pocet tricek. Vodorovna osa zobrazuje
aktudlni pocet tricek, svisla osa pocet odehranych hodu. Graf je zkonstruovan pro
pocatecni hodnotu 3 tricka. Malymi Sipkami je v grafu naznacen priklad hry (@)

2. Tato tloha byla velice primocara. Drobny problém pfi jejim feseni vAm mohla
zpusobit skutecnost, ze hra muze skoncit po libovolném poctu kroki, takze
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nékteré partie mohou byt pomérné dlouhé — pokud jste tedy ve svém ké-
du nastavili velky pocet opakovani, je mozné, Ze jste si na vysledek museli
pockat.

My jsme volili délky her 100, 1 000, 10000 a 100 000. Pro tyto hodnoty jsme
postupné dostali pravdépodobnost vyhry 0,37, 0,342, 0,3366 a 0,33293. Acko-
li pti kazdém béhu programu dostaneme trochu jiny vysledek, 1ze z vysledki
simulace odhadnout, Ze pfesna hodnota hledané pravdépodobnosti bude 1/3.
Kéd pouzity k Feseni tilohy naleznete na nasich webovych strankdch (psan
v Pythonu 3).

K vyreseni bonusu pouzijeme Vétu o iplné pravdépodobnosti, kterd je uve-
dena v prvnim dilu seridlu. Zna¢me a = m + | a déle si zavedme prav-
dépodobnost, ze Mirek vyhraje ze stavu, kdy ma pravé m tricek, oznacme
ji Pm(m). Z¥ejmé plati Py (0) = 0 a Pv(a) = 1, jde jen o symbolickou formu-
laci podminek vyhry a prohry (matematicky bychom fekli, ze jde o okrajové
podminky). Véta o tplné pravdépodobnosti nyni ¥k, Ze pravdépodobnost
vyhry Pu(m) je rovna souétu pravdépodobnosti vyhry za podminky, ze pad-
ne panna (krat pravdépodobnost, ze padne panna) s pravdépodobnosti vy-
hry za podminky, Ze padne orel (krat pravdépodobnost, ze padne orel). Toto
tvrzeni zapiSeme ve tvaru diferen¢ni rovnice

PM(m) = uPM(m + 1) + APM(m — 1) R

kde u = 1/2, A = 1/2 oznacuji pravdépodobnosti, Ze padne panna, resp. orel.
Reseni této rovnice snadno uhodneme, kdy# si dosadime za pu a M. Poté
dostaneme 5 o )

Pat(m) = M (m + )42r M(m — 1) 7
Jinymi slovy: pravdépodobnost, ze Mirek vyhraje s m tricky, ze ddna arit-
metickym praimérem pravdépodobnosti, ze vyhraje s m + 1 tricky a s m — 1.
Funkce Pyi(m) by tedy mohla lezet na pfimce, coz zapiSeme formalné jako

PM(m) :A—|—Bm,

pfi¢emz nezndmé koeficienty A, B uréime podminek vyhry/prohry, tj. dosa-
zenim m = 0 a m = a a vyfeSenim soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych.
Ziskdme A = 0, B = 1/a. Takze

n m

a m+l
a pro zadané hodnoty m = 10, | = 20 dostaneme pravdépodobnost vyhry
Py(10) = 1/3, coz je v souladu s nasim predpokladem zalozenym na vysled-
cich simulace.
. Upravou jedné hodnoty v kédu, tedy piepsanim pravdépodobnosti padnuti
panny z 1/2 na 5/9, jsme dostali vysledek 0,89276 (pro 100000 her). Na této
hodnoté by nds mélo zaujmout predevsim to, ze ackoli se pravdépodobnost
padnuti panny zvysila pouze o 1/18, Mirkova Sance na vyhru markantné
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vzrostla. Tohoto faktu vyuzivaji napt. kasina v ruleté, kdy sance na vyhru
pri sdzce na cernou (nebo éervenou) je jen o fous mensi nez 1/2, kvili zelené
nule. Proto, i kdyby mélo kasino méné penéz nez hraé (ale fadoveé vice, nez je
v jedné sdzce), tak hrace presto s velmi vysokou pravdépodobnosti zruinuje.
K feseni bonusové ¢asti zde vyuzijeme jeden matematiky hojné pouzivany
trik, se kterym se ale mozna jesté nékteri z vas nesetkali. Mame opét rovnici

Py(m) = pPu(m +1) + APu(m — 1),

ale nyni jsou p a A riiznd, existuje mezi nimi pouze vztah A = 1—pu. Tento typ
rovnic se fesi pomoci metody charakteristického polynomu. Budeme pred-
poklddat obecné exponencidlni feSeni ve tvaru o a dosazenim do rovnice
a kracenim o™ ! ziskdme kvadratickou rovnici

po® —a+A=0,

jejiz leva strana se nazyva charakteristicky polynom. Resenim této rovnice

jsouar = 1, ag = A/p. Obecné Feseni diferenéni rovnice ziskame jako linedrni
kombinaciE

Ao + Bay',
tedy

A m
Pu(m)=A+B <M> .

Podobné jako vyse ziskdme pomoci okrajovych podminek reseni

Dosazenim m = 10, I = 20, u = 5/9 a A = 4/9 ziskdme ¢&iselny vysle-
dek Py(10) = 0,89373.

e) 1. Linedrni kongruenéni generdtor, ktery jsme pouzili k feseni dlohy, najdete
na nasem webu. Pro ty z vés, co programovat jesté neuméji, zde uvedeme,
jak takovy generator sestrojit v Excelu.

Do bunky Al vepiSeme seed, do B1 az D1 postupné hodnoty a, ¢, m. Do
bunky A2 poté vepiSseme vzorec

=MOD(($B$1*A1 + $C$1);$D$1)

a ,vytdhneme® sloupec A tak daleko, jak potfebujeme. Tot vse.

Pomoci generdtoru sepsaného v Pythonu jsme z ndhodného seedu zo (ziska-
ného ze systémového Casu) vygenerovali 106 pseudondhodnych &isel a vypo-
&etli pramérnou hodnotu Z = 0,499596 a rozptyl o = 0,083209 (smérodatné
odchylka je potom o = 0,28846).

' pokud se vdm nezd4, ze pro A = p jsme dosazovali linedrni funkei a tady exponencislni,

vézte, ze pripad se stejnymi kofeny je specidlni — pravé diky tomu, ze z nich neudéldame linearni
kombinaci
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Srovnejme nyni vysledky simulace s pfesnymi vyrazy pro stfedni hodnotu
a rozptyl uvedenymi v seridlu. Stfedni hodnota je

0+ (2% —1)
2 )
po normalizaci N = 23!
0+ (22 —1)

Kdyz do vztahu pro rozptyl

o’ = Z(mi —p)’pi

i

dosadime normalizované hodnoty, vidime, ze normalizovat rozptyl znamena
délit N2, takze pro rovnomérné rozdéleni méme
SN

o= o — 0.08333333325572312.
Ovérili jsme tedy, ze vygenerované rozdéleni mé podobnou stfedni hodnotu
a rozptyl jako rovnomérné rozdéleni. Jesté poznamenejme, ze stfedni hod-
nota a rozptyl obecné nestaci pro jednozna¢né urceni pravdépodobnostniho
rozdéleni (museli bychom znét vSechny jeho momenty). A uz vibec ndm
shoda v téchto dvou veli¢inidch nezarucuje, ze generator ma dobré ndhodné
vlastnosti. Pokud jste si nechali vypsat pseudonahodné ¢isla na obrazovku,
tak jste si urcité vSimli, Ze jsou vSechna lich4, coz ndm indikuje, Ze se nejedné
o dobry generator. Vice viz nésledujici iloha.
. Zasadnim krokem v této uloze je uvédomit si, ze ¢islo 65539 lze zapsat ve
tvaru 2'® + 3. Poté miiZeme libovolné &slo v sekvenci napsat ve tvaru

oo = ((2'°+3) - 2ig1) mod 2!
=((2"°+3) - ((2° +3) 2:) mod2°!) mod 2°*'
= (2'° +3)” z;mod 2.
Postupnymi tpravami dostaneme, Ze modulo 23! plati
Tivo = (22 462" +9) ;= (6-2"° +9) x;
= (6(2"° +3) —9) 2 = 6wit1 — 9zi,

kde jsme v druhém kroku vyuzili 232 mod 23! = 0. Pokud nyn{ budeme tii
nésledujici ¢isla v sekvenci chapat jako kartézské souradnice x = z;, y =
= Zi+1, 2 = Xit2, pak je odvozeny rekurentni vztah rovnici roviny

z =6y —9x.
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Obr. 60: 1000000 pseudondhodnych c¢isel vykreslenych ve 3D. Jisté byste nechtéli,
aby takovyto generator pouzivala v bezpec¢nostnich systémech vase banka.

242

V trojrozmérném prostoru tedy budou vSechna vygenerovana pseudonahod-
na cisla lezet v roviné. Jesté si mtizeme rozmyslet, kolikrat se v boxu 1x1x1
rovina diky moduldrni aritmetice ,zlomi“. V pramétech do rovin yz (z = 0)
a zz (y = 0) dostaneme rovnice piimek z = 6y a z = —9z. Sténa boxu
leZici na ose y bude tedy protnuta Sestkrat a sténa lezici na ose x devétkrat.
Celkem tedy bude v boxu patnact rovin. To si koneckoncii muzete potvrdit
na treSeni bonusové ulohy, které vidite na obrazku ((.

Moznd vas napadlo, ze jelikoz sekvence generovand libovolnym LCG (line-
arnim kongruenénim generdtorem) mé konecnou periodou, tak vzdy bude
mozné najit néjakou korelaci mezi nésledujicimi ¢leny, kterd vyznamné na-
rusi ndhodnost. Tzv. Marsaglitiv teorém fika, ze pokud ¢isla generovand li-
nearnim kongruen¢nim generatorem vykreslime jako body ndimenziondlniho
prostoru, tak budou spadat do nejvyse (n!m)*/™ nadrovin o dimenzi n — 1.
Proto, zatimco v nizkych dimenzich jsou LCG obvykle spolehlivé (i zde po-
uzivany generdtor, zndmy pod nazvem RANDU, se chovid dobfe ve dvou
dimenzich, viz obr. p1f), ve vyssich dimenzich postupné selhdvaji.
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Obr. 61: 10000 pseudondhodnych ¢isel vykreslenych ve 2D. V této dimenzi se jiz

polohy bodu nezdaji byt predvidatelné.

Uloha II.S ... derivace a Monte Carlo integrace

a)

b)

c)

Vykreslete zavislost chyby na velikosti kroku pro metodu

~ —f(z+2h)+ f(x —2h) +8f(z + h) — 8f(x — h)

() oh

odvozenou pomoci Richardsonovy extrapolace v textu serialu. Jaky je optimaln{

krok a minimalni chyba? Porovnejte s centrovanou a doprednou diferenci. Jako

derivovanou funkci pouzijte exp(sin(z)) v bodé = = 1.

Bonus Vypoctéte pro tuto metodu teoretickou velikost optimalniho kroku po-

moci odhadu chyb.

Na webu se nachazi soubor s experimentalné zjisténymi t, x a y souradnicemi

poloh hmotného bodu. Pomoci numerické derivace naleznéte ¢asovou zavislost

slozek rychlosti a zrychleni a vyneste obé zavislosti do grafu. Jaky fyzikalni

déj bod nejspise konal? Numerickou metodu si zvolte sami, svoji volbu ale

odiivodnéte.

Bonus Existuje v tomto pripadé presnéjsi varianta ziskani rychlosti a zrych-

leni, nez primocara aplikace numerické derivace?

Mame zadan integral fon sin? zdz.

1. Naleznéte hodnotu integralu z geometrické tivahy za pomoci Pythagorovy
véty.
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d)

2. Naleznéte hodnotu integrdlu pomoci Monte Carlo simulace. Urcete sméro-
datnou odchylku vysledku.

Bonus Vyreste Buffonovu iilohu ze seridlu (odhad hodnoty d¢isla n) pomoci
MC simulace.

Naleznéte vztah pro vypocet objemu Sestidimenzionalni koule pomoci metody
Monte Carlo.

Néapovéda Pythagorovu vétu Ize vyuzit k méreni vzdalenosti i ve vyssich di-
menzich.

Abychom méli chybu podle ¢eho urcovat, potiebujeme znédt analyticky vyjad-
fenou derivaci testovaci funkce.=2 Z pravidla o derivaci slozené funkce snadno
zjistime, ze plati
(exp(sin(z)))’ = cos(x) exp(sin(z)) .

Program, ktery vypise rizné kroky h a ptislusné chyby tedy vypada napt. tak-
to.
import math
def diff4(f,x,h):

return(-f (x+2%h) +f (x-2%h) +8*f (x+h) -8*f (x-h) ) / (12*h)
h=1.
x=1.
points=100
f=lambda x: math.exp(math.sin(x))
df=lambda x: math.cos(x)*math.exp(math.sin(x))
for i in range(points):

print("{} {}".format(h, math.fabs(df(x)-diff4(f,x,h))))

h/=2

Zéavislost chyby na velikosti kroku je pak vynesena v grafu @ 7 grafu vidime,
ze optimalni krok je hopt = 5 - 10~* a odpovidajici chyba numerické derivace
1107, coz je méné nez pro centrovanou a dopiednou diferenci. Optimalni
krok je naopak v souladu s tvrzenim v seridlu vétsi nez u dopredné a centro-
vané diference. Také si véimnéme, ze chyba metody klesa jako O(h*), coz jsme
ocekavali.

Nyni zminme feseni bonusu. Zaokrouhlovaci chybu spocitdme obdobné jako
v textu seridlu. Plati pro ni

—f(z+2h)er + f(z — 2h)ea + 8f(x + h)es — 8f(x — h)ea
12h ’

Af'(x) =

AF(@) 1851|§]Ex)| _ 35|§]5:c)| 7

kde €1, €2, €3 a €4 jsou skutecné relativni chyby vycisleni funkce a € = €1..4 je
strojova presnost. PovSimnéme si, ze pro zaokrouhlovaci chybu znova plati
Af'(z) oc A7t

2pokud bychom ji neznali, lze jako odhad pouzit numerickou metodu vyssiho Fadu.
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br. 62: Zavislost chyby derivace na kroku h pro ruzné metody. Jako testovaci
funkce byla zvolena f(x) = exp(sin(z)) v bodé = = 1.

Chyba metody pak z Taylorova rozvoje je

5 BIOO . O@I,.

~ s

50-12 30

kde ¢ je néjaké (spravné) ¢islo mezi z a x + h. Z podminky pro minimélni chybu
§ ~ Af'(z) mame

howt ~ /45 |f(9ﬂ)| ~ 1/5~10*37
vt @) " °

coz rddové odpovida nasemu ,experimentalné“ ziskanému vysledku. Konkrétné
pro z = 1 (v radidnech) je$té muzeme dopoditat f(z) = 2,3, f(E’)(:Jc) = 23,8
a hopt =8,5-107%.

Pristupme k Teseni problému obracené, nejprve vypoc¢téme rychlost a zrychleni
pomoci dopredné a centrované diference a poté se vysledky pokusme interpre-
tovat.

Jak vidime z grafi rychlosti @ a zrychleni Q, @, v zovém sméru bod vy-
konévé rovnomérny pohyb rychlosti asi 30m-s~! a v yovém sméru rovnomér-
né zrychleny pifmocary pohyb s pocateéni rychlosti asi 27m-s~* a zrychlenim
asi —10m-s~2, pFi¢em? zrychleni nedokazeme diky Sumu vyéist rovnou z grafu
zrychleni, ale dokazeme jej urcit vypoctem z grafu rychlosti. Vidime tedy, zZe se
jednd o pripad vrhu v homogennim tihovém poli.
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Obr. 63: Zavislost slozek rychlosti na ¢ase ziskand doprednou a centrovanou
diferenci.

Také vidime, Ze centrovand diference mé mensi rozptyl nez doptedné diference.
Protoze druhd a vyssi derivace funkce x(t) = 30 - ¢ podle ¢asu je rovna nule,
délime ve vztahu pro optimélni krok doptedné i centrované diference nulou a op-
timalni krok tedy neexistuje, vzdy jsme v rezimu pfevladajici zaokrouhlovaci
chyby. Obdobné pro y(t) je nulovd az tteti derivace, dopfednd diference tedy
mé (pro t = 1) hopt = 1078, ale centrovans diference opét optimdln{ krok
nemd. To si muzete lehce ovérit vyreSenim predchozi podilohy pro testovaci
funkce z(t) = vit a y(t) = v,t — 1/2gt?, kde vz, v, a g jsou konstanty.

Protoze pro z(t) jsou obé metody v rezimu s prevladajici zaokrouhlovaci chy-
bou, mély by mit srovnatelnou presnost, coz ale o¢ividné neplati. To napovida,
ze zde existuje néjaky efekt, ktery je daleko vétsi nez vliv zaokrouhlovaci chyby
a chyby metody. Pokud se pozorné podivime na predchozi data ¢i si poradné
precteme zadéni, zjistime, Ze nelezi presné na teoretické zavislosti, ale, jako
spravna experimentalni data, se kolem ni vyskytuji s néjakou nepresnosti mére-
ni. Centrovana diference je pak presnéjsi, jak je vidét z nasledujiciho prikladu.
Predstavme si, Ze by nase zdvislost polohy byla konstantni (ale stle s ,expe-
riment4lnim* rozptylem o). Pevné nyni zvolme néjakou vysokou pravdépodob-
nost P, tfeba 99 %. Pak existuje ¢islo n > 0 takové, Ze dva po sobé nésledujici
body lezi s pravdépodobnosti P na boc¢nich stranach obdélniku o podstavé h
a vysce no. Pokud je spojime tseckou, bude mit tato tsecka smérnici, tim
pddem i chybu derivace, mensi nez no/h. Pokud ale pouzijeme centrovanou
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Obr. 64: Zavislost xové slozky zrychleni na ¢ase ziskana dopfednou a centrovanou
diferenci.

diferencﬂE pouzivame body ,ob jedna“, které s pravdépodobnosti P lezi na
boc¢nich strandch obdélniku o podstavé 2h a vysce no. Smérnice jejich spojnice
bude nanejvys no/(2h), chyba tedy bude polovi¢ni.

Obecné dle vyse uvedeného by mélo platit, ze ¢im je metoda vysstho fadu, tim
lépe bude fungovat. Tomu navic pomutze to, ze metody vyssiho fadu pracuji
s funkénimi hodnotami ve vice nez dvou bodech, efektivné tedy v sobé obsahuji
obdobu vdzeného pruméru, ktery by mél napomoci vyruseni rozptylu hodnot.

Vsimnéme si také, ze rozptyl puvodnich hodnot polohy je velmi maly, odpovida
méfeni s relativni odchylkou 0,02 %, coZ je velmi pfesné méreni. Pfesto se tato
odchylka aplikaci derivace nesmirné zvétsi. To je zptisobeno tim, Ze numeric-
k& derivace neni dobie podminénd tloha, pouzité metody tedy nemohou byt
numericky stabilni.

Pokud bychom chtéli nas vysledek zptesnit, mohli bychom toho docilit riznymi
zpusoby. Dle vyse uvedeného by mélo pomoci zvétseni kroku preskakovanim
nékterych hodnot, ¢i pouziti metody vyssiho fddu, pficemz druha moznost by
méla fungovat 1épe. Dalsi moznosti je na data pred derivaci nejprve aplikovat
tzv. klouzavy primeér=, ¢imz bychom zredukovali rozptyl hodnot. Jak jiz ale
bylo zminéno, metody vyssich rada uz v sobé jisty zpusob pramérovani efektivné
obsahuji, jednoduchym nevazenym klouzavym prumérem bychom tedy nejspis
lepsich vysledkt nedosahli. Ve chvili, kdy zname teoretickou zavislost, podle

13Stejny efekt by méla i doprednd diference s dvojnasobnym krokem.
14 https://en.wikipedia.org/wiki/Moving_average
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Obr. 65: Zavislost yové slozky zrychleni na ¢ase ziskand dopfednou a centrovanou

diferenci.

které se data maji chovat, je asi nejlepsim feSenim data touto zavislosti nafitovat
a poté analyticky derivovat teoretickou zavislost s koeficienty ur¢enymi z fitu.

¢) Zadany integral lze snadno spoc¢ist napiiklad za pomoci goniometrického vzta-
hu sin® z = (1 — cos(2z))/2 a substituce y = 22. Dostaneme

I:/ sinzmdx:/ !
0 0

—dx —

/21’: 1
0

T
= dy = - .
cos ydy

2 2

Zadani nam vSak ukladd postupovat bez znalosti integralniho poctu, pojdme

se o to tedy pokusit.

1. Pro kartézské soutradnice a, b bodu na jednotkové kruznici, predstavujici

délky odvésen pravouhlého trojuhelniku, plati Pythagorova véta ve tvaru
a?+b? = 1. Neboli, vyjadieno pomoci tihlu pii stfedu kruznice medzi prepo-
nou a jednou odvésnou z, sin® z 4 cos? = 1. Dale vime, Ze uré¢ity integral I
vyjadiuje obsah titvaru vymezeného funkci sin x a osou z na intervalu (0, 1),
tj. obsah jednoho ,kopecku* funkce sin? .
Kdy# k funkei sin? z vude pfipo¢teme funkei cos? z, dostaneme diky Py-
thagorové vété misto kopecku obdélnik o strandch m a 1, tedy o obsahu .
Nyni si uz jen zbyva uvédomit, ze funkce sinus a kosinus jsou identické az
na posun o /2 v ose = (a tedy i jejich kvadraty). Jeden kopecek kosinu na
druhou m4 tedy stejny obsah jako kopecek sinu na druhou. Jeden kopecek
m4 tedy obsah presné dvakrat mensi nez obdélnik, a tedy I = n/2 = 1,5708,
coz je v souladu s vysledkem vyse.
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2. K numerickému vypoctu pouzijeme kéd na vypocet Monte Carlo integrace
ze seridlu™= Generujeme dvojice pseudondhodnych éisel (z,y) na interva-
lech (0, ) a (0, 1), kritériem pro zésah je y < sin® z. Ve vypoétu smérodatné
odchylky je nyni V = n a O = n/2, relativni smérodatnou odchylku pak

vyjadiime jako
o 1
—=——+/(V/O—-1)=0,001.
o=ywve-y

Pro jeden konkrétni béh programu s N = 10° jsme dostali vysledek 1,569
s relativni odchylkou od priméru 0,0012.

Pfi feseni bonusové tlohy, odhad n pomoci hézeni jehly, si také vystacime
s mirnou upravou kédu ze seridlu. Budeme volit ¢ = b = 1, tzn. stejnou sitku
pésu jako délku jehly®d Cim mensi jehlu bychom volili, tim méné castéji by
protala hranici pasu a tim déle by musela simulace bézet, abychom dosahli
dané presnosti. Dale vime, ze staci generovat dvojice pseudondhodnych ¢i-
sel (¢, z) z intervalt (—=n/2,7/2) a (0,1/2), nebotf tak pokryjeme vSechny
mozné horizontalni polohy stfedu jehly a veskerda mozna jeji natoceni. Neni
potfeba uvazovat dalsi pasy, protoze se periodicky opakuji. Stejné tak ne-
potfebujeme rozlisovat, zda jehla lezi napravo nebo nalevo o hranice, kterou
protala. Kritérium protnuti vyjadiime tak, ze horizontdlni souradnice levého
konce jehly z — (cos¥)/2 je mensi nez nula.

Ze seridlu vime, ze pro a = b = 1 je pravdépodobnost protnuti 2/t = 0,6366.
Pro jeden béh programu s N = 10° jsme dostali vysledek 0,6368 s rela-
tivni smérodatnou odchylkou (teoretickou) 0,0008 a relativni odchylkou od
pruméru 0,0004.

d) Objem koule v libovolné dimenzi musi zdviset pouze na jejim poloméru R,
nebot zaddnou jinou informaci o kouli neméame. Z jednotkovych duvodd musi
byt polomér umocnén na ¢islo udavajici dimenzionalitu, v nasem pripadé mame
RS. Tento mocninny vyraz bude vynasoben konstantnim faktorem, ktery obecné
muze byt ruzny pro kazdou dimenzi. Volbou R = 1 se naSe tloha omezuje na
hledéni tohoto faktoru.

Objem n-dimenzionélni koule o poloméru R lze vyjadrit vzorcem

2
7/ n

Vo= —7———
n F (% + 1)
kde T' je gama funkce. Nebudeme se zde zabyvat jeji definici, pouze si fekné-
me, ze pro pfirozené &islo n 1ze psat I'(n + 1) = nl. Nés zajimd dimenze 6,
argumentem gama funkce tedy bude prirozené ¢islo a mizeme psat
3

_ T p6
VG_S!R.

15Veskeré kédy pouzité v fedeni této seridlové tilohy naleznete na nasem webu.
16V geridlu jsme psali podminku a < b, ale vzhledem k omezené piesnosti reprezentace &isel
v pocitaéi toto nemé smysl rozliSovat.
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Hledany faktor je tedy roven n®/3! = 5,1677.

S uvedenym faktorem nyni srovname vysledek ziskany metodou Monte Carlo.
Pouzili jsme kéd ze seridlu pro vypocet obsahu ¢tvrtkruhu s mirnymi tpravami.
Poéet bodii jsme zvysili na 107 a pomoci funkce random nynf nevytvaiime dvo-
jice, ale Sestice ndhodnych ¢isel. V boxu o hrané 1 (Sestidimenziondlni krychle)
nyni nen{ uzaviena ¢tvrtina kruhu, ale 1/2°% z objemu koule. Kritériem zdsahu
dovnitt objemu koule je vyraz

6
fo <1,
i=1

kde z;, i € {1, 2, 3, 4, 5, 6} jsou kartézské soufadnice ndhodnych bodi. Na
zékladé znalosti presného vysledku muzeme vypocist smérodatnou odchylku
o= JOV-0)
VN ’

kde V=15 =1a O = =®.27%. 3!, &selné tedy ziskdme relativni odchylku
/O = 0.0011. Zde vidime, ze pomér O/V je jiz celkem nevyhodny a museli
jsme proto volit o Fad vétsi pocet bodu (v porovnédni s 2D pfipadem), abychom
doséhli smérodatné odchylky ~ 1072, Vysledkem jednoho béhu programu byla
prumérnd hodnota hledaného faktoru 5,172 (relativni odchylka od pruméru
je 0,0008).

Uloha III.S ... na prochazce s integrély

)
b)

d)

Vymyslete tri odlisné priklady markovovského procesu, z toho alespon jeden
fyzikalni. Je prochazka bez navratu markovovska? A co prochéazka bez krizeni”
Meéjme 2D nahodnou prochazku bez navratu na ¢tvercové siti s po¢atkem v bo-
dé (z,y) = (0,0), kterd je omezena absorpénimi bariérami bi: y = —5, ba: y =
= 10. Naleznéte pravdépodobnost, Ze v bariére b skonc¢ime drive nez v ba.
Provedte simulaci pohybu brownovské castice ve 2D a vykreslete graf zavislosti
stredni vzdalenosti od pocatku na case. Uvazujeme diskrétni cas a konstantni
délku kroku (jeden krok simulace trvd At = konst, délka kroku je Al = konst)
a umoznujeme pohyb do libovolného sméru, tj. kazdy krok je specifikovan délkou
a tthlem ¥ € (0, 2n), pricemz vSechny sméry jsou stejné pravdépodobné. Zajima
nds predevsim asymptotické chovani, tedy vyvoj stredni vzdéalenosti prot > At.
Chybova funkce je definovana vztahem

erf(x)z%/ e dt.
0

Tabelujte tuto funkci, tedy vypoctéte integral pro mnoho riznych x. Do reseni
nevkladejte tabulku hodnot, ale graf funkce. Zkuste tuto funkci opét numericky
zderivovat. Co dostanete?
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e) Najdéte si definici hustoty pravdépodobnosti Maxwellova-Boltzmannova roz-

déleni f(v), tedy rozdéleni rychlosti molekul idedlniho plynu. Spoditejte pak
pomoci MC integrace stredni hodnotu rychlosti definovanou

(v) = / "ot dv,

pricemz pro vzorkovani pouzijte nahodna cisla dle Maxwellova-Boltzmannova
rozdéleni ziskana Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem. Hodnotu pro kon-
krétni zvolené parametry srovnejte s hodnotou z literatury.

Pripomenme, ze Markovuv proces jsme definovali jako ndhodny proces, ktery
nadm umoznuje urcit pravdépodobnost realizace uréitého stavu systému (stav
je ddn hodnotou ndhodné veli¢iny) v Case t;+1 zcela na zdkladé znalosti sta-
vu v Case t;. Uvedme tti priklady Markovova procesu: matematicky, fyzikalni
a ,,z bézného zivota“.

(a) Mé&jme klobouk A obsahujici 10 ¢ernych kouli a klobouk B, v némz je 10
bilych kouli. V kazdém kroku nahodné vybereme jednu kouli z klobouku
A a jednu z klobouku B a vyménime je. Sekvence ndhodnych proménnych
predstavujicich pomér ¢ernych ku bilym koulim v klobouku A je ndhodny
proces. Zarover se jedna i o Markoviiv proces/fetézec, nebot znalost aktu-
alniho (v ¢ase t;) poméru kouli v klobouku A jednozna¢né udava i pomér
kouli v klobouku B a na zakladé téchto znalosti dokdzeme urcit pravdépo-
dobnost, s jako v klobouku A vzroste v dalsim ¢asovém kroku pocet kouli
jedné barvy o jedna, klesne o jedna, nebo se nezméni.

(b) Fyzika je aplikaci matematickych modelt na déni kolem nés. Proto potie-
bujeme najit prirodni déj, pro jehoz popis se pouzivaji ndhodné procesy.
Prikladem muze byt naptiklad vyvoj poctu ¢astic radionuklidu. Pokud
zname pocet ¢astic v case t, dokdzeme urcit pravdépodobnostni rozdéleni
v Case t + dt (zde bychom spravné méli rozsiit nasi definici na spojité
plynuti ¢asu, muzeme ale uvazovat i model s kone¢nymi ¢asovymi kroky
At a kone¢nou pravdépodobnosti rozpadu kazdé ¢astice v jednom kroku).

(¢) Oznacime-li kazdy den jako sluneény, nebo destivy, a vime, s jakou prav-
dépodobnosti prejde sluneény den v destivy a naopak (a nebo nedojde
ke zméné), pak na zdkladé dnes$niho stavu pocasi dokdzeme Fict, s jakou
pravdépodobnosti bude zitra slunecno ¢i destivo.

Treti priklad je dobrou ukazkou toho, Ze kazdy jev lze modelovat jako mar-
kovovsky. Totiz, abychom ziskali pravdépodobnost ptrechodu slunec¢ného dne
v destivy, museli jsme provést statistiku na velkém poctu ptredchozich dni.
Lze tedy namitnout, ze na urceni pravdépodobnosti realizace urcitého stavu
v pristim ¢asovém kroku jsme potiebovali znat vsechny ptredchozi. Podobné
lze argumentovat, ze témér zadny fyzikdlni proces neni markovovsky, protoze
pro vypocet zrychleni z pohybové rovnice potfebujeme znat nejen polohy, ale
i rychlosti, a ty ziskdme mérenim polohy ve vice ¢asovych bodech. Proto, kdyz
se mluvi o (ne)markovosti uréitého fyzikalniho jevu, je vzdy potfeba zminit
model, kterym jev popisujeme.
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Co se tyce zbylych dvou otdzek na markovovskost ndhodnych prochézek, ani
jedna z uvedenych nemd Markovovu vlastnost. Ndhodna prochazka bez ndvra-
tu si kromé aktudlni pozice vidy musi pamatovat i tu predeslou a ndhodné
prochézka bez kiizeni musi mit v paméti celou trajektorie, tj. vSechny pozice
za celou dobu vyvoje. Za markovovské bychom mohli tyto prochazky povazovat
pouzitim ,podvodu* popsaného vyse, kdy bychom za aktualni stav prochazky
prohlasili napt. celou jeji trajektorii.

K nalezeni pravdépodobnosti, Ze prochazka skon¢i diive v dolni nez horni barié-
fe, pouzijeme kéd z textu seridlu. Do néj priddme podminky zastaveni vypoctu
a proménnou, kterda obsahuje pocet prochazek L, které skoncily v dolni bariére.
Také musime pridat identifikator, ktery si zapamatuje, jakym smérem byl pro-
veden posledni krok, a nepovoli krok opacnym smérem jako nésledujici — tak
zajistime, ze pujde skutecné o prochdzku bez okamzitého navratu. Hledanym
feSenim je pomér L/N, kde N je celkovy pocet prochdzek. Délku prochdzky
pritom neomezujeme, protoze bariéry jsou pomérné blizko pocatku, a tedy pro-
chézky skon¢i po rozumném poctu kroki.

Na souboru N = 107 prochézek jsme dostali pravdépodobnost 0.6562 skonéen{
prochézky v bariéfe b1, tedy o néco méné nez 2/3, pficemz prvni t¥i platné ¢islice
jsou s vysokou pravdépodobnosti presné. Pro obycejnou 2D prochazku bychom
dostali pravdépodobnost presné 2/3 (ne simulaci, vypoétem), protoze pohyb ve
sméru osy x muzeme zcela vypustit a jedna se pak o 1D problém, ktery jsme jiz
prozkoumali v prvnim dilu seridlu. V pfipadé prochizky bez ndvratu neexistuje
dobra 1D analogie, takova prochazka vzdy probiha jednim smérem a pravdépo-
dobnost narazu do jedné bariéry je stejnd jako do druhé. Pokud bychom krom
zadané tlohy chtéli také nalézt pramérnou délku prochézky, kterd se zastavi na
néjaké bariére, dostali bychom vysledek 57.27. U jednoduché prochazky bychom
dostali vyrazné vétsi hodnotu nez u prochézky bez navratu, ta totiz zamezuje
stavim, kdy se trajektorie ,,to¢i“ kolem jednoho mista a délka nartstd, aniz
bychom se priblizili k bariére.

K simulaci opét vyuzijeme kéd ze seridlu, nyni vSak budeme generovat ndhodné
redlné cislo ¥ v rozsahu od 0 do 27 a polohu v ¢ase t + At uré¢ime podle vztahu

z(t + At) = z(t) + Al cos ¥,
y(t + At) = y(t) + Alsind.

Pro jednoduchost volimeD At = 1, Al = 1. Pro srovnani s pravotuhlou pro-
chazkou uvedenou v seridlu budeme generovat 10000 prochédzek o délce 10 000.
Graf stfedni vzdalenosti v zavislosti na Case (na po¢tu krokt) je na obrazku .
Zlogaritmujeme data a fitovinim poslednich 1000 bodu linedrn{ funkei f(z) =
= ax + b dostaneme hodnotu smérnice a = 0,498 £+ 0,001. Vzdalenost prochézky
od pocétku je tedy opét imérna druhé odmocniné poctu kroki. Stejny vysledek
dostaneme pro kazdou 2D prochazku, kterd ma umoznén pohyb symetricky ve
vSech osach.

17T kdybychom méli zaddnu napk. stfedni rychlost &dstice, stile bychom volili tyto kroky,
protoze simulace je vhodné provadét v normalizovanych jednotkdch. Obzvlisté v kvantové fyzice
by volba ki = 1,05-10734 J.s namisto h = 1 zpusobila spoustu zbyteénych numerickych problémi.
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Obr. 66: Vzdélenost 2D prochdzky od pocatku v zdvislosti na poctu kroku (case).
Graf vznikl primérovanim 10000 prochéazek o délce 10000 krokti. Mocninny fit

byl proveden na poslednich 1000 bodech. Fit obecné nemusi dobfe sedét i na
prvnich 9000 bodech, ale muze, jak je vidét a tomto ptikladu.

Pro srovnani uvddime i trajektorie prochézek o délce 10000 kroka a 200000
kroku, obrazky a pY. Zatimco v prvnim pripadé odpovida ,vSesmérova“
prochézka 1épe nasi predstavé o pohybu Brownovy ¢éstice nez pravouhld pro-
chazka, pti velkém poctu krokid uz se rozdily mezi diskrétni a spojitou volbou
sméru stiraji.

Pro vypocet hodnot chybové funkce pouzijeme slozené Simpsonovo pravidlo,
nebot jde o nejefektivnéjsi ndm zndmou™ metodu vypoctu jednorozmeérnych
integralti. Funkci pfitom budeme tabelovat pro hodnoty z € (—5,5), protoze
chybovéa funkce se chova zajimavé v okoli nuly, jinde je skoro konstantni. Integral
byl samplovian N = 1000 body. P¥i této volbé je chyba Fadu 1071, co¥ je skoro
strojova presnost. Tato hodnota N je tedy rozumnym kompromisem mezi dobou
vypoctu a presnosti. Samotnou funkci jsme tabelovali v & = 10000 bodech,
divodem je vhodny krok pti opétovné derivaci. Tabelovana chybova funkce je
vynesena v grafu g

Pokud chybovou funkci zderivujeme, analyticky dostaneme

F—
R (fra) s
erf(z)) = —=———%2 = —e¢ .
Vv dx VT
Pro numerickou derivaci pouzijeme metodu 4. fadu, kterd byla odvozena v mi-
nulém dile serislu. Optiméalni krok této metody je ¥adu 10~*, coz skoro odpovid4

18Samoziejmé existuji daleko efektivngjsi metody, jejich implementace v Pythonu najdete
napft. v baliku scipy.integrate.

253



FYKOS, XXXI. ro¢nik

100

80

60 -

20+

=20

Obr. 67: Trajektorie 2D prochéazky o délce 10000 kroka. V tomto méritku je stéle
vidét, Ze se nejednd o spojity proces, jednotlivé diskrétni kroky jsou jesté patrné.

rozestupu dvou hodnot nagi tabelované funkce. Provedenim derivace skuteéné
dostaneme kyzeny vysledek, jak je vidét v grafu @

e) Maxwellovo-Bolztmannovo rozdéleni, popisujici rozdéleni rychlosti ¢astic idedl-
niho plynu, mé tvar

3, me?
(m)24m)e*2kT ,v>0
0 ,v<0

kde v je velikost rychlosti ¢astice, m jeji hmotnost, k Boltzmannova konstanta
a T termodynamickd teplota. StFfedni hodnota rychlosti je pak z definice rovna

o 3 oo 2
_ . m 2 3 ,%12 _mo _mv
(v) —/ vf(v)dv = (2nkT> 47t/0 v’e” 28T dou / = 9T’ dt T dv

0
8kT [ _

= —/ te " dt /per partes
mm J,

- ,/LkT ([—te’f]Oo +/ etdt) _ /8T
m 0 o m

Ti z vés, ktefi neuméji integrovat, mohou pouzit program Wolfram Alpha@,
najit vysledny vzorec v literature, ¢i v tabulkdch rovnou najit ¢iselnou stredni
hodnotu rychlosti pro zvolené parametry.

9https://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Boltzmann_distribution
20 http://www.wolframalpha.con
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Obr. 68: Trajektorie 2D prochézky o délce 200000 krokt. V tomto méritku jiz
neni poznat, zda byl proces v Case a prostoru diskrétni ¢i spojity.

Nyni, kdyz méme pripraveny podklady pro ovéfeni vysledku, se zabyvejme sa-
motnym numerickym vypoctem. Stredni hodnotu rychlosti budeme urcovat pro
dvouatomovy plynny vodik (m = 2my, kde mp = 1,67 - 10727 kg je hmotnost
protonu) pfi teploté T' = 280K, coz je rozumnd fyzikdln{ volba. Samoziejmé
idedlnim plynem lze modelovat mnoho jinych plyna za rtznych teplot, nejde
tedy o jedinou moznou volbu. Pokud si vykreslime Maxwellovo-Boltzmannovo
rozdéleni pro tyto hodnoty parametri, zjistime, Ze jej tvoti prevazné jeden , ko-
pedek® s maximem kolem hodnoty v ~ 1500m-s™" a &fikou fadové 2000 m-s~*
(brdno v poloviné vysky ,kopecku®, tedy jako tzv. FWHM). Tyto informace
nam poslouzi pro spravné nastaveni Metropolisova-Hastingsova algoritmu. Po-
¢atecni hodnotu prochézky zvolime do okoli maxima$® jako generdtor navrhu
preskoku (v textu seridlu oznacen jako funkce g; muzete si ovéfit, ze skutecéné
mé vSechny pozadované vlastnosti) si zvolime rovnomérné rozdéleni se stiedem
v aktudlni hodnoté a sitkou 1000m-s~*, tedy polovinou &itky ,kopedku.
Ziskali jsme posloupnost N ndhodnych ¢isel v;, s kterou nyni jiz mizeme pri-
mocate pouzit Monte Carlo integraci. Nesmime ale zapomenout na to, Ze gene-
rujeme ndhodnd c¢isla ne dle rovnomérného, ale dle Maxwellova-Boltzmannova
rozdéleni, musime tedy pouzit variantu MC integrace s vahami w; = 1/f(vs),
jak bylo uvedeno v textu seridlu. Protoze integrujeme funkci vf(v), mizeme
ukézat, ze pro hodnotu integrilu bude platit vztah

N
Zw,vl (v2) _%Zm,

21Nen{ nutno zcela piesné, hodnota by ale méla lezet v blizkém okoli , kopecku*.
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erf(zx)

Obr. 69: Porovnani nami vypoctené a skute¢né chybové funkce.

kde v; jsou ndhodnd ¢isla generovand Maxwellovym-Boltzmannovym rozdéle-
nim f(v). Na tento findlni vztah vlastné mizeme nahlédnout i tak, ze s¢itava-
me N ndhodnych proménnych se stfednou hodnotou (v).

Pozastavme se jesté nad jednou véci. Poéitdme uréity integral v mezich 0 a +oo,
tyto meze ale v MC integraci nikde nespecifikujeme. Kde tedy ddme progra-
mu najevo, ze chceme pouzit pravé tyto meze? Vzpomenme si na MC integraci
s rovnomérnym rozdélenim ndhodnych ¢isel. Tam jsme meze specifikovali sitkou
rovnomérného rozdéleni. Zde je to stejné, meze, resp. oblast integrace je urcena
nosicem=? hustoty pravdépodobnosti, kterou pouzivime pro generovani ndhod-
nych cisel. V nasem ptipadé je Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni nenulové
v intervalu (0, +00), vSe je tedy v porddku.

Integraci pro nami zvolené parametry ziskdme, ze pro hodnotu stiedni rychlosti
plati (v) = (171441) m-s™*, coz odpovid4 teoretické hodnots (v) = 1715m-s~ .
Integraci jsme opakovali stokrat, z téchto hodnot jsme pak vypocetli pramér
a smérodatnou odchylku, coz bylo pouzito jako zminénd vysledna hodnota a jeji
chyba. V kazdém béhu byla integrovana funkce samplovana ve 100 000 bodech.
Zdrojovy kéd pouzitého programu naleznete jako ptilohu feseni na nasich webo-
vych strankach.

22Nosi¢em funkce f tady myslime mnozinu z takovych, ze f(z) # 0. Pfesnéji je definovan jako
tzv. uzavér této mnoziny.
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Obr. 70: Porovnani ndmi vypoctené a skutecné derivace chybové funkce.

Komentare k doslym Fesenim

Ve vasich feSenich problémi zamérenych na markovovské procesy a ndhodné pro-
chazky (NP) se objevilo nékolik chyb, které stoji za to si zde rozebrat. Casto
dochézelo k nepochopeni pojmu bezpamétovost. Jestlize kazdy prvek ndhodného
Fetézce/procesu zavisi nejvyse na predchozim prvku, pak je fetézec bezpaméto-
vy neboli Markoviv. Pokud pri konstrukci trajektorie NP rozhodneme v case t;
o nésledujici poloze (éas t;+1) na zdkladé predchozi polohy (Cas ¢;—1), nejednd se
bezpamétovy proces, protoze stav v t;4+1 je ddn stavem v ¢,_1, o dva kroky zpét.
To se pfesné déje u NP bez navratu, proto neni markovovska. Neéktefi z vas ve
svém feseni definovali jako stav NP bez ndvratu smér kroku, pak ji lze povazovat
za markovovskou, ale z matematického hlediska uz jde o jiny proces, pti kterém
neumime bezpamétové urcéit aktudlni polohu. Dale mnoho z vis predpokladalo,
ze kdyz v pripadé obycejné NP pro vypocet ndrazu do bariéry muzeme zanedbat
pohyb v ose x, 1ze to udélat i v pripadé NP bez ndvratu. To nelze, jednak musime
pohyb v x alespon povolit, byt ho nebudeme zaznamenavat, a navic se i ve 2D
projevi tendence NP bez ndvratu ,,pokracovat ve sméru, kterym vyrazila“

Dale je pfi studiu vzdalenosti Brownovy ¢éstice od pocatecniho bodu potre-
ba zprumérovat velké mnozstvi NP, abychom zjistili, jak se typicky (statisticky)
vzdalenost vyviji po delsim case. Z jedné realizace prochéizky zadnou statistiku
nevycteme. Nékolik Tesitelt se také dopustilo chyby, kdy misto pocitani aktudlni
vzdalenosti sc¢italo vzdilenosti ze vSech predchozich kroki, coz je samozrejmeé jind
veli¢ina, nez nés zajima. Nakonec je potfeba uvédomit si, ze predpoklddand od-
mocninnd zavislost vzdalenosti na Case je asymptoticka, chovani okolo pocatku je
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jiné. Po delsim case se vzdalenost kazdé realizace od pocatku mezi sebou vyrazné
lisi a je potfeba velky statisticky soubor, jinak bude kazdy bod na praumérovaném
grafu zatiZzen velkou chybou a i smérnice fitu bude nepfesna. (Pouzité funkce pro
fitovani v Pythonu neuvazuji chyby jednotlivych bodt, proto vim pfesna hodno-
ta 0,5 nemusela padnout ani do nékolikerého ndsobku smérodatné odchylky fitu.)
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Uloha IV.S ... koFeni a automati

a)
b)

d)

Naleznéte vechny (t¥i) redlné koieny funkce exp(z) — 5z. Vybér metody je na
vas. Nezapomerite okomentovat, jak a pro¢ jste zvolili dany postup.
Newtonova metoda tak, jak jsme si ji predstavili funguje i pro funkce komplexni
proménné. Vasim ikolem je vykreslit tzv. Newtonovy fraktaly, tedy oblasti
v komplexni roviné takové, ze kdyz v nich zvolime pocatecni odhad korenu pro
Newtonovu metodu, tak dokonvergujeme k urc¢itému korenu. Fraktal vykreslete
pro funkce z° —1 a 2% + 2% — 1, kde z je komplexnf é&islo. Derivace téchto funkei
jsou 322, resp. 62° +322. Pro vypodet a vykresleni miiZete pouzit Pythonni kéd
prilozeny k zadani.

Poznamka Komplexni derivaci, pokud existuje, Ize technicky spocitat stejné,
jako realnou derivaci, tedy pro ni plati stejné vzorce pro derivaci souctu, souc¢inu
a slozené funkce.

Bonus Naleznéte co nejzajimavéjsi nebo nejhezéi Newtontiv fraktal.
Simulujte na pocitaci (nebo napoditejte ruéné) elementdrni bunéény automat
s pravidlem 54 na mrizce délky 20 s periodickymi podminkami alespon na 10
casovych kroki (vic ur¢ité neuskodi). Na poddtku méd jedna libovolnd burika
hodnotu 1 a zbylé 0. Vysledek zobrazte v casoprostorovém diagramu (jako na
obr. 1 z textu seridlu).

Simulujte hrubnuti 1D povrchu pomoci modelu nahodné depozice popsaném
v seridlu. Povrch ma rozmér L = 100, na pocatku je zcela hladky. Nakreslete
graf zdvislosti hrubosti W na case pro alespori 10® krokii (jeden krok = jedna
novd cdstice), vysledek diskutujte.

Nasim tkolem je nalézt vechny kofeny funkce exp(x) — 52, ale viechny meto-
dy, se kterymi jsme se seznamili, dokaz{ samy o sobé najit vzdy jen jeden koren.
Prvnim krokem tedy bude najit priblizné hodnoty kotfent. Na kazdy z nich poté
zv14st spustime néktery z algoritmi pro upfesnéni hodnoty. Konkrétné pouzi-
jeme metodu regula-falsi, protoze je zpravidla rychlejsi, nez bisekce. Metodu
secen ani Newtonovu metodu nepouzijeme, nebof obecné nemame jistotu, ze
dokonvergujeme, a pokud ano, ze dokonvergujeme ke korenu, ktery je nejblize
od pocatecniho odhadu (viz Newtonovy fraktdly).

Téchto nevyhod metody seCen a teCen se lze zbavit tak, Ze je zkombinujeme treba
s metodou bisekce. Zdkladni myslenka téchto metod je takova, ze dostaneme pocatecni
interval, odnékud z néj vystartujeme Newtonovou metodou a hliddme si, aby odhad
korene nevylezl z intervalu. Pokud z néj vyleze, prepneme na bisekci.

Abychom mohli pouzit metodu regula-falsi, musime nejprve najit t¥i interva-
ly takové, aby v kazdém z nich lezel pravé jeden koren. Nejjednoduseji toho
docilime vykreslenim grafu funkce. Takto ,,od oka“ zjistime, ze koreny lezi pri-
blizné v bodech —0,4, 0,6 a 4,7. Jako pocatecni intervaly ndm tedy poslouzi
napiiklad (—1,0), (0,1) a (4,5) (prvni dva intervaly mizeme uhodnout i podle
znamének hodnot funkce v bodech z = —1, = 0 a x = 1, treti koren pak
musi lezet v (1,00), protoze v nekoneénu je exponencidla vétsi nez kvadraticka
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funkce). Pf¥{mocarou aplikaci metody regula-falsi pak dostaneme kotfeny pfibliz-
né —0,37142, 0,60527 a 4,70794. Zdrojovy kéd feseni naleznete v priloze na
webu.

Dosazenim funkeci ze zadani do Sablony primocare ziskdme Newtonovy fraktaly
na obrazcich [(1] a /2. Barva pfritom oznacuje koren, do kterého dokonvergujeme
z daného pocateéniho mista. Je vidét, ze tyto oblasti tvori pomérné kompliko-
vany geometricky utvar — fraktal. Nebudeme zde uvadét slozitou matematickou
definici fraktalu zalozenou na nerovnosti riznych definic dimenze, v§imnéme si
ale jedné casté vlastnosti fraktal, sobépodobnosti. Pokud se totiz podiviame na
nami vykreslené fraktaly, uvidime, ze urcité vytrezy vypadaji stejné jako cely
obrézek, jen jsou zmenseny. Pokud bychom si tyto oblasti priblizili a vykreslili
s dostatecnym rozliSenim, zjistili bychom, ze v zoomovani mizeme pokracovat
dale, prakticky do nekonecna, a vznikly vyfez by byl stile podobny celému
fraktalu.

Prakticky tedy vidime, ze pfi pouziti Newtonovy metody si musime dat pozor
na to, ze nemusime vzdy dokonvergovat k nejbliz§imu kofenu a ze v urcitych
oblastech staci nepatrné zménit pocatecni odhad a dokonvergujeme k jinému
kofenu, nez predtim. A v neposledni fadé, fraktaly jsou prosté hezké a fascinu-
jici.

0
Rez

Obr. 71: Newtontv fraktél pro funkci 23 — 1.

Pripomenme si, jak se elementarni bunééné automaty klasifikuji. Budeme-li
mozné stavy bunky oznadovat 1 a 0, musi okoli jedné buiiky (véetné ni) vy-
padat jako jedna z nésledujicich trojic: 111, 110, 101, 100, 011, 010, 001, 000.
Pro kazdou z téchto osmic (v tomto poradi) si zapiSeme, do jakého stavu se
vyvine prostredni burnka a tato série nul a jedni¢ek ndm d& binarni ¢islo, které
predstavuje hledané pravidlo. V této tilloze mame pravidlo zadané, 54 se zapise
ve dvojkové soustavé jako 00110110 (Gmyslné nevynechdvdme nuly na za¢it-
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Obr. 72: Newtontv fraktal pro funkei 2° + 2% — 1.

ku). Nyni tedy vime, ze pokud je buiika ve stavu 1 a zleva i zprava sousedi
s bunkami také ve stavu 1, zméni svij stav na 0 atd. Kdyz se na pravidlo dobfe
podivame, vidime, ze se da popsat i slovné — bunka zméni barvu vzdy, kdyz
sousedi s ¢ernou.

Kdyz si zkusime nakreslit prvnich par kroku na ¢tvereckovany papir, zjistime,
ze se jedna o velice jednoduché pravidlo, kde se po dvou krocich pokazdé zrepli-
kuje tvar pfipominajici tetrisovy dilek. Jediny potencidlni problém predstavuji
okrajové podminky, ale jak vidime na obrazku |73, kromé rozseknuti okrajovych
dilkt se nic nezméni.

Obr. 73: Vyvoj elementarniho CA s pravidlem 54 na mrizce délky 20
s periodickymi podminkami.
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Obr. 74: Vyvoj hrubosti na povrchu délky L = 100 s ndhodnou depozici po
dobu 10® krokd.

Obrézek E byl nakreslen v grafickém editoru, pokud bychom chtéli pteci jen zis-
kat vysledek pomoci pocitace, museli bychom pouzit kéd, ktery vyuziva nékteré
pokrocilejsi funkce jazyka Python. Na nasem webu naleznete priklad takového
kédu: http://fykos.cz/rocnik31/ulohy/seried.

Tento tkol jiz nelze vytesit pomoci tuzky a papiru, ale nebude potieba kon-
struovat dvourozmeérné pole. Sice opét studujeme vyvoj 1D automatu, avSak
nemusime si pamatovat stav kazdé bunky v kazdém ¢asovém kroku, ale pouze
jednu hodnotu — hrubost. Také je dobré si uvédomit, ze na grafu nezobrazime
viech zadanych 108 krokd, staéi tedy hrubost spoéist vidy jen po intervalu
délky 10* nebo vétsim.

Vysledek simulace vidite na grafu @ Vsimnéte si, ze zatimco na zacatku roste
hrubost strmé, postupné se rychlost rustu snizuje a zvysuje se Sum. Kéd pouzity
k simulaci ndhodné depozice je velmi jednoduchy, naleznete ho taktéz na nasem
webu.

Podivejme se jesté, jaké je statistické chovani vyvoje hrubosti — data ziskame
mirnou dpravou kédu, kdy cyklus uzavieme do dalstho cyklu a pti kazdém opa-
kovani pricteme vysledné pole hrubosti k nové definovanému poli, jehoz kazdy
prvek po probéhnuti vnéjstho cyklu vydélime poctem opakovani. Po delsi si-
mulaci (100 realizaci pro 3 - 107 kroki, miiZe trvat i nékolik hodin) zjistime,
ze charakter vyvoje hrubosti je mocninny, konkrétné jde o druhou odmocni-
nu. Stejny vysledek jsme dostali minule pfi zkouméni stiedni vzdalenosti 2D
nahodné prochazky od pocatku. Jelikoz k této dloze nebyl poskytnut kéd, ne-
vyzadujeme fitovani, lze si vSak zkopirovanim kédu z minulého dilu®d ovérit, ze

23http://fykos.cz/_media/rocnik31/ulohy/pdf/serial3i_3.pdf, str. 7.
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Obr. 75: V§voj hrubosti na povrchu délky L = 100 po dobu 3 - 107 krok,
zprumérovano pres 100 realizaci.

se stfedni hrubost v asymptoté velkych ¢ chova podle vztahu (¢/L)'/2, kde ¢ je
pocet kroku. Diulezitym poznatkem je, ze stfedni hrubost neustéle narustd, coz
pro rastové modely obecné neplati.

Uloha V.S ... rostou ndm diferencidlni rovnice

a)

b)

d)

Reste problém dvou téles pomoci Verletovy a Rungovy-Kuttovy metody 4. fddu
pres nékolik (mnoho) period. Krok pritom volte tak velky, aby se projevily
numerické chyby, a pozorujte, jakym zpisobem se chyby v obou pripadech
projevuji na tvaru trajektorie.

Reste pohyb tlumeného linedrniho harmonického oscildtoru, ktery je dan rov-
nici & + 20w + w?x = 0, kde w je thlové frekvence a § tlumici ¢len. Parametry
meénte a sledujte zmény v chovani oscilatoru. Pro jaké hodnoty parametri se
oscilator utlumi nejrychleji?

Modelujte rist povrchu metodou balistické depozice a studujte statistické cho-
vani hrubosti povrchu. Naleznéte mocniny « a  popisujici riist pred saturaci
a po saturaci (viz seridl). Vyjdéte z kédu v seridlu. Volte takovy pocet kro-
ki, abyste byli schopni dobie studovat oba rezimy hrubnuti. Linedrni rozmér
povrchu volte alespori L = 256. (Upozornéni: simulace mohou trvat i nékolik
hodin.)

Simulujte na ¢tvercové mrizce siteni zhoubného nadoru pomoci Edenova mode-
lu. Uvazujte pritom nésledujici obménu: s pravdépodobnosti p1 dojde k nédkaze
zdravé buriky v kontaktu s nddorovou a s pravdépodobnosti p2 dojde k uzdra-
veni nakazené. Volte nejprve p1 > p2, pak p1 > p2 a nakonec p1 < p2. Na

263



FYKOS, XXXI. ro¢nik

pocatku necht je nakazeno pét bunék do tvaru krize. Kvalitativné popisSte, co
pozorujete.
e) Prepiste kéd ze seridlu pro rust fraktalniho krystalu (DLA model) na hexagondl-
ni mriZce na rist na ¢tvercové mrizce a spoctéte dimenzi vysledného fraktalu.
Poznamka Vyuzit kédy prilozené k seridlu neni nutné, ale doporucené.

a) Nejprve musime odvodit sprdvné pohybové rovnice, pri¢emz pro jednoduchost
budeme celou dobu pracovat v kartézskych souradnicich. Gravitac¢ni sila, kterou
prvni bod o hmotnosti m1 ptisobi na druhy hmotny bod o hmotnosti me, je

Gm1m2
Fg = ————"nh2,

T

kde ri2 je polohovy vektor druhého bodu vaéi prvnimu bodu a ri2 je jeho
velikost. Silou o stejné velikosti, ale s opacnym znaménkem, pak pusobi bod
2 na bod 1. Zrychleni bodu pak obdrzime vydélenim sily hmotnosti daného
bodu. Protoze druhy Newtontuv zdkon mé (ve verzi s konstantni hmotnosti)
tvar X = a, mame sestaveny pohybové rovnice, jen je potreba je upravit do
tvaru vhodného pro danou metodu. U Verletovy metody mame splnéno, nebot
je ocekavana diferencidlni rovnice pravé v tomto tvaru. Pro Rungovu-Kuttovu
metodu musime rovnici upravit na soustavu rovnic prvniho fadu. To docilime
substituci x = v, diky ¢emuz automaticky obdrzime i okamzité rychlosti bodi,
které budeme potiebovat pifi vypoctu energie. Pro Verletovu metodu musime
rychlosti ziskat oklikou, napriklad aplikaci numerické derivace dle casu na funkci
polohy®? Vyslednd soustava rovnic tedy je

B = sz(xz — 501) y _ sz(yz — yl)
1= ) 1= ’
(w2 = 21)2 + (32 — y1)?| (@2 = 21)2 + (y2 — 91)22
. Gmi(x1 — . G —
P (21 — x2) _ = mi(y1 — y2) i
(2 —21)? + (y2 — v1)?[2 [(z2 —21)? + (y2 — 11)?]2
pro Verletovu metodu a
. Gma(z2 — 1) . Gma(y2 — y1)
Vg1 = 3 Vy1 = 3
[(z2 — 21)2 + (y2 — y1)?[2 [(w2 — 21)2 + (y2 — y1)?|2
. Gmi(x1 — x . Gm —
by — (71 — x2) - 1(y1 —y2) -
[(x2 — 1) + (y2 — y1)?|2 [(w2 — 21)? + (y2 — y1)?|2
L1 = Vz1, Y1 = Vy1,
To = Vg2, Y2 = Uy2

pro Rungovu-Kuttovu metodu. Tyto rovnice plati v inercidlni soustavé spojené

24y pifpadé, ze potfebujeme znat rychlosti, lze také pouzit metody, které jsou Verletovi ekvi-
valentni, jako leap-frog, ¢i rychlostni Verlet. O téchto a dalsich metodach jsme se v seridlu
nezminovali, muzete si je ale dohledat.
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by ale potfeba prislusné transformovat polohy a rychlosti a v pripadé neinerci-
alnich soustav zapocitat vliv setrvac¢nych sil. Prikladem vhodné transformace je
umisténi jednoho z téles do pocatku (nerotujici) souradné soustavy, pak totiz
staci simulovat pohyb pouze jednoho télesa vici druhému, coz ve vysledku vede
k mensim numerickym chybam.

Pro porovnani vlastnosti metod si nyni problém zjednodusime a budeme uva-
zovat, ze plati mi1 > me, tedy napriklad pohyb planety okolo Slunce. Slunce
pak muzeme napevno posadit do stfedu a simulovat pouze pohyb planety.

1,5 T T T T T
RK4 —

0,5

—0,5 F

_175 1 1
-1,5 -1 -0,5

0,5 1 1,5

Elao b

Obr. 76: Simulace obéhu Zemé kolem Slunce pomoci Verletovy
a Rungovy-Kuttovy metody 4. fddu s krokem 30 dni.

V grafu @ vidime vysledek takové simulace po dobu 10 obéhii s pomérné vel-
kym krokem. Na prvni pohled je vidét nesrovnalost ve velikosti velké poloosy
mezi obéma metodami. Ta je zpusobena tim, Ze Verletovu algoritmu je nut-
no dodat pocatecni podminky ve formé dvou poloh misto polohy a rychlosti,
jako v pripadé Rungovy-Kuttovy metody. Pro vypocet tohoto prvniho kroku
byl (z dtivodu lenosti) pouzit Eulertiv algoritmus, ktery s timto velkym krokem
zpusobil zna¢nou chybu. Pokud bychom byli pii volbé pocdtecnich podminek
peclivéjsi, tato chyba by nevznikla, déle ji tedy budeme ignorovat.

Druhé véc, které si vSimneme, je stdceni driahy vypoctené Verletovou meto-
dou, zatimco drdha vypoctend Rungovou-Kuttovou metodou je viceméné stéle
stejnd. To je zpusobeno tim, ze Verletova metoda je metodou druhého radu,
zatimco pouzitd Rungova-Kuttova metoda je fddu ¢tvrtého, pro dany krok ma
tedy mensi chybu. V§imnéme si ale, ze draha je touto chybou pouze stacena,
neméni se jeji rozméry. To je pravé dusledkem casové reverzibility a nasledného
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Obr. 77: Simulace obéhu Zemé kolem Slunce pomoci Verletovy
a Rungovy-Kuttovy metody 4. fddu s krokem 30 dni — vyvoj celkové energie.

zachovani energie u Verletovy metody. Pokud se podivdme na casovou zavislost
energie planety (vztazené na jednotkovou hmotnost planety) v grafu @, vidi-
me, ze v pripadé Verletovy metody energie osciluje s periodou jednoho obéhu.
Neni tedy vzdy na zcela spravné hodnoté, v pribéhu casu ale nikam nedriftuje,
i s takto hrubym krokem se tedy bude takto drzet, i kdybychom simulovali
tfeba 10000 obéht. Energie v pfipadé Rungovy-Kuttovy metody oproti tomu
v tomto useku simulace drzi 1épe diky vysSsimu rddu metody, postupné se ale
méni (a ¢im dal rychleji), po mnoha perioddch by tedy viubec neodpovidala
skutecnosti.

Po substituci ¢ = v dostavame diferencialn{ rovnici © = —26wv—w?z, ¢mz jsme
obdrzeli systém dvou rovnic prvniho fadu. Na jeho feseni pouzijeme Rungovu-
Kuttovu metodu 4. fddu, protoze je na rozdil od Adamsovych-Bashforthovych-
Moultonovych metod jednokrokova, neni ji tedy potfeba startovat, navic je
Rungova-Kuttova metoda 4. fadu dokonce vhodnéjsi z hlediska stability™ Na-
opak explicitni Eulerovu metodu zde pouzit nemiizeme, nebot pro netlumeny
oscilator 6 = 0 je feSeni nestabilni pro libovolné maly krok. Tvrzeni opét souvi-
si s oblasti stability — tento pojem se pokusime objasnit v pristim dile seridlu.
Nicméné i bez téchto teoretickych znalosti lze z chovani Feseni od pohledu usu-
zovat na jeho (ne)stabilitu. Nestabilita totiz znamend, Ze se chyby nedimérné
zvétSuji, Feseni tedy roste k nekone¢nu (¢i osciluje mezi kladnym a zdpornym

25M4 vétsi tzv. oblast stability, mizeme tedy volit o néco vétsi krok pro dané parametry pii
zachovani stability.
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nekoneénem)?E Jak takové nestabilni chovani vypadd, vidime na obrazku @,
kde je vykresleno nestabilni feSen{ rovnice i + w?z = 0 explicitni Eulerovou
metodou a pro porovnani stabilni feseni Rungovou-Kuttovou metodou.

4 T T T T T
RK4 ——
3 Euler 7
2 F i
1 k . _ Py . .
\\ \\ // \ /// \\ // \

T or \ \ / \ /) \ // \\ /
—1 F \u/ \_// \\,/ \\,/ \A/ N
-2 L .
—3 4
—4 k .
-5 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30

Obr. 78: Porovnan{ stabilniho a nestabilnfho feden{ rovnice & + w?z = 0 se
stejnymi pocatecnimi podminkami, s krokem 0,1 a w = 1.

Kromé pocatecnich podminek, které maji jasny vyznam pocatecni rychlosti
a polohy, mizeme ménit dalsi dva parametry, thlovou rychlost w a tlumici
¢len §. S trochou experimentovani zjistime, ze maji vyznam odpovidajici jejich
nazvu, parametr w ovliviiuje periodu kmitu, zatimco § Fidi rychlost exponen-
cidlntho utlumu®! Jak jsme jiz zjistili, hodnota § = 0 odpovidd kmitim bez
tlumeni. Cim vétsi pak faktor je, tim je tlumeni silngjsi. Je ale zajimavé, ze
silnéjsi tlumeni nutné neznamend, ze vychylka rychleji klesne k nule, jak mu-
zeme vidét na obrazku |79, kde jsou vyneseny casové zavislosti vychylky pro
hodnotu parametru § = 0,7, =1 a § = 1,3. Je patrné, ze nejrychleji se utlumi
oscilator pfi 6 = 1. Nejde jen o nas$ tip na zékladé experimentovani s hodnotou
parametru, ale jde o obecny vysledek. Rikdme, Ze takovy oscildtor kona meznd
aperiodicky pohyb. Pokud je § < 1, oscilator neni zcela utlumen béhem jedno-
ho kmitu, tlumeni k nulové vychylce tedy trva déle. Oscilator kond periodicky
pohyb. Naopak pokud & > 1, oscilator je pretlumeny tak, ze ,tlumi i tlumeni
vychylky k nule“, vychylka tedy klesd pomalu, ale neprekmitne a u nuly se
ustali, pohyb je aperiodicksj.

26 Je samozfejmé tieba dat pozor, jestli divergence neni oéekdvanym spravnym fesenim dané
rovnice.
27Ve skutecnosti § také ovliviiuje periodu kmit a w rychlost ttlumu, jak si rozebereme déle.
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Obr. 79: Casové zévislost vychylky linedrniho harmonického oscildtoru pro t¥i
ruzné hodnoty parametru ¢ pii w = 1 a stejnych pocéateénich podminkéch.

Dopliime, ze pro tuto diferencidlni rovnici 1ze nalézt analytické feseni ve tvaru
z(t) = Ae™' 4+ Bet?t

kde M2 = —dw + wyd%2 —1 a A a B jsou integracni konstanty (odvoditelné
z pocatecnich podminek). Pro § € (0,1) je vyraz pod odmocninou ziporny,
odmocnina mé tedy komplexn{ hodnotu. Pak plati A2 = —dw + iwy1 — 2,
reseni tedy pomoci upravy pres Euleriuv vzorec pro komplexni exponencidlu
a triku vyuzivajictho fakt, ze soucet dvou riznych reseni je také reseni, mizeme
prepsat do tvaru

z(t) = e (Ccos(twﬂ) + Dsin(twy/1 — 52)) ) (85)

kde C a D jsou redlné integracni konstanty. Z tohoto vysledku vidime, ze tlu-
meni pusobi s faktorem dw a oscilace maji hlovou frekvenci wv/1 — 62. Pro
mezni pfipad § = 1 pak z rovnice (B5) oscilace vymizi a zlistane jen tlumici
exponencidla. Zaroven ale® bude feSenim rovnice i z(t) = Kte !, kde K je
konstanta. A protoze soucet feseni homogenni diferencidlni rovnice je také fe-
Senim, je celkové feSeni pro pripad § = 1 rovno

2(t) = (F + Gty ™",

28protoze jde o piipad s vicendsobnymi kofeny tzv. charakteristického polynomu dané ODR.
Detaily teoretického feseni dif. rovnic si mizete dohledat ve vhodné literatute.
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kde F' a G jsou integracni konstanty. Muzete si derivovanim ovérit, ze toto
feseni klesd k nule monoténné a (pro stejné poéateéni podminky) rychleji nez
periodické feseni nebo soucet dvou exponencial z aperiodického Teseni.
Celou dobu jsme méli predstavu mechanického oscildtoru, naptiklad zavazi na
pruziné. Uvédomme si ale, zZe stejnd rovnice popisuje i jiné, neméné vyznamné
systémy, naptiklad RLC obvod, kde vychylka odpovida elektrickému néboji
(ktery je tmérny napéti) na kondenzatoru a rychlost proudu protékajicimu
obvodem.

¢) V této tloze je zdsadni dodrzet limit na minimdlni velikost m¥izky, nebo lépe
pouzit jesté vétsi rozméry=! L = 512 ¢i L = 1024. Lze si snadno rozmyslet,
ze pro L = 2 a podobné malé mriizky bude balistickd depozice vykazovat ji-
né odlisné chovani od velkych mrfizek. Chceme-li tedy ziskat spravné hodnoty
skédlovacich parametri, musime volit tak velikou mrizku, aby se neprojevovala
vyznamneé jeji konecnost.
Podivejme se nejprve na kriticky skalovaci koeficient o a prozradme si dopredu,
ze exaktni analytické feseni diferencidlni rovnice prislusné balistické depozice
vede na o = 0.5. S vyuzitim kédu v seridlu nyni vypocteme vyvoj hrubos-
ti pro dvé mrizky L1 = 256 a Lo = 512. Jelikoz v asymptoté velkych castu
plati W(L) ~ L%, srovndnim dvou simulaci dostaneme

W(Ls) (Lg)‘* 7

W (L) Ly
neboli W (L)
_ 2
o = log, W) (86)

Abychom splnili podminku ¢ > t, tj. Ze se pohybujeme v ¢asech vyrazné vét-
sich, nez je charakteristicky Cas prechodu od ristu k saturaci, vykreslime si graf
a odhadneme, kdy uz je hrubost saturovana. Jako priklad uvddime obr. B(, kde
jsme vykreslili pro mifzku Lo hrubost zpriimérovanou pies 5-10% béhii na 2-10°
krocich. Vidime, Ze po 10° krocich je hrubost jiz bezpeéné saturovana. Také si
muzeme vSimnout, ze i pres prumérovani neni graf zcela hladky. Jelikoz ne-
ni v nasich ¢asovych moznostech provést tolik béhtu, budeme za saturovanou
hrubost povazovat primér hrubosti na intervalu 10° < ¢ < 2. 10°, ktery je
v nafem piipadé roven W(Ls) = 10,76. Simulaci provedeme téz pro L1 a po-
dobnjym zpracovanim ziskdme W (L;) = 7,82. Ze vztahu (Bf) pak VypoétemeE
a = 0,46. To neni tuplné spatny vysledek, ale pordd se od exaktniho vysled-
ku nezanedbatelné odchylujeme. Pro L3 = 1024 dostaneme porovnanim s Lo
koeficient o = 0,48.

Pro nalezeni skdlovaciho parametru 8 nepotiebujeme porovnavat vice mrizek,
sta¢l pouze fitovat evoluce hrubosti v oblasti t < ¢x (jak v Pythonu fitovat

297e se jednid o mocniny dvojky neni piili§ podstatné, leda Ze bychom chtéli vyuzit zptisob
ukladani ¢isel do paméti.

30pravdépodobné jste si viimli, Ze jsme v seridlu jiz pred delsi dobou upustili od po&itdnim
smérodatnych odchylek. Je to proto, ze nas obvykle vice trapi nejistoty zpiusobené nastavenim
nasi simulace nez nejistoty zpiisobend statistikou.
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Obr. 80: Vyvoj hrubosti povrchu spocteny na zakladé modelu balistické depozice
na miizce délky L = 512, prumérovano pres 5000 béhu.

jsme se uCili v tfetim dile seridlu, ktery se vénoval ndhodnym prochézkam).
Z linedrniho grafu vSak jen Spatné odhadneme, kdy se ve vztahu W (t, L) ~ 8
zac¢ind exponent ménit. Proto si nakreslime log-log graf (obé osy logaritmické),
viz obrazek Bl. Krok indexujeme od 1, ¢imz se taky vyhneme logaritmovani
nuly. Jelikoz déldme simulaci pouze pro 10° krokfi na mifzce L; = 256, mohli
jsme si dovolit nefiltrovat body v grafu. Primérovali jsme pres 1000 béhu.

Vidime, ze hrubost v nasi simulaci vykazuje na pocatku komplikovanéjsi cho-
vani. Béhem prvnich nékolika desitek krokiu vidime linedrni chovani a v oblasti
nékolika tisicl az desetitisicii kroku také, ale v obou pfipadech s jinym sklo-
nem. Déle jiz graf plynule prechdzi k saturaci (neni zde vyobrazeno, ale vime
z obr. BQ). Fitovdnim prvniho linedrniho tseku na intervalu 20-50 kroki zis-
kame koeficient 81 = 0,50, na druhém tseku ziskdme na intervalu 8 000-20 000
kroka B2 = 0,26. Koeficient (81 neni ten, ktery hleddme. Pro takto malé pocty
kroku je totiz malad pravdépodobnost, Ze se nova castice tréfi do blizkosti né-
jaké predeslé, a chovani je proto témér nezavislé na modelu®= Pro ¢tyfnasobné
velkou mtizku se intervaly linearity posunou v ¢ase doprava, $1 se nezméni, ale
dostaneme B2 = 0,28. Pokud pujdeme jesté dal a provedeme vypocet na miiz-
ce velikosti 4096, dostaneme koeficient 52 = 0,29, pro mtizku velikosti 65536

31podle tzv. narozeninového paradoxu vime, ze tohle chovani bychom méli pozorovat pro
fadové prvnich v L kroku.
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Obr. 81: Vyvoj hrubosti povrchu spocteny na zakladé modelu balistické depozice
na mrizce délky L = 256, v logaritmickém grafu. Primérovano pies 1000 béhu.

pak B2 = 0,32. I v tomto pfipadé existuje analytické feseni, které déva 8 = 1/3.
Vidime, ze konvergence je velice pomald$® navic pro mensi miizky je obtizné
najit linedrni interval pro fitovani koeficientu g.
Vsimnéme si také chovani kfivky mezi nasimi dvéma linedrnimi oblastmi. Jeji
sklon nejdfive z 0,5 roste a pak prudce poklesne na =~ 1/3, pfi¢emz v grafu
udéla (na obr. kolem tisice kroku) kopecek. Toto chovani je celkem atypické
a nevime, jak ho teoreticky model, ze kterého plyne «a a 3, vysvétli. Nejde pouze
o chybu zpusobenou malym L — pro vétsi L je sice kiivka ,rovnéjsi“, ale kopecek
mezi dvéma oblastmi linearity je stejné vyrazny.
Alternativnim numerickym pristupem, kterym taky vyresime téZce pozorova-
telnou vlnitost kiivky, mtze byt vypocet numerické derivace nasi log-log kiivky
a hledani intervalu, ve kterém je tato derivace konstantni. U balistické depo-
zice je ale problém v tom, ze numerickd derivace vyrazné osciluje a musime
hrubost pramérovat pres prili§ mnoho béhi (nebo pocitat derivaci pres hodné
sousednich bodil) na to, aby byla pro vypocet koeficientu 8 pouzitelnd.
Obecné mizeme Fict, ze jsme u této tlohy narazeli na problém s vypocetnim ca-
sem. Pro seridzni simulacni vypocty se proto nepouzivaji interpretované jazyky
jako Python, ale C, C++ ¢i Fortran.

d) Uzdravovéni nakazenych bunék implementujeme do modelu jednoduse: pred

32Viz napf. http://www.thp.uni-koeln.de/krug/teaching-Dateien/SS2012/Farnudi2011.pdf
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tfadky kédu provadéjici nakazeni jedné ze sousednich bunék nechame vygenero-
vat ndhodné ¢islo od 0 do 1 a pokud je mensi nez pravdépodobnost uzdraveni,
pravé vybranad bunka se uzdravi a vybirame jinou bunku. Také jiz nebudeme
oznacovat nemocné bunky obklopené nemocnymi indexem 2. Navic predpokla-
dame p1 4+ p2 = 1; nemda smysl uvazovat kroky, kdy nedojde k nakazeni zadné
buriky, protoze v simulaci nesledujeme skuteény ¢as (tj. s klidem vyfazujeme
kroky, kdy se nic nedéje).

a0t

- 30f

20+

10+

Obr. 82: Stav nakazenych bunék po 1500 krocich Edenova modelu
s pravdépodobnosti uzdraveni 0,1.

Pokud zvolime p; < p2, tedy ze pravdépodobnost nakazeni je mensi nez prav-
dépodobnost uzdraveni, dojde v nékolika mélo krocich (¢im vétsi po, tim méné
kroki) k uzdraveni vSech bunék a simulace kon¢i. Pokud zvolime p1 > po,
napriklad p1 = 0,9, nebude se vysledek prilis lisit od pripadu p1 = 1, pouze
mirné naroste porozita a rozeklanost povrchu, viz obrazek BJ. Zajimavy je pri-
pad p1 2 p2. Pro volbu p; = 0,55 jsme dostali obrazek B3, pfi¢emz simulace
méla pétkrat vice krokt nez v pripadé p1 = 0,9. Porozita je mnohem vyssi,
dokonce vznikaji oddélené ostriuvky nakazenych bunék. Cely vyvoj ndkazy si
miuzete prohlédnout v animaci na webu®

e) Model pro simulaci DLA obsahuje dva parametry, jejichz hodnoty se vyrazné
projevi na vysledku. Jsou to pocatecni vzdalenost kazdé difundujici castice

33http://fykos.cz/rocnik31/ulohy/serieb
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Obr. 83: Stav nakazenych bunék po 7500 krocich Edenova modelu
s pravdépodobnosti uzdraveni 0,45.

a velikost oblasti, mimo kterou nesmi ¢éstice utéct?E Také vyvstava otazka, jak
mérit vzdalenost Castice od pocatku. Na Sestitthelnikové miizce jsme radidlni
vzdalenost interpretovali jako ,Sestitthelnikovou slupku“ — ta mé svym tvarem
jiz pomérné blizko ke kruznici. Méli bychom pocatecni vzdalenost na ¢tvercové
mfizce interpretovat jako polomér kruznice, nebo rozmér ctverce?

Polozena otézka neméd jednoznac¢nou odpovéd, oba pristupy mohou ptinést za-
jimavy vysledek. Jelikoz je ale cilem nasi simulace napodobit prirodni jev ristu
krystalt z roztoku, nechdme startovat ¢astice na kruznici a podobné jako u tiloh
s ndhodnymi prochdzkami budeme predpokladat, ze pro simulace velkych roz-
méru prestane hrat roli, ze jsme skutecny vsesmérovy pohyb omezili na miizku.
Co se tyc¢e dvou zminénych parametri, jednd se o trade-off mezi rychlosti a pres-
nost{ simulace. Cim déle bude &astice startovat a ¢fm méné omezime jeji pohyb,
tim presnéjsi vysledek dostaneme — na druhou stranu, naro¢nost simulace bude
prudce rust. Zde jsme zvolili poc¢atecéni vzdalenost jako 1,2rmax a Sifeni jsme
zastavili, kdyz castice utekla za 1,5rmax. Zde pouzity kéd naleznete jako prilohu
u feseni na webu, na obrazku B4 je pak vysledny krystal slozeny z 8 000 ¢astic.

34Existujf samoziejmé alternativni postupy, napiiklad misto omezeni pohybu na uréitou oblast
muzeme zavést limit na délku trajektorie difundujici ¢astice.
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Obr. 84: Vysledek simulace ristu podle DLA modelu na ¢tvercové miizce. Pocet
castic v krystalu je 8 000.

Na zakladé vzorecku z se]riéLluE
(87)

jsme uréili fraktdlni dimenzi D = 1,79; opakovanim simulace si mtizeme oveérit,
7e se prvni t¥i platné &islice neméni. ReSeni diferencidlnich rovnic definujicich
DLA, kde se ¢astice pohybuji Brownovym pohybem (tj. nejsou vdzény na miiz-
ku), vede na hodnotu dimenze D = 1,71. VSimnéte si, Ze na ¢tvercové mfizi
jsme dostali vyssi hodnotu dimenze nez na Sestidhelnikové v seridlu (1,75).
Mohli bychom se tedy domnivat, Ze povoleni pohybu do vice smért priblizu-
je nas odhad vysledku pro skutecnou, na miizku neviazanou diftizi. Nesmime
vSak zapominat, Ze u obou simulaci jsme vyrazné omezili prostor, ve kterém se
¢astice smi pohybovat, nemame tedy dostatecné dobry podklad pro vyvozovani
podobnych zavéru.

35V geridlu bylo napsano, ze zatimco v pripadé Kochovy vlo¢ky méifme velikost strany troju-
helniku, u DLA méfime rozmér krystalu. Nebylo tam vSak jiz zminéno, Ze tato zdména mé byt
provedena podle jako 1/ — rmax. Pokud prosté dosadime misto € hodnotu rmax, dostaneme
vysledek s opa¢nym znaménkem. Proto za reSeni uviddéjici chybné znaménko nebyly strhavany
body. Matematicka definice dimenze ovSsem miize byt libovolnd, jde pouze o to, jak interpretuje-
me vysledky — klidné bychom dimenzi mohli zadefinovat tak, aby byla pro fraktal jako Kochova
vlocka, ktery neroste, ale ,houstne“, zdpornéa.
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Jesté uvedme, Ze existuji ruzné modifikace DLA. Napiiklad muzeme zavést
pravdépodobnost navazani ¢astice na krystal. Pokud je vyrazné mensi nez 1,
muze se Castice dostat hloubéji do kericku krystalu. Fraktdl pak zac¢ind byt
geometricky husty, tzn. jeho dimenze se bliz{ hodnoté 2 (dimenze prostoru, ve
kterém se pohybujeme).

Uloha VI.S ... matice a populace

a)

b)

d)

Na zakladé Lotkova-Volterrova modelu simulujte vyvoj populace predatora a ko-
Fisti (napf. slunécka sedmitecného a msice makové) pro ndsledujici hodnoty pa-
rametri: rm = 0,8, Dy = 1,0, rs = 0,75, Ds = 1,5. Pocatecni populace volte
po dvojicich jakom =05 as=20;,m=15as=05 m=195as=0,75.
Vysledek zaneste do grafu zavislosti populace predatora na populaci koristi.
Vysledky diskutujte.

Bonus Naleznéte tvar krivek v grafu pomoci analytickych metod (integraci
diferencidlni rovnice).

Pouzitim kompetitivniho Lotkova-Volterrova modelu simulujte vyvoj dvou sou-
pericich populaci s omezenou populaéni kapacitou (napr. kdané lesni a postolka
obecnd) pro tyto hodnoty parametri: r = 0,8, I, = 0,2, kx = 2,0, r, = 0,6,
Ik = 0,3, kp, = 1,0. Pocatecni populace volte jako k = 0,01, p = 1,0. Poté zméii-
te interakcni koeficienty na Iy, = 1,5 a I = 0,6, zbytek ponechejte. Vysledky
zaneste do jednoho grafu zavislosti velikosti populaci na case, diskutujte.
Ovérte diilezitost pivotizace. Vyreste soustavu

(" ) E)-0)

nejprve presné (na papite), poté s vyuzitim LU dekompozice s (¢dstecnou) pivo-
tizaci (vyuzijte néjakou knihovni funkci, napr. scipy.linalg.lu()), a nakonec
pomoci LU dekompozice bez pivotizace (to si budete muset sami naprogramo-
vat). Porovnejte vysledky x z jednotlivych metod a vysledky zpétného vyndso-
benf matic L' - U (resp. P- L™ - U v pfipadé s pivotizaci).

Meéjme nekonecny deskovy kondenzator se vzdalenosti desek L = 10 cm a napé-
tim mezi deskami U = 5V. Do kondenzéatoru vlozime uzemnénou elektrodu ve
tvaru nekonecné dlouhého hranolu s ¢tvercovou podstavou o hrané a = 2cm,
jejiz stred lezi | = 6,5cm od uzemnéné desky puvodniho kondenzitoru (tak,
ze lezi mezi deskami). Hranol je orientovdn tak, Ze jedna z jeho kratSich hran
je kolma k deskdm kondenzatoru. Naleznéte priibéh elektrického potencidlu
v kondenzatoru. Protoze je problém symetricky vii¢i posunu v ose rovnobézné
s nekonecnou hranou hranolu, staci jej resit v rezu kolmém k této ose, jde tedy
0 2D problém. V této roviné pak ziskany priibéh potencidlu také vykreslete.
K reseni miuiZete vyuzit program prilozeny k zadani.

Bonus Vypoctete a vykreslete také priibeh velikosti intenzity el. pole E.
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a) S vyuzitim kédu z Sestého dilu seridlu jsme spocetli ¢asovy vyvoj populaci koFisti
a predatora pro zadané parametry a pocdtecni hodnoty. Populaci preddtora
jsme pak vykreslili jako proménnou zéavislou na populaci kofisti. Vysledny graf
je na obrazku Bj.
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Obr. 85: Vyvoj populace preditora a koristi pro ruzné poc¢atecni podminky.

Jelikoz jsou teseni Lotkova—Volterrova modelu predator—kotist periodickd, do-
stdvame v roviné xy uzaviené krivky. Vidime, ze pripad s vysokou pocatecni
populaci predatora predvida, ze v dusledku nedostatku koristi klesne béhem
vyvoje populace predatora do velmi nizkych hodnot. Také si vSimneme ne-
pravidelného tvaru kiivky. Pro druhou volbu pocatec¢nich hodnot je kiivka jiz
pravidelngjsi a pro tieti volbu je témér elipticka. Dalsim postfehem je, zZe se
kiivky nektizi — kdyby tomu tak nebylo, neméla by soustava diferencidlnich
rovnic jednoznacné feseni.

Protoze se kiivky nekfizi a jsou uzaviené, postupnou zménou pocatecnich po-
pulaci mizeme dokonvergovat do jednoho bodu. Jednd se o staciondrni bod

(z,y) = (Ds/rsyrm/Dm) = (2,0;0,8) .

Pokud tedy nastartujeme simulaci pobliZ tohoto bodu, dostaneme témér eliptic-
ké krivky, nebot pro malé zmény populaci mtizeme Lotkovy—Volterrovy rovnice
nahradit harmonickym oscilatorem, jehoz fesenim ve fadzovém prostoru jsou
pravé elipsy. Casovy vyvoj probihd proti sméru hodinovych rudicek.

Resen{ bonusové tlohy zaéinid vydélenim diferencidlni rovnice pro predétora
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rovnici pro korist. Diferencidly casu se zkrzitiE a dostaneme jednu rovnici

dy _ y(ryz — Dy)

dz ~ z(r« — Dxy)
Na pravé strané jsme rovnou provedli v étknutl aby bylo zfejmé, ze rovnici lze
Fesit separaci proménnych. Integrujeme

x X —D
/dyﬂ:/dxwiy.
Yy xT

ODbé strany maji podobny tvar, podivejme se proto jen nalevo. Integral z Dy je
trividlné y Dy, integrace r«/y vede na rx Iny. Nezapomeneme na konstantu a do-
staneme

relny — Dyy =ryx — Dylnz + C.

V tomto tvaru jiz rovnici nechdme, nebot nema analytické feseni. Kdybychom
byvali chtéli, mohli jsme numerické feseni Lotkovych-Volterrovych rovnic vyne-
chat a pouzit rovnou toto exaktni reseni, pouze bychom museli urcit konstan-
tu C' z pocatecnich podminek.

Zde i v seridlu jsme zminili, Zze pobliz staciondrniho bodu se feseni chova stejné jako
harmonicky osciladtor. Padlo u toho slavko ,linearizace“. Linearizaci se mysli rozvoj
feSeni okolo staciondrniho bodu do prvniho (linedrniho) fddu. Abyste si nemysleli, ze
se jednd o néjakou magii, ukdzeme si zde odvozeni. PiSeme z(t) = zo + z1(t), kde
zo je souradnice staciondrniho bodu, na ¢ase samoziejmé nezavisld, a x1(t) je na Case
z4visld odchylka o staciondrni polohy. Podobné pro y(t). Po dosazen{ do Lotkovych—
Volterrovych rovnic mame

#1 = rx(z0 + 21) — Dx(z0 + 1) (yo + v1) -

Pouzili jsme zde znaceni casové derivace teckou. Jelikoz odchylky od stacionarniho
bodu jsou malé, mizeme zanedbat ¢len zj1y; a po dosazeni zndmych hodnot xg, yo
nam zbude

1 = rxx1 — Dxxoy1 — DxT1y0

v x
=rxx1 — Dx—y1 — Dxx1—
Ty Dy
D« D.
y
= Y1,
Ty
. TxTy
Yy = X1 .
DX

Prvni rovnici zderivujeme podle ¢asu a napravo dosadime z druhé rovnice. Podobnou
operaci udélame s druhou rovnici a dostaneme rovnice harmonického oscilatoru

1 +rxDyx1 =0,
g1 +rxDyy1 =0.

36Mozna uz jste nekde zaslechli, ze za vyroky typu ,dz se ndm vykrati* se vyhazuje z Matfyzu,

zv1ast pokud studujete néjaky matematicky obor. Je pravda, ze diferencidly jakozto samostatné
matematické objekty délit nelze (operace neni definovdna), ale v Leibnizové notaci miizeme déat

delem diferencidlti dobry vyznam na zékladé fetézového pravidla

dy(=z(t)) _ dy d;

dx
37 A tady uz jako miZeme pracovat s dlferenaaly jako se zlomkem7“ Ne. Jedna se opét

o Fetézové pravidlo. Jak zde bylo pouzito, vim nechdame na rozmysleni.
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Vsimnéte si, ze frekvence /rxDy zavisi pouze na parametrech, které nevystupuji
v interakénich ¢lenech.

b) Kompetitivni model vyzaduje pouze pfidani jednoho koeficientu, tpravu pred-
pist diferencialnich rovnic a vystupu z funkce, jinak se simula¢ni kéd nijak nelisi
od predchoziho pripadu. Pro dané koeficienty jsme dostali graf na obrazku B6.

2.0 : : e -
-
.
,
’
’
15f S
7
i
i
N — kane 1
@«
& ! — postolka 1
& 0| ' P |
§ N K -- kane2
N - - postolka 2
A
‘\
I’ N
05} PN
<
1 Y
’ Y
, N
’ ‘\
0.0 == - L LT -
0 20 40 60 80 100

Obr. 86: Casovy vyvoj dvou soupeficich populaci s riiznymi interakénimi
parametry.

Pro malé hodnoty interakénich parametri se velice rychle ustanovi rovnovaha.
Presné velikosti populaci, ke kterym feSeni konverguje, ziskdme vypoctenim
polohy stacionarntho bodu

kx — Inyky ky — Lyxkx \ .
= : = (1,915;0,426) .
(.23, y) ( 1— Ixylyx I 1— Ixylyx ( 59 53 Oa 6)

Pro druhou volbu parametrii dostaneme staciondrni bod (z,y) = (5,0; —2,0).
Vidime, ze zde jiz nemuze dojit ke konvergenci ke staciondrnimu bodu, proto-
ze v ném vystupuje zaporna hodnota. Druhd populace proto pomérné rychle
(exponencialné) konverguje k nule a prvni populace ke svoji nosné kapacité.
Kdybychom volili v druhém pripadé I,k = 0,5 misto 0,6, dostali bychom speci-
alné stacionarni hodnotu y = 0 a druhé populace by se v limité ¢ — oo chovala
jako 1/t, coz je pomalejsi pokles nez ten, ktery pozorujeme s pivodnimi para-
metry.
Za povsimnuti také stoji, ze pokud jsou organismy schopny koexistovat, jejich
populace muzZe byt pro uréité hodnoty parametri (napf. i v této tloze) v souc¢tu
vetsi, nez kdyz jedna z populaci vyhyne.

¢) Ozna¢me matici soustavy se zadani jako A a vektor pravych stran b. Nejprve
provedeme LU dekompozici na papite, budeme pfitom postupovat dle algoritmu
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predstaveného v seridlu. Protoze mame matici 2 x 2, bude L = L;. Jediny
netrividlni prvek je lo1 = az1 /a1 = 10%°. Matice L tedy je

1 0
L= (1020 1)
o (1 0
L= (1020 1) :

Matici U bychom dokézali spocitat sou¢inem U = LA, maticové ndsobeni je
ale niro¢na operace (alespor pro matice vyssiho fddu, ale i pro 2 x 2 matice
bychom potfebovali 8 ndsobeni), k problému tedy pfistoupime jinak. Z popisu
algoritmu je jasné, ze prvni fadek bude mit matice U shodny s matici A. Pro-
toze nasim cilem bylo vynulovat prvni sloupec pod diagondlou, bude uz; = 0
(matice znacime velkym pismem, jejich prvky malym). Zbyvajici prvek vypoé-
teme pravidlem pro maticové nasobeni, protoze mé ale kazda z matic Li na
kazdém tadku jen dva nenulové prvky, z nichz jeden je jednicka na diagonéle,
redukuje se maticové nasobeni na agf) = aif_l) — likag;_l) Vi,j > k. V naSem
pripadé tedy plati w22 = a22 — l21a12 a matice U je
10720 1
U= < 0 1—102O> '
Nyn{ vypoéteme vektor x, tedy vyfesime rovnice L™y = b a Ux = y. Protoze

matice jsou v trojihelnikovém tvaru, mizeme pouzit metodu doptedné a zpétné
substituce, jak jsme si ji predstavili v seridlu. Plati tedy rovnice

a hledand matice L™! je

b1
=—=1,
o I
ba — 1l
Yo = 2 — Y1t21 _ 71020’
l22
20
S R
u22 1020 -1
Y1 — Ta2U12 10%°
xr1 = = )
U111 1-— 1020

vysledek tedy je

Q

1020
_ | 1=1020 -1
X = 1020 ( 1 > :
1020 -1

Lehce si pak také ovéiime, ze LU = A.

Nyni v Pythonu provedeme LU rozklad s ¢astecnou pivotizaci. Pouzijeme k to-
mu metodu scipy.linalg.lu(). Z jeji dokumentace zjistime, zZe ma jeden po-
vinny a tfi nepovinné parametry. Povinnym parametrem je matice A, kterou
chceme rozlozit, nepovinné parametry ménit nebudeme. Déle se z dokumentace
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dozvime, ze metoda provede rozklad A = PLU, kde P je permutacni matice
(reprezentace pivotizace), L je dolni trojihelnikovd matice (to, co zde znaci-
me L™') a U horni trojihelnikova matice. Tyto tii matice metoda vraci v tomto
poradi. P¥i pouziti LU rozkladu s ¢dsteénou pivotizaci dostaneme stejné®d (tedy
spravné) vysledky, jen kvuli pivotizaci nyn{ mdme rozklad PL7'Ux = b, pfi
hledéni x tedy musime nejprve vypocitat b= P 'b=P"b, kde PT je trans-
ponovand permutaéni matice. Tim soustavu pievedeme do tvaru L™ 'Ux = B,
ktery uz umime resit.

Nakonec provedeme LU dekompozici bez pivotizace. V podstaté jde o stejny po-
stup, jaky jsme pted chvili provadéli na papite, tentokrat jej ale chceme pocitat
se strojovou presnosti a ne presné. Jeho provedenim zjistime, Ze matice L je
stejné, jako v pfesném vypoctu, protoze pri jejim vypoctu pouze délime, coz
je z hlediska numerickych chyb bezpecnd operace. Pokud bychom ale pocitali
vetsi matici nez 2 X 2, pak by vypocet Ly obsahoval i od¢itani, chyby by se tedy
objevily i zde. Matice U ale jiz nyni vypadé

10720 1
U‘< 0 —1020>'

Na prvni pohled jde o velmi malou relativni chybu jen v jednom z prvkt matice,
jak ale uvidime, tato chyba zpusobi velkou chybu vysledku. Zpétnym vynéso-

benim totiz dostaneme 2
Ly (107201
v ( 1 0) ,

coz neni puvodni matice A. Jesté vyraznéjsi chyba je v x, ktery nyni je

()

Jasné tedy vidime, ze LU dekompozice bez pivotizace je numericky nestabilni.
Skript priloZzeny k zadéni fesi velmi podobnou tlohu, pouze misto elektrody
ve tvaru hranolu mé elektrodu ve tvaru nekonecné vysokého valce, skript te-
dy potiebujeme lehce modifikovat. Nejprve si vSimneme, Ze potencial na horni
desce je 1V misto 5V, coz lehce upravime v definici pravé strany zobecnéné
Dirichletovy podminky v oblasti horni desky, tedy na fadku 39. Déle potie-
bujeme upravit rozméry simulované oblasti. Toho lze docilit tpravou hodnot
h, X0 a YO0, v nasem pripadé je ale jednodussi prosté v popisku grafu zamé-
nit metry za centimetry® Hodnota h, vyjadiujici vzdalenost dvou sousednich
bodti mrizky, nyni nebude v metrech, ale v centimetrech. Nakonec nahradi-
me vélec hranolem, tedy zménime oblast, kde aplikujeme Dirichletovu okra-
jovou podminku. Toho docilime zménou podminky na tadku 44, kde vyraz
(j-Ny/4) **2+(i-Nx/2) **2<=Ny/5 (podminka na to, ze bod mfizky (i,j) le-
zi v kruhu o poloméru /Ny/5 a stiedu (Nz/2, Ny/4)) nahradime vyrazem

38Matice L™ a U jsou kvili permutaci samozfejmé zcela jiné.
39V pifpadé obecné Poissonovy rovnice bychom si museli ddt pozor i na spravné preskalovani
hodnot na pravé strané.
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abs(j-3.5/h)<=1.0/h and abs(i-Nx/2)<=1.0/h, podstava hranolu tedy bu-
de mit stranu délky 2 cm a jeji stfed bude vzdalen 3,5 cm od horni desky (tedy
6,5 cm od spodni, uzemnéné desky). Protoze je kondenzator nekoneény, muzeme
hranol v z-ovém sméru umistit kamkoliv, nejlepsi je ale umistit jej doprostied
simulované oblasti, jednak abychom vystihli symetrii tilohy, jednak abychom
byli co nejdale od kraju, kde pouzivime von Neumannovu podminku, tak, aby
tato podminka byla fyzikalné co nejvice opodstatnéna.

Zbyvaji dva volné parametry simulace Nx a Ny, tedy pocet bodt mrizky, na kte-
ré simulujeme. Pokud obé hodnoty nechdme na vychozi hodnoté 100, coz, jak
jisté uzndte, neni nijak zazracné rozliseni, bude matice soustavy Fadu 10000,
protoze pro kazdy bod mfizky budeme mit jednu rovnici. Matice tedy bude
mit 100000000 prvki, pokud kazdy z nich bude typu double, tedy zabere 8 B
paméti, celd matice zabere cca 800 MB. I s takto malym rozliSenim (navic pou-
ze ve 2D) jsme na hranici moznosti bézného pocitace (typickd velikost paméti
RAM je nékolik GB). Nastésti je tato matice velmi Fidka, ¢ehoz lze vyuzit
a uSetfit tak pamét, je pak ale tfeba pouZit specidlni (pfevazné iterativn{) me-
tody pro reseni dané soustavy. Pokud mame program spravné nastaven, zbyva
jej pouze spustit. Vyslednou mapu potencidlu vidime na obrazku B17.

10 5
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Obr. 87: Rozlozeni elektrického potencidlu v fezu kondenzitorem.

Elektrickou intenzitu pak vypocitdme ze vztahu E = — grad ¢, musime tedy
zjistit prvni derivace v obou smérech. Nejjednodussi je vyuzit dopredné dife-
rence, napi. pro xz-ovou slozku miizeme psat Ex=-(phi[:,1:]-phi[:,:-1])/h,
kde phi=x.reshape((Ny,Nx)). Vyraz vyse iikd, ze od pole s ufizlym prvnim
sloupcem odeéteme pole s ufizlym poslednim sloupcem (prvek po prvku), v kaz-
dém prvku tedy od sebe odeCteme hodnoty sousednich bunék v fadku, coz
odpovidé dopredné diferenci. Pole Ex tedy bude mit o jeden sloupec méné,
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nez pole phi. Obdobné provedeme dopfednou diferenci v y-ovém sméru, ta
zase bude mit o jeden fddek méné. Abychom ziskali velikost, potfebujeme (pr-
vek po prvku) provést E_size=np.sqrt(Ex*Ex+Ey*Ey). To se ndm ale nepo-
dafi, protoze Ex a Ey maji jiny tvar. V obou polich tedy musime dodatec-
né umazat jeden (posledni) sloupec, resp. fadek. Vysledné piikazy tedy jsou
Ex=-(phi[:-1,1:]1-phil[:-1,:-1])/h a Ey=-(phi[l:,:-1]-phi[:-1,:-1])/h
Dalsi moznosti je nahlédnout do dokumentace NumPy a zjistit, ze nabizi me-
todu numpy.gradient (), kterd piimo vraci gradient dodaného pole. Pocité jej
pritom centrovanou diferenci tam, kde to lze a dopfednou nebo zpétnou dife-
renci u kraji. Vysledek je tedy presnéjsi, nez co jsme spocitali my, navic ma
stejny pocet fadku a sloupct, jako puvodni pole phi.
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Obr. 88: Rozlozeni velikosti intenzity el. pole v fezu kondenzatorem.

Vyslednou velikost intenzity el. pole vidime na obrazku @ Vsimnéme si, ze in-
tenzita je nejvyssi u rohu elektrody, pozorujeme znamy efekt ,srseni“= Kromé
téchto oblasti je nejvyssi intenzita v oblasti, kde je mezi uzemnénou a neu-
zemnénou elektrodou nejmensi vzdalenost. Jde o ocekavany vysledek, nebot se
zde potencidl musi zménit na kratkém tseku, jeho derivace tedy bude velka.
Tyto dva jevy hezky ilustruji, pro¢ blesk pfi boufce ¢asto uderi do vysokych
a (relativné) spicatych objektu, jako jsou tfeba kominy a osamélé stromy.

40y pripadé presného feseni je pfimo na rohu dokonce nekone¢nd, nicméné my zde pocitame
pouze aproximaci na m¥izi o koneéném poétu bodi, proto dostdvame konecné hodnoty. Pokud
zvysime pocet bodu mrfize, intenzita v bodech nejblize k hrandm skutec¢né roste do nekonecéna.
V redlné fyzice dokonalé hrany ovsem neexistuji, ale nabity ,hrot jehly* se skuteéné vyuziva na
dosazeni vysokych intenzit.
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Podzimni soustredéni v Zelené Lhoté

& Akce FYKOSu

ig)

Podzimn{ soustredéni probéhlo v Zelené Lhoté ve dnech 23. 9.-1. 10. 2016.

Organizatori

Filip Ayazi, Jachym Bartik, Markéta Caldbkové, Michal Cervendk — kdpo, Daniel
Dupkala, Jakub Dvorak, Erik Hendrych, Jakub Jambrich, Karel Kolar, Mikulas
Matousek, Maté&j Mezera, Michal Nozi¢ka, Daniela Pittnerové, Stépan Stenchlik,
Jakub Safin, Luk4s Timko

Uéastnici

Karel Balej, Dominik Betio, Vit Beran, Katarina Castulikové, Lubor Cech, Martina
Dankova, Tomas Dulava, Robert Gemrot, Marie Grunova, Ivan Hudédk, Katefina
Charvatova, Marek Jankola, Patrik Kasparek, Radka Ktizova, Lucie Kundratova,
Karolina Letochové, Viktor Materna, Josef Minafik, Zuzana Richterova, Katerina
Rosicka, Pavla Rudolfova, Jakub Ruzicka, Hana Slamova, Jakub Smolka, Marco
Souza de Joode, Martin Vaviik, Eva Vochozkova, Jifi Zelenka

Experiment s difrakci svétla.
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Ucastnici zajali jednoho z povstale.

Legenda

Jaké je vase nejtajnéjsi, nejniternéjsi prani? Co kdybychom vam fekli, ze v okoli
byvalé jaderné elektrarny, ve stfedu tzv. Zény, zZije entita, kterd je dokaze plnit?
Je ale potreba se k ni nejprve dostat, coz bude obtizny tkol, nikdo zivy ji totiz
nikdy nevidél. Pfesné o to se pokusila parta 28 dobrodruht. Museli se vyporadat
s kazdodennimi strastmi zivota v Z6né, jako viubec ziskat povoleni k pobytu nebo
opatfit si svého mutanta jako domaciho mazlicka. Pti hledédni stfedu Zény malem
naletéli na lécku védcu, ktefi je pouze chtéli vyuzit ke svym vlastnim plantm,
jednou je setkdni s frakci povstalci dokonce stdlo zivot. Ti nejvytrvalejsi se ale
preci jen nakonec do stfedu Zoény dostali. A co si prdli? To vi jen oni a Zoéna...

Jarni soustfedéni v Zasece

Podzimni sousttedéni probéhlo v Zasece u Radostina nad Oslavou ve dnech 3. 4.—
10. 4. 2018.

Organizatori

Filip Ayazi, Jachym Bartik, Markéta Caldbkova, Michal Cerverigk, Jakub Dolejs,
Daniel Dupkala, Jakub Dvotak, Jakub Jambrich, Karel Kolar, Mikulds Matousek,
Matéj Mezera, Kristina Nesporové, Filip Pastierovi¢, Daniela Pittnerova, Stépan
Stenchlék, Lukas Timko
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Uéastnici

Jachym Bares, Jan Benda, Marko Bermell, Katarina Castulikovs, Lubor Cech,
Tomés Cerveri, Martina Daiikova, Robert Gemrot, Marie Grunové, Soiia Husdkova,
Katetrina Charvatova, Marek Jankola, Jindfich Jelinek, Patrik Kasparek, Vojtéch
Klimes, Radka Ktizovéa, Lucie Kundratova, Karolina Letochova, Viktor Materna,
Simon Pajger, Katefina Rosickd, Pavla Rudolfové, Hana Sldmova, Marco Souza de
Joode, Sarka Stépankova, Martin Vaviik, Eva Vochozkova, Jifi Zelenka

Ucastnici pii hre.
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Legenda

K vycviku ve stredisku Zaseka bylo pozvano 28 novych rekrutti, aby se z nich stali
agenti tajné sluzby Agentura FYKOS 7. V pribéhu vycviku se napiiklad naudili
plizit v noci stfezenou oblasti, ¢i znovu skladat jiz skartovany dokument. Vycvik
byl ale necekané prerusen zpravou, ze na ustfedi AF7 byl spadchan ttok a oni jsou
nyni jedini ptrezivsi ¢lenové Agentury. Zahy se jim podafilo vypatrat, ze byl utok
veden z okoli Ria de Janeira, kde shodou okolnosti probihala védecké konference.
Kufr s védeckymi vysledky ale odletél do jiné destinace, rekruti tedy museli v ramci
experimentalniho odpoledne v improvizovanych podminkéch ziskat vysledky nové.
Na konferenci narazili na stopu, jez je pres Marshallovy ostrovy a kasino v Macau
zavedla az k hledanym teroristum. Ti ale rekruty dostali do 1é¢ky a postavili je
ptred volbu — bud se vSichni rekruti obétuji, nebo zamoti celé mésto biologickou
zbrani. Poté, co vSichni rekruti rozkousli svoji kyanidovou kapsli, vesel do mistnosti
séf vycviku a rekrutim pogratuloval ke zdarné slozené finalni zkousce. AF7 se tak
Gspésné rozrostla o nové agenty.

FYKOSi Fyziklani

Soutézici pred zacatkem hry.

12. roénik FYKOSiho Fyziklani probéhl v patek 16. 2. 2018. Kategorie B a C sou-
tézili v budovach Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy na Karlové
a kategorie A v prostorach Hotelu Duo, kde byla zaroven ubytovand vétSina sou-
tézicich. Soutéze se zucastnil rekordni pocet 135 tymu. Letos se historicky poprvé
dcastnily i tymy mimo CR a Slovenska, kteff soutézili v angli¢ting. Byli to Reta-
mar Physics Team ze Spanélska, RKG Hello-IT z Lotysska a Patkins z Makedonie.
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Vsechny t¥i zahrani¢ni tymy soutézily v kategorii A. Ceské a slovenské tymy byly
rozrazeny do kategorif podle roéniku studia jednotlivych ¢lent. V kategorii A (tedy
kategorii nejstarsich) zvitézil tym Pozitrény ve slozeni Matis Kopunec, Mikul4s
Mikula, Marek Kadlec¢ik, Robert Jurco a Martin Babaca (vSichni Gymndzium Lu-
dovita Stira, Trenéin). V kategorii B vyhral tym Hawkingovo zdreni z Gymnézia
Brno, tf. Kpt. Jarose, v kategorii C se z vitézstvi tésil tym Dasdk z Gymnazia
Dasicka, Pardubice.

Pravidla

Soutéze se Gcastni druzstva s nejvyse péti ¢leny. Na zacatku soutéze dostane kaz-
dé druzstvo sedm piikladu. Za tspésné vyreseny piiklad si druzstvo pripise pocet
bodu, ktery zavisi na poctu pokust potrebnych k jeho vyreseni. Déle si od orga-
nizdtoru vyzvedne novy priklad. Samotna soutéz probihd 3 hodiny a jejim cilem
je samozrejmé ziskat co nejvétsi pocet bodi. Presna pravidla jsou k dispozici na
webovych strankach seminéafre.

Vysledky
Stredoskolaci A
1.  Gymnézium Gymnézium Ludovita Stdra, Trenéin 189 b.
2. Gymnézium Grosslingova, Bratislava 177 b.
3. Gymnézium Olomouc-Hejc¢in 168 b.

Stredoskolaci B

1.  Gymndazium Brno, ti. Kpt. Jarose 163 b.
2. Gymnézium Postova, Kosice 142 b.
3. Gymnézium Christiana Dopplera, Praha 137 b.
Stredoskolaci C

1.  Gymnazium Dasické, Pardubice 112 b.
2. Gymnéazium Legionéit, Piibram 106 b.
3. Gymnéazium Brno, t¥. Kpt. Jarose, Gymnazium Nad Stolou, 101 b.

Praha

Ve vysledkové listiné jsou pouze nejlepsi tymy. Kompletni visledkovd listina véetné
bodovdnt jednotlivgch uloh je na nasich weboviych strdnkdch.
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Vitézné tymy prebiraji ceny.

Fyziklani online

Letos probéhl jiz sedmy roc¢nik internetové soutéze Fyzikldni online. Konal se ve
stfedu 29. 11. 2017. Do soutéze se aktivné zapojilo 129 ceskych a slovenskych
stfedoskolskych tymu, 91 zahrani¢nich stfedoskolskych tymu a 39 tymu v kategorii
open, celkem tedy 259 tymu sestavajicich z 1157 ucastniki. Tim se prekonal lonsky
rekord v poctu zucastnénych o celych 9 tymu.

Celkovym vitézem se stal tym FtdaKopySk -fks.sk z kategorie open se ziskem
267 bodi. Na druhé pricce se umistil tym Lundehund has sixz toes z kategorie open
s 226 body a treti pozici obsadil tym SuperPentaPhosphate se 188 body, ktery
soucasné vyhral kategorii zahrani¢nich stfednich skol. Vitézem kategorie A ¢eskych
a slovenskych stfedoskolakti se stal tym Vypinaci Hejcin se 141 body, ¢imz se
umistil na celkovém sedmnactém misté a prvnim misté mezi stfedoskolskymi tymy.
Ziskem 124 bodu se tym Hawkingovo zdreni dostal na prvni misto v kategorii B
a celkové 24. misto. Z tymu kategorie C na prvni pricku dosdhl tym #7To je na
vds. :J» , ktery ziskal 94 bodu a celkové tedy skonéil na 43. misté.

Pravidla

Na zacatku soutéze kazdy, maximélné péticlenny, tym obdrzel sedm tloh s jed-
noznacnym c¢iselnym vysledkem. Po zadani spravného vysledku do internetového
systému ziskal tym zadani nasledujici dlohy. Soutéz trvala 3 hodiny, pfi¢emz v pri-
béhu soutéze probéhla také pulhodinova hurry up ¢ast, v niz byly tlohy rozdéleny
do t¥i fyzikalnich témat a vytreseni kazdé ulohy bylo hodnoceno bonusovymi body.
Jelikoz se soutéz konala pres internet, byly vsechny pomucky povoleny. Zakdzana
vsak byla komunikace s lidmi mimo soutézni tym.
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Vysledky
Stredoskolaci A
1.  Vypinaci Hejc¢in 141 b.
2. Achtung Wurmloch! 129 b.
3. Fanatickd pétka 128 b.
Stredoskolaci B
1. Hawkingovo zafeni 124 b.
2. Dd_d DODIRETIDE D @_@ D 95 b.
3.  Samani 92 b.
Stredoskolaci C
1. #To je na vés. :|» 94 b.
2. Gymspitacka elita 88 b.
3. Holub pitomy 82 b.

Zahranic¢ni stredoskolaci

1.  SuperPentaPhosphate 188 b.
2. SCI-TECH 185 b.
3. Carmel CornSUPERSTARs EKiB4REAE 181 b.
Open

1. FtaKopySk -tks.sk 267 b.
2. Lundehund has six toes 226 b.
3. Omep £6e1 Hel€an 182 b.

Ve vysledkové listiné jsou uvedeny pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkovd listina
véetné bodovdni jednotlivijch tloh je k nalezeni ma webovych strankdch soutéze
https://online. fyziklant.cz/cs/stats/.

Fyzikalni Naboj

V tomto skolnim roce FYKOS organizoval ve spolupraci se slovenskym FKS uz
potieti soutéz Fyzikalni Naboj. Letos se konal v patek 20. fijna. Naboj je soutéz,
kterd probihd podobné jako FYKOSI Fyziklani — 5¢lenné tymy béhem dvou hodin
fesi fyzikalni tlohy, pfricemz se snazi ziskat co nejvice bodu za spravna feseni.
Kromé kratsiho casu na feSeni tloh se Naboj od Fyziklani lisi i po¢tem bodu
za spravny vysledek — za ten soutézici ziskaji vzdy jen jeden bod a za Spatnou
odpovéd nedostavaji zddnou penalizaci. Soutéz probiha soucasné na vice mistech,
tento rok se konala v Praze, Ostravé, Bratislavé, Kosicich, madarské Budapesti
a polském Gdansku. V Praze jsme i tento rok soutéz organizovali na Gymnéziu
Christiana Dopplera. Organizovali jsme také soutéz v Ostravé, a to na Gymnéziu
Ostrava-Zabreh.

Za Ceskou republiku soutézilo celkem 63 tymil. Na zdkladé véku byly rozdéleny
do dvou kategorii — Juniofi a Seniori.
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Vitézné tymy, kat. Seniofi

1. (3.) Gymnézium Christiana Dopplera, Zborovska 45, Praha 5

2. (7.)  Gymnézium, Tomkova 45, Olomouc - Hejé¢in

3.(9.) PORG - gymnazium a zdkladn{ skola, o.p.s., Lindnerova 3, Pra-

ha 8

zné tymy, kat. Juniori

1. (1.) Gymnéazium, tiida Kapitdna Jarose 14, Brno
2. (2.) Gymnéazium Jihlava, Jana Masaryka 1, Jihlava
3. (5.) Gymnézium, Jirovcova 8, Ceské Budgjovice

V zdvorkdch je uvedeno poradi v radmci mezindrodniho Zebricku. Kompletni vysled-
kovou listinu najdete na webu soutéZe (https://physics.naboj.org).

Tyden s aplikovanou fyzikou

Po ro¢ni pauze jsme opét uspordadali Tyden s aplikovanou fyzikou, a to tentokrat
po Ceské republice diky financim ziskanym v rémci Podpory nadanych 78kt z4-
kladnich a stfednich skol. Hlavn{ pointa TSAFu je umoznit G¢astnikiim kontakt se
soucasnymi Spickovymi védeckymi pracovisti a soucasné s misty, kde se vyuzivaji
riizné aplikované formy fyziky. Akce se konala 19. az 25. listopadu 2017. Ucastnici
byli ubytovani v hostelu v centru Prahy, ze kterého kazdy den jezdili na ruzné pra-
covisté zabyvajici se fyzikou. Akce se ztucastnilo 20 stfedoskoldkiu. Akci podporila
skupina CEZ.

Organizatori
Karel Kolaf (vedouc akce), Markéta Calédbkové, Michal Cervenak, Daniel Dupkala,
Erik Hendrych, Daniela Pittnerova, Stépan Stenchldk, Luk4s Timko.

Uéastnici
Karel Balej, Vit Beran, Lubor Cech, Marie Grunovéa, Adéla Hankova, Marek Jan-
kola, Patrik Kasparek, Lucie Kundratova, Karolina Letochové, Tereza Pavlisova,
Jana Pekarova, Daniel Pitondk, Katefina Rosickd, Pavla Rudolfova, Jakub Ru-
7i¢ka, Dominik Stary, Sarka Stépankova, Ladislav Trnka, Martin Vaviik, Eva Vo-
chozkova.
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Exkurze v reaktoru Vrabec.

Jak akce probéhla?

Prvni den jsme se sesli na ubytovani a prejeli na Matfyz do Troji na Gvodni akti-
vity. Po byrokratickych zélezitostech nésledovaly seznamovaci hry, aby se poznali
jak ucastnici mezi sebou, tak se seznamili i s organizatory. Také byl vénovan cas
ruznym deskovym, spole¢enskym a karetnim hram, pro které byl pak prostor i dalsi
vedery na hostelu. Uastnici se tak nap¥iklad snazili nalézt léky na vSechny choroby
v ramci jedné hry, coz se jim ne vzdy podarilo.

Druhy den probéhla névitéva Astronomického tistavu AV CR v Ondiejové. Ta
byla zpestfend zejména necekajicim autobusem na zpozdény vlak, coz cestu do
Ondrejova protahlo o dvé hodiny. Nicméné jsme se vitézoslavné dostali na misto
a mohli jsme si prohlédnout nékolik mistnich pracovist véetné nejvétsiho daleko-
hledu v CR.

V tdtery byl na programu Den s experimentalni fyzikou, o kterém si muzete
precist v dalsim c¢lanku.

Ve stredu jsme jeli do Liberce. Hlavnim cilem tohoto dne byla iQLANDIA,
coz je jedno z téch vétsich Science Center v Cesku. Réno jsme zacali program
workshopem na téma Jaderna energie. Po obédé bylo dost ¢asu na to si projit
alespon ¢ast expozic iQLANDIE a na zavér jsme shlédli porad v planetariu. Tim-
to dékujeme vedeni iQLANDIE, které ndm navstévu poskytlo zdarma. Den jsme
zakoncili v prilehlém akvaparku a v podvecer jsme se vratili na ubytovani.

Ve ¢tvrtek byl dopoledni a odpoledni program zajistén v ramci Dne otevienych
dveri Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy. Podvecernim programem
byla fakultativni prochézka historickym centrem mésta, kudy chodili a kde zili
slavni fyzikové jako Albert Einstein ¢i Ernst Mach.
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Péteéni program probihal v rdmci komplexu v Rezi — na UJV Rez, a. s. a na
Ustavu jaderné fyziky AV CR. Ugastnici byli rozdélen{ do dvou skupin. Obé sku-
piny navstivily jeden z reaktori — maji zde jak lehkovodni reaktor ,nulového vyko-
nu“, tak reaktor s tepelnym vykonem 15 MW. Dalsi pracovisté pak byly naptiklad
tandetron ¢i cyklotron. Zejména tento den hodnotili icastnici velmi pozitivné, pro-
toze se dostupnou formou dozvédéli o mnoha zajimavostech spojenych s jadernymi
reaktory a jadernym zafenim, se kterymi se jinak nemohou jen tak setkat.

Akce pak byla zakoncena zavéreCnymi aktivitami na Matfyzu v Troji.

Den s experimentalini fyzikou

Den s experimentaln{ fyzikou (DSEF) je kazdoro¢ni akce FYKOSu, kterd umoztiuje
stredoskoldkim nahlédnout do fyzikédlnich laboratori. Letosni Den s experimentalni
fyzikou probéhl v atery 21. 11. 2017 v Praze a to v priubéhu tydne, kdy probihala
akce Tyden s aplikovanou fyzikou. DSEFu se ztacastnilo 32 stfedoskolaku.

Akce zacala Givodnim slovem a prednéskou na téma nizkych teplot s ukdzkami
kapalného dusiku. V dopolednich hodinach studenti navstivili laboratore v budo-
vach MFF UK v Troji (V Holesovickéch 2). Mohli se tak dozvédét mnohé napiiklad
o nukledrni magnetické rezonanci, kfemikovych detektorech ¢astic v urychlovacich
¢i méfticich ptistrojich, které letély do vesmiru.

Na odpoledni program se ¢ast ticastnikt zastala v Troji a navstivila skolni reak-
tor VR-1, tzv. Vrabec, ktery je vjukovym zafizenim FJFI CVUT v Praze. Ostatni
Gcastnici se presunuli k velkému laseru PALS (Prague Asterix Laser System; FzU
AV CR a Ustav fyziky plazmatu v.v.i.) a vodnimu plazmatronu AV CR.

Ucastnici na exkurzi.
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Vikend s aplikovanou fyzikou

Vikend s aplikovanou fyzikou je akce, kde se setkaji studenti se zdjmem o fyziku
a spolecné stravi cely vikend. Tento rok zahajil pan prof. RNDr. Radomir Kuzel,
CSc. se svoji prednaskou Krystalografie a rentgenovd difrakce nejen ve fyzice. Na-
vétivili jsme Stefanikovu hvézdarnu a také jsme absolvovali prohlidku Nérodniho
technického muzea. V planu jsme méli i vecerni prochdzku po zdkoutich Prahy od
Petfina az po Karliv most, ale kvuli nepfiznivému pocasi se nekonala. Samoziej-
mé se nasel Cas i na zdbavu a ucastnici si mohli zahrat mnoho spolec¢enskych her.
Celou akci ukonéila navstéva Interaktivni fyzikdlni laboratore, kde jsme si mohli
vyzkouset mnoho zajimavych experimenti.

Uéastnici
Katefina Rosick4, Marco Souza de Joode, Robert Gemrot, Lubor Cech, Martina

Dankova, Marie Grunova, Daniel Pitonak, Jonas Havelka, Jindfich Jelinek, Hana
Slamové, Michal Holec, Jakub Pohly, Maros Bratko, Tomas Dulava.

Cyklus prednasek pro stredoskolaky

I letos se prednasky konaly v obou semestrech akademického roku a taktéz byly
nahriavany na Youtubet Proti pldnovanému poctu deviti prednések se jich nakonec
konalo osm (po ¢tyfech v obou semestrech).

Prvni ¢tverici prednédsek prinesli Daniel Slezdk a Dominik Beck. V prvni o Eu-
lerové metodé fezu se mohli posluchaci seznamit s uzitecnym myslenkovym postu-
pem, vhodnym pro feseni fady tloh z mechaniky. Na ni navazovala prednaska o ob-
vodech stfidavého proudu, kterd byla volnym pokracovanim prednések z elekttiny
a magnetismu, které doted probihaly kazdy semestr na nové téma. Nakonec na-
sledovala dvojice prednasek o termodynamice, ktera pokryla jak obecné principy
termodynamickych déji, tak chovani tepla.

V letnim semestru jsme se mohli seznamit s novymi prednésejicimi a také
novymi tématy. O ¢asticich prisel promluvit Michal Kristof, relativistické paradoxy
potom konec¢né vysvétlil Filip Kratky, pocitacové simulace rozebral a prakticky
ukdzal jeden z autoru letosniho seridlu Lukds Timko a nakonec Daniel Slezak
v zastoupeni Dominika Becka odprednasel Geometrické metody ve fyzice.

Celkové také tento ro¢nik zaznamenal pokles ucasti na poradanych prednés-
kach a i proto projekt dozna jisté zmény do dalsiho ro¢niku, které budou spocivat
zejména v rozsifeni naseho portfolia ¢innosti, o kterém se budete moci docist do
konce 1éta na nasem webu® V prvnim pololeti ptistiho roku se vSak pravidelné pred-
nasky budou konat i nadéle a jiz nyni vis na né srde¢né zveme. Archiv probéhlych
prednasek najdete na adrese: https://fykos.cz/akce/prednasky/archiv.

Lhttps://www.youtube.com/user/fykosak
2 nhttps://prednasky.fykos.cz/
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Kategorie prvnich rocniki

Poradi resiteli

jméno skola P
Student Pilny MFF UK 380

1. Robert Gemrot G Komenského, Havifov 306
2. Martina Dankovd Klasické a spanélské G, Brno 249
3. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha 208
4. Lubor Cech G Brno, tf. Kpt. Jarose 206
5. Patrik Kaspdrek Katolické gymnézium Trebic 180
6. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim 147
7. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha 97
8. Hana Sldmova G Brno, t¥. Kpt. Jarose 96
9. Karolina Letochovd G Sternberk 90
10. Sona Husdkovd G, Ceskolipska, Praha, 59
11. Adam Huistava European School Luxembourg II 42
12. Jan Raja G, Nymburk 35
13. Jiri Szotkowski G, Karvind 29
14. Michaela Valkova G Ceska, Bratislava 27
15. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina 25
16. Lucie Urbanovd G Chotébor 23
17. Ales Socha G a SOS, Frydek-Mistek 22
18. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice 10
19. Karolina Cervendkovd Evanjelické G JAK, Kosice 6
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Kategorie druhych rocniki

Poradi resiteli

jméno skola P

Student Pilny MFF UK 380

1. Martin Schmied G Jihlava 269

2. Jakub Jobus G PdC, Piestany 263
3.—4. Radka Krizovd G J. Heyrovského, Praha 209
3.—4. Viktor Materna G Brno, tf. Kpt. Jarose 209
5. Jan Benda G, Litoméricka, Praha 194

6. Martin Vavrik G, Sumperk 184

7. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 175

8. Jonds Havelka G Jirovcova, Ceské Budéjovice 148

9. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno 128

10. Lukds Hronek G, Pisek 85

11. Ewa Vochozkovd Biskupské G, Brno 81

12. Adam Grunt G, Trutnov 70

13. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 69

14. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 60

15. Matéj Holubicka G, SOS, SOU a VOS, Hotice 55

16. Aneta Vackovd Jirdskovo G, Nachod 53

17. Milan Tichavsky Slezské G, Opava 52

18. Adam Krivka Cyrilomet. G a SOS pg., Brno 51

19. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejé¢in 26

20. Viclav Svoboda G J. S. Baara, Domazlice 22

21. Jan Svoboda G J. S. Baara, Domazlice 20
22.-23. Sona Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. 19
22.-23. Filip Wagner G Tisnov 19
24. Daniel Krdtky G, Trutnov 18

25. Marek Nestéra G K. Sladkovského, Praha 16

26. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha 15

27. Marcel Zdenek SPS strojnickd a SOS profesora S 14

28. Lucie Ambrozovd G, Svitavy 13
29.-30. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. 10
29.-30. Filip Novotny G Jihlava 10
31. Lucia Krajcoviechovd G Jura Hronca, Bratislava 8

32. MERT UNSAL Bahcesehir HS for Sc and Tech, TR 2
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola P

Student Pilny MFF UK 344

1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 329

2. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 283

3. Ladislav Trnka G, Havlicktv Brod 257

4. Vojtéch Klimes G, Trebon 247

5. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstend 214

6. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hej¢in 174
7.—8. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikulas 171
7.—8. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 171
9. Josef Minarik G Brno, tr. Kpt. Jarose 166

10. Tomds Drobil G Dacice 163

11. Jiri Blaha G, Uherské Hradisté 141
12.-13. Marie Grunovd G Moravsky Krumlov 114
12.-13. Petr Zahradnik G dr. V. Smejkala, Usti n. L. 114
14. Marko Bermell Slovanské G, Olomouc 87

15. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. 7

16. Matej Mosko G Grosslingova, Bratislava 76

17. Tereza Prokopovd G Jura Hronca, Bratislava 74

18. Bibidna Hroncovd G Postova, Kosice 68

19. Karel Balej G a SOS, Rokycany 56

20. Katerina Charvdtovd G B. Némcové, HK 55

21. Samuel Amrich G Postova, Kosice 52

22. Jakub Riuzicka G, Nymburk 47

23. Veronika Vohnikovd Novy PORG, Praha 39

24. Mdria Polackovd G Velké okruzné, Zilina 29

25. Daniel Stanik G Unicov 25

26. Daniel Pitoridk G a SOSP, Céslav 20

27. On Tai Wu Li Po Chun UWC, Hong Kong 17
28.—29. Tereza Pavlisovd G, Olomouc-Hejé¢in 16
28.—29. Jaromir Sladkovsky PORG, Praha 16
30.—31. Adéla Foglarovd G, Spitélské, Praha 14
30.—31. Jakub Smolka Slezské G, Opava 14
32.-33. Zuzana Fialkovad Sunny Can. International Sch. 10
32.-33. Martin Skoudlil G T. G. Masaryka, Litvinov 10
34.-35. Dominik Beno G L. Svobodu, Humenné 9
34.-35. Jana Pekatovd G Volgogradska 6a, Ostrava 9
36. Kristyna Kamendrovd G, ndm. TGM, Zlin 6

37. Richard Vesely G, Budgjovicka, Praha 5

38. Michal Juza G, Benesov 3

39. Jakub Zemek G, Uherské Hradisté 1
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Kategorie Ctvrtych rocniki

Poradi resiteli

jméno skola p)
Student Pilny MFF UK 344

1. Simon Pajger G Velk4 okruznd, Zilina 277
2. Viktor Rosman G, Pelhfimov 243
3. Tomds Cerven G V. P. Tétha, Martin 198
4. Katarina Castulikovd 1. stkromné G v Bratislave 149
5. Tomds Dulava Mati¢ni G, Ostrava 134
6. David Némec G, Tanvald 109
7. Dominik Stary G, Benesov 66
8. Martin Repcik G, Olomouc-Hej¢in 64
9. Jachym Bares G, Olomouc-Hejé¢in 55
10. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov 41
11. Jdn Pavlech G sv. Jozefa Nové Mesto n. V. 40
12. Miroslav Hrabal @G, Olomouc-Hejé¢in 33
13. Jan Kucera G, Pisek 31
14. Sona Buresovd G J. Heyrovského, Praha 23
15. Filip Keller G P. de Coubertina, Tabor 20
16. Ondrej Bucek G Brno, t¥. Kpt. Jarose 17
17. Adéla Hankovd Prvni ceské G, Karlovy Vary 12
18. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen 9
19. Vit Beran Masarykovo G, Plzen 7
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DANIELA PITTNEROVA A KOLEKTIV

Fyzikalni korespondenc¢ni seminar
XXXI. ro¢nik — 2017/18

Predmluva: Daniela Pittnerova

Ndmeéty loh:
Karel Koldr (I.4, 1.5, 11.1, 11.2, 11.4, IL.P, II1.2, IIL.E, I1V.3, IV.5, IV.P, V.4,
V.5, V.P, VI.P), Miroslav Hanzelka (I.S, IL.5, IL.S, IIL.S, IV.S, V.S, VIL.S),
Matéj Mezera (1114, IV.2, IV.4, V.E, V1.1, V1.4, VLE), Lukéd$ Timko (I.S,
IL.S, IILS, IV.S, V.S, VLS), Jachym Bértik (IIL5, IV.4, V.3, VL3, VLE),
Michal Nozi¢ka (II.LE, II1.1, IV.1), Daniela Pittnerova (V.2, V1.2, V1.5), Michal
Cervendk (L.E, IV.E), Filip Ayazi (I1.3), Erik Hendrych (I.P), Michal Koutny
(I.2), Jozef Liptak (V.1), Mikulas Matousek (I.3), Ales Podolnik (II1.3), Jakub
Slama (IT1.P), Tereza Steinhartova (I.1), Stépan Stenchlik (VI.E),

Autori resent iloh:
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III.P, VL.E), Véclav Mikeska (1.4, IV.3, V.3), Daniela Pittnerovd (III.1, V.2,
VI.2), Katefina Rosickéd (I.E, IV.E), Katefina Smitalova (I1.2, IV.1), Markéta
Calabkova (V.P), Karel Kolar (II.P), Michal Koutny (I.2), Jaromir Mielec
(I.P), Filip Pastierovi¢ (V.4), Jakub Safin (IL.E), Pavol Simko (IIL.E),
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