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Uloha VLS ... Matice a populace 10 bodi; (chybi statistiky)

a)

b)

d)

Na zékladé Lotkova-Volterrova modelu simulujte vyvoj populace preddtora a kofisti (napf.
slunécka sedmitecného a msice makové) pro nasledujici hodnoty parametri: rn, = 0,8, Dy, =
= 1,0, rs = 0,75, Ds = 1,5. Pocatecni populace volte po dvojicich jako m = 0,5 a s = 2,0;
m=15as =05 m=195as = 0,75. Vysledek zaneste do grafu zavislosti populace
predatora na populaci koristi. Vysledky diskutujte.

Bonus Naleznéte tvar krfivek v grafu pomoci analytickych metod (integraci diferencidlni
rovnice).

Pouzitim kompetitivniho Lotkova-Volterrova modelu simulujte vyvoj dvou soupericich popu-
laci s omezenou populacni kapacitou (napr. kané lesni a postolka obecnd) pro tyto hodnoty
parametri: rc = 0,8, Iy = 0,2, kx = 2,0, rp = 0,6, Ipx = 0,3, kp, = 1,0. Pocatecni populace
volte jako k = 0,01, p = 1,0. Poté zménte interakcni koeficienty na Ly, = 1,5 a Ip = 0,6,
zbytek ponechejte. Vysledky zaneste do jednoho grafu zavislosti velikosti populaci na case,
diskutujte.

Ovérte dulezitost pivotizace. Vyreste soustavu

(" ) E)-0)

nejprve presné (na papire), poté s vyuzitim LU dekompozice s (¢dstecnou) pivotizaci (vyuZij-
te néjakou knihovni funkci, napft. scipy.linalg.lu()), a nakonec pomoci LU dekompozice
bez pivotizace (to si budete muset sami naprogramovat). Porovnejte vysledky x z jednotli-
vych metod a vysledky zpétného vyndsobeni matic L™ - U (resp. P - L™'. U v pripadé s
pivotizaci).
Meéjme nekonecny deskovy kondenzéator se vzdéalenosti desek L = 10 cm a napétim mezi des-
kami U = 5V. Do kondenzatoru vlozime uzemnénou elektrodu ve tvaru nekonecné dlouhého
hranolu s ¢tvercovou podstavou o hrané a = 2cm, jejiz stred lezi | = 6,5cm od uzemnéné
desky puvodniho kondenzdtoru (tak, ze lezi mezi deskami). Hranol je orientovdn tak, zZe
jedna z jeho kratsich hran je kolméa k deskdm kondenzatoru. Naleznéte pribéh elektrického
potencialu v kondenzatoru. Protoze je problém symetricky vii¢i posunu v ose rovnobézné
s nekonecnou hranou hranolu, staci jej resit v rezu kolmém k této ose, jde tedy o 2D pro-
blém. V této roviné pak ziskany priibéh potencialu také vykreslete. K reSeni miizete vyuzit
program prilozeny k zadani.
Bonus Vypoctéte a vykreslete také priibéh velikosti intenzity el. pole E.

Mirek a Lukd$ naplriuji matice attoliskams.

S vyuzitim kédu z Sestého dilu seridlu jsme spocetli casovy vyvoj populaci koristi a predéatora
pro zadané parametry a pocateéni hodnoty. Populaci predatora jsme pak vykreslili jako
proménnou zavislou na populaci kofisti. Vysledny graf je na obrazku [I|.

Jelikoz jsou feseni Lotkova—Volterrova modelu predator—korist periodickd, dostavame v rovi-
né xy uzaviené krivky. Vidime, ze ptripad s vysokou pocatecni populaci predatora predvida,
ze v dusledku nedostatku koristi klesne béhem vyvoje populace predatora do velmi nizkych
hodnot. Také si vS§imneme nepravidelného tvaru krivky. Pro druhou volbu pocatecnich hod-
not je kiivka jiz pravidelngjsi a pro treti volbu je témér elipticka. DalSim postfehem je,



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK Reseni XXXI.VI.S

35 . . ‘ s ‘ .
— x0=0.5, y0=2.0

10l — x0=1.5, y0=0.5 ||
) — x0=1.95, y0=0.75
25} i

L 20} |

I=]

5

o

g

a 15} 1
10} )
05} |
00 1 T L 1 L 1

0 1 2 3 4 5 6 7
korist

Obr. 1: Vyvoj populace predéatora a kofisti pro rizné pocatecni podminky.

Moy

ze se krivky nekiizi — kdyby tomu tak nebylo, neméla by soustava diferencidlnich rovnic
jednoznacné reseni.

Protoze se kiivky nekfizi a jsou uzaviené, postupnou zménou pocatecénich populaci mizeme
dokonvergovat do jednoho bodu. Jednd se o stacionarni bod

(z,y) = (Ds/rsyrm/Dm) = (2,0;0,8) .

Pokud tedy nastartujeme simulaci pobliz tohoto bodu, dostaneme témér eliptické kiivky,
nebot pro malé zmény populaci miizeme Lotkovy—Volterrovy rovnice nahradit harmonickym
oscilédtorem, jeho? feSenim ve fdzovém prostoru jsou praveé elipsy. Casovy vyvoj probiha proti
sméru hodinovych rucicek.

Reseni bonusové tlohy za¢ind vydélenim diferencidlni rovnice pro predatora rovnici pro
korist. Diferencidly ¢asu se zkrati¥ a dostaneme jednu rovnici

dy _ y(ryz — Dy)
dz  z(r« — Dyxy)

Na pravé strané jsme rovnou provedli vytknuti, aby bylo zfejmé, Ze rovnici lze fesit separaci

proménnych. Integrujeme
/dyirx — D _ /dmirym —Dy
Y T

! Mozn4 uz jste nékde zaslechli, ze za vyroky typu ,dz se ndm vykrati“ se vyhazuje z Matfyzu, zvlast pokud
studujete néjaky matematicky obor. Je pravda, ze diferencidly jakozto samostatné matematické objekty délit
nelze (operace neni definovdna), ale v Leibnizové notaci mizeme dat déleni diferencidli dobry vyznam na
zdkladé retézového pravidla W = %g—f.

2 A tady uz jako miizeme pracovat s diferencidly jako se zlomkem?“ Ne. Jedn4 se opét o fetézové pravidlo.
Jak zde bylo pouzito vdm nechame na rozmysleni.
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Obé strany maji podobny tvar, podivejme se proto jen nalevo. Integrdl z Dy je trividlné
yDx, integrace < /y vede na 7y Iny. Nezapomeneme na konstantu a dostaneme

r«lny — Dyy=ryx — Dylnz+ C.

V tomto tvaru jiz rovnici nechdme, nebot neméa analytické feseni. Kdybychom byvali chtéli,
mohli jsme numerické feseni Lotkovych-Volterrovych rovnic vynechat a pouzit rovnou toto
exaktni feSeni, pouze bychom museli urcit konstantu C' z pocatecnich podminek.
Zde i v seridlu jsme zminili, ze pobliz staciondrniho bodu se feseni chova stejné jako harmonicky
oscilator. Padlo u toho slivko ,linearizace®. Linearizaci se mysli rozvoj reseni okolo stacionarniho
bodu do prvniho (linedrniho) fddu. Abyste si nemysleli, Ze se jedna o néjakou magii, ukdzeme si zde
odvozeni. PiSeme z(t) = zo + z1(t), kde z¢ je soufadnice staciondrniho bodu, na ¢ase samozfejmé
nezavisld, a z1(t) je na ¢ase zdvisld odchylka o staciondrni polohy. Podobné pro y(t). Po dosazeni
do Lotkovych—Volterrovych rovnic mame

@1 = rx(zo + 1) — Dx(wo + z1)(yo + y1) -
Pouzili jsme zde znaceni casové derivace teckou. Jelikoz odchylky od stacionarniho bodu jsou malé,
muzeme zanedbat ¢len x1y1 a po dosazeni zndmych hodnot zg, yo ndm zbude

1 = rxx1 — Dxxoy1 — DxT1y0

D. T
y X
=rxx1 — Dx—y1 — Dxx1—
Ty Dy
_ DxDy
= - Y1,
Ty
. rxTy
Yy~ X1 .
Dy

Prvni rovnici zderivujeme podle ¢asu a napravo dosadime z druhé rovnice. Podobnou operaci udélame
s druhou rovnici a dostaneme rovnice harmonického oscilatoru
i1 +rxDyx1 =0,

91 +rxDyy1 =0.

Vsimnéte si, ze frekvence /rxDy zavisi pouze na parametrech, které nevystupuji v interakcnich
clenech.

Kompetitivni model vyzaduje pouze pridani jednoho koeficientu, dpravu predpisu diferenci-
4lnich rovnic a vystupu z funkce, jinak se simula¢ni kéd nijak nelisi od predchoziho pfipadu.
Pro dané koeficienty jsme dostali graf na obrazku p.

Pro malé hodnoty interakénich parametri se velice rychle ustanovi rovnovaha. Presné veli-
kosti populaci, ke kterym feseni konverguje, ziskdme vypoctenim polohy staciondrniho bodu

oo = (P T ) = aosoan)
Pro druhou volbu parametri dostaneme stacionarni bod (z,y) = (5,0; —2,0). Vidime, Ze zde
jiz nemize dojit ke konvergenci ke staciondrnimu bodu, protoze v ném vystupuje zadpornd
hodnota. Druhd populace proto pomérné rychle (exponenciilné) konverguje k nule a prvni
populace ke svoji nosné kapacité. Kdybychom volili v druhém piipadé I,x = 0,5 misto 0,6,
dostali bychom specidlné stacionarni hodnotu y = 0 a druha populace by se v limité t — oo
chovala jako 1/t, coz je pomalejsi pokles nez ten, ktery pozorujeme s puvodnimi parametry.
Za povsimnuti také stoji, ze pokud jsou organismy schopny koexistovat, jejich populace mize
byt pro urcité hodnoty parametrt (napf. i v této tloze) v souctu vétsi, nez kdyz jedna z
populaci vyhyne.
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Obr. 2: Casovy vivoj dvou soupeiicich populaci s riiznymi interakénimi parametry.

¢) Oznaéme matici soustavy se zaddni jako A a vektor pravych stran b. Nejprve provedeme LU
dekompozici na papite, budeme pritom postupovat dle algoritmu predstaveného v seridlu.
Protoze médme matici 2 x 2, bude L = L;. Jediny netrividlni prvek je l21 = a21/a11 = 1029,

Matice L tedy je
1 0
L= (—1020 1)

(1 0
L (1020 1)'

Matici U bychom dokézali spoéitat sou¢inem U = LA, maticové ndsobeni je ale nirocna
operace (alespori pro matice vy$siho Fadu, ale i pro 2 X 2 matice bychom potiebovali 8
nasobeni), k problému tedy pfistoupime jinak. Z popisu algoritmu je jasné, ze prvni fadek
bude mit matice U shodny s matici A. Protoze nasim silem bylo vynulovat prvni sloupec pod
diagonalou, bude uz1 = 0 (matice zna¢ime velkym pismem, jejich prvky malym). Zbyvajici
prvek vypocCteme pravidlem pro maticové nasobeni, protoze ma ale kazda z matic Ly na
kazdém radku jen dva nenulové prvky, z nichz jeden je jednicka na diagondle, redukuje
g;c) _ CLZ(_;_%I) _ l,-kag;fl)
u22 = ag2 — l21a12 a matice U je

10720 1
U= ( 0 1—1020> )

a hledand matice L™! je

se maticové nasobeni na a Vi,j > k. V nasem pripadé tedy plati
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Nyn{ vypoé¢teme vektor x, tedy vyFesime rovnice L™ 'y = b a Ux = y. Protoze matice jsou
v trojuhelnikovém tvaru, mizeme pouzit metodu dopredné a zpétné substituce, jak jsme si
ji predstavili v seridlu. Plati tedy rovnice

b1
-1,
S
by — 1l
- yilar _ —10%
l22
20
T2 = géi':: 10 )
u22 1020 -1
Y1 — T2U12 10%°
T = — ,
U1 1-—1020

vysledek tedy je

R

1020
_ [ 1—1020 -1
X = 1020 1 .
1020 -1

Lehce si pak také ovéifme, ze L™'U = A.

Nyni provedeme LU rozklad s ¢aste¢nou pivotizaci. Pouzijeme k tomu metodu scipy.linalg.lu()
7 jeji dokumentace zjistime, ze ma jeden povinny a tfi nepovinné parametry. Povinnym pa-
rametrem je matice A, kterou chceme rozlozit, nepovinné parametry ménit nebudeme. Déle
se z dokumentace dozvime, ze metoda provede rozklad A = PLU, kde P je permutacni
matice (reprezentace pivotizace), L je dolni trojihelnikova matice (to, co zde znacime L)
a U horni trojihelnikovad matice. Tyto tfi matice metoda vraci v tomto poradi. Pfi pouziti
LU rozkladu s ¢aste¢nou pivotizaci dostaneme stejné® (tedy spravné) vysledky, jen kvuli
pivotizaci nyni méame rozklad PL™'Ux = b, pfi hleddni x tedy musime nejprve vypodcitat
b= P 'b=P7h, kde PT je transponovana permutaéni matice. Tim soustavu prevedeme
do tvaru L™1Ux = b, ktery uz umime Fesit.

Nakonec provedeme LU dekompozici bez pivotizace. V podstaté jde o stejny postup, jaky
jsme pred chvili provadéli na papite, tentokrat jej ale chceme pocitat se strojovou presnosti a
ne presné. Jeho provedenim zjistime, ze matice L je stejnd, jako v pfesném vypoctu, protoze
pri jejim vypoctu pouze délime, coz je z hlediska numerickych chyb bezpec¢na operace. Pokud
bychom ale pocitali vétsi matici nez 2 x 2, pak by vypocet Ly obsahoval i od¢itani, chyby
by se tedy objevily i zde. Matice U ale jiz nyni vypada

10720 1
U‘( 0 102())'

Na prvni pohled jde o velmi malou relativni chybu jen v jednom z prvkia matice, jak ale
uvidime, tato chyba zpusobi velkou chybu vysledku. Zpétnym vynasobenim totiz dostaneme

“1,, (107201
o= (1),

coz neni puvodni matice A. Jesté vyraznéjsi chyba je v x, ktery nyni je

()

3Matice L~ a U jsou kvili permutaci samozfejmé zcela jiné.
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Q)

Jasné tedy vidime, ze LU dekompozice bez pivotizace je numericky nestabilni.
Skript ptilozeny k zadani fesi velmi podobnou tilohu, pouze misto elektrody ve tvaru hranolu
ma4 elektrodu ve tvaru nekonecné vysokého vélce, skript tedy potfebujeme lehce modifikovat.
Nejprve si vSimneme, Ze potencidl na horni desce je 1V misto 5V, coz lehce upravime v defi-
nici pravé strany zobecnéné Dirichletovy podminky v oblasti horni desky, tedy na radku 39.
Dale potirebujeme upravit rozméry simulované oblasti. Toho lze docilit ipravou hodnot h, X0
a Y0, v nasem pripadeé je ale jednodussi prosté v popisku grafu zaménit metry za centimetry.
Hodnota h, vyjadiujici vzddlenost dvou sousednich bodu mfizky, nyni nebude v metrech,
ale v centimetrech. Nakonec nahradime vélec hranolem, tedy zménime oblast, kde apliku-
jeme Dirichletovu okrajovou podminku. Toho docilime zménou podminky na radku 44, kde
vyraz (j-Ny/4)**2+(i-Nx/2)**2<=Ny/5 (podminka na to, ze bod mfizky (i,j) lez{ v kru-
hu o poloméru 1/ Ny/5 a stfedu (Nz/2, Ny/4)) nahradime vyrazem abs(j-3.5/h)<=1.0/h
and abs(i-Nx/2)<=1.0/h, podstava hranolu tedy bude mit stranu délky 2cm a jeji stied
bude vzdélen 3,5cm od horni desky (tedy 6,5cm od spodni, uzemnéné desky). Protoze je
kondenzédtor nekoneény, mizeme hranol v z-ovém sméru umistit kamkoliv, nejlepsi je ale
umistit jej doprostied simulované oblasti, jednak abychom vystihli symetrii tlohy, jednak
abychom byli co nejdéle od kraji, kde pouzivame von Neumannovu podminku, tak, aby tato
podminka byla fyzikalné co nejvice opodstatnéna.
Zbyvaji dva volné parametry simulace Nx a Ny, tedy pocet bodu mfizky, na které simu-
lujeme. Pokud obé hodnoty nechdme na vychozi hodnoté 100, coz, jak jisté uznate, neni
nijak zézracné rozliseni, bude matice soustavy fadu 10000, protoze pro kazdy bod mrizky
budeme mit jednu rovnici. Matice tedy bude mit 100000000 prvku, pokud kazdy z nich
bude typu double, tedy zabere 8 B paméti, celd matice zabere cca 800 MB. I s takto malym
rozlisenim (navic pouze ve 2D) jsme na hranici moznost{ bézného pocitace (typicka velikost
paméti RAM je nékolik GB). Nastésti je tato matice velmi r{dkd, ¢ehoz lze vyuzit a usetfit
tak pamét, je pak ale tfeba pouzit specidlni (pfevdzné iterativni) metody pro FeSeni dané
soustavy. Pokud mame program spravné nastaven, zbyva jej pouze spustit. Vyslednou mapu
potencidlu vidime na obrézku B.
Elektrickou intenzitu pak vypocitame ze vztahu E = — grad ¢, musime tedy zjistit prv-
ni derivace v obou smérech. Nejjednodussi je vyuzit dopredné diference, napt. pro x-ovou
slozku mtzeme psadt Ex=-(phi[:,1:]1-phil[:,:-1])/h, kde phi=x.reshape((Ny,Nx)). Vy-
raz vysSe iikd, ze od pole s urizlym prvnim sloupcem ode¢teme pole s urizlym posled-
nim sloupcem (prvek po prvku), v kazdém prvku tedy od sebe odecteme hodnoty sou-
sednich bunék v fadku, coz odpovidd dopiedné diferenci. Pole Ex tedy bude mit o je-
den sloupec méné, nez pole phi. Obdobné provedeme doptednou diferenci v y-ovém smé-
ru, ta zase bude mit o jeden fddek méné. Abychom ziskali velikost, potfebujeme (pr-
vek po prvku) provést E_size=np.sqrt(Ex*Ex+Ey*Ey). To se ndm ale nepodafi, protoze
Ex a Ey maji jiny tvar. V obou polich tedy musime dodateéné umazat jeden (posledni)
sloupec, resp. fadek. Vysledné piikazy tedy jsou Ex=-(phil[:-1,1:]-phil[:-1,:-1])/h a
Ey=-(phi[l:,:-1]-phi[:-1,:-1])/h Dalsi moznosti je nahlédnout do dokumentace Num-
Py a zjistit, ze nabizi metodu numpy . gradient (), kterd primo vraci gradient dodaného pole.
Pocita jej pritom centrovanou diferenci tam, kde to lze a dopfednou nebo zpétnou diferenci
u kraju. Vysledek je tedy presnéjsi, nez co jsme spocitali my, navic ma stejny pocet radku
a sloupct, jako pavodni pole phi.

Y pripadé obecné Poissonovy rovnice bychom si museli dat pozor i na spravné preskadlovani hodnot na

pravé strané.
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Obr. 3: Rozlozeni elektrického potencidlu v fezu kondenzatorem.

Vyslednou velikost intenzity el. pole vidime na obrazku Y. VSimnéme si, ze intenzita je
nejvyssi u rohu elektrody, pozorujeme znamy efekt ,srseni“t Kromé téchto oblasti je nejvyssi
intenzita v oblasti, kde je mezi uzemnénou a neuzemnénou elektrodou nejmensi vzdalenost.
Jde o ocekdvany vysledek, nebot se zde potencidl musi zménit na kratkém tseku, jeho
derivace tedy bude velkd. Tyto dva jevy hezky ilustruji, pro¢ blesk pti bouice Casto udeii
do vysokych a (relativné) Spicatych objektu, jako jsou tfeba kominy a osamélé stromy.

Miroslav Hanzelka Lukds Timko
mirek@fykos.cz lukast@fykos.cz

Fyzikalni korespondencni seminéi je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ceskych matematiki a fyziki.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

5V pifpadé presného FeSeni je pfimo na rohu dokonce nekoneénd, nicméné my zde poéitdme pouze aproxi-
maci na mrizi o kone¢ném poctu bodu, proto dostdvame konecéné hodnoty. Pokud zvysime pocet bodu mfize,
intenzita v bodech nejblize k hrandm skuteéné roste do nekonecna. V redlné fyzice dokonalé hrany ovSem
neexistuji, ale nabity ,hrot jehly“ se skute¢né vyuzivd na dosazeni vysokych intenzit.
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Obr. 4: Rozlozeni velikosti intenzity el. pole v fezu kondenzatorem.
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