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Uloha VI.3 ... neanalyticki pruzinka 6 bod; (chybi statistiky)

Predstavme si ty¢ s délkou b = 5cm a hmotnosti m = 1kg a
pruzinku s klidovou délkou ¢ = 10cm, s tuhosti k = 200 N-m !
a se zanedbatelnou hmotnosti, které jsou na koncich spojeny.
Druhé konce tyce a pruzinky jsou upevnény ve stejné vysce ve
vzdalenosti a = 10cm od sebe. Kolem obou upevnéni i kolem
spoje Ize libovolné rotovat. Oznac¢me ¢ sklon tyce od horizontdlniho sméru. Najdéte vsechny
hodnoty ¢, pro které je soustava v rovnovazné poloze. Které z téchto poloh jsou stabilni a které
labilni? Jachym chtél vymyslet jednoduchou dlohu.

Dizku pruzinky uréime z kosinusovej vety ako

d= \/a2 + b2 — 2abcos (1 — @) = \/a2 + b2 + 2abcos .
V rovnovaznej polohe musi byt splenena rovnovaha momentov sil v bode uchytenia tyce. Tiazova
sila tyce posobi momentom
b
M, = —mg§ cos ¢,
kde znamienko — znaci, ze ide o0 moment spbésobujici pohyb v smere hodinovych ruciciek. Pre
silu, ktorou pdsobi pruzinka, mame
F,=kAl=k(d—c),
teda pre moment dostavame
M2 = sz sinﬂ 5

kde ¥ je uhol medzi tycou a pruzinkou. Velkost sinusu tohto uhla mézeme pomocou sinusovej
vety vyjadrit ako

d d
sind = —sin(t — @) = —sinp.
a a
Po dosadeni mame pre moment

Mgzk(dfc)bgsinap.

Pre rovnovahu musi byt vysledny moment sil M rovny nule, teda

O:M:Ml—l—Mg:—mggcosgo—f—k(d—c)b%singo.

Po tprave a dosadeni za d mame rovnost

mg\/a2 + b2 + 2abcos p cos p = 2k (\/a2 + b2 +2abcos<pfc> asinp,

ktora sa ned4 riesit analyticky, no napr. pomocou Wolframalpha alebo niektorej z metod dis-
kutovanej v seridli dostdvame na intervale 0 az 2n riesenia

w1 =0,69,
p2 = 2,05,
p3 = 2,86,
s =4,55.
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Zostéva rozhodnut, ktoré z rieseni predstavuju stabilnd, a ktoré labilnti rovnovédhu. Toto sa
dé zistit napriklad z hodnoty potencidlnej energie - stabilnej rovnoviahe zodpovedaji lokalne
minimd, labilnej lokdlne maximda. Inou moznostou je zistit znamienko vysledného momentu
sil po malom vychyleni z rovnovaznej polohy. V pripade stabilnej rovnovdhy bude vysledny
moment posobit proti smeru vychylky. Kedze je vysledny moment spojita veli¢ina vzhladom na
uhol ¢, staci urcit jej znamienka medzi bodmi rovnovahy:

MO<e<p)<O0

M(p1 <p<¢2)>0

M (p2 <o <¢3) <0,

M (p3 <o < p4) >0

M (ps <@ <2m)<0.
Ukézme, ze poloha 1 je labilnd. Ak sa vychylime do nizsich hodnét ¢ (v smere hodinovych
ruci¢iek), bude mat vysledny moment zdporné znamienko, bude teda vychylku zvac¢sovat. Po-
dobne pri vychylke do vyssich hodn6t bude vysledny moment s kladnym znamienkom vychylku

zvacsovat. Rovnako preskimeme polohy 2, 3, 4. Zistime, Ze polohy 1 a 3 st labilné a polohy 2
a 4 su stabilné.

Uloha sa dala riesit aj energetickym pristupom. N43 systém m4 jeden volny parameter, uhol
. Pre celkovi energiu systému mame

E=F.+E,,

kde E. je elasticka energia pruziny a Ej; je potencidlna energia v tiazovom poli. Pre energie
mame

_ k(an?
E. = 5
E; = mgh,

kde Al je predizenie pruziny a h je vyska taziska tyde nad spojnicou bodov tichytov. Po dosadeni
dostavame

1 2
E = ik (\/a2+b2+2abcostp—c) +mggsingo.

V rovnoviahe musi platit

oE

dp
Po zderivovani dostdvame rovnaki podmienku ako v prvom rieseni prostrednictvom momentov.
O stabilite sa mézeme presvedcit hodnotou druhej derivacie v nulovych bodoch prvej derivacie.
Ak je druhéa derivacia kladnd, jedna sa o lokdlne minimum energie, teda o stabilnii rovnovaznu
polohu, a naopak. Najjednoduchsi sposob je vSak nechat si zavislost energie stistavy na uhle
vykreslit, tak ako moézeme vidiet na obrazku [l.

0.
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Obr. 1: Zavislost celkovej energie systému E na uhle .
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