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Uloha IV.5 ... nemo#Znost nakaZeni 7 bodi; priamér 4,24; fesilo 34 studentt

Predstavme si, Ze roztla¢ime néjakou bakterii obvyklé velikosti na rychlost v = 50km-h~! ve
vodorovném smeéru a nechame ji volné letét ve vzduchu. Jakou vzdalenost zhruba urazi, nez se
zastavi?
Vysledek vas moznd prekvapi. Jak je tedy mozné se infikovat timto zpisobem bakteridlni
infekci? Diskutujte, proc¢ je to mozné i pres takovy vysledek.
Karel se dival na Youtube na TED-Ed.

Bakterie se v Case ¢ bude nachdzet na vodorovné soutadnici z (t) a bude mit vodorovnou rych-
lost @ (t). Vzhledem k rychlostem a velikosti bakterie muzeme proudéni vzduchu okolo povazovat
za lamindrni. Odporovou silu ptisobici na bakterii spo¢itadme ze Stokesova vztahu

F=—6mre,

kde 7 je dynamickd viskozita a r je charakteristicky rozmér bakterie. Po dosazeni do pohybové
rovnice F' = ma dostaneme linedrni homogenni diferencidlni rovnici druhého fadu

6
.

i+ =0,

kterou resime uréenim charakteristického polynomufH Jeho kofeny jsou

A1=0
Ao = —k,
kde 8
PR
m

Reseni rovnice potom hleddme ve tvaru
z = Cre™t 4 Coe™ = C) + Che F .
V case t = 0 je celkovad urazend draha nulova, tedy
Ci+Cy=0.

Rychlost v case t ziskdme derivaci
. —kt
xr = —Czk‘e N

coz v kombinaci s druhou poéatecni podminkou & (0) = vo vede na rovnici
Vg = —CQIC .

Jednoduchou algebrou vyjadiime jednotlivé konstanty

Vo
&k
Vo

02:—?.

Ci =

I Muizeme pouzit i separaci proménnych, ale uziti charakteristického polynomu je v tomto piipadé jednodussi.
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Dosazenim ziskdme parametrickou rovnici pohybu
Vo —kt
z(t)=—(1—e .

Z rovnice je vidét, ze bakterie ve skutecnosti nikdy nezastavi, ale bude se limitné blizit do bodu

. Vo
s = i ()= .
ktery tak predstavuje maximalni vzdalenost, kterou muze bakterie urazit, nez se zastavi.
Daéle bychom mohli uvazovat pohyb bakterie ve svislé ose. Diky tomu, ze odporova sila je
v rychlosti linedrni, muzeme oba pohyby pocitat zvlast a vysledek ziskdme sou¢tem jednotlivych
pohybt.
Oznaé¢me svislou soufadnici bakterie y (t). Tihova sila potom bude Fy, = —mg, pro odporo-
vou silu plati F' = —mky. V dlohach jako je tato téleso typicky velmi rychle dosahne terminalni
rychlostig kterou mizeme z podminky nulové vyslednice sil urcit jako

yterm - _% )

Déle uz bakterie zrychlovat nebude. Nic ndm vsak nebrani tento odhad ovérit vypoctem. Do-
sazenim do pohybové rovnice dostavame nehomogenni diferencidlni rovnici

kterou opét resime pomoci charakteristického polynomu. Jak uz asi tusite, ziskdme tim feseni
homogenni rovnice, které je stejné jako u rovnice vodorovného pohybu. K tomu jesté musime
pricist partikularni feseni, které v tomto ptipadé najdeme snadno? bude to linearni funkce ¢.
Reseni hleddme ve tvaru

Yy = Ci + Czeikt + Cst.

Opét vyjdeme z pocdtecénich podminek, y (0) a § (0) = 0, tedy C1 + C2 = 0. Pro derivaci y
podle casu plati
g = —Coke ™™ + Cs,

coz vede na vztah —C2k + C3 = 0. Posledni podminku ziskdme spoc¢itdnim druhé derivace y
a dosazenim do puvodni diferencidlni rovnice

t

0=j+ky+g=Cokle ™ — Coke™™ +Cs +g,

ze které vyplyva Ca2k (k—1) + C3 + g = 0. Nyn{ uz trosku pracnéjsi, ale stdle jednoduchou
algebrou vyjadiime

g

Cl:ﬁ
9
Cz:iﬁ
Ca=-.

2Teoreticky nebude terminalni rychlosti dosazeno nikdy, nicméné to mizeme povaZovat za dobrou aproxi-
maci.
3Jedn4 se o rovnici se specidlni pravou stranou.
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Konecéné tak mizeme napsat parametrickou rovnici pro pohyb ve svislém sméru

y(t) = % (lfe kt) f%t.
Vidime, Ze nés odhad byl spravny. Rychlost se velmi brzy ptiblizi hodnoté ¢term, protoze hod-
nota k je vysokd (jak ukdZeme nize) a ¢len e~ ** tedy velmi rychle konverguje k nule. Bakterie
predtim sice urazi jistou vzdalenost, ta je vSak vzhledem k velikosti k™2 témé&F zanedbatelna.

Nyni uz nezbyva nez dosadit ¢iselné hodnoty. Dynamicka viskozita vzduchu je pfi normélnich
podminkéch pfiblizné n = 1,8 - 107> Pa - s. Bakterie jsou co do velikosti velmi rozmanité, ale
mtzeme odhadnout 7 = 1 um = 1-107%m. Hmotnost typické bakterie odhadneme jako m =
= 4pg =4-10"'5kg. Dosazenim &iselnjch hodnot zjistime, ze k = 8,5 - 10*s™ .

Pro vodorovnou vzdélenost, kterou bakterie urazi, dostdvdme Tmax = 1,6 - 107*m. To
skute¢né neni daleko. Na druhou stranu, velikost terminalni rychlosti ve svislém sméru bu-
de Prerm = —1,2-107* m-s!. Bakterie tedy po vystfelu nedolet! témé¥ nikam, ale také praktic-
ky nebude padat na zem. Mize se tak pohybovat diky vétru, ¢imz dokéaze urazit daleko vétsi
vzdalenosti.

Ve skutecnosti to vSak neni tak jednoduché, protoze bakterie se typicky sifi v malych kapic-
kéch s polomérem fadové 7' = 100 pum = 1-10~* m. Pokud pfedpoklddame, Ze se jedné o koule
s hustotou podobnou hustoté vody, pro jejich hmotnost plati

!

3
m = Z7nrko,

3

z ¢ehoZ pro nezndmou konstantu dostdvame

9n
kK = .
2ro

Po dosazeni ¢&iselngch hodnot vychazi k' = 8s~ !, coz vede na vzdalenost ' = 1,7m. To uz
je docela redlny odhad toho, jak daleko bézné kychame. Pro rychlost klesani pak dostava-
me Yiorm = —1,2m-s 1.

Shrneme-li vysledky predchozich vypoctl, dojdeme k zavéru, ze jednotlivé bakterie ve sto-
Oproti tomu vétsi kapicky brzy spadnou na zem, ale predtim se stihnou dostat do vzdalenosti,
ktera bezpecné staci k nakazeni vsech lidi v blizkém okoli.

Poznamky k doslym Fesenim

Zakladem této tlohy bylo uvédomit si, jakd odporova sila bude na bakterii pusobit. Z bézného
zivota zname dva vzorce pro odporovou silu — Stokestv pro laminarni proudéni a Newtonuv pro
turbulentni proudéni. Pro velké rychlosti je sice proudéni typicky turbulentni, ale co je to "velka
rychlost” zavisi mimo jiné na rozmérech télesa. O jaky druh proudéni jde zjistime z hodnoty
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Reynoldsova ¢isla. V tomto pripadé vychdzi, Ze proudéni bude laminédrni, tedy musime pouzit
Stokestuv vzorec.
Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
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