Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXXI.IIL.P

Uloha IILP ... slozeny papir 8 bodii; priamér 5,40; Fesilo 40 studentt

Kazdy to jisté nékdy slysel a urcité i zkusil: ,List papiru nelze na ptlku prelozit vice nez
sedmkrat.“ Je to ale skutecné pravda? Najdéte hranicni podminky.
Kuba se nudil a sklddal papir.

Je dobré si uvédomit, ze hlavni problém je se stdle se zvysujici tloustkou, kterd narustd ex-
ponencidlné® Uvazujme nékolik vrstev papiru polozenych na sobé a prelozme celou hromadu
napul, vysledek by mél vypadat priblizné jako na obrézku [lf.

Obr. 1: Obréazek ilustrujici jak vypada prelozeni, kdyz prekldddame vice vrstev papiru
najednou.

Pokud si domyslime treti rozmér, bude mit kazda vrstva tvar povrchu vélce. Ten mé nulovou
Gaussovu kfivost, diky ¢emuz mame moznost tento tvar slozit z listu papiru. Nyni mtuzeme
provést dalsi prehyb okolo osy lezici v zatim rovinné c¢asti papiru. Tuto osu mizeme volit vice
zpusoby. Bud osu prehybu zvolime rovnobézné s prvni osou, nebo k ni kolmou, nebo s ni svirajici
obecny thel. Pokud zvolime osu rovnobézné, vytvorime dalsi valec s nulovou krivosti, kdezto
pokud zvolime kolmo k puvodni, vytvarime povrch toru, ktery méa kfivost nenulovou, a proto
klade papir mnohem vétsi odpor, protoze se musi deformovat i v plose papiru® Proto budeme
uvazovat papir efektivné jednodimenziondlni, jako bychom napil prehybali dlouhy a uzky pés
papiru.

Déle si vSimnéme, ze pri pfehybu napul polovina kazdé vrstvy skoné¢i nad stiedni 1rovin0uB
a druhd pod ni, coz znamend, Ze touto rovinou musi prochézet tolik vrstev, kolik vrstev pre-
hybame. Z toho rovnou mtzeme vyvodit Ze papir nelze prehybat donekonec¢na, protoze kvili
zachovani celkového objemu bychom potiebovali sitku pakliku ztenc¢ovat donekonec¢na, coz ale
evidentné nelzet

IMuzete si sami spo&itat, ze bézny papir prelozeny dvaaltyFicetkrat naptl by byl vysoky aZ na obéznou
drahu mésice.

2Pfi vnéjsim okraji se natahuje a pfi vnitinim se krabati, jak si mizete sami doma vyzkouset.

3V obrazku vyznalena &irkovand.

4Pokud bychom sklédali papir do harmoniky, toto omezeni neni a mizeme ho prelozit vicekrat nez u pre-
kladani napul.
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Obr. 2: Vysledny tvar, ktery uz vicekrat nejde prelozit

Lze tedy udélat horni odhad pro maximdlni pocet prehybi. Predstavme si stav jako na
obrazku PJ. Pak muzeme spocitat celkovou délku papiru potiebnou pro vytvoreni takového ob-
razce pro dany pocet vrstev. Oznacme d tloustku papiru a [ celkovou délku potiebného papiru.
UvaZzujme situaci rovnou s 2"~ ! vrstvami, coz je stav po n — 1 prehybech naptil. Uvédomme
si, ze protoze délka oblouku roste s jeho polomérem linedrné, soucet obvodl vnéjsiho a vniti-
niho oblouku je stejny jako dvojnasobek délky uprostied vrstvy. Totéz plati pro dalsi vrstvy.
Tedy celkové délka 2”1 vrstev o polomérech od 0 do 2"~ !d je stejné jako délka 2"~ ! vrstev
o poloméru 2" *d/2. Dosazenim dostdvame vzorec pro délku pro n vrstev papiru

Ty2n—2 ;T n
l==2 d-4"d 1
Tynaland, 1)
z ¢ehoz dokazeme vyjadrit maximalni pocet prehybu n pro fixni [
81 8
max — 1 - =1 - 5 2
n 084 (nd) 084 (nn) (2)

kde jsme zavedli n = % jako bezrozmérny parametr prekladaného papiru.

Pokud bychom tento odhad chtéli zpresnit, musime uvazovat i papir spotfebovany na vsech-
ny ptredchozi prehyby. Ziskdme tak model prehybt odpovidajici obrazku §.

Celkovou délku papiru ziskdme sumou pres vSechny piehyby, kde délka kazdého prehybu je
déna vzorcem (Jl|), takze pro n prehybi dostavame

_ T 52k
1_282 d.
k=1
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Obr. 3: Vysledny tvar, ktery jiz nejde vicekrat prelozit se zakreslenim predchozich prehybi

Tuto sumu ale dokdZeme prevést na soucet geometrické rady

_ = T ok nd4 -1  md4"
l_;§2 d="2 24 — e

Posledni aproximaci lze pouzit s rozumnou presnosti pro n > 2. Ze vzorce vidime, Ze na pri-
déni dalsiho prehybu potfebujeme nikoliv dvojndsobny péas papiru, ale dokonce ¢tyindsobny*
Maximalni pocet prehybi je pak dan vzorcem

1 6
Nmax = 3 log, (En) . (3)

Dosazenim hodnot pro papir formédtu A4, pokud déldme pfehyby jen po tom samém sméru (tak,
abychom prehybali tu delsi hranu), které jsme odhadli na d = 0,1 mm, ! = 300 mm, 1 = 3000,
ziskdvame n =~ 6.24. To se ndm skutecné potvrdilo (konzistentné s tim, ze se jednd o horni
odhad), kdyz jsme preklddali papir a timto zpusobem ho skute¢né prehli pétkrat, tak prehyb
posesté vypadal sice obtizné, ale nezdal se nemozny. Ale pak by rozhodné nesel papir prehybat
v druhém sméru, protoze by nam nedrzely vrstvy na sobé.

Nyni ale mame teoreticky jesté druhy smér, ve kterém je 20 cm nevyuzitého papiru. Bohuzel
ale uz tloustka neni tloustka papiru, ale soucet vsech vrstev z predchoziho prehybani. V nasem
ptikladu je to d = 0,1-2° mm = 3,2mm, tudiz n = 62,5. Potom n = 3,45, coz se také potvrdilo,
protoze jsme papir prehli jesté tiikrat ve druhém smérut Vidime, Ze kancelafsky papir forméatu
A4 lze prelozit napul minimalné osmkrat, tedy casto opakované tvrzeni o sedmi ptelozenich
neplati.

Pokud prekladame vrstvy stfidavé nebo néjak jinak, musime zacit uvazovat ne o délce
papiru, ale o celkové plose papiru ztracené v prehybech. Ta je ale, protoze papir mé tvar
vélce, ddna vzorcem ([ll) pfendsobeném zbyvajici délkou v druhém sméru. Proto, pokud chceme

5To ale vyplyva uz ze (E)7 pokud se nad nim trochu zamyslime.
SNutno podotknout, ze po péti prehybech jsme naméiili Suplerou tloustku jen 3 mm, coz je nizsi hodnota
nez ta pouzitd v odhadech.
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snizit mnozstvi plochy ztracené v poslednich prehybech (kdy se ztraci nejvice papiru), musime
mit co nejmensi délku ve sméru kolmém na prehybani. Toho dosdhneme pravé tehdy, kdyz
nejprve prehneme podél jedné strany maximalni pocet prehybu, které nam papir dovoli, a pak
prekldddme ve druhém sméru. Z toho je vidét, ze dany papir nemuzeme obecné ptelozit vicekrét,
pokud striddme piehyby, nez pokud prehybame papir nejdrive v jednom sméru a pak v druhém
sméru. Jen pokud bychom méli papir s takovymi rozméry, ze maximalni pocet prehybt v obou
smérech podle vzorce (B) vychdzi tésné mensi, nez nejblizsi vyssi celé ¢islo, miizeme néjakym
konkrétnim prohézenim poradi pfehybt dosdhnout toho, Ze maximélni pocet zvysime o trochu
v jednom sméru na tikor sméru druhého. Tim sice celkovy soucet nezaokrouhlenych ¢isel klesne,
ale po zaokrouhleni (samoziejmé doli) ziskdme jeden prehyb navic tim, Ze jeden ze sméru
dostaneme pres celé ¢islo, zatimco to druhé si ,nezkazime“. Ale spravné poradi je nutné najit
pro kazdé rozméry papiru zvlast.

Jesté musime fict, ze vSechny uvedené vzorce jsou jen hornim odhadem, protoze jsme neu-
vazovali papir ztracejici se jinak nez ve valcovych prehybech. Jeden ze zdroju dalSich ztrat byl
popséan na zacitku tohoto textu, tedy deformace papiru a z toho vyplyvajici mensi doléhdni
papiru pri prehybech. Z tohoto duvodu je téz vyhodné nestiidat sméry a zacit kratsi stranou.
Druhy problém souvisi s rozjizdénim papiru, ktery prekldadame. Jednak, kdyz prekldddame vice
vrstev, ve vrstvach na vnitini strané se ztraci mnohem méné, nez na téch vnéjsich, ¢imz se vuci
sobé konce jednolivych vrstev posunou. Tomu se lze vyhnout nejlépe tak, ze odhadneme po-
sunuti v jednotlivych vrstvach a budeme délat prislusné prehyby mirné asymetricky? Zaroven,
pokud po prekladéani v jednom sméru bude zbyly prouzek prili§ tzky, vrstvy pii prekladani
ve sméru druhém nebudou drZet na sobé, coz se stane napriklad tehdy, pokud A4 prekladdme
nejdrive podél kratsi strany. Co se tyce sily potiebné k prelozeni vrstvy, ta sice narusta, ale je
samoziejmé mozné preklddanou vrstvu rozlozit na dilci casti, které lze prelozit zvlast® Proto
jsme tento problém nepovazovali za omezujici faktor.

Na zavér se slusi podotknout, ze se timto pristupem proslavila americkd studentka Britney
Gallivanova, kterd ma diky tomu vlastni ¢lanek na anglické Wikipedii. S feSenim, vcetné ex-
perimentalniho potvrzeni hypotézy a nového rekordu v poc¢tu prehnuti prisla na stfedni skole
ve svych sedmnécti letech. My jsme ziskali trochu jiny vzorec, protoze jsme reseni hledali ne-
zévisle, takze jsme pouzili jiny predpoklad, kde bereme polomeér vrstvy. U nés to byl stied,
u Gallivanové pak vnéjsi okraj.

Poznamky k doslym resenim

Seslo se mnoho zpiisobu feSeni, nékteré Cisté teoretické, jiné naopak byly velice experimentalni.
Nékteri z vas jen vyjmenovali efekty, kteté se budou projevovat, zatimco jinym se i povedlo
kvantifikovat, jak moc budou tim omezujicim faktorem. VétsSina se zabyvala bud silou potfebnou
k prehybu, nebo nutnymi rozméry papiru pro dany pocet prehybi, mnozi i vychazeli z prace
Gallivanové. Nejvic organizatory pobavilo feseni, kde néktery z vas jako experimentalni vzorek

7V druhém sméru ale musime pouzit celkovou tloustku po provedeni prehybu ve sméru prvnim.

8Bohuzel musime pro kazdy piehyb poéitat s posunutim ve vsech dalsich, coZ vyzaduje opravdu dokonalé
planovani.

9U prvniho prehybu to sice nejde, ale na druhou stranu neprekladame zelezny plech.
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pouzil vypis z vysvédéeni a prilozil fotodokumentaci.

Mikulds Matousek
nikulas@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.
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