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Uloha LS ... Rozjezdova 10 bodi; primér 5,42; fesilo 33 studentt

a)

b)

d)

e)

Upravte vyraz \/x + 1 — \/z tak, aby nebyl ndchylny k problémiim cancellation, ordering
a smearing. Ke kterym z téchto problémii byl piivodné nachylny a proc¢? Jaky je rozdil ve
vysledku ptivodniho a opraveného vyrazu, pokud jej vycislime v double precision pro x =
=1,0-10'7
Popiste funkci nasledujiciho kédu. Jaky je rozdil mezi funkcemi a() a b()? Pro jaké hod-
noty x je Ize pouzit? Nebojte se kéd spustit a hrat si s hodnotou proménné x. Urcete také
asymptotickou ¢asovou slozitost programu v zavislosti na proménné x.
def a(n):
if n ==
return 1
else:
return n*a(n-1)
def b(n):
if n == 0:
return 1.0
else:
return n*b(n-1)
x=10
print("{} {} {}".format(x, a(x), b(x)))
Oznacme oy a Op obvod vepsaného a opsaného pravidelného k-tihelniku ke kruznici. Pak
pro né plati rekurentni vztahy

2010
Oz = ﬂ, 02k = VorOap .
ok + Oy

Napiste program, ktery pomoci téchto vztaht vypocita hodnotu n, zacnéte pritom s opsanym

a vepsanym cCtvercem. S jakou presnosti dokazete n takto aproximovat? Obdobu tohoto

postupu ptivodné navrhl a pouzil Archimedes.

Lukas a Mirek hraji hru. Hazeji férovou minci a kdyz padne orel, dda Mirek Luk&asovi jedno

FYKOSI tricko, kdyz padne panna, da jedno tricko Lukas Mirkovi. Oba dohromady maji

t tricek, z toho | patri Lukdsovi a m Mirkovi. Pokud jednomu z hraci dojdou tricka, hra

konci.

1. Necht m = 3 a Luk&dsova zasoba tricek je nekonecna. Urcete nejpravdépodobnéjsi dobu
trvani hry, tedy pocet hodi minci, po nichz hra skonéi (protoze Mirkovi dojdou tricka).

2. Necht m = 10, | = 20. Provedte simulaci pomoci generatoru pseudondhodnych cisel a na-
leznéte pravdépodobnost, Ze Mirek vyhraje vSechna Lukdsova tricka. Celou hru nechejte
probéhnout alespori 100krdt (¢im vice opakovani, tim lépe).

3. Jak se zméni vysledek predchozi ulohy, jestlize Mirek minci ,,vylepsi“ a panna nyni pada
s pravdépodobnosti 5/97

Bonus Vypoctéte pravdépodobnosti analyticky a porovnejte vysledek se simulaci.

Méjme linedrni kongruenéni generdtor s parametry a = 65539, m = 2!, ¢ = 0.

1. Vygenerujte alespori 1000 ¢isel a spoctéte jejich stredni hodnotu a rozptyl. Porovnejte se
stredni hodnotou a rozptylem rovnomérného rozdéleni na stejném intervalu.

2. Naleznéte vztah, ktery vyjadri ¢islo v generované sekvenci jako linearni kombinaci cisel
na dvou predchozich pozicich, tj. naleznéte koeficienty A, B v rekurentnim vztahu xy+2 =
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= Axp41+ Bx. Pokud budeme povazovat kazda tri po sobé nédsledujici ¢isla za souradnice
bodu ve trojrozmérném prostoru, jak rekurentni vztah ovlivni prostorové rozlozeni téchto
bodu?
Bonus Vygenerujte sekvenci alespon 10000 cisel a vykreslete 3D bodovy graf, ktery ilu-
struje vyznam uvedeného rekurentniho vztahu.
Mirek o Lukds oprasovali staré ucebni texty.

Vyraz nemuze byt nachylny k problémum ordering a smearing, nebot se v ném nevyskytuji
zadné mnohokrat se opakujici operace. Je ale nachylny ke cancellation, protoze se v ném
odecitaji dvé ¢isla, kterd jsou si pro velkd x pomérné blizka. Vyraz se pokusime upravit tak,
aby se v ném toto odecitdni nevyskytovalo. Plati

VETT- o= VBRI VO tltva) atl-c 1

Jzr1+z T Vatltvz Vitltvz

kde jsme pouzili vztah (a+b)(a—b) = a® —b*. Pokud vyrazy vyéislime pro z = 1,0-10'°, do-
staneme vysledek 4,999994416721165- 1076 pro ptivodni vyraz a 4,999999999875-10~° pro
opraveny vyraz. Jejich rozdil tedy je zaokrouhlené 5,58 - 1072, Pokud bychom x zvétSovali,
chyba by jesté rostla, az by p¥i « = 1,0 - 10'° byla chyba stejného Fadu, jako vysledek.
Funkce a() i b() pocitaji faktoridl svého argumentu pomoci rekurentnich vztaha 0! = 1
a n! =n(n — 1)!. Obé funkce pochopitelné funguji pouze pro celd n > 0. Jediny rozdil mezi
funkcemi je v tom, ze zatimco funkce a() pocitd mezivysledky i vraci koneény vysledek
jako celé ¢islo, funkce b() misto toho pouziva ¢isla s plovouci desetinnou ¢arkou. Odtud pak
plynou veskeré odli$nosti v chovani.

Pokud program spustime pro = > 19, zjistime, ze ! > 10'°. Takto velké &islo jiz nelze presné
vyjadrit pomoci typu double, vysledek vraceny funkci b() uz nemusi tedy byt presny. Oproti
tomu celé ¢islo vracené funkei a() je stale reprezentovano presné, jazyk Python totiz dokéze
pracovat s neomezené velkymi celymi ¢isly. Sami si mizete ovérit, ze jiz neplati podminka
a(x)+1 == b(x)+1.

Nicméné mame stésti, faktoridl ,velkych® ¢isel kon¢i na nékolik nulﬂ, které, kdyz je repre-
zentace Cisla s plovouci desetinnou ¢arkou ofizne, vysledek nijak nezméni. Stale tedy plati
a(x) == b(x). Tato podminka prestane platit az pro x > 23, kdy se na jednu z ofezavanych
pozic dostane nenulovéa cislice.

Dalsi zména naﬁtane pro x > 171, kdy x! > 103%8. Takto velka &isla jiz viibec nelze ulozit
do typu doublef a funkce b() misto ¢isla zacne vracet specidlni hodnotu 'inf', tedy kladné
nekonecno. To muzeme vidét ve vypisu na obrazovku, pripadné si mizeme otestovat platnost
podminky b(x) == float('inf').

Python je v tom, ze dokaze uklddat libovolné velkd cela cisla, ponékud vyjimecny. Vétsina
programovacich jazykd ma pevné dany (v daném standardu) pocet byti a tedy pevné danou
maximalni velikost celo¢iselnych datovych typu. Asi nejbéznéjsim typem je typ o délce 4
byty (32 bitt1), do nejz lze ulozit ¢isla v rozsahu —2 147 483 648 — 2147 483 647 (znaménkovy
typ) nebo 0 — 4294 967 295 (bezznaménkovy typ). Pokud bychom implementovali funkci a()
s pouzitim 32bitového bezznaménkového celociselného datového typu, pak by se pro z > 13
jiz. vysledek nevesel do rozsahu daného typu® a doslo by k tzv. pfeteceni (integer overflow).

Lotazka na zamysleni: jak rychle zjistit, kolik nul?
2Takto velky exponent se jiz do tohoto typu nevejde.
3131 =6-10°
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To, co se presné s Cislem stane, zavisi na konkrétni bitové reprezentaci ¢isla v pocitaci a bitové
implementaci operace, kterd preteceni zpusobila (nebo to nemusi byt definovédno vibec).
Nejjednodussi situace je pri s¢itani, kdy po prekroceni horni hranice rozsahu datového typu
pokrac¢ujeme opét od spodni hranice Obecné ale dostaneme ¢islo v rozsahu daného datového
typu, které nema zadnou blizkou spojitost se skutecnym vysledkem. Protoze stile dostavame
néjaké cislo a vypocet dale pokracuje, jako by se nic nestalo, je preteceni obzvlast zakeiné
a pri definici proménnych musime volit takovy typ, aby se do nich vesla vSechna ¢isla, kterd
se v nich mohou v prubéhu vypoctu vyskytnout.
Vsimnéme si také, ze v tomto pripadé preteceni celociselného typu nastane diive, nez typ
s plovouci desetinnou ¢arkou zacne ztracet presnost, a o hodné diive, nez se v ném vyskytne
hodnota nekonecno. V jazycich, kde neméame libovolné velké celociselné typy jako v Pythonu,
se tedy mnohdy vyplati pro vypocty s hodné velkymi celymi ¢isly pouzivat typ s plovouci
desetinnou c¢arkou, pokud nepotfebujeme znét vysledek zcela presné? Jednou z alternativ je
napsat si vlastni neomezeny datovy typ, se kterym jsou vypocty ale pomalé a Zerou hodné
pameéti.
Na zavér zminme, ze pro x > 998E program selze s chybou RuntimeError: maximum recursion
depth exceeded in comparison. V téle funkei a() i b() totiz voldme (pro n # 0) tu sa-
mou funkci s argumetem o jedna mensim, ta zase vold sama sebe, ..., az se zavola funkce
s argumentem 0. Toto se nazyva rekurzivni voldni funkce. Program si pfi zavolani funkce
musi zapamatovat, odkud ji zavolal a kam se mé po jejim vykonani vratit¥ Vsechny tyto
informace si uklddd do oblasti paméti zvané zdsobnik (stack, tady konkrétné call stack),
ktery ma omezenou velikost. P¥i hodné hlubokém rekurzivnim volani se pak muze stat, ze
se zasobnik zcela naplni a neni uz kam ulozit dalsi iteraci. Tomuto stavu se Fika preteceni
zdsobniku (stack overflow) a jde o kritickou chybu, kterd nastala i zdef Pfeteceni zdsobniku
Ize v tomto pripadé zabranit dvéma zpusoby. Prvni spocivd v nastaveni vétsi velikosti za-
sobniku. Druhy spociva v prepsani programu tak, aby se v ném nevyskytovaly prili§ hluboké
rekurze. Napfiklad v nasem programu lze rekurzi snadno nahradit cyklem, jak vidime nize.
def a_opravena(n):

faktorial = 1

for i in range(1,n+1):

fact *= i

return faktorial
Takto prepsand funkce by méla fungovat pro libovolné velky argument.
Zminme jesté casovou slozitost algoritmu. Pro funkce a() a b() je potieba pro vstup n danou
funkci rekurzivné zavolat (n + 1)krat a v kazdé iteraci provést konstantni pocet operaci (1
ndsoben{ a 1 od¢itdni). Asymptotickd casovéd slozitost je tedy O(n). Situace je obdobna
i u funkce a_opravena(), kde je pro vstup n potfeba provést n iteraci cyklu, v kazdé iteraci
pak provést konstantni pocet operaci. Slozitost je tedy také linedrni. Pro tplnost dodejme,
ze slozitost celého programu je také linedrni v zavislosti na velikosti x, protoze program jen
jednou zavold funkce a() a b(), a ty jsou linearni.

40dtud nézev preteceni.

5Tento trik se tedy nehodi napf. pro kryptografické operace, pro numerické fyzikalni vypoéty jej ale miizeme
pouzit témér vzdy.

SHodnota se muze lisit v zavislosti na konkrétnim nastaveni prostiedi.

7A vedle toho si musi pamatovat i kontext, nap¥. hodnoty lokalnich proménnych ve volajicim misté.

8Presnéji zde byla piekro¢ena maximalni hloubka rekurze, coz je hodnota, kterou Python hlid4, aby nena-
stalo pravé preteceni zasobniku.
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¢) Viceméné presnym prepisem rekurentniho postupu ze zadéni dostaneme kéd nize.
import math
pocet_iteraci=100
# inicializace ops. a veps. ctvercem
0.5 # polomer kruznice, s touto hodnotou bude obvod = pi
4x2%r
4xrxmath.sqrt(2)
=4
rekurentni vypocet
for i in range(pocet_iteraci):
print("{} {} {}".format(k,0,0))
0 = (2.%0%0)/(o+0)
o = math.sqrt(o*0)
k *= 2
Muze byt matouci, jak v téle cyklu pouzivime pod stejnym oznacenim o a O hodnoty
z minulého i aktudlniho kroku. Vézte, ze lze program prepsat i nasledovné.
import math
pocet_iteraci=100
r =0.5
0_k = 4x2%*r
o_k = 4*r*math.sqrt(2)
k=4
for i in range(pocet_iteraci):
print("{} {} {}".format(k,o_k,0_k))
0_2k = (2.*0_k*0_k)/(o_k+0_k)
o_2k = math.sqrt(o_k*0_2k)

# X O OR
1]

o_k = o_2k
0_k = 0_2k
k x= 2

Takto ale zbytecné potrebujeme dvé proménné navic.

Pokud program spustime, zjistime, ze nam skute¢né vypisuje hodnoty blizké hodnoté r,
coz je dobrd zprava. VypiSme si nyni rozdily vypocétenych hodnot od skuteéné hodno-
ty m. Toho docilime modifikaci fadku s vypisem na obrazovku do podoby print("{} {}
{}".format (k,math.pi-o,math.pi-0)). Vidime, Ze se zvétsujicim se k oba rozdily velmi
rychle klesaji, pro hodnoty k > 268 435456 konvergence ustane a rozdily se zastavi na pri-
blizné hodnoté 4 - 10~*¢. Tato hodnota odpovidé naakumulované numerické chybé. Jde ale
o chybu v fadu strojové presnosti, coz lze pii numerickém vypoctu jednoznacné povazovat
za uspéch.

Mozné jste si vsimli, ze v jedné iteraci je hodnota 1 — O presné nulova. To, Ze je presné
nulovd, 1ze nejspis povazovat za ndhodu (stejné to je nula jenom v rdmci strojové presnosti).
Nahoda ale neni, ze jde o nejmensi hodnotu rozdilu, ze pred touto hodnotou rozdil klesa a po
ni roste Ci stagnuje, a konecné neni ndhoda, ze se tak déje zrovna pro toto k. Doslo zde totiz
ke kombinaci nizké chyby metody, kterd klesa s rostoucim k, a nizké zaokrouhlovaci chyby,
ktera s rostoucim poctem operaci, a tedy i s rostoucim k, roste. Timto jevem se budeme
podrobnéji zabyvat v pristim dile.
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Obr. 1: Zéavislost chyby metody na poc¢tu hran pouzitého mnohoihelnika.

Vykresleme si nyni chyby v zavislosti na poctu hran k, jak je ukdzano v log-log grafuE E
Vidime, ze body v log-log grafu lezi na pfimce, coz znamend, Ze chyba klesd polynomialné.
Tuto uzite¢nou transformaci si hned vysvétlime. Uvazujme polynomidlni zavislost

b
y=ax .

Pokud rovnici zlogaritmujeme a ozna¢ime X = logx a Y = logy, dostaneme

logy = log (axb)
logy =loga + blogz
Y =bX +loga,

coz je rovnice primky. Ukézali jsme tedy, ze v log-log grafu se polynomialni zavislosti zobra-
zuji jako primky, jejichz smérnice odpovida exponentu zavislosti. Poznamenejme, ze obdobné
Ize prevést na primku i exponencidlni zavislost, jen pouzijeme graf, ktery ma logaritmickou
skalu pouze na svislé ose.

Spolu s daty jsou v grafu m vyneseny i zavislosti y = 2~ ', y = 272 a y = 2~ >. Vidime,
ze data klesaji s priblizné stejnou smérnici jako y = af{m coz znamend, ze tato metoda je
tzv. kvadratickd v zavislosti na poc¢tu hran k.

Zduraznit zavislost na k je v tomto pripadé dulezité, nebot bézné se rychlost konvergence
udéava v zavislosti na poctu iteraci. Snadnym prepoctem zjistime, ze tato rychlost by byla

2

9Log-log graf je graf, ktery ma na obou osach logaritmickou $kélu.
107z diraziiuji, Ze ndm jde o smérnici, ne o presné prolozeni dat, nebot zivislost miize byt posunuta o kon-
stantu.
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v nasem pripadé exponencidlni. V kazdém pripadé jde o velmi rychle konvergujici metodu,
nebot mnoho metod, se kterymi se v praxi setkate, konverguje linedrné nebo pomaleji.
Tomuto tvrzeni odpovida fakt, Zze jsme se k vysledku na trovni strojové presnosti dobrali
po nékolika malo iteracich.

4 1.

pravdépodobnost

Obr.

Tuto tlohu lze pomérné snadno vyresit pomoci simulace pro libovolné m. Nechdme poci-
tac odehrat velky pocet partii a u kazdé partie zaznamename jeji délku. Ze ziskanych délek
potom vykreslime normovany histogram, tj. graf zobrazujici pravdépodobnosti ukonc¢eni
hry po daném poc¢tu hodu. V nasem piipadé jsme pouzili m = 3 a m = 5 a celkovy pocet
partif 100 000. Vysledné histogramy jsou na obrazcich g a §. Vidime, zZe pro zadané m = 3
skonéi hra s nejvétsi pravdépodobnosti jiz po tfech hodech, coz je také nejmensi pocet
hodt potiebnych k ukonceni hry. Oproti tomu pro m =5 je nejpravdépodobnéjsi délkou
hry 7 hodu — to jiz neni trividlné vysledek. Také si v§imneme, Ze hra musi skoncit vzdy
po lichém poc¢tu hodi. Protoze po kazdém kroku Mirek bud jedno tricko ziska, nebo
jedno ztrati, mé celkovy pocet jeho tricek vzdy opacnou paritu nez v predchozim kroku.
Jestlize za¢ind s lichym poctem tri¢ek, dostane se na nulu (sudé éislo) jediné po lichém
poctu hodda.

0’14 T T T T T T T
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2: Histogram pravdépodobnosti ukonceni hry po uréitém poctu hodu. Pocet Mirkovych
tricek na zacatku hry je 3.

Resen{ této tlohy bez pomoci poéitade jiz nenf tak trividlni. Omezime se pouze na zada-
né m = 3 a pokusime se o kombinatoricky odhad — pokud si s kombinatorikou netykate,
muzete zbytek Feseni preskocit.

Nejprve si uvédomme nésledujici: Pravdépodobnost, ze dojde k realizaci jedné konkrétni
hry o délce n hodu, je 1/2™. Realizaci hry zde myslime unikatn{ sekvenci zaznamendvajici
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pravdépodobnost

Obr.
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3: Histogram pravdépodobnosti ukonceni hry po ur¢itém poctu hodu. Pocet Mirkovych
tricek na zacatku hry je 5.

pocet Mirkovych tricek v kazdém hodu, ktera kon¢i prvni nulou. Napft.
352—-3-22—-1-0. (1)

V této konkrétni hie Mirek ziskal tricko v druhém hodu, v ostatnich pouze ztracel. Jeli-
koz pravdépodobnost hozeni panny, nebo orla, je 1/2, ndsobime za kazdou Sipku timto
faktorem — kdyby byla mince upravena jako v dalsi dloze, vysledek 1/2™ by neplatil.
Nyni predpoklddejme, ze Mirek muze mit i zdporny pocet tricek. Poté si vSsechny mozné
realizace hry miizeme zakreslit pomoci orientovaného grafu jako na obrazku f]. Vrcholy
grafu jsou oznaceny Cisly, kterd rikaji, kolika moznymi zptsoby je mozné se dostat do
toho daného stavu hry (stavem rozumime podet tricek a pocet odehranych hodt, viz osy
grafu v obrazku {). Hodnoty ve vrcholech odpovidaji éislim z Pascalova trojthelniku.
Zamérme se nyni na vrcholy odpovidajici stavu, kdy ma Mirek jen jedno tricko. Pokud
opét zakdzeme zaporna tricka, tak mizeme tvrdit, ze hodnoty v téchto vrcholech budou
mensi nebo rovny tém vyobrazenym, protoze pfijdeme o nékteré hrany grafu (pro hru
o vice nez tfech hodech jde o ostrou nerovnost). A pokud budeme chtit, aby hra v nésle-
dujicim kroku skondila, tak existuje jen jedna hrana vedouci k tomuto cili. A jelikoz kté
¢islo na ntém radku Pascalova trojihelniku je urceno binomickym koeficientem

(:)
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bude hodnota ve vyse zminénych vrcholech

()
(n—3)/2

pro délku hry n. Dale budeme uvazovat nasledovné: jestlize ukazeme, ze pro n+2 je hodno-
ta ve zkoumanych vrcholech mensi nez ¢tyfnasobek hodnoty pro n, a to pro kazdé n > 3,
pak nejpravdépodobnéjsi délkou hry musi byt n = 3. Ctyindsobek zde vystupuje pro-
to, ze horni odhad pravdépodobnosti ziskdme vynasobenim hodnoty kombinacniho ¢isla
pro n pravdépodobnosti 1/2", s kazdym prodlouzenim hry o dva hody se tedy jesté snizi
pravdépodobnost jednotlivych realizaci hry ndsobnym faktorem 1/2%. Protoze skutecnd
pravdépodobnost je pro n = 3 stejné jako tento horni odhad, dokdzeme tim, ze skutecna
pravdépodobnost pro obecné n > 3 je taky mensi nez pro n = 3.

Pokud jesté provedeme substituci n = r+3 (r je sudé), tak se snazime o dikaz nerovnosti

( r+4 )

r+2)/2

AOC+22) 4 weso.
r+2
r/2

Binomické koeficienty rozepiseme do tvaru

(r+ DI/ r/242)! (r4+3)(r+4)
(r/2+Dr/2+3)r+2)  (r/2+1)(r/2+3)

dosazenim do nerovnosti a odstranénim jmenovatele ziskame
PP Tr+12<r? 4+ 8r 412,

z ¢ehoz uz ihned plyne » > 0 0.
2. Tato tdloha byla velice primocara. Drobny problém pfi jejim feSeni vAm mohla zpusobit
skutecnost, ze hra mize skonc¢it po libovolném poctu krokiu, takze nékteré partie mohou
byt pomérné dlouhé — pokud jste tedy ve svém kdédu nastavili velky pocet opakovani, je
mozné, Ze jste si na vysledek museli pockat.
My jsme volili délky her 100, 1000, 10000 a 100000. Pro tyto hodnoty jsme postupné
dostali pravdépodobnost vyhry 0,37, 0,342, 0,3366 a 0,33293. Ackoli pii kazdém béhu
programu dostaneme trochu jiny vysledek, lze z vysledkd simulace odhadnout, ze presna
hodnota hledané pravdépodobnosti bude 1/3. Kéd pouzity k FeSen{ tlohy naleznete na
nasich webovych strankich (psdn v Pythonu 3).
K vyfeseni bonusu pouzijeme Vétu o tplné pravdépodobnosti, ktera je uvedena v prvnim
dilu seridlu. Znac¢me a = m + [ a déle si zavedme pravdépodobnost, ze Mirek vyhraje ze
stavu, kdy ma pravé m tricek, oznacme ji Pv(m). Zrejmé plati Py(0) = 0 a Puv(a) = 1,
jde jen o symbolickou formulaci podminek vyhry a prohry (matematicky bychom fekli, ze
jde o okrajové podminky). Véta o tiplné pravdépodobnosti nynf{ iikd, ze pravdépodobnost
vyhry Puv(m) je rovna souctu pravdépodobnosti vyhry za podminky, Ze padne panna (krat
pravdépodobnost, ze padne panna) s pravdépodobnosti vyhry za podminky, ze padne orel
(krét pravdépodobnost, ze padne orel). Toto tvrzeni zapiSeme ve tvaru diferen¢ni rovnice

Py(m) = pPu(m +1) + APu(m — 1),
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Obr. 4: Graf, z néjz mizeme vy¢ist pravdépodobnosti jednotlivych realizaci hry za
predpokladu, ze je povolen zaporny pocet tricek. Vodorovna osa zobrazuje aktudlni pocet
tricek, svisld osa pocet odehranych hodu. Graf je zkonstruovan pro pocdtecni hodnotu 3

tricka. Malymi Sipkami je v grafu naznac¢en piiklad hry ([l)).

kde 1 = 1/2, A = 1/2 oznaguji pravdépodobnosti, ze padne panna, resp. orel. Reseni této
rovnice snadno uhodneme, kdyz si dosadime za pu a \. Poté dostaneme

o PM(m + 1) + PM(m — 1)

= 5 ,

Jinymi slovy: pravdépodobnost, ze Mirek vyhraje s m tricky, ze dana aritmetickym pra-
mérem pravdépodobnosti, Ze vyhraje s m + 1 tricky a s m — 1. Funkce Pum(m) by tedy
mohla lezet na piimce, coz zapiSeme formalné jako

PM (m)

PM(m) = A+ Bm,

pri¢emz nezndmé koeficienty A, B ur¢ime podminek vyhry/prohry, tj. dosazenim m =0
a m = a a vyfeSenim soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych. Ziskdme A =0, B = 1/a.
Takze n m

Pu(n) = a m+l
a pro zadané hodnoty m = 10, [ = 20 dostaneme pravdépodobnost vyhry Py (10) = 1/3,
coz je v souladu s nasim predpokladem zaloZenym na vysledcich simulace.

3. Upravou jedné hodnoty v kédu, tedy prepsanim pravdépodobnosti padnuti panny z 1 /2
na 5/9, jsme dostali vysledek 0,89276 (pro 100000 her). Na této hodnoté by nds mélo
zaujmout predevsim to, ze ackoli se pravdépodobnost padnuti panny zvysila pouze o 1/18,
Mirkova Sance na vyhru markantné vzrostla. Tohoto faktu vyuzivaji napt. kasina v ruleté,
kdy Sance na vyhru pii sdzce na ¢ernou (nebo Cervenou) je jen o fous mensi nez 1/2,
kvili zelené nule. Proto, i kdyby mélo kasino méné penéz nez hraé¢ (ale rddové vice, nez
je v jedné sazce), tak hréce presto s velmi vysokou pravdépodobnosti zruinuje.

K feseni bonusové c¢asti zde vyuzijeme jeden matematiky hojné pouzivany trik, se kterym
se ale moznd jesté nékteri z vas nesetkali. Mame opét rovnici

Py(m) = pPu(m +1) + APu(m — 1),
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ale nyni jsou p a A riznd, existuje mezi nimi pouze vztah A = 1 — . Tento typ rovnic se
fesi pomoci metody charakteristického polynomu. Budeme predpokladat obecné exponen-
cilni feSeni ve tvaru a™ a dosazenim do rovnice a kracenim o™~ ! ziskdme kvadratickou
rovnici

pa® —a+A=0,

jejiz leva strana se nazyva charakteristicky polynom. Resenim této rovnice ﬁou ar =1,
a2 = A/p. Obecné feseni diferenéni rovnice ziskdme jako linedrn{ kombinaci

Aot + Bay',

tedy

_ A\
PM(m)—A—i—B(M) .

Podobné jako vyse ziskdme pomoci okrajovych podminek reseni

Dosazenim m = 10,1 = 20, u = 5/9 a A = 4/9 ziskdme ¢iselny vysledek Py (10) = 0,89373.
e) 1. Linedrn{ kongruenéni generator, ktery jsme pouzili k fesen{ tlohy, najdete na nasem webu.

Pro ty z vas, co programovat jesté neuméji, zde uvedeme, jak takovy generator sestrojit

v Excelu.

Do bunky Al vepiSeme seed, do B1 az D1 postupné hodnoty a, ¢, m. Do bunky A2 poté

vepiSeme vzorec

=MOD(($B$1*A1 + $C$1);$D$1)

a ,vytdhneme“ sloupec A tak daleko, jak potfebujeme. Tot vse.

Pomoci generdtoru sepsaného v Pythonu jsme z ndhodného seedu xg (ziskaného ze sys-

témového Casu) vygenerovali 10% pseudondhodnych é&isel a vypocetli primérnou hodno-

tu Z = 0,499596 a rozptyl o2 = 0,083209 (smérodatné odchylka je potom o = 0,28846).

Srovnejme nyni vysledky simulace s pfesnymi vyrazy pro stfedni hodnotu a rozptyl uve-

denymi v seridlu. Stfedni hodnota je

0+ (2" —1)
2 )
po normalizaci N = 231

0+ (2% —1)
2.3

o =S ip

i

= 0.49999999977 .

T =

Kdyz do vztahu pro rozptyl

M pokud se vam nezd4, ze pro A = p jsme dosazovali linedrni funkci a tady exponencidlni, vézte, ze piipad
se stejnymi koreny je specidlni — pravé diky tomu, Ze z nich neudéldme linedrni kombinaci

10
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dosadime normalizované hodnoty, vidime, 7e normalizovat rozptyl znamena délit N2,
takze pro rovnomeérné rozdéleni mame
2 (22 =1)% .
o= e = 0.08333333325572312.

Ovérili jsme tedy, ze vygenerované rozdéleni mé podobnou stfedni hodnotu a rozptyl jako
rovnomérné rozdéleni. Jesté poznamenejme, ze stiedni hodnota a rozptyl obecné nestaci
pro jednoznaéné uréeni pravdépodobnostniho rozdéleni (museli bychom znédt vSechny jeho
momenty). A uz viibec ndm shoda v téchto dvou veli¢indch nezaruéuje, ze generdtor ma
dobré ndhodné vlastnosti. Pokud jste si nechali vypsat pseudondhodna ¢isla na obrazovku,
tak jste si urcité vsimli, ze jsou vsechna licha, coz ndm indikuje, Ze se nejednd o dobry
generator. Vice viz nasledujici tloha.

2. Zasadnim krokem v této tiloze je uvédomit si, ze ¢islo 65539 lze zapsat ve tvaru 2'6 + 3.
Poté muzeme libovolné ¢islo v sekvenci napsat ve tvaru

ziys = ((2'°+3) - wit1) mod2® = ((2'° +3) - ((2'° +3) 2:) mod 2°!) mod 2*!
= (2'° +3)” z;mod 2*'.
Postupnymi tpravami dostaneme, #e modulo 23! plati
zipr = (224624 9) 2, = (6-2'° +9) z,
= (6(2"+3) —9) 2 = 62i11 — s,

kde jsme v druhém kroku vyuzili 232 mod 23! = 0. Pokud nyni budeme tii nésledujici
Cisla v sekvenci chapat jako kartézské soutadnice x = x;, y = x;+1, 2 = Tit2, pak je
odvozeny rekurentni vztah rovnici roviny

z =06y —9z.

V trojrozmérném prostoru tedy budou vSechna vygenerovana pseudondhodnd ¢isla lezet
v roviné. Jesté si mizeme rozmyslet, kolikrat se v boxu 1 x 1 x 1 rovina diky modularni
aritmetice ,zlom{“. V pramétech do rovin yz (z = 0) a zz (y = 0) dostaneme rovnice
piimek z = 6y a z = —9z. Sténa boxu lezici na ose y bude tedy protnuta sestkrit a sténa
lezici na ose x devétkrat. Celkem tedy bude v boxu patnact rovin. To si koneckoncu
miizete potvrdit na feSeni bonusové tlohy, které vidite na obrazku §.

Moznd vés napadlo, ze jelikoz sekvence generovand libovolnym LCG (linedrnim kongru-
enénim generdtorem) mé kone¢nou periodou, tak vzdy bude mozné najit néjakou korelaci
mezi nasledujicimi ¢leny, kterd vyznamné narusi ndhodnost. Tzv. Marsaglitiv teorém ti-
k&, ze pokud ¢isla generovand linedrnim kongruencénim generatorem vykreslime jako bo-
dy ndimenzionalniho prostoru, tak budou spadat do nejvyse (n!m)l/ " nadrovin o dimenzi
n — 1. Proto, zatimco v nizkych dimenzich jsou LCG obvykle spolehlivé (i zde pouzivany
generator, zndmy pod nédzvem RANDU, se chova dobfe ve dvou dimenzich, viz obr. ),
ve vyssich dimenzich postupné selhdvaji.

11
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Obr. 5: 1000000 pseudondhodnych ¢isel vykreslenych ve 3D. Jisté byste nechtéli, aby
takovyto generator pouzivala v bezpecnostnich systémech vase banka.

Poznamky k doslym resenim

Ocenujeme Teseni Miroslava Hrabala a Viktora Fukaly, ktefi si vSimli, ze operace nad dvéma
libovolné velkymi celymi ¢isly nemuze byt provedena v konstantnim ¢ase, tudiz v bodu | nebude
mit pro velkd n funkce a(n) ¢asovou slozitost O(n), ale o néco horsi.

Lukds Timko Miroslav Hanzelka
lukast@fykos.cz mirek@fykos.cz
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Obr. 6: 10000 pseudondhodnych ¢isel vykreslenych ve 2D. V této dimenzi se jiz polohy boda
nezdaji byt predvidatelné.
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