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Uvodem

Mili FYKOSéci,

hned ze zac¢atku bychom vam chtéli popiat mnoho dobrého do Nového roku. Pololeti vrcholi a my
prichdzime s dalsi varkou tloh. Snad vam poskytnou vitany odpocinek od skolnich povinnosti
nebo prijemné rozptyleni o jarnich prazdninach.

Kdybyste méli chut nds v Praze navstivit, srde¢né vds zveme na Jeden den s fyzikou, kde si
muzete poslechnout spoustu zajimavych prednasek a taky se dozvédét, jak to na matfyzu chodi.
Cely program najdete na mff.cuni.cz/verejnost/jdf/. A pokud jeSté nemadte registrovany
tym na fyziklani.cz, tak to rychle napravte!

Za chybéjici vzoraky a statistiky se hluboce omlouvame, co nejrychleji budou zverejnény na
webu.

Tésime se na vas.

Organizdtori

Zadani |V. série

Termin uploadu: 27. 2. 2018 23.59
Termin odeslani: 26. 2. 2018

Uloha IV.1 ... zmrzlina 3 body

Odhadnéte, kolik gramu zmrzliny dokdzeme vyrobit, pokud mame k dispozici 51 kapalného
dusiku o teploté —196 °C a neomezené mnozstvi mléka a smetany o pokojové teploté 22 °C?
Predpokladejme, Ze pozadovand zmrzlina se skldda jen z mléka a smetany (hmotnostné pul
na pul) a méla by mit teplotu —5 °C. Protoze se tepelné kapacity mléka a smetany v tomto
intervalu teplot znaéné méni, poéitejte s jejich pramérnymi hodnotami ¢y, = 3,45kJ kg™t K1
pro mléko a ¢ = 4,45kJ-kg™-K™! pro smetanu. Zbylé potiebné tidaje si dohledejte na inter-
netu.

Uloha IV.2 ... autisti 3 body

Kolik nejméné déti by muselo roztocit svij fidget spinner, aby se tak den na Zemi prodlouzil
o 1 ms? Vsechny nezndmé veli¢iny odhadnéte.

Uloha IV.3 ... divné tvarovana nidobka 6 bodt

Méme valcovou sklenicku, kterd ma zboku u dna malou diru o plose S. Tato nddoba je naplnéna
vodou, kterd samovolné pretékd do druhé nddoby, kterd je tentokrét jiz bez diry. Jaky tvar by
musela mit druhd nadoba, aby v ni hladina rostla rovnomérné? Predpokladejte, ze ma byt
valcové symetricka.

Bonus Dna obou nadob jsou ve stejné vysce a nddoby jsou dirou spojené.
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Uloha IV .4 ... vymyslete si sami 7 bodu

Méme Cernou skiiniku se tfemi vystupy (A, B a C). Vime, ze obsahuje n rezistori se stejnym
odporem, ale nevime jak jsou zapojeny. Zmérime tedy odpory mezi dvojicemi bodid AB, BC
a CA a zjistime, ze Rap = 32, Rec = 52 a Rca = 6. Zjistéte, kolik nejméné rezistori muze
skrinka obsahovat a urcete ptislusny odpor jednoho rezistoru.

Uloha IV.5 ... nemoZnost nakaZeni 7 bodu

Ptedstavme si, ze roztla¢ime né&jakou bakterii obvyklé velikosti na rychlost v = 50km-h~! ve
vodorovném sméru a nechdme ji volné letét ve vzduchu. Jakou vzdalenost zhruba urazi, nez se
zastavi?

Vysledek vas mozna prekvapi. Jak je tedy mozné se infikovat timto zptsobem bakteridlni
infekci? Diskutujte, pro¢ je to mozné i pres takovy vysledek.

Uloha IV.P ... Voyager II a Voyager I 7iji! 9 bodi

Mame néjaky satelit, ktery chceme vypustit ven ze Slunecni soustavy. Vypoustime ho z obézné
drahy Zemé tak, ze po néjakych korekcich drahy ziska rychlost, ktera je vyssi nez inikova rych-
lost ze Slunec¢ni soustavy. Jakd je pravdépodobnost, ze dojde ke kolizi sondy s néjakym kosmic-
kym materidlem s prumérem vétSim nez d = 1 m pred opusténim Slunec¢ni soustavy?

Uloha IV.E ... tiha struny 12 bodt

Zmérte délkovou hustotu struny, kterd vam meéla pftijit postou spolecné se zaddnim. Strunu ale
nesmite vazit.
Ndpovéda Zkuste strunu rozkmitat.

Uloha IV.S ... kofeni a automati 10 bodu

a) Naleznéte viechny (tii) redlné kofeny funkce exp(x) — 5z2. V¥bér metody je na vis. Neza-
pomente okomentovat, jak a proc¢ jste zvolili dany postup.

b) Newtonova metoda tak, jak jsme si ji predstavili funguje i pro funkce komplexni proménné.
Vasim tkolem je vykreslit tzv. Newtonovy fraktaly, tedy oblasti v komplexni roviné takové,
ze kdyz v nich zvolime pocatecni odhad kotenu pro Newtonovu metodu, tak dokonvergujeme
k ur¢itému kofenu. Fraktal vykreslete pro funkce 2 —1 a 25422 —1, kde z je komplexni &islo.
Derivace téchto funkei jsou 322, resp. 62° + 32%. Pro vypocet a vykresleni mizete pouzit
Pythonni kéd ptilozeny k zadani.

Poznamka Komplexni derivaci, pokud existuje, lze technicky spocitat stejné, jako redlnou
derivaci, tedy pro ni plati stejné vzorce pro derivaci souctu, soucinu a slozené funkce.
Bonus Naleznéte co nejzajimavéjsi nebo nejhezcéi Newtonuv fraktal.

¢) Simulujte na poéita¢i (nebo napocitejte ruéné) elementarni bunéény automat s pravidlem
54 na mfizce délky 20 s periodickymi podminkami alespon na 10 ¢asovych kroku (vic urcité
neuskodi). Na pocatku mé jedna libovolnd buiika hodnotu 1 a zbylé 0. Vysledek zobrazte
v Casoprostorovém diagramu (jako na obr. 1 z textu seridlu).

d) Simulujte hrubnuti 1D povrchu pomoci modelu ndhodné depozice popsaném v seridlu. Po-
vrch mé rozmér L = 100, na pocatku je zcela hladky. Nakreslete graf zavislosti hrubosti W
na ¢ase pro alespon 10% krok (jeden krok = jedna nové &istice), vysledek diskutujte.
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Reseni Ill. série

Uloha IIL.1 ... zpomalena 3 body; primér 2,61; Fesilo 57 studenti

Predstavme si, Ze na kameru se snimkovou frekvenci 24 snimkii za sekundu (uvazujme casové
rovnomérné rozlozené a dokonale ostré snimky) natocime let vrtulniku s otdckami hlavniho
rotoru 2900ot./min. Nédsledné si zdznam prehrajeme. Jakd bude zddnlivd frekvence otdcek
rotoru na zaznamu? Michal se dival z okna koleje na vrtulnik.

Frekvencia otacania rotora je
145 4
—s .

fr=2900min"" = 5

Za cas, ktory uplynie medzi dvoma po sebe vytvorenymi snimkami, sa rotor oto¢i Nkrat

fr 145
N=""=_"
fr 72’

kde fi je snimkova, frekvencia kamery 24s~!. Na snimkach nie je vidiet celé otacky, iba posun
voci predoslej polohe, preto sa zdé, Zze rotor medzi jednotlivymi snimkami vykona otocenie len
o AN. To ziskame ako

AN =N —k,

kde k je také cele ¢islo, aby |[AN| bola ¢o najmensia (teda k je celd ¢ast N). Potom zdanliva
frekvencia otacania rotora je
1

1 _
f’:Aka:ﬁszgs L

Zdanliva frekvencia ot4cania rotora na snimkoch je 1/3s™* = 20 ot./min.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha IIL.2 ... zrychlenicko, zrychleni 3 body; prumér 2,20; feSilo 46 student

Na obrazku vidite nacrt elipsy s ohnisky F a F> a nékolika vy-
znacenymi body na ni. Uvazujte, Ze elipsa znazornuje trajektorii
néjakého hmotného bodu. Znazornéte do obrazku zrychleni, ktera

pusobi na hmotny bod v jednotlivych vyznacenych bodech dréahy

pro dvé situace (jde o sméry a vzdjemné poméry zrychleni (které

Jje vétsi/mensi) v riznych bodech v rdmci jednoho nécrtu).

a) V ohnisku Fi je umisténo hmotné téleso, kolem kterého hmotny bod

obiha. Uvazujeme, zZe plati 2. Keplertiiv zakon.
b) Téleso md konstantni velikost rychlosti, pouze se pohybuje po elipse.
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Karel na konferenci slysel, zZe s takovgmi ulohami maji problémy i vysokoskoldci.

)
Ako prvé si musime uvedomit, ¢o za druh zrychlenia posobi v pripade klasickej Keplerovej
tlohy Slnko-jedna planéta. Vezmeme si na pociatku teleso v nejakej vzdialenosti od Slnka
a udelime mu rychlost, mensiu ako je kruhova rychlost v tejto vzdialenosti smerom kolmo od
spojnice teleso-Slnko. Zo zdkladov nebeskej mechaniky vieme, ze teleso sa bude pohybovat po
elipse, ktorej afélium (najvzdialenej$i bod drahy od Slnka) bude prave v bode, odkial sme
teleso vypustili. Jeding sila, ktord bude v takomto pripade posobit na nami vypustené teleso,
bude pritazliva gravitacna sila medzi telesom a Slnkom. Pre Tubovolna silu posobiacu na teleso
s konstantnou hmotnostou plati, ze tato sila uvddza teleso do pohybu so zrychlenim, ktoré je
rovné

a = —,
m

kde F je sila pdsobiaca na teleso a m je hmotnost daného telesa. MéZeme si v§imnut, Ze z tohto
vztahu si vieme prirodzene definovat hmotnost ako schopnost telesa klast odpor voci posobeniu
vonkajsich sil. Sila posobiaca na toto teleso je v nasom pripade rovnd Newtonovskej gravitacnej
sile

GMm

F,=— r
g
r3 ?

kde G je gravitacné konstanta, M je hmotnost cetrdlneho telesa (v nasom pripade Slnka) a r je
polohovy vektor voéi Slnku. Dalej je vhodné spravit si transforméciu kartézskych stradnic
s pociatkom v strede elipsy, na kartézske stradnice so stredom v Slnku. Potom yova suradnica
Slnka je totozna s y suradnicou stredu elipsy, avsak zovid siradnicu musime posunit o

f =V a? —v? )
kde a, b st hlavné a vedlajsie polosi elipsy. Potom nové siradnice budu:

=z,
Yy =y.

Ak do vzorca pre zrychlenie dosadime nas vzorec pre silu a don dosadime za r polohu bodu
v novych suradniciach, tak vysledny vztah pre velkost zrychlenia pre Iubovolny bod leziaci na

elipse bude
GM GM

x'2 + y/2 (z + m)? + y2
Po dosadeni do tohto vzorca vieme urcit presna velkost. Avsak nasim cielom je toto zrychlenie
zakreslit. Kedze smer zrychlenia je od daného bodu na elipse smerom k Slnku, v nasom pripade
smeruje vektor zrychlenia z daného bodu na elipse, do ohniska F}.

Ak si vhodne zvolime mierku obrazku tak s tymito informéciami je jednoduché vkreslit
vektory zrychlenia do obrazku. Vyzerat by to mohlo asi ako na Obréazku [I|.
b)
Predpokladajme teraz ze teleso sa znova hybe po tej istej elipse, a to napriek pritomnosti akej-
kolvek gravitacnej alebo inej sily. Mézeme si predstavit napriklad vesmirnu lod ktora niekde
v priestore jazdi dookola po elipse, spalujic pritom palivo na to, aby si udrzala pozadovaniu
dréhu. Vieme ze zrychlenie posobiace na teleso si vieme vzdy rozdelit na normalovi zlozku,

aq =
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Obr. 1: Vysledok pripadu a).

ktora spbsobuje zakrivenie drahy, a na tangencidlnu zlozku, ktord sposobuje zmenu rychlosti
telesa. Kedze teleso si po cely Cas udrziava rovnaku rychlost, je tangencidlna zlozka zrychlenia
nulova, a smer zrychlenia je teda totozny s normélou k doty¢nici v danom bode.

Ulohu si rozdelime na dve asti. Najprv budeme hladat, ako vyzerd smerovy vektor zrjch-
lenia, t.j. norméala k danej krivke. Potom si zratame, aka velkost mé zrychlenie v zavislosti
na poloha. KedzZe sa jednd o geometricki tlohu, nemusime ndajst explicitny predpis pre pri-
amku, na ktorej lezi normélovy vektor v danom bode. Sta¢i ndm vediet, ze dand priamka
bude prechddzat cez nami zvoleny bod, a bude rovnobeznd s vektorom gradientu elipsy (ako
implicitnej funkcie), ktory zo svojej prirodzenej definicie je vnimany ako vektorovy operator
urcujuci normalu k nejakej krivke ¢i ploche. Bez znalosti vyssej matematiky, skratka vezmeme
pravitko s ryskou a ndjdeme kolmicu na dotyc¢nicu v nejakom bode. Pozndmka pre pripadnych
zédujemcov, matematicky-analyticky by sme to spocitali takto:

Elipsa je popisand implicitne krivkou

2 2
e
a b2
Gradientom tejto krivky, a teda nami hladanym vektorom je
[293 2y}
a?’ b2 ]’

Na zdklade tychto informécii vieme Iubovolnému bodu priradit smer zrychlenia.

Velkost dostredivého zrychlenia (”Sipka” vektora bude teda smerovat vzdy smerom dovniitra
elipsy) je potom dand vztahom

kde rychlost v je po cely ¢as konStantna a polomer krivosti elipsy R v nejakom bode, je dany

vztahom .
2 2\ 2
_ 22 (T Yy
R—ab <a4+b4) 3
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Obr. 2: Vysledok pripadu b).

kde x a y su stiradnice daného bodu. Dosadenim vztahu pre polomer krivosti v nejakom bode
do vztahu pre velkost dostredivého zrychlenia mame vzorec, z ktorého vieme dopocitat velkost
zrychlenia v Tubovolnom bode na elipse, pri danych pociatoénych podmienkach. Po zakresleni
do obrazku s pouzitim takto odvodenych informécii by mal vyzerat ako Obrazek .

Jakub Jambrich
jakubj@fykos.cz

Uloha IIL.3 ... IDKFA 6 bodti; pramér 2,16; fesilo 31 studentti

Vypalili jste na impa z plazmové pusky, ktera strili stabilni shluk ¢astic s rovnomérnym rozdéle-
nim podélné rychlosti v intervalu (vg, vo + 6v) (pricnd rychlost je nulovd) a s celkovou energii Ej.
Hlaven pusky ma priifez S a pulz trva nekonecné kratky cas. Jak daleko musi imp stat, aby se
mu nic nestalo? Predpoklddejte, Ze jeho kiize bez problému uchladi na malém prostoru tepelny
tok q. Na DOOMa si vzpomnel Ales.

Kinetickd energie ¢astic je pfimo imérnad druhé mocniné jejich rychlosti. Rozdélme tedy celé
spektrum rychlosti na tseky o délce Av. Protoze délku jednotlivych tsekd mizeme zvolit libo-
volné malou, mizeme predpoklddat, Zze vsechny ¢éstice z daného tiseku maji stejnou rychlost v.
Kinetickd energie daného tseku potom bude AEy = kv?Av (Av tady vyjadifuje poéet Castic
s rychlost{ v daném tseku), kde k je néjakd konstanta, kterou ddle spocitdme.

Pokud seCteme AF) ze vSech tseku, dostaneme energii celého svazku castic, neboli Ey.
Pokud umime integrovat, nahradime konecéné rozdily A diferencidly d a ¢ekd nés jednoduchy
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vypocet
vo+8v vo+8v
Ey = / dE, = / kv’dv = g ((vo + 611)3 — vg) ,
vo vo
e — ot (1)

(vo + 6v)* — v?

Pokud zatim integrovat neumime, mtizeme se pokusit integral nahradit sumou. Oznacime-li

pocet vsech tseku
v

n=—-—
Av’
pri¢emz rychlost v j-tém tseku (Gislujeme od 1) bude v; = vo + jAwv, dostavame rovnici

n

Ey = Z AFEy; = Z k (vo + jAv)2 Av = kAv Z (vg + 2jvoAv +j2Av2> =
i=1 =1

j=1
— kAw (nvg +2UOAU@ N szn(n+1)6(2n+1>> ,

kde po dosazeni za n a za predpokladu libovolné malého Av (kdy mizeme vyuzit odhad
n+ 1= n) dostdvidme

Eo=k (vSAv + voAv? + %Avs) = g

((1}0 + Av)3 — 1}8) ,

coz je to samé, co jsme odvodili vyse.

Nyni uvazujme, ze imp stoji ve vzdalenosti x od pusky. V case t na néj za néjaky maly
¢asovy usek At dopadnou ¢éstice z rychlostniho intervalu (v, v + Av), pro které plati

X
v=—,
t
T
Av=—2_
VAV = ST
A
A — T T t

TE oAttt —An-

Za predpokladu, ze At zvolime dostatecné malé, mizeme A nahradit diferencidlem a psat

dt  o?
dv =z =L qt.
t2 T
Kinetickou energii téchto ¢astic mizeme spoéitat jako dE, = kv2dv. Pro vykon svazku
potom plati

dE) > dw kvt

P = — = ]{j _— = —

a VAt T w

7 tohoto vzorce vyplyva, ze nejvétsiho vykonu bude dosazeno pro nejvétsi rychlost, coz je vo+dv.
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Miuzeme predpoklddat, Ze ¢astice dopadaji rovnomérné na ¢ast povrchu impa o obsahu S.
Maximalni vykon, ktery imp zvladne absorbovat, tak bude P = ¢S. Dostavame rovnici
k (vo + 6v)*

@S = ——T——,
x

ze které po vyjddreni x a dosazeni za k z (m) vyplyvéd

_ 3By (v + ov)?
a8 (vo + 6v)® — v

Spocitali jsme, v jaké nejmensi vzdalenosti od zbrané muze imp stit, aby mu plazmovy
vystrel nic neudélal. Kdo by ¢ekal, ze fyzika DOOMa bude takhle zajimava?

Poznamky k doslym resenim

Vétsina tesiteli chybovala uz v samotné tvaze, kdyz chtéla maximalni tepelny tok, ktery imp
vydrzi, porovnavat s dlouhodobym priamérem vykonu celého svazku. Takova tloha je samoziej-
mé vyrazné jednodussi a proto byla hodnocena maximélné tfemi body.

Spravna dvaha vychazi z toho, ze aby imp prezil, musi byt vykon v kazdém okamziku mensi
nez maximélni vykon, ktery imp vydrzi, tedy ¢S.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha II1.4 ... upusténa propiska 7 bodii; prumér 4,21; fesilo 33 studentt

Propisku (tuhou ty¢) upustime na stul tak, ze béhem svého letu svird thel « s vodorovnou
rovinou. Jakou rychlosti dopadne jeji druhy konec (ten, co se stolu dotkne jako druhy), jestlize
propisky dostatecné velké.

Bonus Spocitejte, jaky musime zvolit tihel «, aby druhy konec dopadl s co nejvyssi rychlosti.
Pro jaké vysky se vyplati propisku naklonit? Matéj se nudil.

Propiska nejdfive pada volnym padem (bez jakékoliv rotace). Potom jeji dolni konec dopadne na
zem, pricemz ziistane zachovan jeji moment hybnosti kolem bodu dopadu. Jelikoz uvazujeme
nepruznou srazku, tak se propiska neodrazi. Pohyb propisky se tak zméni z posuvného na
otacivy. Protoze uvazujeme velké tieni, spodni konec neproklouzne, bude se dotykat porad
stejné c¢asti stolu a propiska se tak bude otdcet kolem tohoto bodu. Pti tomto otaceni ji bude
pofad urychlovat tihové zrychleni. ReSenf si rozdélime na tyto t¥i ¢asti.

Pro vypocet potrebujeme znat i délku propisky. Tu si oznacime .

Volny pad
Puvodni vyska spodniho konce je

h—ésina.
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Ta bude rovna gt?/2, kde t je ¢as padu. Nés ale zajimd rychlost, kterou tuzka béhem padu
nabere, v = gt. Dosazenim dostdvame vysledek zndmy i ze zakona zachovani energie

7_)2

l
h—gsina:%,

v = Zg(h—%sinoz).

Srazka

Nyni hleddme thlovou rychlost, kterou se tuzka zacne otdcet kolem bodu dotyku po dopadu
na stul. Srdzka je nepruznd, takze nemizeme pouzit zdkon zachovani energie (nevime, kolik se
preménilo na teplo, vibrace). Zaroven také nemuzeme predpoklddat, ze si druhy konec zachova
svou rychlost. Musime pouzit zdkon zachovani momentu hybnosti.

Na tuzku pusobi dvé ruzné vnéjsi sily. Jedna je v bodé narazu. Timto bodem, ale prochézi
osa otdceni tuzky. Rameno této sily je tedy nulové, takze na tuzku pusobi nulovym momentem
sily® Druh4 sila je tithova. Srazka nastane ale v jednom okamziku, takze tato sila nestihne néjak
zménit hybnost nebo moment hybnosti tuzky. To zapocitdme az pozdéji, béhem otécivého padu.
Z toho vyplyva, ze jejl moment hybnosti L je béhem srazky konstantni.

Vychézime tedy z toho, Ze moment hybnosti tésné pred nirazem je stejny jako po narazu.

Moment hybnosti hmotného bodu spocitame jako

L = pr =muor,

kde m je hmotnost bodu, v je jeho rychlost a r je vzddlenost od osy otaceni (tedy od bodu
dotyku se stolem) méfena kolmo na smér rychlosti. Pokud je téleso tuhé a nerotuje (tzn. vSechny
jeho body maji stejnou velikost i smér rychlosti), tak si ho pro vypocet momentu hybnosti
kolmé vzdalenost od osy otaceni je tedy vodorovnd vzdalenost tézisté od osy r = %cos Q.
Pocateéni moment hybnosti je

l
L =mv=-cosa.
2
Pro otacivy pohyb tuzky tésné po srézce plati L = Jw, kde w je tthlova rychlost otaceni

kolem dané osy a J je moment setrvacnosti télesa vzhledem k této ose. Pro tyc¢, otécejici se
kolem osy na ni kolmé a prochézejici jejim koncem, plati vzorecek J = ml2/3, proto

L l cos L 2
—mu a=-ml"wo,
2 3 0

Wi _37’UCOSQ
0—21 )

kde wp je okamzitd tthlova rychlost hned po srazce.

!Tato tivaha neni dokonald, protoze nefunguje pro ,nekoneéné® sily. Ty se v dostateéné zjednoduSeném
modelu s nulovym casem srazky a narazem v jedném bodé skutec¢né vyskytuji. To, ze kontakt s podlozkou
neovliviiuje moment hybnosti, je ale rozumny predpoklad.
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Otécivy dopad
Tuzka ale dopadne s vyssi tihlovou rychlosti nez jakou méla hned po srézce. Tuto rychlost uz
miizeme vypocitat ze zdkona zachovani energie. BEhem tohoto otacivého padu se poloha jejiho

tézisté snizi o Ah = %sin a. Kinetické energie se tedy zvysi o
1
AE = ilmg sina .
Podle vzorce pro kinetickou energii otacivého pohybu dostavame

1 1 1
AFE = Ewa — ZJwi=ml? (w% — w%) ,

2 6
kde w1 je uhlova rychlost pfi dopadu druhého konce na stil. Ze zdkona zachovani energie
1 1
ngQ (w% - wg) =AFE = ilsinamg,
3gsin o
w1 = gf wi.

Dosadime predchozi vysledky

3¢ si 92
wlz\/gSIna—i—vcosQa,

l 412
_ [3gsina | 99 ( _£ . )
= \/l + 22 cos2a (h 3 sin «

a vyjadrime rychlost v1, se kterou dopada druhy vrchol na stul

v = lw; = \/3glsina+ 979005204 (h— %sina) .

Bonus

Hledame thel o tak, abychom maximalizovali rychlost dopadu vi. Rychlost v1 je maximalni,
kdyz je vyraz pod odmocninou maximélni. To musi nastat bud pro néktery hraniéni thel (o =
= 0 je nejmensi mozny, pro h > [/2 je nejvétsi mozny 90° a pro h < 1/2 je to arcsin(2h/1))
nebo nulovou derivaci

d’Ul

=L o,

da

I I
3lcosa — 9h cos asin v + %cosasin2a— %cos3a =0,

Jednim feSenim je cosa = 0, tedy a1 = 90°.

3h . 3 . 2 3,3 .2
1 lsma+2sma 4+451n a=0,

1f@sina+95in2a:0,

l

10
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Vidime, ze feseni kvadratické rovnice existuje, jen pokud h > é To déava smysl, ale otdzkou
zUustéva, co je pro nds vyhodngjsi pro h < [/2, nechat propisku padat horizontdlné (o = 0)
nebo ji polozit jednim koncem na zem («a = arcsin(2h/1))?¥ Pro volny horizontdlni pdd méme

Va = 1/99h/2 a pro otacivy pad vy = v/3glsin a, kde 2h = [sin o, tedy v, = +/6gh. Pro h < /2
dopadne druhy konec nejvyssi rychlosti, kdyz zvolime maximélni thel «, tedy tuzku opreme

jednim koncem o stul.
Pro h > 1/2 mize existovat tfeti nebo ¢tvrty extrém, pokud

2h | 1 [ h?
>0 4 24— —1>0.
1> 5r & o4 —120

Nyni, pokud bude pfed odmocninou minus, tedy

2h 1 h?
1> — /4= —1>
— 3 3 2 20,

Ize snadno ovérit, ze vyraz bude kladny, protoze

2
NEI
[l — 3 l
a zaroven hodnota vyrazu nepiekroci 1, protoze funkce je klesajici a jeji pocatecni hodnota
v bodé h =1L je i
V pripadé, ze pred odmocninou je plus, je druha nerovnost splnéna vzdy, ale prvni nemusi
byt. Upravami dostaneme

2h _ 1 | h?
_ > = - _
1 31 = 3 12 1
4h  4h% _ 4h® 1
_ - > _ =
! 3z+912*912 9’
51
h< 2.
- 6

Ctvrty extrém je mozny pouze pokud h < %l. Pokud ale rozepiseme vyraz
2h 1 h?
— + /4= -1
3gl ( 3 + 3 B ) +

2
9g oh 1 | h2 I {2n 1 | h?

a hledame, kdy je vétsi pro znaménko plus, témér vse se vykrati a dopracujeme se k nerovnosti

2Reseni cosa = 0 sice matematicky smysl dava, ale pro h < 1/2 to fyzikdlni smysl ned4vd, protoze by na
zacatku byl spodni konec tuzky pod trovni stolu.

11
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To neplati nikdy (pfedpokladdme 2h > 1), proto znaménko plus nikdy nevede na globdlni
maximum.

Lze ovérit, ze derivace % v bodé a = 0 bude kladn4, tedy funkce bude rostouci a v tomto
bodé taky nebude extrém.

Zbyva vysSetfit, jestli se vyplati tuzku naklonit pod tdhlem «, pro ktery plati sina =
= % - %\/47—22 — 1, nebo a = 90°. Jelikoz bychom se p¥i porovndvan{ prislusnych rychlos-
ti dopadu dostali k rovnicim vysokych stupni, muzeme vyuzit Wolfram Alpha. Zjistime, ze
pro h < (4/v/3 — 1)I/2 je maximalni rychlost vi = v/3gl s & = 90° a pro vétsi vysky je to

v = \/3glsina+ 939605204 (hf ésina)

s naklonénou tuzkou.

To dava celkem dobry smysl — pro a = 90° nezdvisi rychlost dopadu na vysce h, takZe pro
velké vysky nebude maximdlni, zatimco pro malé vysky (h = [/2) se neoplati nechat tuzku
nejdriv volné padat.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha IIL5 ... rozpad sem, rozpad tam 8 bodi; pramér 4,43; fesilo 30 studentt

Méme Aq castic typu A, které se s rozpadovou konstantou Aa rozpadaji na c¢dstice typu B.
Ty se zase s rozpadovou konstantou A rozpadaji na cdstice typu A a na zacatku jich je By.
Najdéte funkci uddvajici pomér poctu castic typi A a B v case. Jachym vymyslel dlohu
do Fyzikdlniho Ndboje, ale medovolili mu to, pry Ze by ji nikdo nespocital. No tak ji dal sem.

Oznac¢me d A, pocet Céstic typu A, které se rozpadnou za ¢as dt. Derivaci rovnice radioaktivniho
(nebo chemického) rozpadu dostaneme

d (Noe
—ng _ (o) = ) _ N = “AN,
coz muzeme ddle upravit na

dN = —ANdt.

Z toho vyplyvd dA, = AaxAdt. Analogicky bude platit dB,, = AgBdt. Nyni je potieba si
uvédomit, ze celkovou zménu poétu éastic typu A za ¢as dt¢ (kterou si oznacime dA) spocitdme
jako rozdil poctu céstic, které se z B rozpadnou na A, a ¢éastic, které se z A rozpadnou na B.
Jinymi slovy

dA =dB, —dA, = (AsB — A4 A)dt = —dB. (2)

Pro dalsi feseni tilohy musime zredukovat pocet proménnych. Muzeme to udélat dvéma zpu-
soby — bud si jednu proménnou vyjadiime pomoci druhé, nebo budeme pocitat s jejich podilem.

N

si ukdzeme oba postupy.

12
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Ozna¢me M = Ao + By. Protoze se celkovy pocet ¢astic zachovava (to vidime z dA +dB =
= 0), plati M = A + B. Diky tomu si mizeme A vyjidfit jako A = M — B. Po dosazeni do
rovnice (E) dostavame

i—?:)\AA—)\BB:)\A(M—B)—)\BB:)\AM—()\A—l—)\B)B.

Tuto diferencidlni rovnici mtizeme fesit separaci proménnych

df — dB
o )\AM—()\A-F)\B)B.

Integral levé strany je zfejmy. Prava strana je ve tvaru derivace néjaké funkce od B, délené tou
samou funkci od B. Integralem vyrazi tohoto typu je vzdy logaritmus dané funkce

1 ~Qu+rp)dB 1
T dat+As ) MM —(Aa+AB)B da+ s

ln()\AM— ()\A-l-)\B)B)-i-C.

7 pocatecnich podminek vime, Ze v ¢ase t = 0 mame B = By. To vede na vztah pro vypocet
integracni konstanty

1 1
C=———In(AaM— (A AB)Bo) = ————— In(AaAo — A B,
)\A+)\BH(A (Aa + AB) Bo) >\A+)\BH(AO BDBo) ,
coz muzeme rovnou dosadit do predchozi rovnice, kde vyuzijeme pravidla pro rozdil logaritmu
a dostavame

;= 1 n )\AA() — ABBg .
Aa + B )\AM—()\A+)\B)B
Vyjadiime si B
5 MM — (Ao — ApBo) e~ RatAn)t

Aa+AB
Nyni uz ndm jen zbyva spocitat hledany pomér. Jednoduchou algebru miizeme preskocit a do-
stavame se rovnou k vysledku

A M-—B _ Ap(Ao+ Bo)ePatAn)t 4 (X4 Ao — ApBy)
B B o AA (A0+B()) e()‘A"')‘B)tf(AAA()*)\BB()) ’

ktery je resenim této tlohy.

Pfi vyuziti druhého postupu nejprve oznaéme K = A/B. Pro derivaci K podle ¢asu po
dosazeni z (P]) dostdvame

dA dB
dK _d A _FB-AT
dt dt B B2
Zavedeme substituci k = Aa/As. Rovnici separujeme a vznikly integrél fesime pomoci parciél-
nich zlomka

=B —-MK)1+K).

1 dK
t:E/(kkK)(HK) -

1 k 1 —In(1-kK)+1In(1+K)
f— K: .
)\B(1+k)/1—kK+1+Kd o (1+F) +C

13
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V case t = 0 jsme méli K = Ko = Ao/Bo. Dosazenim do rovnice si mizeme vyjadrit integracni

konstantu
1 1+ Ko

C= % a T kR

Po tupravé mizeme vyjadiit funkei
_ e(t=C)Xa+Ap) _ 1 _ 1+ KO)eO\AﬂL%B)t — (1 — kKo)
T ke(t=C)Xa+Ap) 41 (14 Ko) keCat2)t 1 (1 — kK)p)

_ )\B (Ao =+ Bo) e(>\A+>\B)t + ()\AAO - ABBO)
o Aa (Ao + Bo) e(AatAp)t — ()\AA() — )\BB()) ’

kterd je opét feSenim této lohy. Vidime, Ze oba postupy vedly na stejny vysledek.

Vsimnéte si, ze oba postupy funguji jenom za pfedpokladu Aa A — AgB # 0. Muzeme ale
ovérit, ze pokud tato podminka plati pro pocdteéni hodnoty, bude platit vzdy (a jinak je tloha
trividlni).

Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha IILP ... slozeny papir 8 bodti; prumér 5,40; fesilo 40 studentti

Kazdy to jisté nékdy slysel a urcité i zkusil: ,List papiru nelze na pilku prelozit vice nez
sedmkrat.“ Je to ale skutecné pravda? Najdéte hrani¢ni podminky.
Kuba se nudil a sklddal papir.

Je dobré si uvédomit, ze hlavni problém je se stale se zvysujici tloustkou, kterd narustd ex-
ponencialné? Uvazujme nékolik vrstev papiru polozenych na sobé a prelozme celou hromadu
napul, vysledek by mél vypadat priblizné jako na obrizku J.

Pokud si domyslime tfeti rozmér, bude mit kazd4 vrstva tvar povrchu vélce. Ten mé nulovou
Gaussovu ktivost, diky ¢emuz mame moznost tento tvar slozit z listu papiru. Nyni mizeme
provést dalsi prehyb okolo osy lezici v zatim rovinné ¢asti papiru. Tuto osu muzeme volit vice
zpusoby. Bud osu prehybu zvolime rovnobézné s prvni osou, nebo k ni kolmou, nebo s ni svirajici
obecny thel. Pokud zvolime osu rovnobézné, vytvorime dalsi valec s nulovou krivosti, kdezto
pokud zvolime kolmo k puvodni, vytvarime povrch toru, ktery mé kfivost nenulovou, a proto
klade papir mnohem vétsi odpor, protoze se musi deformovat i v plose papiru® Proto budeme
uvazovat papir efektivné jednodimenziondlni, jako bychom napil prehybali dlouhy a tzky pés
papiru.

Déle si vSimnéme, Ze pti prehybu napil polovina kazdé vrstvy skonéi nad stfedni rovinouE
a druhd pod ni, coz znamend, ze touto rovinou musi prochazet tolik vrstev, kolik vrstev pre-
hybame. Z toho rovnou mutzeme vyvodit Ze papir nelze prehybat donekonec¢na, protoze kvili
zachovani celkového objemu bychom potiebovali sitku pakliku ztencovat donekonecna, coz ale
evidentné nelze*

3Mizete si sami spoéitat, ze b&zny papir pielozeny dvaadtyFicetkrat napil by byl vysoky az na ob&znou
drédhu mésice.

4P¥i vnéjsim okraji se natahuje a pfi vnitifnim se krabati, jak si mizete sami doma vyzkouset.

5V obrazku vyznacena ¢arkované.

SPokud bychom skldadali papir do harmoniky, toto omezeni neni a muzeme ho prelozit vicekrat nez u pre-
kldd&ni naptl.
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_______________ 4

Obr. 3: Obrazek ilustrujici jak vypada prelozeni, kdyz prekldddame vice vrstev papiru
najednou.

Lze tedy udélat horni odhad pro maximélni pocet prehybu. Predstavme si stav jako na
obrazku f. Pak muzeme spocitat celkovou délku papiru potiebnou pro vytvoreni takového ob-
razce pro dany pocet vrstev. Ozna¢me d tloustku papiru a [ celkovou délku potiebného papiru.
UvaZzujme situaci rovnou s 2”71 vrstvami, coz je stav po n — 1 prehybech naptil. Uvédomme
si, ze protoze délka oblouku roste s jeho polomérem linedrné, soucet obvodu vnéjsiho a vniti-
niho oblouku je stejny jako dvojnasobek délky uprostied vrstvy. Totéz plati pro dalsi vrstvy.
Tedy celkové délka 2" ! vrstev o polomérech od 0 do 2" 'd je stejné jako délka 2"~ ! vrstev
o poloméru 2"~ 'd/2. Dosazenim dostédvame vzorec pro délku pro n vrstev papiru

Ty2n—2 ;T n
l==2 d-4"d
Tyt taland, 3)

z ¢ehoz dokéazeme vyjadrit maximélni pocet prehybt n pro fixni [

81 8
NMmax = 1Og4 (Ea) - 10g4 (En) ) (4)

kde jsme zavedli n = é jako bezrozmérny parametr prekladaného papiru.

Pokud bychom tento odhad chtéli zpresnit, musime uvazovat i papir spotiebovany na vsech-
ny ptredchozi prehyby. Ziskdme tak model prehybtu odpovidajici obrazku

Celkovou délku papiru ziskdme sumou pres vSsechny prehyby, kde délka kazdého prehybu je
déna vzorcem (Jj), takZe pro n pfehybi dostdvame

. T2k
1_282 d.
k=1

Tuto sumu ale dokdZeme prevést na soucet geometrické rady

_ = T ok _nd4 -1  md4"
l_;§2 =2 24 — e
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&7

Obr. 4: Vysledny tvar, ktery uz vicekrat nejde prelozit

Posledni aproximaci lze pouzit s rozumnou presnosti pro n > 2. Ze vzorce vidime, Ze na pri-
déni dalstho pfehybu potfebujeme nikoliv dvojnasobny pas papiru, ale dokonce ¢tyindsobny*
Maximalni pocet prehybu je pak dan vzorcem

1 6
Nmax = 5 log, (En> . (5)

Dosazenim hodnot pro papir formétu A4, pokud déldme pfehyby jen po tom samém sméru (tak,
abychom prehybali tu delsi hranu), které jsme odhadli na d = 0,1 mm, ! = 300 mm, 1 = 3000,
ziskdvame n =~ 6.24. To se ndm skutecéné potvrdilo (konzistentné s tim, Ze se jednd o horni
odhad), kdyz jsme preklddali papir a timto zpusobem ho skute¢né prehli pétkrat, tak prehyb
posesté vypadal sice obtizné, ale nezdal se nemozny. Ale pak by rozhodné nesel papir prehybat
v druhém sméru, protoze by nam nedrzely vrstvy na sobé.

Nyni ale mame teoreticky jesté druhy smér, ve kterém je 20 cm nevyuzitého papiru. Bohuzel
ale uz tloustka neni tloustka papiru, ale soucet vsech vrstev z predchoziho piehybani. V nasem
ptikladu je to d = 0,1-2° mm = 3,2mm, tudiz n = 62,5. Potom n = 3,45, coz se také potvrdilo,
protoze jsme papir prehli jesté tfikrat ve druhém sméruf Vidime, ze kancelafsky papir forméatu
A4 l1ze prelozit napul minimalné osmkrat, tedy casto opakované tvrzeni o sedmi prelozenich
neplati.

Pokud prekladame vrstvy stfidavé nebo néjak jinak, musime zacit uvazovat ne o délce
papiru, ale o celkové plose papiru ztracené v prehybech. Ta je ale, protoze papir mé tvar

"To ale vyplyva uz ze (E), pokud se nad nim trochu zamyslime.
8Nutno podotknout, ze po péti prehybech jsme naméiili Suplerou tloustku jen 3 mm, coz je nizsi hodnota
nez ta pouzitd v odhadech.
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Obr. 5: Vysledny tvar, ktery jiz nejde vicekrat prelozit se zakreslenim predchozich prehybi

valce, dana vzorcem (E) prenasobeném zbyvajici délkou v druhém sméru. Proto, pokud chceme
snizit mnozstvi plochy ztracené v poslednich prehybech (kdy se ztraci nejvice papiru), musime
mit co nejmensi délku ve sméru kolmém na prehybani. Toho dosdhneme pravé tehdy, kdyz
nejprve prehneme podél jedné strany maximalni pocet prehybt, které ndm papir dovoli, a pak
preklddame ve druhém sméru. Z toho je vidét, Ze dany papir nemizeme obecné prelozit vicekrat,
pokud striddme prehyby, nez pokud prehybame papir nejdiive v jednom sméru a pak v druhém
sméru. Jen pokud bychom méli papir s takovymi rozmeéry, ze maximalni pocet prehybt v obou
smérech® podle vzorce (ff) vychdzi tésné mensi, nez nejblizsi vyssi celé ¢islo, mliizeme néjakym
konkrétnim prohézenim poradi prehybu dosdhnout toho, ze maximalni pocet zvysime o trochu
v jednom sméru na tkor sméru druhého. Tim sice celkovy soucet nezaokrouhlenych cisel klesne,
ale po zaokrouhleni (samoziejmé doli) ziskdme jeden piehyb navic tim, ze jeden ze sméru
dostaneme pres celé Cislo, zatimco to druhé si ,nezkazime® Ale spravné potradi je nutné najit
pro kazdé rozméry papiru zvlast.

Jesté musime ftict, ze vSechny uvedené vzorce jsou jen hornim odhadem, protoze jsme neu-
vazovali papir ztracejici se jinak nez ve valcovych prehybech. Jeden ze zdroju dalsich ztrat byl
popsan na zacatku tohoto textu, tedy deformace papiru a z toho vyplyvajici mensi doléhani
papiru pti prehybech. Z tohoto divodu je téz vyhodné nestiidat sméry a zacit kratsi stranou.
Druhy problém souvisi s rozjizdénim papiru, ktery prekladame. Jednak, kdyz prekladame vice
vrstev, ve vrstvach na vnitini strané se ztraci mnohem méné, nez na téch vnéjsich, ¢imz se vuci
sobé konce jednolivych vrstev posunou. Tomu se lze vyhnout nejlépe tak, ze odhadneme posu-
nuti v jednotlivych vrstvach a budeme délat prislusné pirehyby mirné asymetricky™ Zaroven,
pokud po prekladani v jednom sméru bude zbyly prouzek prilis tzky, vrstvy pri prekladani
ve sméru druhém nebudou drzet na sobé, coz se stane naptiklad tehdy, pokud A4 preklddame
nejdrive podél kratsi strany. Co se tyce sily potiebné k prelozeni vrstvy, ta sice narista, ale je
samoziejmé mozné prekladanou vrstvu rozlozit na diléi ¢asti, které lze prelozit zvlast™ Proto

9V druhém sméru ale musime pouzit celkovou tloustku po provedeni prehybii ve sméru prvnim.

19Bohuzel musime pro kazdy prehyb poéitat s posunutim ve vech dalsich, coz vyzaduje opravdu dokonalé
planovani.

U prvniho prehybu to sice nejde, ale na druhou stranu neprekladame zelezny plech.
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jsme tento problém nepovazovali za omezujici faktor.

Na zavér se slusi podotknout, ze se timto pristupem proslavila americkd studentka Britney
Gallivanové, kterd mé diky tomu vlastni ¢lanek na anglické Wikipedii. S feSenim, véetné ex-
perimentalniho potvrzeni hypotézy a nového rekordu v poctu prehnuti prisla na stredni skole
ve svych sedmnécti letech. My jsme ziskali trochu jiny vzorec, protoze jsme reseni hledali ne-
zévisle, takze jsme pouzili jiny predpoklad, kde bereme polomeér vrstvy. U nés to byl stied,
u Gallivanové pak vnéjsi okraj.

Poznamky k doslym resenim

Seslo se mnoho zpiisobu feSeni, nékteré Cisté teoretické, jiné naopak byly velice experimentalni.
Nékteri z vas jen vyjmenovali efekty, které se budou projevovat, zatimco jinym se i povedlo
kvantifikovat, jak moc budou tim omezujicim faktorem. VétsSina se zabyvala bud silou potiebnou
k prehybu, nebo nutnymi rozméry papiru pro dany pocet prehybt, mnozi i vychézeli z prace
Gallivanové. Nejvic organizatory pobavilo feseni, kde néktery z vas jako experimentalni vzorek
pouzil vypis z vysvédceni a prilozil fotodokumentaci.

Mikulds Matousek
nikulas@fykos.cz

Uloha IILE ... magneticky pritazliva 12 bodd; primér 9,92; fesilo 36 studentt

Spolecné se zaddnim této série jsme vam rozeslali postou plosny magnet (magnetickou f6lii).
Tento magnet je trochu jiny nez tycové magnety — v plose se stridaveé stridaji severni a jizni pol.
Diky tomu se pri priblizeni k feromagnetickému povrchu uzavre skrz kov ,magneticky obvod“
a magnet drzi (napf. na lednic¢ce) a unese na sobé treba i obrdzek. Vasimi tkoly jsou:

e Zmérit plochu a tloustku félie, kterou vyuzijete k experimentim.

o Zmérit stredni vzdélenost mezi dvéma nejbliz§imi stejnymi magnetickymi pdly (dvojné-
sobek opacnych).

o Zmérit maximalni uzitecnou hmotnost (tedy hmotnost bez hmotnosti magnetu), kterou
unese 1 cm? magnetu, je-li zatizeni magnetu rovnomérné, pokud magnet prichytite zespo-
da k vodorovné umisténému cca. 1 mm tlustému plechu z magneticky mékké oceli.

Nezapomerite urcit i chyby méreni. Félie, kterou jsme vdm dodali, miiZze byt samolepici (je pres
ni bild félie a pod ni lepidlo). V tom pripadé bilou f6lii nahradte né¢im, na co budete upeviiovat
uzitecnou hmotnost. Karel ziskal magnetickou folii.

Tedria

Na magnetickej folii dochddza k striedaniu severného a juzného pélu v pasoch. Po prilozeni
folie k feromagnetickému povrchu déjde k docasnej magnetizacii materidlu. K odtrhnutiu félie
déjde vtedy, ked tiazovd sila pésobiaca na jednotku plochy félie (pri rovnomernom zatazeni)
prekond magnetick silu, pésobiacu medzi féliou a feromagnetickym materidlom.

Postup pri experimente

Na to, aby sme zistili plochu a hriabku félie, ktorti budeme pouzivat pri merani, orezeme nepra-
videlnosti na okrajoch félie a predelime ju na polovicu. Nasledne pomocou posuvného meradla
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zmeriame rozmery jednej polovice félie. Plochu ur¢ime ako S = a-b a celkovii chybu bude tvorit
len systematicka chyba merania

o1 = 1/ (aAb)® + (bAa)?.

Druht polovicu félie vyuzijeme na zistenie strednej vzdialenosti medzi najblizsimi sihlasnymi
magnetickymi pdlmi, kedy félie prilozime k sebe a budeme ich po sebe postuvat. V jednom zo
smerov pohybu bude dochadzat ku skokom pri postvani f6lii po sebe. Z tychto skokov dokdzeme
urcit vzdialenost medzi pélmi, pretoze jeden skok znamend presun daného pdlu z nestthlasného
pélu druhej félie na dalsi nesthlasny pél. Oznac¢me pocet tychto skokov k. Pocet sthlasnych
pélov n na povrchu félie teda bude n = k 4+ 1. Priemernt stredni vzdialenost medzi pélmi
vyjadrime ako d = [/k, kde [ je velkost posunutia pri preskakovani félii po sebe. Celkovi
odchylku vyjadrime ako

1

Na to, aby sme urc¢ili maximalnu uzito¢ni hmotnost, ktortt magnet unesie, pripevnime nan mi-
kroténové vrecko, do ktorého budeme postupne pridavat zavazie, napriklad krystalovy cukor.
Vrecko upevnime tak, aby tiazova sila pdsobila rovnomerne po celej ploche félie. Pred zaciat-
kom merania zvézime samotnu féliu. Po odtrnuti félie zvdZime hmotnost vrecka spolu s f6liou.
Meranie opakujeme Nkrat (N = 30). Zo vSetkych hodnét vypocitame priemerntt hmotnost
cukru m a jej standardnu statistickti odchylku podla vztahu

Systematickd chybu merania op urc¢ime ako nepresnost pouzitej vihy. A teda celkovii chybu

merania ur¢ime pomocou vztahu
03 =/ 0124 + a% .

Maximélnu uzitoénit hmotnost na jednotku plochy uz lahko dostaneme zo vztahu ¢ = m/S,
pricom odchylku merania dostaneme pomocou vztahu

(00 N (00 N* [re N?, (o \?
= (5m)  (32m) = (§) (&)
Vysledky merania

Namerané rozmery félie si a = (69 &+ 1)mm, b = (31 £ 1) mm, h = (1,58 = 0,03) mm. Teda
plocha félie je S = (21,4 & 0,8) cm?. Poéet skokov k pri posiivani félii po sebe na vzdialenos-
ti 1 = (29,9 £ 0,3) mm bol k& = 6, teda priemernd strednd vzdialenost medzi pdélmi je d =
= (4,98 £+ 0,05) mm. Hmotnost samotnej félie je mo = (10,79 + 0,01) g. Félia bola pri realizicii
experimentu prichytend k doske z magneticky mékkej ocele o hrabke (1,50 & 0,03) mm. V ta-
bulke [If je uvedend hmotnost cukru, pri ktorej sa félia odtrhla. Nepresnost merania je +0,01 g.

Vyslednd priemerna hmotnost cukru je m = (110,8+0,6) g. Z ¢oho dostdvame pre maximalnu

uZitoéni hmotnost na jednotku plochy hodnotu ¢ = (5,2 £0,2) g-cm™2.
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Tab. 1: Namerand maximélna hmotnost

N TN ' Ny I

g g g
1 10542 11 106,87 21 108,51
2 112,73 12 114,28 22 111,67
3 106,94 13 107,53 23 109,34
4 11353 14 113,12 24 107,73
5 111,31 15 107,85 25 108,90
6 116,05 16 10525 26 11525
7 110,59 17 111,41 27 114,58
8 117,17 18 109,56 28 113,09
9 10573 19 11510 29 107,00
10 108,42 20 113,97 30 113,74

Tab. 2: Vysledky

(1,58 & 0,03) mm
(4,98 £ 0,05) mm
(21,4 £ 0,8) cm?
(110,8 +0,6) g
(5,2+0,2) g-cm ™2

o 3 ha >

Diskusia

Hmotnost, pri ktorej sa magneticka félia odtrhla, pomerne vyrazne menila svoju hodnotu pri
konkrétnom merani, ¢o je spésobé tym, Ze je obtiazne rovnomerne rozlozit hmotnost pridava-
ného zavazia. Kvoli tomu moéze nastat stav, v ktorom je urcity tsek folie zatazeny ovela viac
ako ostatné, ¢o spbsobi pred¢asné odtrhnutie félie.

Taktiez nepresnosti merania rozmerov folie st sposobené hlavne tym, ze f6lia nie je idedlne
zastrihnutéd na okrajoch. A este tym, Ze pri merani rozmeru a a rozmeru b trochu pruzila, ¢im
sa jej rozmery deformovali.

Meranie ndm taktiez ovplyvnuje aj to, ako velmi sa zmagnetizuje feromagneticky materi-
al, ked nan prilozime magneticki féliu. To moze sposobovat pripadné rozdiely v hodnotach o
v zavislosti od hriubky materidlu a od jeho magnetickej tvrdosti. Na magneticky tvrdsich ma-
teridloch bude uzito¢nd hmotnost udrzana magnetom vyssia.

Zaver

Zmerali sme rozmery magnetickej folie a hmotnost, ktorti unesie. Z tychto veli¢in sme potom
spocitali plochu a uzitoé¢ni hmotnost na jednotku plochy. Dalej sme urcili stredni vzdialenost
medzi sthlasnymi magnetickymi pélmi. Vysledné hodnoty st zhrnuté v tabulke .
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Pavol Simko

pavol.simko@fykos.cz

Uloha IILS ... na prochazce s integraly 10 bodi; primér 4,95; fesilo 19 studentt

a) Vymyslete tii odlisné priklady markovovského procesu, z toho alespon jeden fyzikdlni. Je
prochdzka bez navratu markovovska? A co prochdzka bez krizeni?

b) Mé&jme 2D ndhodnou prochdzku bez ndvratu na ¢tvercové siti s pocdtkem v bodé (x,y) =
=(0,0), kterd je omezena absorpénimi bariérami by : y = —5, ba: y = 10. Naleznéte pravdé-
podobnost, Ze v bariére by skoncime drive nez v ba.

¢) Provedte simulaci pohybu brownovské ¢astice ve 2D a vykreslete graf zavislosti stredni vzdé-
lenosti od pocdtku na case. Uvazujeme diskrétni ¢as a konstantni délku kroku (jeden krok
simulace trva At = konst, délka kroku je Al = konst) a umoziiujeme pohyb do libovolného
sméru, tj. kazdy krok je specifikovan délkou a thlem 9 € (0,2n), pricemz vSechny sméry
jsou stejné pravdépodobné. Zajima nas predevsim asymptotické chovani, tedy vyvoj stredni
vzdalenosti pro t > At.

d) Chybovd funkce je definovdna vztahem

ta)= 2 [ o
er (a:)—ﬁ e " dt.
0

Tabelujte tuto funkci, tedy vypoctéte integral pro mnoho riznych x. Do reseni nevklddejte
tabulku hodnot, ale graf funkce. Zkuste tuto funkci opét numericky zderivovat. Co dostanete?

e) Najdéte si definici hustoty pravdépodobnosti Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni f(v), tedy
rozdéleni rychlosti molekul idedlniho plynu. Spocitejte pak pomoci MC integrace stredni
hodnotu rychlosti definovanou

(v) = / " of(w)do,

pri¢emz pro vzorkovani pouzijte nahodna cisla dle Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni zis-
kand Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem. Hodnotu pro konkrétni zvolené parametry
srovnejte s hodnotou z literatury.

Mirek a Lukd$ se ndhodné prochdzeji do skoly.

a) Pfipomenme, ze Markoviv proces jsme definovali jako ndhodny proces, ktery ndm umoziuje
urc¢it pravdépodobnost realizace uréitého stavu systému (stav je ddn hodnotou ndhodné
veli¢iny) v Case t;41 zcela na zdkladé znalosti stavu v ¢ase t;. Uvedme tfi pfiklady Markovova
procesu: matematicky, fyzikalni a ,,z bézného zivota“.

(a) Méjme klobouk A obsahujici 10 ¢ernych kouli a klobouk B, v némz je 10 bilych kouli.
V kazdém kroku ndhodné vybereme jednu kouli z klobouku A a jednu z klobouku B
a vyménime je. Sekvence ndhodnych proménnych predstavujicich pomér ¢ernych ku
bilym koulim v klobouku A je ndhodny proces. Zaroven se jedna i o Markoviuv proce-
s/Fetézec, nebot znalost aktudlniho (v Case ¢;) poméru kouli v klobouku A jednoznacéné
udava i pomér kouli v klobouku B a na zakladé téchto znalosti dokdzeme urcit prav-
dépodobnost, s jako v klobouku A vzroste v dalsim casovém kroku pocet kouli jedné
barvy o jedna, klesne o jedna, nebo se nezméni.

(b) Fyzika je aplikac{ matematickych modeli na dén{ kolem nés. Proto potfebujeme najit
prirodni déj, pro jehoZ popis se pouzivaji ndhodné procesy. Prikladem muze byt na-
priklad vyvoj poctu castic radionuklidu. Pokud zname pocet castic v ¢ase ¢, dokdzeme
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urc¢it pravdépodobnostni rozdéleni v ¢ase t + dt (zde bychom spravné méli rozsifit nasi
definici na spojité plynuti casu, mizeme ale uvazovat i model s konecnymi casovymi
kroky At a kone¢nou pravdépodobnosti rozpadu kazdé ¢dstice v jednom kroku).

(¢) Oznacime-li kazdy den jako slune¢ny, nebo destivy, a vime, s jakou pravdépodobnosti
prejde sluneény den v destivy a naopak (a nebo nedojde ke zméné), pak na zikladé
dnesniho stavu pocasi dokazeme fict, s jakou pravdépodobnosti bude zitra slunecno ¢i
destivo.

Treti priklad je dobrou ukazkou toho, ze kazdy jev lze modelovat jako markovovsky. Totiz,
abychom ziskali pravdépodobnost prechodu slune¢ného dne v destivy, museli jsme provést
statistiku na velkém poctu predchozich dni. Lze tedy namitnout, Ze na uréeni pravdépodob-
nosti realizace urcitého stavu v pristim ¢asovém kroku jsme potiebovali znat vSechny pred-
chozi. Podobné lze argumentovat, ze témér zadny fyzikalni proces neni markovovsky, protoze
pro vypocet zrychleni z pohybové rovnice potfebujeme znat nejen polohy, ale i rychlosti, a ty
z{skdme méfenim polohy ve vice éasovych bodech. Proto, kdyZ se mluvi o (ne)markovosti
urcitého fyzikalnitho jevu, je vzdy potfeba zminit model, kterym jev popisujeme.

Co se tyce zbylych dvou otézek na markovovskost ndhodnych prochazek, ani jedna z uvede-
nych nemé Markovovu vlastnost. Nahodna prochazka bez navratu si kromé aktualni pozice
vzdy musi pamatovat i tu predeslou a ndhodné prochazka bez kfizeni musi mit v paméti
celou trajektorie, tj. vSechny pozice za celou dobu vyvoje. Za markovovské bychom mohli
tyto prochazky povazovat pouzitim ,,podvodu® popsaného vyse, kdy bychom za aktualni
stav prochézky prohlasili napt. celou jeji trajektorii.

K nalezeni pravdépodobnosti, ze prochazka skonci diive v dolni nez horni bariéte, pouzijeme
kéd z textu seridlu. Do néj priddme podminky zastaveni vypoctu a proménnou, kterd ob-
sahuje pocet prochazek L, které skoncily v dolni bariéfe. Také musime pridat identifikator,
ktery si zapamatuje, jakym smérem byl proveden posledni krok, a nepovoli krok opa¢nym
smérem jako nasledujici — tak zajistime, ze pijde skutecné o prochazku bez okamzitého na-
vratu. Hledanym fesenim je pomér L/N, kde N je celkovy pocet prochazek. Délku prochazky
pritom neomezujeme, protoze bariéry jsou pomérné blizko poc¢atku, a tedy prochazky skonci
po rozumném poctu krok.

Na souboru N = 107 prochézek jsme dostali pravdépodobnost 0.6562 skonéeni prochazky
v bariéfe b1, tedy o néco méné nez 2/3, pricemz prvn{ tfi platné ¢islice jsou s vysokou
pravdépodobnosti pfesné. Pro obycejnou 2D prochdzku bychom dostali pravdépodobnost
presné 2/3 (ne simulaci, vypoc¢tem), protoze pohyb ve sméru osy = mizeme zcela vypustit
a jedna se pak o 1D problém, ktery jsme jiz prozkoumali v prvnim dilu seridlu. V ptipadé
prochézky bez navratu neexistuje dobra 1D analogie, takova prochazka vzdy probihé jednim
smérem a pravdépodobnost narazu do jedné bariéry je stejnd jako do druhé. Pokud bychom
krom zadané tlohy chtéli také nalézt praumérnou délku prochézky, kterd se zastavi na néjaké
bariéfe, dostali bychom vysledek 57.27. U jednoduché prochazky bychom dostali vyrazné
vét$i hodnotu nez u prochéazky bez navratu, ta totiz zamezuje stavum, kdy se trajektorie
,t0¢1“ kolem jednoho mista a délka nartstd, aniz bychom se pfiblizili k bariére.

K simulaci opét vyuzijeme kéd ze seridlu, nyni vsak budeme generovat ndhodné reilné ¢éislo 9
v rozsahu od 0 do 2r a polohu v ¢ase ¢t + At uréime podle vztahu

x(t + At) = z(t) + Al cos ¥,
y(t + At) = y(t) + Alsind.
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Pro jednoduchost volimeE At =1, Al = 1. Pro srovnani s pravotuhlou prochizkou uvedenou
v seridlu budeme generovat 10 000 prochézek o délce 10 000. Graf stiedni vzdalenosti v zavis-
losti na Case (na poctu kroki) je na obrdzku fj. Zlogaritmujeme data a fitovdnim poslednich
1000 bodu linearni funkei f(z) = ax + b dostaneme hodnotu smérnice a = 0,498 + 0,001.
Vzdalenost prochazky od pocatku je tedy opét tmérnd druhé odmocniné poctu kroku. Stej-
ny vysledek dostaneme pro kazdou 2D prochazku, kterd ma umoznén pohyb symetricky ve
vsech osach.

90 T T T T

80 1

70} 1

60 - 1

50} 1

a0} i

vzdalenost

30} 1

10 — prochazka ||
-=- fit

0 2000 4000 6000 8000 10000
krok

Obr. 6: Vzdalenost 2D prochdzky od poc¢atku v zdvislosti na poctu kroki (¢ase). Graf vznikl

prumérovanim 10000 prochézek o délce 10000 krokia. Mocninny fit byl proveden na

poslednich 1000 bodech. Fit obecné nemusi dobre sedét i na prvnich 9000 bodech, ale mize,

jak je vidét a tomto prikladu.

Pro_srovnéni uvadime i trajektorie prochazek o délce 10000 krokt a 200000 krokd, obréz-
ky [l a B Zatimco v prvnim pfipadé odpovida ,vSesmérova“ prochazka lépe nasi predstave
o pohybu Brownovy Céstice nez pravouhld prochazka, pti velkém poctu krokt uz se rozdily
mezi diskrétni a spojitou volbou sméru stiraji.

Pro vypocet hodnot chybové funkce pouzijeme slozené Simpsonovo pravidlo, nebot jde o nej-
efektivnéjsi ndm zndmou™= metodu vypoctu jednorozmérnych integrali. Funkci pfitom bu-
deme tabelovat pro hodnoty = € (—5,5), protoze chybova funkce se chova zajimavé v okoli
nuly, jinde je skoro konstantni. Integral byl samplovan N = 1000 body. Pfi této volbé je
chyba, ¥4du 10715, coz je skoro strojova presnost. Tato hodnota N je tedy rozumnym kom-
promisem mezi dobou vypoctu a presnosti. Samotnou funkci jsme tabelovali v £ = 10000

121 kdybychom méli zaddnu napi. stiedni rychlost &astice, stale bychom volili tyto kroky, protoze simulace
je vhodné provadét v normalizovanych jednotkdch. Obzvlasté v kvantové fyzice by volba h = 1,05 - 10734 J.s
namisto i = 1 zpusobila spoustu zbytec¢nych numerickych problému.

13Samoziejmé existuji daleko efektivnéjsi metody, jejich implementace v Pythonu najdete napi. v baliku
scipy.integrate.
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Obr. 7: Trajektorie 2D prochazky o délce 10000 kroki. V tomto méritku je stale vidét, ze se
nejednd o spojity proces, jednotlivé diskrétni kroky jsou jesté patrné.

bodech, divodem je vhodny krok pri opétovné derivaci. Tabelované chybova funkce je vy-
nesena v grafu f.
Pokud chybovou funkci zderivujeme, analyticky dostaneme

T 42
(erf(z)) = lM =2 e
Vi e N

Pro numerickou derivaci pouzijeme metodu 4. fddu, kterd byla odvozena v minulém dile
seridlu. Optimalni krok této metody je ¥adu 10™%, coz skoro odpovid4 rozestupu dvou hodnot
nasi tabelované funkce. Provedenim derivace skutecné dostaneme kyzeny vysledek, jak je
vidét v grafu [LQ.

e) Maxwellovo-Bolztmannovo rozdéleni, popisujici rozdéleni rychlosti ¢astic idedlnfho plynu,
ma tvar

3
( s )24nv2e_ 2kT v >0
0 Lv<0’

kde v je velikost rychlosti ¢astice, m jeji hmotnost, £ Boltzmannova konstanta a 1" termo-

4https://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Boltzmann_distribution
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Obr. 8: Trajektorie 2D prochazky o délce 200000 kroka. V tomto méritku jiz neni poznat, zda
byl proces v Case a prostoru diskrétni ¢i spojity.

dynamické teplota. Stfedni hodnota rychlosti je pak z definice rovna

o] 3 o] 2
m 2 3 _muZ muv mov
_ dv = 4 28T t= — dt= —d
) / vf(v) dv (2nkT) K/O ve Y / 2T’ kT Y

0
8kT [, _

= —/ te b dt /per partes
mm J,

- ,/&LT ([—te‘t]""Jr/ e_tdt> = ,/%—T.
m 0 o m

Ti z vés, kteri neuméji integrovat, mohou pouzit program Wolfram Alphaﬁ, najit vysledny
vzorec v literatute, ¢i v tabulkach rovnou najit ¢iselnou stiedni hodnotu rychlosti pro zvolené
parametry.

Nyni, kdyz mame pripraveny podklady pro ovéfeni vysledku, se zabyvejme samotnym nu-
merickym vypoctem. Stiedni hodnotu rychlosti budeme urcovat pro dvouatomovy plynny
vodik (m = 2m,, kde m, = 1,67 - 10727 kg je hmotnost protonu) pfi teploté T' = 280K, coz
je rozumna fyzikalni volba. Samoziejmé idedlnim plynem lze modelovat mnoho jinych plynt
za ruznych teplot, nejde tedy o jedinou moznou volbu. Pokud si vykreslime Maxwellovo-
Boltzmannovo rozdéleni pro tyto hodnoty parametri, zjistime, ze jej tvori prevazné jeden
Jkopecek® s maximem kolem hodnoty v ~ 1500m-s~! a sitkou faddové 2000m-s~* (bréno
v poloviné vysky , kopecku®, tedy jako tzv. FWHM). Tyto informace ndm poslouzi pro sprav-
né nastaveni Metropolisova-Hastingsova algoritmu. Po¢ateéni hodnotu prochézky zvolime do

Shttp://www.wolframalpha.cor
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Simpson I
ute¢né hodnoty

erf(x) 0+

Obr. 9: Porovnani ndmi vypoctené a skuteéné chybové funkce.

okoli maximaiE jako generdtor ndvrhu preskoku (v textu seridlu oznacen jako funkce g; muze-
te si oveérit, ze skutecné méa vSechny pozadované vlastnosti) si zvolime rovnomérné rozdéleni
se stfedem v aktudlni hodnoté a §fikou 1000 m-s~!, tedy polovinou &fiky ,kopecku®.
Ziskali jsme posloupnost N nahodnych cisel v;, s kterou nyni jiz mizeme pfimocare pouzit
Monte Carlo integraci. Nesmime ale zapomenout na to, ze generujeme nahodnd ¢isla ne dle
rovnomérného, ale dle Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni, musime tedy pouzit variantu
MC integrace s vahami w; = 1/ f(v;), jak bylo uvedeno v textu seridlu. Protoze integrujeme
funkei v f(v), mizeme ukdzat, ze pro hodnotu integrdlu bude platit vztah

N
1
Nszvlfvz NZ fUz ZN;UM

kde v; jsou ndhodnd &isla generovand Maxwellovym-Boltzmannovym rozdélenim f(v). Na
tento findlni vztah vlastné muzeme nahlédnout i tak, Ze s¢itdvame N ndhodnych proménnych
se stfednou hodnotou (v).

Pozastavme se jesté nad jednou véci. Poéitdme urcity integral v mezich 0 a +o0o, tyto meze
ale v MC integraci nikde nespecifikujeme. Kde tedy ddme programu najevo, ze chceme pou-
Zit pravé tyto meze? Vzpomenme si na MC integraci s rovnomérnym rozdélenim nadhodnych
¢isel. Tam jsme meze specifikovali $itkou rovnomérného rozdéleni. Zde je to stejné, meze,
resp. oblast integrace je urcena nosi¢em=! hustoty pravdépodobnosti, kterou pouzivime pro

16Nenf nutno zcela presné, hodnota by ale méla lezet v blizkém okoli , kopecku®.
"Nosi¢em funkce f tady myslime mnoZinu @ takovych, 7e f(z) # 0. Pfesné&ji je definovdn jako tzv. uzdvér
této mnoziny.
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Obr. 10: Porovnéni nami vypoctené a skutecné derivace chybové funkce.

generovani ndhodnych ¢isel. V nasem pripadé je Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni nenu-

lové v intervalu (0, +00), vSe je tedy v poradku.

Integraci pro ndmi zvolené parametry ziskdme, Ze pro hodnotu stfedni rychlosti plati {(v) = (1 7144
coz odpovid4 teoretické hodnoté (v) = 1715 m-s~'. Integraci jsme opakovali stokrat, z téchto
hodnot jsme pak vypocetli primér a smérodatnou odchylku, coz bylo pouzito jako zminé-

né vyslednd hodnota a jeji chyba. V kazdém béhu byla integrovana funkce samplovana ve
100000 bodech. Zdrojovy kéd pouzitého programu naleznete jako prilohu feseni na nasich
webovych strankach.

Komentare k doslym feSenim

Ve vasich feSenich problému zaméfenych na markovovské procesy a ndhodné prochézky (NP)
se objevilo nékolik chyb, které stoji za to si zde rozebrat. Casto dochazelo k nepochopeni pojmu
bezpamétovost. Jestlize kazdy prvek ndhodného fetézce/procesu zavisi nejvyse na predchozim
prvku, pak je fetézec bezpamétovy neboli Markoviuv. Pokud pri konstrukci trajektorie NP
rozhodneme v Case t; o ndsledujici poloze (¢as t;+1) na zdkladé pfedchozi polohy (¢as t;—1),
nejedna se bezpaméfovy proces, protoze stav v t;+1 je dén stavem v t;_1, o dva kroky zpét.
To se presné déje u NP bez navratu, proto neni markovovska. Néktefi z vas ve svém feSeni
definovali jako stav NP bez navratu smér kroku, pak ji lze povazovat za markovovskou, ale
z matematického hlediska uz jde o jiny proces, pti kterém neumime bezpamétové urcit aktualni
polohu. Déale mnoho z vas predpoklddalo, ze kdyz v pripadé obycejné NP pro vypocet narazu
do bariéry muzeme zanedbat pohyb v ose x, lze to udélat i v pripadé NP bez navratu. To nelze,
jednak musime pohyb v x alespon povolit, byt ho nebudeme zaznamenévat, a navic se i ve 2D
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projevi tendence NP bez navratu ,,pokracovat ve sméru, kterym vyrazila“

Dale je pfi studiu vzdalenosti Brownovy ¢éstice od pocatecniho bodu potieba zprimérovat
velké mnozstvi NP, abychom zjistili, jak se typicky (statisticky) vzdélenost vyviji po delsim ¢a-
se. Z jedné realizace prochazky zddnou statistiku nevycteme. Nékolik resitelti se také dopustilo
chyby, kdy misto pocitani aktudlni vzdédlenosti sc¢italo vzdalenosti ze vsech predchozich kroki,
coz je samoziejme jind veli¢ina, nez néas zajima. Nakonec je potfeba uvédomit si, ze predpokla-
danad odmocninné zavislost vzdalenosti na case je asymptoticka, chovani okolo pocatku je jiné.
Po delsim case se vzdalenost kazdé realizace od pocatku mezi sebou vyrazné lisi a je potieba
velky statisticky soubor, jinak bude kazdy bod na primérovaném grafu zatizen velkou chybou
a i smérnice fitu bude nepfesnd. (Pouzité funkce pro fitovani v Pythonu neuvazuji chyby jed-
notlivych bodd, proto vam presnd hodnota 0,5 nemusela padnout ani do nékolikerého nasobku
smérodatné odchylky fitu.)
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Serial: Koreni a automati

31. roénik FYKOSu a s nim i seridl o numerickych metodéch a simulacich vstupuji do druhé
poloviny. Je proto na case opustit metodu Monte Carlo a vénovat se zcela novému tématu —
bunéénym automatim. Sezndmime se s jejich principy a ukédZeme si nékolik jednoduchych
prikladi jejich pouziti. V numerické ¢asti se budeme vénovat klasickému, ale velmi uzitecnému
tématu: hledéani kotent funkci.

Hledani korenti

Hleddnim korent funkce f(x) médme na mysli hleddn{ vSech nebo nékterych reseni rovnice f(z) =
= 0. Predpokladdme ptitom, ze f je redlnd funkce redlného argumentu, tedy ze x i hodno-
ty f(z) jsou redlnd éisla (a ne komplexni ¢isla, vektory, ...). Dale predpokladdme, ze funkce
je spojitéd (jeji graf lze nakreslit jednim tahem), pro nékteré metody pak musime predpokladat
i spojitost prvnich derivaci (graf funkce nemd ostré ,zuby®, takové funkce se proto oznacuji
jako hladké). Je pomérné ziejmé, ze jde o rozumné predpoklady, které naprostd vétsina funkef,
se kterymi jste se na stiedni skole setkali, splinuje.

Ve skole jste se vétsinou setkali pouze s rovnicemi, které dokazete analyticky vyftesit. Ve
skutecnosti je ale takovych rovnic pomérné malo™ Jako priklad analyticky nefesitelnych rovnic
poslouzi tfeba x = cosx nebo feseni tlohy Jachymovska z letosniho FoLu. Hledani kofenti mé
ale i jiné aplikace, napiiklad mize poslouzit k numerickému nalezen{ inverze funkce. Pokud totiz
pro zvolené y chceme najit = takové, ze y = f(x), pak nejde o nic jiného, nez pravé hleddni
kotenu funkce g(z) = f(x)—y. Véfime, Ze jsme vés jiz dostatecné namotivovali, pojdme si proto
néjaké zakladni metody predstavit.

Metoda pileni intervalu

Na zacdtku si potfebujeme zvolit dvé hodnoty ao a bo tak, ze v intervalu (ao,bo) lezi pravé
jeden kofen (ten, ktery chceme najit). Pak vezmeme stied tohoto intervalu, tedy hodnotu ¢y =
= (ao + bo)/2 a podivame se, jestli kofen lez{ v intervalu (ao, co), nebo (co, bo) (nebo jestli nent
f(co) zrovna nula, i kdyz diky omezené presnosti redlnych ¢isel tento piipad typicky nenastéva).
Interval, ve kterém lez{ kofen, pak pouzijeme jako interval (a1,b1) a iterujeme pro stile vétsi n,
dokud nebude interval (an, b, ) dostate¢né maly. Pak je kofen pfiblizné roven hodnoté (an+br)/2
s maximalni chybou (b, — ay)/2.

Algoritmus mame témér hotov, chybi zjistit, jak rozhodnout, ve kterém z intervali kotfen
lezi. Vyuzijeme zde Bolzanovy véty, kterd rika: ,Necht f je spojitd na omezeném a uzavieném
intervalu (a,b) a f(a)f(b) < 0. Pak existuje (alesponi jedno) ¢ € (a,b) takové, ze f(c) = 0
Rozmyslete si, ze véta k4 pomérné intuitivni véc: ,Pokud f(a) a f(b) maji rozdilné znaménko
a spojim je jednim tahem (grafem funkce), pak tento tah nékde protind osu z Véta ndm
tedy napovid4, Ze sprdvnym testem je kontrolovat jestli f(a;)f(c;) < 0, nebo f(c;)f(b;) < 0
(pokud f(c;) # 0, bude alespon jedna nerovnost platit). VSimnéte si ale, ze véta ndm nerik4,
ze kofen bude v intervalu pouze jeden. To musime zajistit na zacatku, proto jsme si ptivodni

18Ve smyslu, ze pokud nadhodné vymyslime rovnici, tak ji vyFesit nedokazeme.
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interval zvolili tak, aby v ném lezel pravé jeden koren. Pokud toto nesplnime, pak muze metoda
samoziejmé selhat — pokud pro poc¢dtecni interval plati f(ao)f(bo) < 0, néjaky kofen nalezneme
vzdy, ale jiné se muzou ztratit.

Metoda ptilen{ intervalu (téz bisekce) je velmi jednoduchd metoda, jeji zékladni myslenka se
tedy ujala i v problémech, které s hleddnim korenti nesouvisi. Jako ptiklad poslouzi tfeba hledani
hodnoty v setiidéném poli, kdy se nejprve koukneme doprostied, pokud je hodnota mensi,
koukneme se na prvek v jedné ¢tvrtiné délky pole, pokud je vétsi, na prvek ve tii ¢tvrtinach,
... Je pozoruhodné, ze se tato metoda osvédcila i jako ,,drevorubecky zpusob* hledani nékterych
typta chyb v programu. Pokud ndm napr. néjaka funkce dava chybny vysledek, staci si postupné
vypisovat hodnoty z poloviny metody, ¢tvrtiny metody, ...a ovérovat, jestli je tam hodnota
vypoctu jesté v poradku. Timto zptisobem pak pomérné rychle dokazeme najit konkrétni prikaz,
kde chyba nastava.

Z popisu algoritmu je patrné, ze bisekce (stejné jako vSechny ostatni metody, které zde pred-
stavime) je iterativn{ metoda. Nikdy nedostaneme zcela presny vysledek, ale ¢im vice iteraci
provedeme, tim vice se mu budeme blizit. Dilezitou vlastnosti iterativnich metod je rychlost
konvergence, tedy to, jak rychle se budeme spravné hodnoté blizit s rostoucim poctem iteraci.
Nyni se pokusme tento pojem formalizovat. Méjme posloupnost {zn}5~, konvergujici k hod-
noté s. Pokud existuji konecné konstanty k # 0 a p > 0 takové, ze

lim M =k,

n—oo |.’L’n — 3|p
pak fekneme, Ze posloupnost konverguje s rddem konvergence p. Specialné pokud p = 1, pak
posloupnost konverguje linedrné, pokud p = 2, pak konverguje kvadraticky, ...

Pokud bude konvergujici posloupnosti posloupnost chyb metody (v zévislosti na poctu ite-
raci) {en}no, kde e, = |z,, — s, pak dle definice bude pro danou posloupnost pro dostateéné
veliké n platit e,41 ~ keb. Tento rekurentni vztah mizZzeme rozepsat do podoby

- 14p+-4p(r—10=1) p(n=ng)
en Xk no ,

kde jsme si zvolili pevné dostatecné velké ng a uvazujeme n > ng. Zlogaritmovanim pak dosta-

neme
n—nmg—1

Ine, ~p" " lnep, + Z P lnk.
7=0
Pro pripad p > 1,k < 1,en, < 1 tedy plati, ze zavislost logaritmu chyby na n se bude chovat
priblizné jako —Cp", kde C > 0 je konstanta. Pro p = 1 se logaritmus chyby chova jako —Cn,
chyba tedy klesd exponencidlné.

S rychlosti konvergence jsme se jiz setkali v tloze o hledani ¢isla n v prvni sérii. Ve vzorovém reseni
bylo zminéno, Ze metoda konverguje kvadraticky s poctem hran, a nazorné jsme si predvedli, co to
znamend. Upozornéme zde ale, Ze Slo o jinou definici rychlosti konvergence, které je pouzivana spise pro
diskretiza¢ni metody (metody, kde kouskujeme néjakou oblast ¢i ¢as na malé dilky). V obou definicich
ale plati, ze ¢im vyssi ¥ad, tim lépe metoda konverguje, jen to pokazdé znamené néco trochu jiného.

Vypoctéme nyni rad konvergence pro metodu bisekce. Je ziejmé, ze v ntém kroku hledame
kofen v intervalu s$itky |bn, — an| = 27"|bo — ao|. Protoze v tomto intervalu kofen jisté lezi,
miizeme touto hodnotou shora odhadnout chybu metody e, v ntém kroku. Posloupnost {e,}
konverguje k nule, dle vyse uvedené definice tedy hledame takové p > 0, aby vyraz

I lent1]

li 27n71|b0 — a0| 1
= lim ——mMMM— = —
n— o0 \en|P n—o0 (27n|b0 — a0|)p 2

1-p 1. —1\n
|bo—a0| pﬂh_}n;o(Zp )
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byl roven nenulovému realnému ¢islu. Je vidét, ze pro p > 1 je hodnota vyrazu rovna +oo,
pro p € (0,1) je pak rovna nule. Refenim je p = 1, kdy je hodnota vyrazu rovna &slu 1/2.
Dokézali jsme tedy, ze metoda konverguje linedrné.

Pokud si to tedy shrneme, pro metodu bisekce potfebujeme dopiedu znat interval, kde
se kofen vyskytuje a jde o linedrné konvergujici metodu. Lze si také rozmyslet, ze metoda
konverguje vzdy (coz, jak uvidime, neni samozifejmost). Jde tedy o jednoduchy a robustni
algoritmus, ne ale prilis rychly. Predstavme si tedy rychleji konvergujici metody.

Metoda secen

Myslenka této metody je opét pomérné jednoducha. Na zacdtku potfebujeme dva body xo
a x1. Korfen nemusi tentokrat nutné lezet mezi nimi, musi ale lezet ,dostatecné blizko“. Nyni
prolozime body [zo, f(z0)] a [z1, f(z1)] pfimku — se¢nu funkce f(z). Ta je v jistém smyslu
rozumnou aproximaci funkce f(z) blizko bodu zo a z1, navic je to pfimka, a pro ni dokdzeme
najit kotfen lehce. Oznacme tento koren seCny x2. Protoze je ale seCna pouze aproximaci, z2
(vétsinou) neni kofenem funkce f(z). Proto prolozime dalsi se¢nu body [z1, f(z1)] a [z2, f(z2)],
najdeme kofen této secny x3 a déle iterujeme az do dosazeni konvergence. Tu mizeme detekovat
naptiklad tak, ze se dvé nasledujici hodnoty xz; v podstaté nelisi.

Bez dikazu uvedme, ze fad konvergence metody je roven zlatému fezu, tedy priblizné 1,62,
coz je lepsi nez u linedrné konvergujici bisekce. Problém ale je, ze metoda nekonverguje vzdy.
Jako priklad si uvedme funkci, kterd je na néjakém intervalu konstantni. Pokud se v néjaké
iteraci stane, ze chceme prolozit seénu dvéma body lezicimi v tomto intervalu, nebude mit tato
seCna zadny kofen. To je samoziejmé extrémni pripad, staci, pokud je funkce nékde malo strméa
(v porovnéni se strmosti v okoli kofenu funkce), pak sice seCna protne osu z, ale zpravidla
v bodé lezicim daleko od skute¢ného kotfenu funkce.

Metoda regula falsi

Pokusme se modifikovat metodu secen tak, aby byla vzdy konvergentni. Na zacatku si opét
zvolime xo a z1, tentokrat ale tak, aby koren lezel mezi nimi (aby f(zo)f(z1) < 0). Témito
dvéma body opét prolozime se¢nu a najdeme jeji koten x2. Nyni ale nastane podstatnd zmé-
na. Dalsi se¢nu prolozime bud body z; a x2, nebo x¢ a x2 podle toho, mezi kterou dvojici
bodi lez{ skuteény koten funkce f(z), coz, podobné jako u bisekce, ovéiime podle toho, jestli
f(zo) f(z2) <0, nebo f(x1)f(xz2) < 0. Poté iterujeme az do pozadované presnosti.

Vidime, ze podstatnou modifikaci je to, ze si hlidame, aby skutecny kofen lezel vzdy mezi
pruseciky sec¢ny s osou z. Tento pozadavek nam zajisti, ze se odhad kofene z; bude priblizovat
skute¢nému kofenu a metoda tedy bude vzdy konvergentni. Zaplatime za to ale tim, Zze metoda
konverguje pouze linedrné, nicméné o néco rychleji nez bisekce (ne o tolik, aby se to projevilo
na fadu konvergence, ale i tak je to vitané zlepseni).

Newtonova metoda tecen

Myslenka Newtonovy metody je takovd, ze zvolime néjaky bod xg ,blizko“ hledaného kofenu
funkce f(z). Funkci poté aproximujeme te¢nou v bodé xo, coz technicky provedeme rozepsanim
Taylorova polynomu v okoli bodu z¢ do 1. fadu

f(@) =y = f(zo) + f (x0)(z — x0) .
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Nyni, podobné jako v predchozich dvou metodach, naleznéme kofen této aproximace, tedy
polozme y = 0. Pak plati
f(@o)

f(xo)’
protoze je ale toto x opét pouhou aproximaci kofenu, oznacme jej jako xi a iterujme dale.
Kompletni rekurentni predpis Newtonovy metody tedy je

f(zn)
frlan)”

Specifikem této metody je, Ze je potfeba znat nejen funkéni hodnoty samotné funkce f(x),
ale i jeji derivace. Mohli byste namitnout, ze pokud bychom derivaci neznali, mohli bychom
pouzit jeji numerickou aproximaci. Nicméné lze ukazat, Zze v pripadé pouziti dopredné diference
prechézi Newtonova metoda na metodu secen (zkuste si to, jde jen o dosazeni do vzorce). To
déva smysl, nebof numericka derivace je pouze aproximaci, hleddme tedy vlastné sklon seény
prochézejici body x a x + h, zatimco pfi pouziti derivace je h infinitesimdlné malé, se¢na tedy
prejde v tecnu.

S metodou secen mé Newtonova metoda spole¢nou i tu nehezkou vlastnost, ze nekonverguje
vzdy. Pokud ale konverguje, tak konverguje (za splnéni urcitych predpokladi) kvadraticky, jde
tedy o nejefektivnéjsi z metod, které jsme si zde predstavili.

xr =Xy —

Tn4+1 = Tn —

Banachova véta o kontrakci

Jako posledni si predstavme metodu, kterou nelze pouzit obecné, nicméné za urcitych okolnosti
se muze vyplatit ji zndt. Navic jde o pomérné zajimavou matematickou vétu, se kterou jste se
jiz mozn4 setkali, ani o tom nevite.

Banachova véta je pomérné obecné tvrzeni, které se zavadi na abstraktnim matematickém objektu
nazyvaném metricky prostor. My se zde ale spokojime s méné obecnou verzi této véty, kdy si ji zavedeme
pouze na intervalech redlnych ¢isel, coz, pokud prirozené pouzijeme absolutni hodnotu rozdilu dvou ¢isel
jako tzv. metriku, je specidlni pripad metrického prostoru.

Nejprve si ale potfebujeme definovat nékolik pojmu. Funkce f : (a,b) — R se nazve lipschi-
tzovskd, pokud existuje L > 0 takové, ze Vx,y € (a,b) plati |f(x) — f(y)| < L|z — y|. Pokud
navic L < 1, pak funkci f na intervalu (a,b) nazveme kontrakci. Toto oznaen{ ma jasny vy-
znam, nebot funkéni hodnoty kontrakce jsou si bliZe, nez puvodni argumenty, kontrakce tedy

interval (a,b) zobrazuje na interval (c,d), ktery je mensi, nez ptivodni interval, ,zkontrahuje
“

jej

Nyni jiz samotnd Banachova véta. Necht f : (a,b) — (a,b) je kontrakce. Pak existuje
jediné zp € (a,b) takové, ze f(xp) = zp (zp je tzv. pevny bod zobrazent). Navic pokud zo € (a, b)
a rr+1 = f(zk), pak pro véechna k = 1,2,... plati

k

L
1-L

|£IZ;€*ZEP|§ |x07x1|.

Takto matematicky napsand véta nejspis vypada hrozivé, pojdme si tedy rozebrat, co rika.
Prvni éast tvrdi existenci pravé jednoho bodu, ktery se kontrakci zobrazi sém na sebe. Nejlépe
si to predstavime na ptikladu. Hezkym ptikladem kontrakce je turistickd mapa, kterd zobrazuje
redlné body ve svété na papir. Banachova véta pak tvrdi, Ze pokud mapu polozime na zem nékde
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v oblasti, kterou zobrazuje;E pak existuje na mapé pravé jeden bod, ktery se zobrazuje sdm na
sebe. Druhd ¢dst véty pak iikd, ze pokud vezmeme libovolny bod z intervalu (a, b) a budeme na
néj opakované aplikovat kontrakci f, dokonvergujeme pravé do pevného bodu zobrazeni. Véta
navic fika, jak rychle tam dokonvergujeme (jde vidét, ze jde o linedrni konvergenci).

Zde se dostavame k aplikaci. Zkusili jste si nékdy na kalkulacce zadat néjaké ¢islo a pak opa-
kované mackat tlac¢itko cos? V8imli jste si pritom, ze at uz zadate jakékoliv ¢islo, vzdy nakonec
dospéjete k ¢islu priblizné 0,7397 Pak jste pouzili pravé Banachovu vétu o kontrakci a nalezli
tak kofen rovnice x = cos x, nebot funkce cos je kontrakce. Pocdteéni hodnotu jste mohli volit
kdekoliv, protoze je to kontrakce na libovolném intervalu obsahujicim interval (—1,1).

Nevyhodou Banachovy véty je, ze funguje pouze na kontrakce, musite tedy mit Stésti na
feSeny problém. V praxi tedy nejspiS pouzijete nékterou z ostatnich metod. Jde ale rozhodné
o pozoruhodny a v urcitych oblastech matematiky i velmi dilezity koncept.

Celularni automaty

Mnohé matematické a fyzikalni systémy jsou popsany rovnicemi, které nedokizeme analyticky
resit a zapojujeme proto do prace numeriku a simulace. Existuji vSak i situace, kdy je systém
prilis komplikovany na to, abychom dokdazali vSsechny potfebné rovnice vibec sepsat. O to
prekvapivéjsi je, kdyz takovy systém po Case vykazuje zfejmé symetrie, opakujici se geometrické
vzorce, vyviji se od chaosu k jednoduchému usporadani. Prikladem muze byt rist snéhové vlocky
¢i krystalu obecné. Ackoli je agregace Castic velice komplikovany a tedy tézko predvidatelny
proces, vysledkem je geometricky presny krystal. Jinymi slovy, jednoduché globalni usporadani
je dusledkem slozitého pusobeni lokélnich interakei.

Aniz bychom piili§ zabihali do termodynamiky, rozmyslime si, ze jestlize entropie (,neuspo-
fadanost®) izolovaného systému samovolné neklesd, musi systémy vykazujici samousporadani
byt oteviené™ Nase neschopnost snadno popsat takovy systém soustavou rovnic s jednoznac-
nym feSenim plyne z toho, ze by tato soustava musela obsahovat Casovy vyvoj v principu
nekonecného prostiedi. Chceme tedy najit model sestavajici z rozumné malého poctu pravidel,
ktery dokézeme prostudovat detailngji nez velkou soustavu diferencidlnich rovnic (popisujici
stejny problém) a zdrovenn bude vykazovat netrividlni dynamické chovani vedouci, pro ur¢ité
hodnoty parametrt, k samoorganizaci. Jak jsme jiz predeslali, cilem tohoto textu bude ukazat,
Ze pravé takovy model ndm poskytnou bunééné (celularni) automaty.

Se studiem celuldrnich automatti (CA) zadali matemati¢ti fyzikové Stanistav Ulam a John
von Neumann béhem pobytu v Los Alamos za druhé svétové valky. Ulamovou motivaci bylo
zkoumadni rustu krystali pomoci miizkovych modeld, zatimco von Neumanna k CA privedla
myslenka autoreplikace stroji. Spolecné pak svoje znalosti pouzili ke studiu pohybu tekutin
pomoci metody, kterd spocivala v prostorové diskretizaci tekutiny a zkoumani interakce mezi
sousednimi bunkami. V sedmdesatych letech se do Sirstho povédomi dostal 2D bunéény automat
zvany Hra zivota, ktery objevil John Conway®™ Tento automat je zajimavy mnoZstvim static-
kych i dynamickych objektt, které se v ném i pres jeho jednoduchd pravidla objevuji, a jesté
se k nému pozdéji vratime. V osmdesatych letech se do prace na bunécénych automatech pustil

970 je dilezity pozadavek, vyjadieny matematicky f : (a,b) — (a, b). Pokud mapu Prahy polozime na zem
v New Yorku, nejsou predpoklady Banachovy véty splnény.

200tevieny termodynamicky systém je takovy, ktery si s okolim miZe vyménovat hmotu i energii. O okoli
se nezajimame (neznadme jeho extenzivni popisné veli¢iny jako je objem, hmota, entropie), pouze mérime toky
skrze hranice studovaného systému. Izolovany systém si nevymeénuje ani hmotu, ani energii.

21 Anglicky matematik, narozen 1937.
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Stephen VVolfrarIﬂE pri¢emz rigor6zné klasifikoval vSechny jednorozmérné automaty a pomohl
rozsitit CA jako metodu do dalsich obori, nejen prirodovédnych.

Vlastnosti a klasifikace CA

Celuldrni automat je jednoznaéné definovan pomoci t¥i objektd. Prvni z nich je (pro ucely
simulac{ kone¢nd, matematicky je mozné studovat i nekoneéné) msizka A s poziénim indexem 4,
kterda nam rika, jakym zpusobem jsme diskretizovali prostor. Mize byt ¢tvercova, hexagonalni
i jakdkoli jind. Déle musime zadat mnozinu stavi S, kterych muze nabyvat kazdéa jednotlivd
bunka. Stav konkrétni bunky oznac¢ime s;. Nakonec musime znat lokalni pravidlo, podle kterého
se systém v diskrétnim case vyviji. Takové pravidlo Ize obecné napsat ve tvaru

sit+1) = f({stow () (6)

Zde méame na levé strané stav bunky na pozici i v Case t + At, pricemz jsme pro jednoduchost
volili At = 1. Napravo mame funkci f, kterd nabyvd hodnot z mnoziny S. Jejim argumentem
jsou stavy bunék z okoli O(i) v Case t. Okoli mizeme definovat libovolné, obvykle se jedna
o nejblizsi sousedy, samotnd bunka i mize, ale nemusi byt do okoli zahrnuta.

Jesté nez si ukdzeme priklad jednoduchého pravidla f, povézme si néco stru¢né o klasifikaci
bunéénych automatt. Podle charakteru pravidla miuzeme CA délit na deterministické a stochas-
tické. V prvnim piipadé je na pravé strané rovnice (ff) oby¢ejnd funkce, zatimco stochastické
pravidlo ma na pravé strané funkeci vracejici ndhodnou proménnou (kterd muze nabyvat hodnot
pouze z mnoziny S). Dale mtzeme CA rozdélit podle toho, jak aplikuji své pravidlo. Pokud pfi
provadéni jednoho ¢asového kroku vkladdme do funkce napravo vzdy hodnoty bunék, kterych
nabyvali pfed provedenim tohoto kroku, jednd se o synchronni automat. V jakémkoli jiném
pripadé nazyvame automat asynchronnim. Striktné receno jsme tedy vyse definovali pouze de-
terministicky a synchronni automat, to proto, abychom se vyhnuli komplikovanému zapisu pri
vétsim zobecnéni. Dalsim moznym kritériem pro klasifikaci CA je jejich komplexita, kterd sahéd
od typu, kdy vzdy po par krocich dosdhneme statického stavu, az po automaty s velmi dlouhym
dynamickym vyvojem. Uzitecnym kritériem klasifikace je také stabilita viici poruse.

A nyni k pfikladu. Uvazujme 1D automat (tvar miize zde neni potfeba udédvat) s bindrni
mnozinou stavi S = {0,1} s pravidlem

si(t+1) =si—1(t) ¥ sipa(t), (7

kde symbol Y oznacuje logicky operator vyluéné nebo (exclusive or, xor)fE Pti ¢asovém vyvoji
se tedy u kazdé bunky divame, jakych hodnot nabyvaji nejblizsi sousedi. Pokud pravé jeden
z nich ma hodnotu 1 (uvazujeme synchronni automat, tedy v ¢ase t), pak bude mit buiika na
pozici ¢ v ¢ase t + 1 hodnotu 1, jinak 0. Jelikoz je miizka A omezend, je potieba stanovit, jak
se chovaji bunky na okraji. Obvykle predpokldddme periodické podminky (sousedem posledni
buitiky je prvni buitika), ale nic ndm nebrani volit i jiné. Obrazek [L1] ndm ukazuje prvnich 200
kroku vyvoje. VSimnéte si, ze se v obrazku opakuji podobné geometrické ttvary, ale nejednd se
o periodické chovani.

Jednorozmérné automaty je pro jejich jednoduchost pomérné snadné klasifikovat. Budeme
uvazovat O(i) = {i — 1,4,7 + 1}, tedy do okoli zahrnujeme i buriku na aktudlni pozici. Také se

22 Anglicky pocitacovy fyzik, narozen 1959. Ano, je to ten Wolfram. Jeho zéjem o celuldrni automaty se
projevil i v online algebraickém systému Wolfram|Alpha, ktery ve svych starSich verzich mival na cekaci
obrazovce béhem vypocétu animaci vyvoje nékterych CA.

230d klasického nebo (or) se lisi tim, ze pro A=1, B=1plati AV B =1,ale AY B =0.
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R

Obr. 11: 1D bunéény automat na miizce délky 100 s periodickymi podminkami a s pravidlem
(H) Na pocéatku mé jeden bod hodnotu 1 a ostatni 0 (pocdtecni stav neni vyobrazen). Na
svislé ose je Cas (rostouci smérem nahoru), na vodorovné index i.

omezime na bindrni mnozinu S. Potom miuze celé okoli nabyvat osmi moznych stava: 111, 110,
101, 100, 011, 010, 001, 000. Pro kazdy z téchto stavu existuji dvé moznosti, jak se bude burka 7
vyvijet: budto bude mit v pfistim kroce hodnotu 1, nebo 0. Celkem tedy existuje 256 rtznych
pravidel ro automaty uvedeného typu (obcas se nazyvaji elementdrni bunééné automaty).
Pravidlo (H‘i potom nazveme ,pravidlo 90, jak je ndzorné ukazano na obrazku [L2.

Podivejme se, jak se to mé s poctem automati ve vice dimenzich. Pokud budeme za oko-
1f O(4) opét povazovat pouze nejblizsi sousedy a samotnou buitiku ¢, bude okoli v d dimenzich
obsahovat N = 2d + 1 bunék. Velikost mnoziny stavi je obecné |S| = ¢, pofet moznych kon-
figuraci na okoli je tedy C' = ¢~. Z kazdé konfigurace muze vzejit ¢ riznych stavii buiky 4,
a proto celkovy pocet pravidel bude v tomto obecném pripadé

C 2d+1
Nea=¢q =4¢*

(8)

248 yyuzitim symetrii tento pocet miuizeme redukovat na 32.
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Obr. 12: Nazorna ukézka klasifikace pravidla daného rovnici (H)

Tak naptiklad pro dvourozmeérny bindrni bunécny automat existuje celkem 22" = 4204967 296
pravidel. Pfi takovém poctu nelze pravidla klasifikovat jedno po druhém, smysl mé pouze di-
vat se na statistické chovani. Prozatim proto zustaneme v 1D svété a podivame se na jednu
zajimavou fyzikalni aplikaci.

Vyuziti CA pro modelovani ristu povrchii

Predstavme si, Ze mame kovovou desticku, jejiz povrch je dokonale rovny. Tedy, na jejiim povrchu
jsou atomy usporadany jeden vedle druhého, jak je ukazédno v levé casti obrazku [I3. Na tuto
desticku naprasime® nékolik vrstev stejného materidlu. Novy material se vSak neusazuje zcela
rovnomérné, po naprasovani vypada nanesend vrstva napiiklad jako na pravé ¢asti obrazku [13.
Desticka neni jiz tak hladké jako na pocatku — rikdme, zZe se zvysila hrubost povrchu.

L

Obr. 13: Ukézka hrubnuti 1D povrchu.

Necht kovova mfizka desticky neobsahuje zaddné dislokace. Potom se na ni mizeme divat
jako na jednotlivé sloupecky. Vysku sloupecku ¢astic_znac¢me h. Hrubost povrchu definujeme
jako odmocninu druhého centralnitho momentu vysky

W (t, L) = \/E(h?) — (E(h)). )

Rozepsano podrobnéji,

7

2
1 1
W(t, L) = ﬁth - ﬁZhi , (10)

kde t je ¢as, L je charakteristicky linedrni rozmér povrchu, d je jeho dimenze a h; vyska sloupecku
s indexem ¢. Budeme-li se divat na fez destickou, bude dimenze povrchu d = 1 a L bude délka

25Naprasovan{ je jednou z metod epitaxe neboli depozice tenkych vrstev. Zdrojovy materisl po malém mnoz-
stvi prevadime do plynného stavu a ¢astice plynu pomoci elektromagnetického pole deponujeme na desticku.
26Smeérodatna odchylka vysky, chcete-li.
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fezu (pocet sloupeckt). Pokud navic budeme pokladat rozmér molekuly za jednotkovy, udava
h pocet molekul v kazdém sloupecku a L je pocet molekul v radé.

S ¢asem a pribyvajicimi ¢asticemi na povrchu hrubost roste. Ale jak? To zalezi na zpusobu
depozice Castic, respektive na metodé, kterou ho budeme modelovat. My budeme k simulaci
pouzivat 1D asynchronni bunécny automat, pricemz pocet bunék bude L a vysky sloupct ¢éstic
budou predstavovat jejich stavy. Formalné je tedy mnozina stavi S = N neomezend, prakticky
ale samozrejmé nevytvorime desticku nekonecné tloustky.

Pravidla evoluce automatu pro simulaci rustu hrubosti mohou byt riznéd. Nejjednodussim
pravidlem je ndhodnd depozice, tj. v kazdém kroku (méme asynchronni automat, krok znamensé,
Ze pribude jedna ¢astice, ne celd vrstva) vybereme jednu bunku a zvysime jeji hodnotu o jedna.
N&hodny vybér délame z rovnomérného rozdéleni na L, neni-li fyzikalni divod provadét vybér
jinak.

Dalsim pouzivanym modelem ristu je balistickd depozice. Opét vybirdme rovnomérné ndhod-
né bunky, které budou rust, ale v tomto pripadé se pomyslna padajici ¢astice nemusi zastavit
az na vybraném sloupecku, ale mize se ,ptilepit“ na sloupecek sousedni. Pii vybrani bunky
tedy muzeme formulovat evoluéni vztah (s vhodnou dpravou na okraji)

hi(t =+ 1) = max (hi_l(t), hl(t) —+ 1, hi+1(t)) . (11)

Ve strukture desticky tedy vznikaji dutiny, automat si je ale nepoznamenava.
Nézorna ukazka toho, jak se chovaji uvedené dva modely, je na obriazku

a) b)

AN AN )

] l
| |

Obr. 14: a) Model ndhodné depozice, b) model balistické depozice. Nejedna se o Casovy
vyvoj. Schémata pouze zobrazuji, kam dopadne nova (Srafovand) ¢dstice, bude-li vybrén
urcity sloupec/buiika. Kdyby se jednalo o evoluci, mohly by se nové buiky prilepovat
i vzajemné na sebe.

Dalsi priklady CA

V povidani o 1D automatech jsme se nevénovali prili§ jednotlivym pravidlim, byt jsou nékteré
z nich nepochybné zajimavé. Napriklad=! u jiz zminéného pravidla 90 existuji pro kazdou konfi-
guraci ¢tyfi mozni predchudci (zde uvazujeme miizku bez okraji, nekoneénou; tvar okrajovych
podminek m4 taky vliv na pocet pfedchiidcl), zatimco u nékterych jinych CA existuji konfi-
gurace, ke kterym se nelze evoluci dostat. Pravidlo 110 zase plynule prechdzi mezi chaotickymi
a usporadanymi oblastmi v ¢aso-prostorovém diagramu a navic je turingovsky iplnés

2"Méjte na paméti, ze ke kazdému pifkladu existuje nékolik symetrickych automati, striktné receno tedy
nejsou unikatni.

28Byt turingovsky tplny ve struénosti znamena byt schopny Fesit viechny tlohy, které dokaze fesit jakykoli
jiny stroj. Neznamena to ale fesit efektivné, viz 8-bitové procesory sestavené v Minecraftu...
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Mnohem zajimavéjsi chovani nalezneme mezi 2D automaty. Jiz vysSe zminénd Hra zivota
(Game of Life, GoL)) je synchronni, deterministicky, bindrni CA s nésledujicim pravidlem:

si(t+1)=1 pro 1<|0O(t)| <4
=0 jinak. (12)

Nézev Hra zivota plyne z predstavy, ze bunka s vice nez tfemi sousedy umird v disledku
»prelidnéni® a bunka s jednim nebo zadnym sousedem umird z osaméni. Toto jednoduché pra-
vidlo vede ke vzniku mnoha statickych i dynamickych vzort, navic je GoL dokaze nekonecné
replikovat. Na rozdil od pravidla 90 existuji v GoL konfigurace, ke kterym neni mozno dospét
evoluci — takové pocatecni stavy se obvykle velice rychle redukuji na zakladni objekty. Ta-
ké nelze na zdkladé pocatecniho stavu jednoznacné predpovédét, které objekty budou béhem
evoluce vznikat. To mimo jiné plyne z toho, Zze GoL je podobné jako pravidlo 110 turingov-
sky dplnd (kdyby Slo bez probéhnuti evoluce predpovédét vysledek, byla by GoL ,silnéjsi“
nez univerzdlni Turingiv stroj, coz neni mozné). Nejlépe se s GoL sezndmite, kdyz si sami
vyzkousite nechat vyvijet nékteré pocatecni stavy. Ke hrani doporucujeme online simuldtor
https://bitstorm.org/gameoflife/.

Hra zivota je zajimavd, ale neni vidét jeji piimy uzitek. Za uzitecné muzeme povazovat
napiiklad modelovani tvorby kolon v délniénim provozu. Uplné nejjednodus$im modelem je
pravidlo 184, kde bunka s hodnotou 1 predstavuje auto a burika s hodnotou 0 prazdné misto.
Pokud je napravo od auta prazdné misto, tak se pohne, jinak stoji (rozmyslete si, jak formalné
toto pravidlo muze vypadat, piipadné si to dopoc¢téte pomoci schématu). Pokrocilej$i model je
Nageltuv-Schreckenberguv, stochasticky 1D celularni automat s proménlivou rychlosti ,auta‘“
Nebudeme ho zde podrobné rozebirat, pouze uvedeme zajimavy vysledek: kolona se s pribéhem
¢asu posouva proti sméru rychlosti aut.

Pomoci bunéénych automattt dokdzeme simulovat (a bylo to nakonec i nasi motivac{) také
problémy, které nejde dobre fyzikalné uchopit. Péknym piikladem je CA model Sifeni lesnich
pozaru. Jednd se o 2D stochasticky, synchronni automat, v némz kazdd burnka nabyva nékolika
stavil z mnoziny hodnot mlady strom, stary strom, hofici strom, spdlenisté (déleni muze byt
i podrobnéjsi), pri¢emz pozir se s nejvyssi pravdépodobnosti rozsifi na stary strom, s mensi na
mlady strom a nemuze se rozsifit na spéilenisté. Ze spalenisté se v kazdém casovém kroku muze
s urcitou pravdépodobnosti stat mlady strom. V pripadé tohoto automatu zavisi vysledek velice
silné na pomérech zadanych pravdépodobnosti. K vyhrani si doporucujeme online simulator
http://www.eddaardvark.co.uk/svg/forest/forest.html.

Celuldrni automaty se také hodi ke studiu kritickych jevii, jakymi jsou napiiklad fazové
prechody. O tom ale az pristé.
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Poradr resiteli po Ill. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno $kola 12345P E S III %“ % =

Student Pilng MFF UK 66678 81210 63 100 190
1. Robert Gemrot G Komenského, Havifov 66744 812 8 55 89169
2. Martina Dankovd Klasické a spanélské G, Brno 665 -2 612 6 43 82133
3. Lubor Cech G Brno, t¥. Kpt. Jarose 66041 410 - 31 711138
4. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha 643---12 3 28 76 99
5. Patrik Kaspdrek Katolické gymnazium Ttebic 66 -1- 710 - 30 72 98
6. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim 6432—- 511 - 31 64 87
7. Hana Slamovd G Brno, tr. Kpt. Jarose 6 —-—4—- 510 — 25 83 84
8. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha = — — — — — - - - — 94 65
9. Karolina Letochovd G Sternberk 2----4 - - 6 60 58
10. Jan Raja G, Nymburk - = = - - - - - = 67 85
11. Sona Husdkovd G, Ceskolipska, Praha, 200-1 - — - 3 43 32
12. Jiri Szotkowski G, Karvina - = = — = - - - - 83 29
13. Lucie Urbanovd G Chotébor - = - - = - - - - 77 23
14. Ales Socha G a SOS, Frydek-Mistek - — — — — - - - - 38 22
15. Michaela Valkova G Cesk4, Bratislava 60---4 - — 10 49 21
16. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina -6 -=-=- - - - 6 100 6
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Kategorie druhych rocniki

jméno Skola 12345P E S III ,%“ % %
Student Pilng MFF UK 66678 81210 63 100 190
1. Martin Schmied G Jihlava 643485 6 8 44 75143
2. Viktor Materna G Brno, tf. Kpt. Jarose 6634 812 - 39 85132
3. Jakub Jobus G PdC, Piestany 66131510 5 37 68129
4.—-5. Martin Vavrik G, Sumperk 46068 —12 — 36 84 107
4.-5. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 64 —-—-4 411 5 34 69 107
6. Radka KriZovd G J. Heyrovského, Praha 02-515 7 — 20 63104
7. Jonds Havelka G Jirovcova, Ceské Budéjovice 6 6 2 7 8 8 — — 37 81100
8. Jan Benda G, Litomérickd, Praha 662-8 —-12 2 36 81 86
9.—10. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno 641316 - 21 74 78
9.-10. Eva Vochozkovd Biskupské G, Brno 64---6 5 21 72 78
11. Lukds Hronek G, Pisek 66— —-—- — - 12 90 55
12.-13. Adam Grunt G, Trutnov 6 -—-——--5 - 11 65 53
12.-13. Aneta Vackovd Jirdskovo G, Nachod 66 -—-—-5 - — 17 78 53
14. Adam Krivka Cyrilomet. G a SOS pg., Brno — — — — — - - - - 80 51
15. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 22-0-5 4 — 13 45 49
16. Matéj Holubicka G, SOS, SOU a VOS, Hofice 6 2 -1 - 3 — — 12 50 40
17. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hej¢in - — — — — - - - =108 26
18. Viclav Svoboda G J. S. Baara, Domazlice =~ — — — — — - - - — 46 22
19. Jan Svoboda G J. S. Baara, Domazlice =~ — — — — — - - - — 57 20
20.—21. Sona Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. 24 -—-- - - - 6 61 19
20.—21. Filip Wagner G Tisnov - = = - = - - - - 76 19
22. Daniel Krdtky G, Trutnov. - = - - = - - - - 83 18
23. Marek Nestéra G K. Sladkovského, Praha  — — — — — - - - — 84 16
24. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha - — — — — - - - — 63 15
25. Marcel Zdenék SPS strojnickd a SOS profeso- — — — — — - - - — 50 14
ra S
26. Lucie AmbrozZovd G, Svitavy - = = = = - - - - 50 13
27. Milan Tichavsky Slezské G, Opava  — — — — — - - - — 86 12
28.-29. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. @ — — — — — - - - - 63 10
28.—29. Filip Novotny G Jihlava - = = - = - - - = 5% 10
30. Lucia Krajcoviechovd G Jura Hronca, Bratislava — — — — — — - - - - 80 8
31. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava ~  — — — — — - = - — 100 6
32. MERT UNSAL Bahcesehir HS for Sc and — - — — — - - - =17 2
Tech, TR
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Kategorie tretich rocniki

jméno Skola 12345P E S III ,%“ % %
Student Pilng MFF UK 33678 81210 57 100172
1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 33368 812 9 52 99170
2. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 32167 8 9 8 44 87150
3. Vojtéch Klimes G, Trebon 33267 812 7 48 85146
4. Ladislav Trnka G, Havlickuv Brod 13064 512 2 33 81140
5. Josef Minarik G Brno, tr. Kpt. Jarose 33278 4 8 6 41 78134
6. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hejc¢in 433-8 512 3 38 82133
7. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstena 32-68 612 - 37 85115
8. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 333 -4511 - 29 76 87
9. Petr Zahradnik G dr. V. Smejkala, Ustin.L. 3 -1 —-—- — 9 4 17 66 83
10. Tomas Drobil G Dacice 4--3-8 8 2 25 65 82
11. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikul4s 31--- - - — 4 79 80
12. Marko Bermell Slovanské G, Olomouc 31--13 8 — 16 60 78
13. Marie Grunovad G Moravsky Krumlov 111113 6 2 16 52 70
14. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. 3-35- - - — 11 74 59
15. Samuel Amrich G Postova, Kosice 321 --3 9 4 22 57 52
16. Jiri Blaha G, Uherské Hradisté 3-26 - - - 12 75 49
17. Katerina Charvdtovdé G B. Némcové, HK - — — — — - - - — 86 48
18.—19. Jakub Rizicka G, Nymburk - — — — — - - - - 75 36
18.-19. Veronika Vohnikovda  Novy PORG, Praha 3----37 - 13 72 36
20. Mdria Polackovd G Velké okruzné, Zilina - -—=-3- - - - 3 76 29
21. Daniel Stanik G Unicov - == - = - = - — 58 25
22. Bibidna Hroncovd G Postova, Kosice 3 - —-—-—- - - - 3 100 24
23. Karel Balej G a SOS, Rokycany ~ — — — — — - - - - 88 21
24. Daniel Pitoridk G a SOSP, Caslav =~ — — — — — - - - = 50 20
25. On Tai Wu Li Po Chun UWC, Hong Kong — — — — — - - - = 94 17
26. Jaromir Sladkovsky PORG, Praha 3-148 - - — 16 67 16
27.—28. Adéla Foglarovd G, Spitélsk4, Praha - — — — — - - - - 93 1
27.—28. Jakub Smolka Slezské G, Opava  — — — — — - - - — 54 14
29. Tereza Pavlisovd G, Olomouc-Hej¢in - — — — — - - - = 87 13
30.—31. Tereza Prokopovd G Jura Hronca, Bratislava  — — — — — - - - - 83 10
30.-31. Martin Skoudlil G T. G. Masaryka, Litvinov - — — — — - - - = 59 10
32. Jana Pekarovd G Volgogradska 6a, Ostrava — — — — — - - - - 75 9
33. Zuzana Fialkovd Sunny Can. International Sch. — — — — — - - - - 67 8
34. Richard Vesely G, Budéjovicka, Praha - - - — — - - - - 88 5
35.—36. Dominik Berno G L. Svobodu, Humenné - - — — — — - - - — 100 3
35.—36. Michal Jiza G, BeneSlov - = = — = - - - — 100 38
37. Jakub Zemek G, Uherské Hradiste - — — — — - - - - 33 1
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno skola 12345P E S III . %“ % %

Student Pilny MFF UK 33678 81210 57 100172

1. Simon Pajger G Velké okruzna, Zilina 33378 711 7 49 85146
2. Viktor Rosman G, Pelhfimov 13283 712 — 36 96130
3. Tomds Cervern G V. P. Tétha, Martin 32-58 611 3 38 77123
4. David Némec G, Tanvald 3234-512 - 29 71109
5. Katarina Castulikovd 1. sikromné G v Bratislave 13351 710 - 30 75106
6. Tomds Dulava Matiéni G, Ostrava 23 --- - - - 5 8, 86
7. Jdachym Bares G, Olomouc-Hej¢in - — — — — - - - - 61 51
8. Dominik Stary G, Benesov 313 -- - - — T 77 50
9. Martin Repcik G, Olomouc-Hejéin 3--20 - - — 5 51 46
10. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov 10-11310 - 16 44 41
11. Miroslav Hrabal G, Olomouc-Hej¢in ~ — — — — — - - - - 67 33
12. Jan Kucera G, Pisek - = = = = - - - — 86 31
13. Jan Pavlech G sv. Jozefa Nové Mesto n. V. 31l --- - - - 4 78 29
14. Sona BureSovd G J. Heyrovského, Praha - — — — — - - - — 105 23
15. Filip Keller G P. de Coubertina, Tdbor - — — — — - - - — 65 20
16. Ondrej Bucek G Brno, t¥. Kpt. Jarose 23 --- - - - 5 71 17
17. Adéla Hankovad Prvni ceské G, Karlovy Vary 3-——-—=-- - - - 3 100 12
18. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen =~ — — — — — 4 - - 4 32 9
19. Vit Beran Masarykovo G, Plzen = - — — — — - - - =7 7

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickdch 2

18000 Praha 8

www:  http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku E
http://www.facebook.com/FYKQOS

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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