Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 3/7

Uvodem

Milé fesitelky, mili Fesitelé,

blizi se Vanoce a s nimi tradi¢né prichazi tieti série FYKOSu. Pro zpfijemnéni adventu je
to tentokrat spise mix témat, najdete zde i problém sklddani papiru. Experimentédlni tilohu
si povéste na lednicku, at se o ni 1épe pfemysli :) . Ve tfetim dile seridlu se budete ndhodné
prochézet po pokrocilejsich numerickych metodéch, tak se neztratte, ale naleznéte néjaky hezky
integral.

Také Vam s radosti oznamujeme, ze na fyziklani.cz se jiz nyni muzete prihlasovat do
12. ro¢niku tymové soutéze FYKOSI Fyziklani. Prihlasovani neodkladejte, zejména jste-li prespol-
ni, abyste nepfisli o mista v hostelech na prespani pred soutézi.

Pékné chvile stravené s nasimi tilohami a pohodové Vanoce preji

Organizdtori

Zadani lll. série

Termin uploadu: 9. 1. 2018 23.59
Termin odeslani: 8. 1. 2018

Uloha IIL.1 ... zpomalena 3 body

Pfedstavme si, ze na kameru se snimkovou frekvenci 24 snimk za sekundu (uvazujme asové
rovnomeérné rozlozené a dokonale ostré snimky) natoc¢ime let vrtulniku s otédCkami hlavniho
rotoru 29000t./min. Nésledné si zdznam prehrajeme. Jakd bude zdénlivd frekvence otacek
rotoru na zaznamu?

Uloha IIL.2 ... zrychleni¢ko, zrychleni 3 body

Na obrazku vidite nacrt elipsy s ohnisky F1 a F> a nékolika vy-
znac¢enymi body na ni. Uvazujte, Ze elipsa zndzornuje trajektorii
néjakého hmotného bodu. Znazornéte do obrazku zrychleni, ktera

pusobi na hmotny bod v jednotlivych vyznacenych bodech drahy

pro dvé situace (jde o sméry a vzdjemné poméry zrychleni (které

je vétsi/mensi) v riznych bodech v rdmci jednoho nécrtu).

a) V ohnisku Fi je umisténo hmotné téleso, kolem kterého hmotny bod

obihd. Uvazujeme, ze plati 2. Kepleruv zdkon.
b) Téleso ma konstantni velikost rychlosti, pouze se pohybuje po elipse.

Uloha IIL.3 ... IDKFA 6 bodii

Vypalili jste na impa z plazmové pusky, ktera strili stabilni shluk ¢astic s rovnomérnym rozdéle-
nim podélné rychlosti v intervalu (vg, vo + dv) (pri¢nd rychlost je nulovd) a s celkovou energii Ejy.
Hlaven pusky ma prufez S a pulz trva nekonecné kratky cas. Jak daleko musi imp stat, aby se
mu nic nestalo? Predpokladejte, Ze jeho kuze bez problému uchladi na malém prostoru tepelny
tok q.
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Uloha II1.4 ... upu$téni propiska 7 bodu

Propisku (tuhou ty¢) upustime na stil tak, ze béhem svého letu svird thel a s vodorovnou
rovinou. Jakou rychlosti dopadne jeji druhy konec (ten, co se stolu dotkne jako druhy), jestlize
propisky dostatecné velké.

Bonus Spocitejte, jaky musime zvolit thel «, aby druhy konec dopadl s co nejvyssi rychlosti.
Pro jaké vysky se vyplati propisku naklonit?

Uloha IIL.5 ... rozpad sem, rozpad tam 8 bodu

Mame Ag ¢astic typu A, které se s rozpadovou konstantou As rozpadaji na castice typu B.
Ty se zase s rozpadovou konstantou Ap rozpadaji na ¢astice typu A a na zacdtku jich je Bo.
Najdéte funkci udévajici pomér poctu Castic typu A a B v Case.

Uloha IIL.P ... sloZeny papir 8 bodu

Kazdy to jisté nékdy slysel a urcité i zkusil: ,List papiru nelze na pilku pfelozit vice nez
sedmkrat.“ Je to ale skutecné pravda? Najdéte hrani¢ni podminky.

Uloha IILE ... magneticky pFitazliva 12 bodt

Spoleéné se zaddnim této série jsme vdm rozeslali postou ploSny magnet (magnetickou f6lii).
Tento magnet je trochu jiny nez tycové magnety — v plose se stridavé stiidaji severni a jizni pdl.
Diky tomu se pri pribliZzeni k feromagnetickému povrchu uzavie skrz kov ,,magneticky obvod“
a magnet drzi (napf. na ledni¢ce) a unese na sobé tieba i obrdzek. Vasimi dkoly jsou:

e Zmérit plochu a tloustku félie, kterou vyuzijete k experimentum.

e Zméfit stfedni vzdélenost mezi dvéma nejbliz§imi stejnymi magnetickymi p6ly (dvojné-
sobek opaénych).

e Zméfit maximélni uzitenou hmotnost (tedy hmotnost bez hmotnosti magnetu), kterou
unese 1 cm? magnetu, je-li zatizenf magnetu rovnomérné, pokud magnet piichytite zespo-
da k vodorovné umisténému cca. 1 mm tlustému plechu z magneticky mékké oceli.

Nezapomeiite urcit i chyby méreni. Félie, kterou jsme vdm dodali, mize byt samolepici (je pres
ni bila félie a pod ni lepidlo). V tom pfipadé bilou f6lii nahradte nééim, na co budete upeviiovat
uzite¢nou hmotnost.

Uloha IIL.S ... na prochazce s integraly 10 bodu

a) Vymyslete t¥i odlisné piiklady markovovského procesu, z toho alespon jeden fyzikdlni. Je
prochézka bez ndvratu markovovska? A co prochézka bez kiizeni?

b) Mé&jme 2D ndhodnou prochdzku bez ndvratu na ¢tvercové siti s po¢dtkem v bodé (x,y) =
= (0,0), kterd je omezena absorpénimi bariérami b1 : y = —5, ba: y = 10. Naleznéte pravdé-
podobnost, Ze v bariére by skon¢ime diive nez v bs.

¢) Provedte simulaci pohybu brownovské ¢astice ve 2D a vykreslete graf zdvislosti stfedni vzda-
lenosti od poc¢atku na case. Uvazujeme diskrétni cas a konstantni délku kroku (jeden krok
simulace trvd At = konst, délka kroku je Al = konst) a umozniujeme pohyb do libovolného
sméru, tj. kazdy krok je specifikovdn délkou a thlem ¢ € (0,2rn), pfiCemz vSechny sméry
jsou stejné pravdépodobné. Zajima nas predevsim asymptotické chovani, tedy vyvoj stredni
vzdélenosti pro t > At.
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d) Chybové funkce je definovina vztahem

erf(z) = %/ e dt.
0

Tabelujte tuto funkci, tedy vypoctéte integral pro mnoho riznych x. Do feseni nevkladejte
tabulku hodnot, ale graf funkce. Zkuste tuto funkci opét numericky zderivovat. Co dostanete?

e) Najdéte si definici hustoty pravdépodobnosti Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni f(v), tedy
rozdéleni rychlosti molekul idedlniho plynu. Spocitejte pak pomoci MC integrace stfedni
hodnotu rychlosti definovanou

(v) = / " of(w)do,

pricemz pro vzorkovani pouzijte ndhodna cisla dle Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni zis-
kana Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem. Hodnotu pro konkrétni zvolené parametry
srovnejte s hodnotou z literatury.
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Reseni ll. série

Uloha II.1 ... Zubénka 3 body; primér 1,96; Fesilo 50 studenti

Jak velké skladovaci prostory by musela mit Vila Zubnicka, aby mohla skladovat vsechny mlécné
zuby vsech déti? Resp. jakym tempem by jeji naroky na uskladnéni rostly? Za jakou dobu by
teoreticky méla ve svych skladech vétsinu zasob fosforu na Zemi?

Karel se myslenkdch vraci na Zeméplochu.

Uloha je pekne rozdelens na tri ¢asti, je teda vhodné riesit ich v zadanom poradi. Najprv sa teda
pozrieme na to, ako velké skladovacie priestory by musela mat Zubnicka®. R6zne zdroje uvadza-
jua rozne cisla o tom, kolko Tudi zilo doposial na Zemi, vicsina sa ale zhodne na ¢isle blizkom 100
miliarddm. Orientovali sme sa wikipédiou® ktord tvrdi, Ze na svete Zilo od roku 50 000 p.n.l. 106
milidrd Tudi. Dalsou vecou, na ktori nesmieme zabudat, je to , Zze az 8% deti zomrie do veku
5 rokov. V minulosti to bolo urcite ovela viac, som presvedceny, ze napriklad pocas obdobia
morovej epidémie v Eurdpe bolo toto ¢islo vacsie ako 50 %. Preto tento fakt vyrazne ovplyvni
to, ako velké budi sklady v sti¢asnosti. Dalej rdtajme, Ze kazdy z tychto ludf mal 20 mlie¢nych
zubov a Vila Zubnicka ich vSetky ulozila (ide o horny odhad — vila radSej nebude riskovat, ze
nebude mat dost priestoru). Dalej ratajme, e pri vhodnom naskladani zaberie jeden mlie¢ny
zub objem priblizne 0,25 cm® — v literatire sme ziadnu relevantnii informéciu o objeme zubov
nena$li, odmerali sme teda priemerny objem niekolkych mlie¢nych zubov (nesmieme zabudat,
ze mlie¢ne zuby st o nieo mensie ako trvalé a zdroven nemaju korene). V takom pripade bu-
deme potrebovat tlozné priestory o velkosti 530000 m3. Ale ako sme povedali v predoglej ¢asti,
ich objem by bol pravdepodobne niekde medzi 530000m® a 265000m®. Ak uvazujeme jedno-
poschodové sklady, mohli by sme zuby skladovat do vysky napriklad 5 m; v takom pripade by
sa sklady rozprestierali na ploche 5 az 10 hektarov.

Teraz sa pozrieme na to, akym tempom by réastli skladovacie naroky. Podla OSN bol
v roku 2016 nédrast populdcie 1,1% (1,8 % sa narodi a 0,7 % zomrie). Aj ked nie je jasné, ako
bude trend pokracovat, vSetko nasvedcuje tomu, Ze za najblizsich 100 rokov sa pocet obyvatelov
zeme ustali na nejakej hodnote, rézne zdroje to odhaduji na 6 az 12 miliard obyvatelov. Nech
je ako chce, znamend to, ze za tych 100 rokov sa ro¢ne bude rodif a umierat priblizne rovnaky
pocet Tudi, ¢o pre Zubnicku znamena, ze bude kazdym rokom stabilne inkasovat konstantny po-
Cet zubov. Budeme ratat, ze sa populacia ustdli na sicasnych 7,4 miliardach. Zaroven budeme
ratat, ze timrtnost deti klesne vdaka medicine takmer na nulu. Mézeme ale predpokladat, ze
dmrtnost bude rovnaka v budticnosti ako sti¢asnych 0,7 % z tohto poc¢tu roc¢ne, s tym rozdielom,
7e sa bude aj rodit rovnaky pocet Iudi, t.j. natalita bude tiez 0,7 %. Roc¢ne teda pribudne na
zemi asi 52 miliénov Tudi, ¢o sa pri dobudovéavani skladu s rovnakou vyskou efektivne premi-
etne do nutnosti zvacsit jeho plochu o 50m? za rok. AvSak takéto tempo zvySovania kapacit
bude dostato¢né az v roku povedzme 2115, dovtedy bude porodnost najprv rast a potom sa
zasa zmensovat. Ak by sa dlhodobo udrzala pérodnost na takej irovni ako teraz, t.j. roéne sa
narodi 1,8 % Tudi z toho, ¢o aktudlne Zije, muselo by byt prvych niekolko rokov od sti¢asnosti

!preklad pre Cechov: Zubénka
2https://cs.wikipedia.org/wiki/Sv%C4%9Btov%C3%A1l_populace; z tohto zdroja sme erpali aj dalsie &isla spo-
minané v rieseni
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zvySovanie priestoru skladov 2,5kréat rychlejsie, t.j. bolo by treba pridévat 130 m? skladovacich
priestorov za rok navyse.

Tretou otézkou je, kedé/ by Vila Zubnicka vlastnila viac ako polovicu vsetkych zasob fos-
foru na Zemi. Z wikipédie® vieme, ze na Zemi je 1210 ppm fosforu. To znamend, zZe viac ako
tisicina hmotnosti Zeme je fosfor. My sa uspokojime s odhadom 1/1000 — hmotnost Zeme
je 5,97 - 10** kg, je na nej teda zhruba 6 - 10*! kg fosforu. Z dalsich zdrojov¥ vidime, ze fosfor
tvori asi 19 % hmotnosti zubu. Vazenim vlastnych mlieénych zubov sme stanovili, Ze priemernd
hmotnost zubu nie je vicSia ako 0,3g. (Aj to je velmi nadstreleny odhad.) Z danych udajov
vieme spocitaf, ze sicasné Zubnickine zasoby pokryvaja len zlomok svetovych zasob fosforu,
asi jednu 5 - 10*3-tinu. Ako sme si uz povedali, najredlnejsi model vyvinu populécie je, ze sa
do 100 rokov ustali na konecnej hodnote, v rozmedzi 6 a 12 milidrd. V predoslej casti sme ratali
s prirastkom populdcie z dlhodobého hladiska (to, ¢o sa bude diat za tych 100 rokov dovtedy nas
nezaujima, lebo je to kvoli dlhej ¢asovej skdle zanedbatelné) 52 miliénov Tudi ro¢ne, ¢o &ini asi
miliardu zubov ro¢ne. Ak by tymto tempom navzdy pokracoval ndrast poc¢tu mlieénych zubov,
tak by Zubnicka dosiahla vi¢Sinovy podiel za priblizne 1-10'7 rokov. Co len tak pre zaujimavost
znamend, ze ak by jej sklady zaberali plochu celej Zeme vratane mori a ocednov (ludia by sa
museli uskromnit a zit na streche skladov) tak by mali pri rovnakej hustote ukladania zubov
(4 na mililiter) budovy skladov vysku 50 km.

Jakub Jambrich
jakubj@fykos.cz

Uloha I1.2 ... irradiace solarni elektrarny 3 body; primér 2,79; fesilo 56 studentt

Solarni konstanta, ¢i spravnéji solarni irradiace, je tok energie prichézejici ze Slunce ve vzda-
lenosti Zemé od Slunce. Nejde o konstantu, ale uvazujme, 7e m4 hodnotu P = 1370 W-m™2.
Uvazujme, ze Zemé obiha Slunce po kruznici a sklon zemské osy viici kolmici k jeji obézné
roviné je 23,5°. Jaky bude maximdlni vykon zachyceny soldrnim panelem o plofe S = 1m?
o letnim a zimnim slunovratu, pokud panel lezi na rovném povrchu Zemé v Praze? Uvazujte, ze
ani atmosféra ani budovy nijak neovlivni méreni. Karel si pustil Crash Course Astronomy.

Protoze mame pocitat s kruhovou orbitou Zemé a vykonovy tok Slunce mame zadany, staci
ho jen prendsobit plochou soldrniho panelu kolmou na paprsky. Tady si ale musime uvédomit,
ze paprsky nebudou dopadat kolmo na plochu panelu, ale pod urcitym thlem. Ten zavisi na
zemeépisné Sifce Prahy 9Jp, kterou muzeme zjistit napiiklad odtud B, ¥9p &~ 50°. Vime, zZe pfi
zimnim slunovratu dopadaji paprsky kolmo na 9, = —23,5°E. Pri letnim slunovratu dopadaji
paprsky kolmo na ¥ = +23,5°. Z geometrie vidime, Ze thel, pod kterym budou dopadat
paprsky na prazsky soldrn{ panel (ithel mezi te¢nou k zemi a paprskem) vypocitdme z rovnice

(677 :900 — |79p _'191|

Dosazenim ziskdme o, = 16,5° a ay = 63,5°.
Pro maximalni vykon pocitejme se stoprocentni t¢innosti. Plocha panelu kolma na paprsky
je S'sin o, maximaln{ vykon tedy spocitame jako

P; = PSsina,,

3 attps://en.wikipedia.org/wiki/Abundance_of_the_chemical_elements
4https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC1263223/7page=2
Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/Seznam_mést_podle_zemSpisné_$iFky

6 Pouzivame konvenci, ze rovnik mé 0 °, severni §ifky jsou kladné a jizni &itky zaporné.
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kde S oznaduje plochu soldrniho panelu. Ciselnym dosazenim dostaneme P, = 1,23kW a P, =
= 0,39 kW. Mizeme si vSimnout, Ze jen diky jinému postaveni Slunce na obloze se snizi vykon
solarni elektrarny v zimé na tfetinu jejiho letniho vykonu. V zimé také byva vyssi obla¢nost
nez v lété, coz rozdil mezi zimnim a letnim vykonem elektrarny jesté vice prohlubuje.

Katerina Smitalovd
katka@fykos.cz

Uloha IL.3 ... pozorovaci 6 bodt; pramér 5,19; fesilo 54 studentii

Jakou édst povrchu kulové planety neni mozné vidét ze stacionarni obézné drahy planety (takovd
drdha, Ze se obihajici objekt nachézi stdle nad stejnym bodem na planeté), kterd mé hustotu o
a periodu rotace T'? Filip prechddzal nevidené ulohy z Ndboja.

Vo vztaznej sistave spojenej s rotujicou planétou sa satelit na staciondrnej drahe nepohybuje,
preto nan poésobi nulova vysledna sila F'. Tato sila sa sklada z dvoch zloziek - gravitacnej sily Fy
a odstredivej sily F,q, ktoré posobia navzajom opac¢nym smerom:
GmM
2
0=F = Foa— Fg =mw’r — —5—, (1)
kde m je hmotnost satelitu, w je uhlova rychlost rotacie planéty, r je vzdialenost satelitu od

stredu planéty, M je hmotnost planéty a G je gravitacnd konstanta.
Pre uhlovi rychlost plati

T

z ¢oho po dosadeni do (m) a Uprave mime

T°GM
a2 =T .

Hmotnost planéty uréime z jej hustoty o a polomeru R
4
M = QgTERs .

Po dosadeni a tprave dostavame vyjadrenie vzdialenosti satelitu od stredu planéty v jednotkéch

jej polomeru ako
3/ T2Go r
3\/ 3t R’ 2)

Zvysok tlohy je uz len geometria. Pozorovatel na satelite totiz vidi ¢ast povrchu planéty,
ktora je ohranicena kruznicou k, tvorenou bodmi dotyku dotycnic vedenych zo satelitu ku
gulovému povrchu planéty. Zaujima nds teda povrch gulového vrchlika S (ktory pozorovatel
vidi), pre ktory plati

S =21R*(1 —cosa) ,
kde « je uhol satelit — stred planéty — bod na kruznici k.

D4 sa to odvodit integrovanim. Znamy je tiez vzorec S = 2nRh, kde h = R — Rcos « je vyska vrchlika.
Vsimnite si, #ze napr. a = © da cely povrch gule 4nR>.
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Ramen4 tohto uhla maji dizky r, resp. R a v bode dotyku je pravy uhol, preto
cosa = —.
r

Po dosaden{ do (E) dostévame

3n
_ 2 _ 3
S =2nR (1 TQGQ) .

Zaujima nés ale, aku Cast k celého povrchu planéty pozorovatel nevidi:

(o y/75)
ke1- -2 _ 2/

T 4nR2 2

3

Pre zaujimavost, v pripade Zeme, ktord m4 strednd hustotu ¢ = 5,515 - 10> kg-m ™ a rotaéni

dobu T = 86,4 - 10% s, pozorovatel nevidi k = 0,575 jej povrchu.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha I1.4 ... jaderny odpad nikdy vice 6 bodi; priimér 3,51; fesilo 47 studentit

Predstavme si, ze mdme néco (napriklad jaderny odpad) a chceme se toho zbavit. Téleso do-
staneme na obéznou drahu Slunce shodnou s obéznou drahou Zemé, ale dostatecné daleko od
Zemé, abychom mohli gravitacni ptuisobeni Zemé nadale zanedbavat. Otazka je, jaky zpiisob
zbaveni se inkriminovaného predmétu by nds stdl kolik energie a ktery postup by byl tedy
nejvyhodnéjsi. Varianty jsou
e Hodit to do Slunce. Staci, aby se to dostalo na sluneéni povrch a bude to dostatecné
usmazené.
e Prevést to na kruhovou drdhu v Hlavnim pdsu (péds planetek mezi Marsem a Jupiterem).
e Vyhodit to zcela ze Slunecni soustavy.
Karel premyslel nad tim, co je vlastnée SEO a narazil na dlohu.

Nebudeme uvazovat gravitaéni vliv ostatnich planet Sluneéni soustavy. Kdybychom povolili
vyuzit{ gravitaénfho praku (tj. manévr, pti kterém je téleso urychleno nebo zpomaleno pfi pri-
letu okolo planety, pficemz lze zménit i smér rychlosti), stacilo by pak téleso dopravit k néjaké
planeté (Venusi nebo Marsu) a pomoci opakovanych gravitacnich manévrii bychom ho byli
schopni dopravit témér kamkoliv bez dalsich energetickych nakladd. V této 1loze nam nejde
o to, jak dlouho bude trvat preprava télesa, proto bychom mohli velmi dlouho cekat, dokud se
uréita planeta nevyskytne v ur¢ité pozici a postupnymi manévry (mezi nimiz mohou byt staleté
prostoje) néklad dostat do pozadované pozice.

Oznacme si hmotnost télesa m, hmotnost Slunce M, vzdalenost Zemé—Slunce R a pocatecni
rychlost (pfed vystielem) vo, kterou spocitdme z rovnosti odstfedivého a gravita¢niho zrychleni

GM _ v§ g CM
R R =V R

7 energetického hlediska je pro nas nejvyhodnéjsi rovnou téleso vystielit z puvodni orbity. Kdy-
bychom ho nalozili na néjakou raketu, kterd by ho postupné urychlovala, tak by se zbytec¢né
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spotrebovavala energie na urychlovani rakety a paliva a raketovy motor nemuze mit ani teore-
ticky 100% téinnost. Uvazujeme tedy, Ze téleso odpdlime jednordzové z néjaké stanice, které
m&a mnohem vétsi hmotnost, a proto muzeme predpokladat, Zze celkovd spotfebovand energie
odpovida zméné rychlosti télesa

1
E = §m|Av\2 .

Pry¢ ze Slunecni soustavy

Nasim cilem je uvést téleso na parabolickou drahu tak, aby se nikdy nevrétilo zpét. Odleti od
Slunce tak, ze se bude neustéle vzdalovat a zpomalovat, ale teoreticky se zastavi az v nekonecnu
(za nekonecny ¢as). V nekoneénu bude mit nulovou potencialni i kinetickou energii. Ze zdkona
zachovani energie tedy vyplyva, ze bychom ho méli urychlit na rychlost v; tak, aby jeho celkova

energie byla nulova

1mfuszmﬂ/l—O
2 ! R 7

kde jsme vyuzili vztah pro potencialni energii v radiadlnim gravita¢nim poli. Vysledna rychlost

je
i — 2GM
L=\ "R

Této rychlosti dosdhneme nejsndze (pfi minimalnim |Av| = |vi — w|) tak, Ze téleso urychlime
ve smeéru jeho rychlosti, tedy ve sméru tecném k obézné drize. Potifebujeme tedy zvysit jeho

rychlost o
Avy =1 —vo = (V2 1) ,/GTM =12,4kms ", (3)

Této rychlosti se mimochodem nékdy rika 3. kosmicka rychlost. Potfebna energie je

B = (3-2V2) Gé\ém.

Hlavni pas

Chceme-li téleso dostat na kruhovou obéznou drédhu v Hlavnim pasu, bude potreba provést dva
manévry. Nejprve téleso prevedeme na eliptickou drahu (tzv. Hohmannova elipsa) s periheliem
na obézné dréze Zemé a afeliem v Hlavnim pésu. Az se dostaneme do afelia, zvys$ime rychlost
tak, aby téleso ztstalo na kruhové draze v této vzdalenosti od Slunce. Tomuto pfechodu mezi
dvéma orbitami se fikd Hohmannova trajektorie.

Problém je v tom, Zze nemizeme téleso jen jednou urychlit (vystfelit), ale potfebujeme
manévrovat dvakrat. Takze si musime vyslat téleso i spolu s néjakou raketou, motorem, ktery
ho pak muze prevést na kruhovou drahu.

Polomér Hlavniho pasu oznac¢ime R . Chceme spocitat rychlost vs, na kterou téleso musime
urychlit, aby se pohybovalo po zminéné eliptické draze. Vyjdeme ze zdkona zachovani energie
pro stav v periheliu a afeliu

1 ;2 GMm' 1 ;2 GMm/
- ;M vA — ’
Ra

PHARE R 2
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kde m’ je hmotnost télesa i s raketou a va je rychlost v afeliu, kterou mitizeme vyjadiit z Keple-
rova zakona
UARA = U3R .

Vyjadrenim vs z téchto dvou rovnic dostavame

2GM R

R(Ra +R)’

v3 =

Nyni, kdyZz méame téleso na eliptické draze, musime v afeliu zvysit jeho rychlost

[ 2GMR
o Ra (RA +4 R)

. _ oM
4 = 7RA.

Postupné zmény rychlost{ (znaménko jsme volili tak, aby Avs, Avs > 0) jsou tedy
GM 2RA
A = _— - 1
v \/ R \/RA TR ’

GM 2R
Ava =4[ = | 1 \ R+ Ra

Uvazujme, Ze téleso spoleéné s palivem a dalsi z4té% o hmotnosti mes = m' — m vySleme
z puvodni orbity Slunce na eliptickou drahu. Na to je potfeba energie

VA

na rychlost

FEsy = %(m + mg)Av§ .
Kdyz se vyslany objekt dostane do afelia, potfebujeme jeho rychlost zvysit o Awvs. Ale to
nepujde jen tak. Abychom téleso urychlili, musime podle zdkona zachovani hybnosti néco jiného
zpomalit (nebo urychlit opaénym smérem). To by se dalo vyFesit zapnutim raketového motoru,
ktery vysila urychlené palivo opa¢nym smérem. Z energetického hlediska bude nejvyhodnéjsi,
kdyz vSechno palivo vysleme urcitou rychlosti Aus najednou. Skuteé¢ny motor by mél mensi
ucéinnost, ale nésledujicim zpusobem lze spocitat alespon teoretické minimum potfebné energie.
Ze zakona zachovani hybnosti

Avgm = Auamsa ,

1 1 1 2
Esp, = =mAv; + —meAus = —mAv; + m—AUi.
2 2 2 2mo
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My hleddme takovou hmotnost ms, aby celkova spotfebovand energie Es = Es, + Es1, byla co
nejmensi. To najdeme tak, ze derivaci E3 podle m2 polozime rovnou nule.

; 2
dbs mzAvi—F%Avg:O,
2

dmeo 2m

2
m—Avi = 1Avg,
2m§ 2
mQAvi = mgAvg ,
_ A’U4
mo = mm .

Jde skute¢né o minimum, protoze v extrémnich pripadech pro velmi malé nebo velmi velké mso
jde E3 k nekonec¢nu a tento vysledek je jakysi kompromis mezi témito extrémy. Po dosazeni
miuzeme spocitat energii Fs

m2

1 1
E3; = §(m + mz)A'Ug + imAUZ + s Av?,
1 A 1 1 1
Es = ém (1 + AZ;) Avs + imAvi + 577"LA’U3A’U4 = 5m(Av3 + Av4)2.

Vyslo ndm tedy, ze potfebujeme minimalné takovou energii, ktera by stacila na urychleni télesa
na rychlost Awvss = Avs + Avs. Tomu se fikd delta—v budget, coz je celkovy soucet zmén
rychlosti béhem manévru, a to urcuje celkovou potiebnou energii. Soucet zmén rychlosti je

GM 2R GM 2R
Av34—AUS+A’U4—\/R <\/RA+R_1>+ m(l_\/g> -
GM
=\ o (V20 =B (VR V) VR R)

Je znémoE, Ze se Hlavni pas nachézi ve vzdalenosti od 2 AU az po 4 AU, tedy Ramin = 2R
a RAmax = 4R.

AvU34min = <1 + i — 1> GiM = 8,46 1(11’1'871 s

Av3gmax = 31 GM =13,3km-s *.
V10 2

Z energetického hlediska je tedy nejvyhodnéjsi vyslat téleso na blizsi okraj Hlavniho pésu.

Potiebna energie pak je
2
1 1 GMm
ESmin - ( + — — 1) .

V3 V2 2R

Tento zpusob vyzaduje nejméné energie ze vSech tii moznosti, i kdyz je relativné slozity.

8 attps://cs.wikipedia.org/wiki/Hlavn},C3%AD_p%C3%Als
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Pozndmka Nékdo by mohl navrhovat pouziti pfechodu pomoci dvou pilelips (tzv. ,bi-eliptic
transfer®), ktery spoc¢ivd v uvedeni télesa na eliptickou drdhu, jejiz hlavni poloosa je fadové
vétsi, nez je polomér pozadované finalni orbity v Hlavnim pasu. Nésledné je téleso v afeliu, kde
se pohybuje malou rychlosti, zrychleno (na to nen{ potieba velké mnozZstvi energie) tak, aby se
perihelium nové eliptické trajektorie nachézelo ve vzdalenosti Ra od Slunce. V periheliu je pak
téleso zpomaleno, aby ztstalo na kruhové obézné dréze. Tato trajektorie muze byt v nékterych
pripadech opravdu energeticky vyhodnéjsi, nez je Hohmannova trajektorie. Ukazuje se aled,
ze pomér poloméru konecné a puvodni trajektorie musi byt alespon 11,94 nebo vétsi. Takze
v nasem pripadé by se to nevyplatilo.

Do Slunce

V predchozich ptipadech jsme téleso urychlovali, ted se nabizi ho zpomalit a nechat ho ,,spad-
nout“ do Slunce. Konkrétné ho stac¢i zpomalit tak, aby jeho eliptickd trajektorie méla afelium
na puvodni trajektorii a perihelium na obrécené strané povrchu Slunce (jiné trajektorie vyte-
Sime pozdéji). Pii svém pohybu tedy jen ,Skrtne“ o povrch Slunce, ale to sta¢i na pohlceni.
Oznacme Rg polomér Slunce. Znovu pouzijeme zakon zachovani energie.

1 2 GMm o 1 2 GMm

PP T TR T M T

kde vz je rychlost, na kterou jsme téleso zpomalili a vp je rychlost v periheliu, kterou vyjadiime

pomoci druhého Keplerova zdkona
UQR
vp = — .
Rs
Po dosazeni dostavame

viR> GM _ 1 , GM

9”2~ Rs 22 R’

_ [2GMRs(R—Rs) [ 2GMRs
V2= RR2—R2)  \R@E+Rs)

Rychlost potfebujeme zménit o

Avs — v —vm = |1 ]20s ) JGM [, [2Bs) [GM
S R+ Rs R R R

Pfi porovnani s (E) vidime, Ze pokud plati

2Rs
1—4/——— 2—1
‘/R+Rs>\f )

odeslani télesa ven ze Slunecni soustavy je vyhodnéjsi, nez by bylo jeho odeslani do Slunce. Po

apravé nerovnice dostavame
2

V2-1’

R/Rs >

coz plati vzdy pro Rs < R.

%https://en.wikipedia.org/wiki/Bi-elliptic_transfer
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Existuji ale i jiné, energeticky vyhodnéjsi zptsoby, jak poslat téleso do Slunce. Napiiklad
muzeme poslat téleso do nekoneéna (tedy pry¢ ze Sluneéni soustavy) a tam ho o malinko
zpomalit. Vhodné zvolené (nekoneéné malé) zpomaleni zpisobi, Ze jeho celkova energie bude
zéporna a Slunce si ho tedy pritdhne zpét a pohlti. Sice spotfebujeme mnohem mensi mnozstvi
energie (stejné, jako v prvnim piipadé — vystfelu do nekone¢na), problém této metody ale
spociva v tom, ze zabere nekonecné dlouhy cas.

Zajima-li nds pouze minimdln{ potfebnd energie (a ne ¢as), je nase delta—v:

vlz(ﬁ—l)@.

Chceme-li téleso spalit Sluncem rychleji, staci ho urychlit o néco mensi rychlosti nez v;. Tim
se dostane na eliptickou trajektorii, jejiz afelium bude velmi daleko, je-li rychlost jen o mélo
mensi nez vy. V afeliu pak téleso zpomalime na (skoro) nulovou rychlost a téleso tak prakticky
spadne do Slunce. Na to ale spotfebujeme vice energie, nez by stacilo na samotny vystiel do
nekonecna.

Cim rychleji ho budeme chtit dostat do Slunce, tim véts{ delta-v bude potieba a tim vice
energeticky naroény nas manévr bude. V extrémnim piipadé muZzeme téleso vystielit vysokou
rychlost{ smérem ke Slunci (resp. kousek stranou, aby se tangencidlni slozka rychlosti odecetla),
¢imz by se dostalo do Slunce velmi rychle.

Tvrzeni, ze pro hod do Slunce je nejefektivnéjsi vyslani télesa do nekonecna a nasledné
zpomaleni, je dokdzéno v dalsi podkapitole.

A nevyplatilo by se stfilet Sikmo?

Pojdme pripad hozeni do Slunce vyfesit obecnéji. Budeme se nyni zabyvat jen bieliptickym
manévrem, ktery je jednodussi a na teoreticky popis nam bude stacit. Jiné typy manévra
zahrnuji i konstrukei rakety, i¢innost jejich motort, kterd muze zaviset na jejich vykonu, a dalsi
parametry.

Méme téleso, které obihd Slunce ve vzdalenosti R rychlosti vg. Rychlost si rozdélime na tti
vzajemné kolmé slozky

e tecnd — ve sméru pohybu obéhu okolo Slunce

e radialni — ve sméru od Slunce

e axidlni — ve sméru kolmém na rovinu obéhu

Pocatecni rychlost je v te¢ném sméru vo, v ostatnich smérech je nulova. V okamziku po
vystrelu si slozky oznacime po fadé v, vy, va. Téleso tak navedeme na eliptickou drahu a v jejim
afeliu ho zpomalime tak, aby spadlo do Slunce. Polomér Slunce je velmi maly v porovnani
s polomérem obéhu Zemé, jenz je mensi, nez hlavni poloosa vzniklé elipsy. Proto mutzeme
predpoklddat, ze téleso v afeliu tplné zastavime. Pak za¢ne padat piimo do stfedu Slunce.

Celd nase Av spotreba pak bude

Av:vA+\/(vt7vo)2+U%+03, (4)
kde va je rychlost v afeliu. Tuto spotifebu se snazime minimalizovat.

Zamyslime-li se nad tim, jak axidlni rychlost ovliviiuje nasi trajektorii, tak zjistime, ze jen
»haklani* rovinu elipsy. Potom si sta¢i zménit souradnou soustavu a pozorovat pohyb v roviné
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naklonéné elipsy. Radialni slozka v nové soustavé zustane stejnd, axialni slozka je nulova a te¢né
slozka je soucet puvodni radidlni a te¢né

/
vy = \/v2 + v2

Urychlili jsme-li téleso v axidlnim sméru, zpusobili jsme tak jen ndklon rotace a zvyseni te¢né
rychlosti. Stejné jako pri vystielu ze Slunec¢ni soustavy ale vime, Ze se ndm nevyplati urychlovat
téleso v axidlnim sméru. Déle tedy budeme pocitat s vo, = 0. Taky si muzeme rozmyslet, ze
staci uvazovat vy > 0.

Budeme znovu vychézet ze zakona zachovani momentu hybnosti a zdkona zachovani energie

UtR = vARA s
R
vf—i—vf —2K:vi 2K—
Rp’
kde je vzdélenost v afeliu a va rychlost v afeliu. V ZZE jsme rovnou vypustili hmotnost télesa
a zavedli substituci K = %. Ra muzeme z rovnic eliminovat

Vi 2K A 2 2 19K = 0.
Ut
Dulezité je, ze nas model plati pro elipticky pohyb, tedy dodana rychlost nesmi byt vétsi nez
unikovd. Vyjadiime va a dosadime do (H)

K K?
’UA——\/ —|—vt—|—vr 2K,
UVt ’l)t
K K?
A’U:v—\/1)2+U?+UE—2K+\/(’Ut—’UO)2+’U?7
t t

kde jsme pii Feseni kvadratické rovnice zvolili pouze mensi feSen{ (s minusem pfed odmocninou),
druhé feseni by uddvalo rychlost v periheliu (kterd je vyssi).
Hleddme minimum funkce Awv. Problém je v tom, Ze zdvisi na dvou nezavislych paramet-
rech vy a v;. To udélame pomoci parcidlnich derivaci
0Av _ Ur " Uy _o,
Ovr \/f—f+v§+v2—2K V(0 —v0)? + v?

Ur

\/j—l—vt—&—vr—QK \/’Ut*UO) + v?

Vidime, Ze jedno feeni je v, = 0. Za vo miZzeme dosadit /K a pokratovat v ipravich
(E —vt>2+vr2 =1/ (v — VE)2 + 2,

~ o VE]

VR nlVE tul iy

’Ut:\/E:UO.
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Dochézime tedy k tomu, Ze pro vy = v je FeSenim podminky nulové parcidlni derivace libovolné
vr. To odpovida stavu, kdy téleso vystrelime kolmo na ptvodni kruhovou drahu; dosazenim
do Av vidime, ze Av = vg. Pro jiné v, muze minimum nastat jen pro v, = 0 nebo maximalni
ur (tedy vystiel do nekonecna, ktery jsme uz vytesili).

Zjistili jsme tedy, ze je nejvyhodnéjsi nestrilet ,Sikmo* a téleso urychlovat pouze v tecném
sméru. Vztah pro Av se ndm znovu zjednodusi

Av =

K K
——‘——'vt + vy — VK].
UVt UVt

Resime dva piipady, v, < VK a vy > VK. Pro v, < VK je afelium na pavodni drize, proto
tento pripad nemusime uvazovat. Pro vy > v K dostaneme

AU:E-FE—Utﬁ-Ut—\/?:%— K.
Vy Vt (%

To znamend, ze ¢im vyssi rychlost v¢, tim méné bude potieba energie na manévr. Jsme ovSsem

omezeni podminkou, ze rychlost nesmi byt vyssi, nez je rychlost iinikova, jinak nés model selze

a muze vychazet zaporna Awv. Nejefektivnéjsi bude znovu vystiel do nekonecna.

Pojdme se jesté zamyslet nad tim, co kdybychom nepouzili bielipticky presun, ale pouze
bychom téleso z obézné drahy vystrelili tak, ze perihelium jeho trajektorie bude uvnitt Slunce
(resp. na jeho okraji ve vzddlenosti Rg, protoze ur¢ité bude vyhodnéjsi téleso zpomalit/urychlit
tak, aby se dostalo na povrch Slunce, nez nékam dovnitt). Stejnou dvahou, jako v pfedchozim
pripadé, dojdeme k tomu, Ze nemé smysl doddvat télesu axialni slozku rychlosti. Znovu vyjdeme
z rovnic pro zakon zachovani energie a momentu hybnosti

vngKng:vf+vr272K,
vtR:UpRs.

Oznaé¢ime pomér R/Rg = r a eliminujeme rychlost v periheliu vp
w2 =vir? —2Kr — ol +2K. (5)

Dosadime do vztahu pro Av, ktery nyni nezahrnuje rychlost va, protoze nepotiebujeme
nikde brzdit

Av =1/ (v~ VE) 402,

Av:\/(vt—\/g)Q—l—vfﬂ—QKr—vf—FQK:\/ver—Qvt\/?—k(S—Qr)K.

Hleddme nyni takovou rychlost v, pro kterou je Av nejmensi. Vyraz pod odmocninou je kva-
draticka funkce, vime tedy, ze minimum mé_pro vy = VEKr—? = vor 2. Toto minimum je ale
vzdy zéporné; podivame-li se ale na rovnici (EI)), zjistime, Ze neni splnéna podminka fesitelnosti
pro v, (v2 vychézi taky zaporné).

Fyzikdlni vyznam je takovy, ze ZZE urcuje minimalni moznou rychlost v periheliu a tedy
i minimélni moznou hodnotu tecné slozky rychlosti; pokud zvolime tecnou rychlost mensi, nee-
xistuje dréha s periheliem na povrchu Slunce. Rychlost v; tedy musime zvysit z hodnoty vor 2
tak, aby v2 bylo nezdporné. Protoze minimalizujeme kvadratickou funkei, vime, Ze je optim4lni
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zZvysit vy minimélné, ¢imz dostaneme znovu v, = 0. To je ptipad, ktery jsme pocitali vyse, kdy
téleso pouze (teéné) zpomalime a nechdme ho spadnout po elipse.

Vime ale, ze vyhodnéjsi zustava stejné pripad vyhozeni do nekonec¢na a jesté vyhodnéjsi
vyhozeni do Hlavniho pésu.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha IL.5 ... sklenény dést 7 bodti; primér 4,00; fesilo 30 studentt

Délnik si na stavbu mrakodrapu prinesl vak se sklenénkami, aby se s nimi mohl pochlubit
svym kolegiim. A co se nestane — vak se vysype a kulicky padaji skrze leseni smérem k zemi.
Leseni se sklada z jednotlivych poschodi o vysce h. Podlaha kazdého poschodi se sklada ze
stejnych mrizi, ve kterych diry zaujimaji k % z celkové plochy mrize. Uvazujme zjednoduseny
model propadavani kulicek lesenim, kdy, pokud kulicka spadne na diru v leseni, tak projde bez
ovlivnéni, a pokud spadne na pevnou ¢ast mrize, tak se jeji rychlost snizi na 0 a ihned zacne
déle padat (tj. velikost kulicek je zanedbatelnd viici velikosti dér v leSeni, kulicky se od leseni
nijak neodrazi a po dopadu na pevnou ¢dst mrize se ihned skutdli do diry a dale zac¢inaji padat).
Nakonec neuvazujme ani potencialni srazky kulicek mezi sebou. Predpokladejte, ze kulicky se
z tasky sypou s konstantnim hmotnostnim pritokem Q. Jakou silou budou kuli¢ky pitisobit na
kazdé patro leseni, az se situace ustali? Mirek chtel prevést Ohmuv zdkon do mechaniky.

Patro, ve kterém délnik upusti kulicky, oznac¢ime ¢islem 0. Zaroven predpokladame, ze pocatecni
rychlost vSech kuli¢ek je nulovd. Pro maximdalni rychlost kulicky v ntém patfe (v zddném
z predchozich pater se nezpomalila o lesen{) potom plati rovnice

Un = gin,

1
jejichz resenim je vztah v, = v/2ngh.

Kazd4 kulicka muze v kazdém patie bud narazit na leSeni, nebo propadnout dirou a pokraco-
vat déal. To znamen4, Ze jeji cestu az do ntého patra muzeme jednoznacéné popsat pomoci retézce
jednicek a nul o délce n—1. Naptiklad 0100 bude znamenat, ze kulicka v prvnim patie propadla
dirou, ve druhém narazila na miiz, ve tfetim znovu propadla a ve ¢tvrtém také. Do ntého pat-
ra se tak kazdé kulicka mohla dostat 2"~ ! zpusoby. Vydélme k stovkou; pravdépodobnost, Ze
kulicka propadne patrem, pak je k, zatimco pravdépodobnost, Ze narazi, je (1 — k). Pro pravdé-
podobnost cesty do patého patra ve tvaru 0100 tak plati P (0100) = k(1 — k) k-k = k* (1 — k).
V praxi to znamend, Ze cestou 0100 se vyda hmotnostni tok Qo100 = P (0100) Q = k* (1 — k) Q.

Pocet nul na konci zapisu cesty kulicky do ntého patra oznacime d. V nasem piipadé tedy
plati d (0100) = 2. Odtud vidime, ze dana kulicka, kterd dopadla do ntého patra touto cestou,
narazila naposledy pfesné v (n — d — 1)tém patie. Jeji rychlost v ntém patfe tedy bude vgyi.
Je ztejmé, ze d € (0,n — 1).
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Jestlize kulicka narazi, veskera jeji hybnost se zméni na nulu. Pokud tedy za ¢as t dopadnou
na patro leseni kuli¢ky s celkovou hmotnosti m = Q’t a rychlost{ v, ptisobi tim silou

F:m%:Q'U.

Hmotnostn{ tok pro kulicky popsané fetézcem i je rovny Q' = QP(i).

Nyni uz dokdzeme popsat vsechny mozné cesty kulicek do ntého patra a vime, jaky hmot-
nostni tok jimi bude proudit. Zaroven umime vyjadrit rychlost, kterou se dané kulicky budou
pohybovat, a vime, jak z toho spocitat vyslednou silu. Jesté je potieba dodat, ze jen (1 — k)
kulicek se v ntém patie zastavi, takze celkovou silu pusobici na dané patro muzeme spocitat

sumou
Fo=Q1—k) Y P(i)vaapy, (6)
1€EMp_1

kde M, _1 je mnozina vsSech fetézci jednic¢ek a nul s délkou n — 1.

Tato suma obsahuje celkem 2"~ ! séitancii. Rozdélime si je na n skupin tak, aby vSechny
Cleny v jedné skupiné mély stejnou hodnotu d. Diky tomu muzeme ¢len vq41 z kazdé skupiny
vytknout a potom poéitat jen sumu ¢lent P (i) v dané skupiné. VSechny fetézce z jedné skupiny
maji n — 1 ¢islic a koné¢i na ¢islici 1, nasledovanou d nulami.= To znamend, Ze jesté nemame
urc¢enych prvnich n — d — 2 ¢islic. V kazdé skupiné budou pritomny jejich vSechny mozné
kombinace. Sumu vsech ¢lent z jedné skupiny tak muzeme vyjadrit vyrazem

S(d) =var 1—k) K > P(), (7)

JEMy g2

ktery ovsem neplati pro skupinu s d = n — 1. Ta obsahuje jen samé nuly, takze pro ni pla-
ti S(n—1)=v,k"" L.

Pripomenme si, ze mnozina M,,_q4—2 obsahuje vSechny mozné fetézce jednicek a nul o celkové
délce n — d — 2. Pro kazdy Fetézec j z této mnoziny potom plati P (j) = k* (1 — k)”, kde o je
pocet nul v této sekvenci a f =n —d — 2 — a je pocet jednicek v této sekvenci. Jestlize zndme
binomickou vétu, neméla by nés prekvapit rovnost

Y PG =(k+Q-k)T =1,
JEM, _q_2
kterd ndm umozni prepsat vzorec (H) do tvaru S (d) = vgr1 (1 — k) k®prod #n—1aS(n—1) =

= v, k"L

Vsechny ¢leny ze sumy ve vzorci (E) jsme si rozdélili do nékolika skupin podle d a poté jsme
spocitali soucet vSech ¢lenu v kazdé této skupiné. Celkovou sumu z (f) tak muZzeme nahradit
sumou téchto jednotlivych soucti a dostaneme

n—1 n—2
Fa=Q-k)> S@d=Q(—k) |vak™ "+ (1=k) ) vas:h’
d=0 d=0

n—1

Fo=Q\20h (1= k) [ K" '+ (1—k) Y K Vi

i=1

105 vyjimkou skupiny s d = n — 1, ve které je jen jeden Fetézec tvofeny samymi nulami.
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Obr. 1: Sila pusobici na jednotlivd patra pro ruzné hodnoty k. Vodorovné piimky ukazuji
teoretickou hodnotu, ke které sila konverguje v nekonecném patte.

Tento vzorec je FeSenim tlohy, protoze sumu v ném obsazenou uz neni mozné dale zjednoduéitm.

Ackoli se to na prvni pohled nezdé, tento vysledek je velmi intuitivni a déva smysl: prvni
Clen v zavorce je pripad, kdy kulicka ani jednou nenarazi a dopadne az na nté poschodi. Jeji
hybnost je tedy tmérna y/n. Druhy ¢len predstavuje piipady, ve kterych kulicka padd primo
z vysky ¢ nad ntym poschodim. Aby spadla z vysky i, musela pfekonat s — 1 poschod{ (proto se
v sumé vyskytuje ¢initel k") a dopadnout na poschodi pedtim, z ¢ehoz mame (k — 1). Jeji
hybnost je potom timérna v/i. Pro kontrolu, pokud ze zévorky vypustime &leny s odmocninami
(takze nebudeme poéitat soucet hybnosti, ale jen soucet hmotnosti), dostaneme v zévorce vyraz

n—1
. kn—l -1
n—1 i—1 _ gn—1 _ —
k +(1_k)~§_1k =k""" 4+ k)ik_l 1.

To je ale jen jinak vyjddfeny fakt, Ze se na nté poschodi (a tim paddem na kazdé poschodi)
dostanou vsechny kulicky.

Miuzeme si v§imnout dalsi zajimavé skutecnosti — pro velkd n suma konverguje ke kladnému
redlnému &fslu, zatimco vyraz k™ 'y/n konverguje k nule. Diky tomu se i F;, blizi k néjaké

1ze ji pouze vyjadiit pomoci specidlnich funkei
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Obr. 2: Sila pusobici na patro n — oo pro ruzné hodnoty k.

konkrétni hodnoté, coz je presné to, co bychom z fyzikalniho hlediska c¢ekali. Tohoto chovani si
muzeme vSimnout v grafu [| pro razné hodnoty k.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha IL.P ... 6 Oganesson 10 bodt; primér 5,26; fesilo 57 studentt

Jaké vlastnosti ma 118. prvek periodické soustavy prvki? Respektive jaké by asi mél, kdyby byl
stabilni? Diskutujte alespon tfi fyzikalni vlastnosti. Karel chtel zadat néco na extrapolaci.

Uvod, radioaktivita, elektronovd konfigurace a reaktivita Og

Prestoze Wikipedie neni nezpochybnitelnym zdrojem informaci, ohledné zédkladnich informaci
o 118. prvku pro nas bude tato encyklopedie dostatecnd*®"= Prvek s protonovym c¢islem 118
jiz byl oficidlné objeven. Nicméné i tak se o ném mnoho nevi, protoze jeho objev byl potvrzen
v roce 2015 na zdkladé potvrzenych a naméfenych rozpadu ti (mozné ¢tyt) atomu tohoto prvku
z roku 2006. V roce 2016 pak bylo vybrdno jméno pro tento prvek — oganesson — se znackou Og.
Je pojmenovan po ruském jaderném védci Juriji Colakovicovi Oganesjanovi. Vzhledem k tomu,

12 Wikipedie: Oteviend encyklopedie: Oganesson [online]. ¢2017 [citovdno 16. 10. 2017]. Dostupny z WWW:
<https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=0Oganesson&oldid=14661315>

13 Wikipedia, The Free Encyclopedia: Oganesson [online]. c2017 [citovdno 16. 10. 2017]. Dostupny z WWW:
<https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=0ganesson&oldid=80567209¢>
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ze tento prvek patii do posledniho sloupce tabulky, mélo by se jednat o vzacny plyn. Miniméalné
vzacny opravdu je. O tom, jestli by to byl plyn, se budeme bavit dale.

Naméieny izotop mél 294 nukleonti. Pokud bychom se zajimali o ruzné dalsi odhady toho,
jaké prvky by mohly byt stabilni a jaka jejich nukleonova cisla by mohla byt vhodna, pak
bychom teoreticky mohli ¢ekat, ze by mohly byt takto tézké prvky stabilngjsi, pokud by mé-
ly vyssi pocet neutronu; existuji ale modely, dle kterych je nejstabilnéjsi izotop oganessonu
skutec¢né ten s 294 nukleony. Tyto izotopy se zatim néjak nepodarilo namérit, takze jde za-
tim pouze o nepotvrzenou teorii. Nicméné hned atomova hmotnost by mohla byt zajimavou
fyzikalni vlastnosti k prozkoumani.

Jesté hned na ivod muzeme uvést, ze kdyz dany prvek patii do VIII.A skupiny, tak bychom
ocekavali, ze bude mit zaplnénou valenc¢ni elektronovou slupku a jeho elektronova konfigurace
by méla byt 54 6d'° 7s? 7p®. Tim paddem by mél byt obecné mélo reaktivni, i kdy# na druhou
stranu by mél byt pravdépodobné nejvice reaktivni z celé skupiny. To plyne z toho, ze ¢im
déle jsou elektrony od jadra, tim slabéji jsou vazany, a tak mohou tézsi prvky VIII.A skupiny
snadnéji vstupovat do reakci. Taky bude nejsnazsi jej ionizovat.

Snadno také muizeme tipovat, ze bude radioaktivni, a to ve vsech izotopech. Prvek s nej-
vys$im_protonovym cislem, ktery ma stabilni izotop, je olovo s protonovym cislem 82. Jesté
bismut®= je hodné stabilni se svym izotopem 209, ve kterém se vyskytuje v pfirodé a jehoz
polocas rozpadu je delsi nez stavajici stari vesmiru.

300F ! ! ! ! ! /]
250¢ Vi
200+ -~ ]
150¢ ~ ] Znamé hodnoty prvku

100F o 4 ——— Linearni fit

50 s 1 =----- Kvadraticky fit

Relativni atomova hmotnost
\

OT-—_ 4

1 2 3 4 5 6 7
Radek prvku VIII.A skupiny

Obr. 3: Extrapolace relativni atomové hmotnosti Og — dle periody

Pro nase extrapolace budeme vyuzivat program Wolfram Mathematica 11.0.1.0 a tudaje
o prvcich budeme ziskavat primo z knihovny ElementData™ Tato knihovna obsahuje hodnoty

14 Wikipedie: Otevrend encyklopedie: Bismut [online]. ¢2017 [citovano 18. 10. 2017]. Dostupny z WWW:
<https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Bismut&oldid=15391054>
!> ElementData Source Information: ElementData is based on a wide range of sources, with enhancement at
the Wolfram Research Companies by both human and algorithmic processing. Among principal sources for
ElementData are:
e Atomic Mass Data Center. NUBASE. 2003.
e Barbalace, K. Periodic Table of Elements. 2007.
e Cardarelli, F. Materials Handbook: A Concise Desktop Reference. Springer, 2000.
e Lide, D. R. (Ed.). CRC Handbook of Chemistry and Physics. 871 ed. CRC Press, 2006.
e Speight, J. Lange’s Handbook of Chemistry. McGraw-Hill,2004.
e United Kingdom National Physical Laboratory. Kaye and Laby Tables of Physical and Chemical

19


https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Bismut&oldid=15391054

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 3/7

znamych veli¢in pro jednotlivé prvky a je tedy praktické, ze pfimo v programu, ve kterém
probihaji extrapolace, mizeme snadno tyto tdaje vyuzit. Ucastnici samozfejmé mohli vyuzit
jiné vhodné dostupné zdroje. Program Wolfram Mathematica je sice pro bézného stredoskoldka
drahy, ale je mozné, alespon Castecné, vyuzivat jeho funkénosti v rdmci webu WolframAlpha*
Bohuzel je u néj omezeni na vypocetni slozitost, takze pri jeho vyuziti pravdépodobné musite
didaje o prvcich nalézt jinde a také vam asi neptjde snadno naformétovat néjaky graf. Nebo
lze vyuzit zcela jiné programy ¢i ziskat idaje o prvcich a ty az nésledné zpracovat napriklad
v Excelu nebo jiném tabulkovém procesoru.

Pro ovéritelnost a opakovatelnost vysledku prikladdame odkazy na soubory, ve kterych jsou
pouzité prikazyt a to jak ve formatu nb, tak cdf, ktery se d& pripadné alespon zdarma zobrazit
pomoci Wolfram CDF Player. Nicméné zde nejsou zddné interaktivni prvky (Manipulate), takze
jde pak pouze o statické grafy.

Pro rtzné fyzikalni vlastnosti bude rtzné tcelné vychazet z hodnot bud na zakladé primo
protonového ¢isla nebo periody (¢isla Fadku), ve které dany prvek vyskytuje. Logicky pokud
se budeme zajimat o atomovou hmotnost, tak bude spis rozhodujici protonové cislo. Pokud
se ale zajimdme o néjaké chemické ¢i fyzikalné chemické vlastnosti, tak se stdvd potencidlné
zajimavejsi ¢islo periody, ve které se dany prvek naléza. My budeme provadét pouze jednoduché
odhady vlastnosti prvku 118 na zadkladé zndmych fyzikalnich vlastnosti jinych prvkad, a to
jednoduchou extrapolaci, tedy prolozenim rozumnou funkci. Nebudeme tedy uvazovat néjaké
grafu néjakymi rozumnymi zavislostmi a na zakladé toho tak trochu tipovat. I takto jednoduchy
postup ndm miuze dat casto dostatecné dobré vysledky napf. na to, aby mohlo byt provedeno
presnéjsi méreni. Tedy v principu, pokud je dany prvek/sloucenina dost stabiln{ na to s nim
néco namérit. Musime ale mit na paméti, ze se muze stat, ze zavislost, ktera do néjaké doby byla
napf. linedrni, se pak prudce zméni kvuli tomu, Ze se zaCne projevovat néjaky novy fyzikalni
jev.

Proklddat se budeme snazit co nejjednodussimi zavislostmi, protoze povétsinou mame velice
maélo dostupnych bodi. Pokud se budeme zajimat pouze o prokladéni v rdmci vzacnych plyni,
pak budeme mit maximalné 6 hodnot predchdzejicich prvku (dle protonovych éisel: 2 — helium,
10 — neon, 18 — argon, 36 — krypton, 54 — xenon, 86 — radon). Pro nékteré fyzikalni vlastnosti,
jako naptiklad pro teplotu tuhnuti, pak budeme mit téchto boda i méné, protoze napriklad
helium (alesponi za norméalniho tlaku) netuhne a radon neni stabilni, ale podléhd radioaktivnimu
rozpadu.

Nase metoda bude tim pddem opravdu relativné prostd. Budeme se prosté divat na data,
snazit se odhadnout, jestli ndAm na né ,dobfe sedi“ linedrni ¢i kvadratickd zavislost, a to jesté
jestli ndm sedi lip na protonova ¢isla nebo index fadku prvku.

Constants. 2007.

e United States National Institute of Standards and Technology. Atomic Weights and Isotopic Composi-
tions Elements. 2005.

e United States National Institute of Standards and Technology. NIST Chemistry Webbook. 2005.

o Winter, M. WebElements. 2007.

6http: //www.wolframalpha.com/

17 attps://fykos.cz/_media/rocnik31/ulohy/problem-2p.nb,
https://fykos.cz/_media/rocnik31/ulohy/problem-2p.cdf
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Relativni atomovad hmotnost Og

Vratme se k urcovani relativni atomové hmotnosti oganessonu a ukazme si, co jsme mysleli tou
extrapolaci. V grafu na obrazku § vidime relativni atomové hmotnosti prvka VIII.A skupiny
v zavislosti na periodé, na obr. Y pak v zavislosti na jejich protonovém ¢isle a v tomto pripadé
na obr. f vidite i data v zavislosti na protonovém c¢isle za vSechny prvky. U této vlastnosti
oganessonu je ovsem takova vyjimka, ze je jiz v datech ElementData odhadnuté, a to na 294.
Tim se ovSsem nenechame pripravit o tu zdbavu s odhadovanim a zkusime si to ukézat prave
na tomto prikladu. Navic u jinych vlastnosti ndm to uz tato knihovna nepokazi, protoze skoro
zadné jiné vlastnosti Og v ni nejsou definované.

300 -
250 r 7 ]
2007 ]

150
100" P ] Linearni fit
————— Kvadraticky fit

Znamé hodnoty prvku

Relativni atomova hmotnost
[6)]
o

20 40 60 80 100
Protonové ¢islo prvku

o

Obr. 4: Extrapolace relativni atomové hmotnosti Og — dle protonovych ¢isel prvka VIII.A

Pokud bychom se podivali na néjaké ¢islo, které ndm miize fici néco o tom, jak moc dobte
data sedi na nas model, tak budeme vyuzivat funkci AdjustedRSquared, kterou budeme znadit
dale R. Tato funkce nam zhruba 1ika to, jak moc daleko mame data od prolozené krivky. Pokud
by data lezela na piimce a my jsme je prolozili pfimkou, dostaneme R = 1. Pokud jsou data
rozhézend, dostavame mensi hodnoty a snazime se priblizit té 1, které ale v principu nemutzeme
dosdhnoutt= Nicméné ani toto ¢islo ndm nefekne, jestli je odhad spravny. Pokud bude ale hodné
vzdélené od 1, tak ndm to fiké, Zze nds odhad nebude presny.

Vidime, Ze u obr. B data vibec nesedi na ptimku a na parabolu také moc nesedi. Je tam
vidét to, ze stridavé je hodnota pod a nad kfivkou, coz si dokdzeme vysvétlit pravé tim, ze
rozestupy mezi témi prvky jsou nestejné (podivejte se na periodickou soustavu prvki). Pokud
bychom se podivali na hodnoty kvadratického fitu v fadku 7, odpovidalo by to relativni atomové
hmotnosti 311 s R = 0,995. Vzhledem k tomu, Ze se nam tam st¥idaji ty data nad a pod kfivkou,
tak si docela jisté jesté muzeme Tici, Ze jsme timto relativni atomovou hmotnost nadhodnotili.

U grafu na obr. § uz data sedi daleko lépe. Nicméné nadm to naopak mozné ukazuje, zZe
i kdyz formélné bude lépe sedét kvadraticky fit, tak nékdy nam ten linedrni d4 mozné lepsi
extrapolovanou hodnotu. Davodem je, ze kvadratickd funkce mé o jeden volny parametr vic,
méame tedy vétsi Sanci se s ni trefit na naméfend data; pro libovolnd data dokonce muzeme
najit polynom vysokého radu, ktery vSemi body presné prochézi, ale mezi nimi se prudce méni.

8 Kvuli nepfesnostem méfeni, kvili tomu ze nebudeme fitovat presné tu funkei, podle které se dang fyzikalni
veli¢ina F{di atd.
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Obr. 5: Extrapolace relativni atomové hmotnosti Og na zdkladé vsech prvka

Lineédrni fit ma R = 0,998 a kvadraticky R = 0,99994. Hodnota relativni atomové hmotnosti
by podle linearni extrapolace byla 301, kdezto podle kvadratické 323.

Kdyz se do tretice podivame na graf na obr. [, pak dostavime hodnoty pro jednotlivé fity:
linearni 300 (R = 0,998), kvadraticky 304 (R = 0,9989) a kubicky 298 (R = 0,9996). V tomto
pripadé si muzeme dovolit i ten kubicky fit a bude dokonce pro nase vyuziti nejlepsi, protoze
mame hodné dat uvnitt naseho souboru a extrapolujeme tésné za jeho hranici.

7 vyse uvedenych grafi a hodnot bychom tedy asi vybrali jako nejpravdépodobnéjsi hod-
notu relativni atomové hmotnosti Og jako 298. To se sice pfesné neshoduje s 294, které jsou
predpovézeny, ale jde o relativné blizky odhad. Hned si diky tomu musime uvédomit, ze nase
dalsi odhady nebudou tuplné presné. Je ovSem zajimavou informaci, ze se Cekd, Ze jisté tézsi

vvvs

pripravitt

Teplota tani a tuhnuti Og

Déle se mizeme zabyvat napriklad teplotou tani. Jak jsme jiz zminili, tak prijdeme o helium
jako jeden z bodt, ale budeme se zabyvat pouze péti ostatnimi vzacnymi plyny. Teplota tani uz
preci jen trochu vice souvisi s ,,chemii“ daného prvku, tedy s elektronovym obalem viz srovnani
v grafech na obr. ff a [. Proto je také 1épe vidét néjaka jednoduché zavislost z grafu. ktery je
vytvofen v zdvislosti na periodé, ve které se prvek nachézi (obr. ff). V grafu na obr. ¢. E naopak
vidime, ze ndm déva linearni a kvadraticky odhad vyrazné jiné vysledky, coz tak trochu ukazuje,
ze odhad dle protonového ¢isla neni tplné vhodny. Pokud graf v obr. fj prolozime primkou,
dostavdme teplotu tani —26 °C (R = 0,99), pro kvadratické prolozeni dostavame —39°C (R =
= 0,99). Vzhledem k tomu, Ze se spolehlivost pFilis nelisi, bude pravdépodobné presnéjsi linedrni
odhad. Pokud bychom se podivali na néjaké dalsi pravidelnosti, pak namérend teplota tani je
nejprve pod primkou, pak nad, pak pod, zase mirné nad a nakonec opét pod. Z toho by se dalo
usoudit, ze pro Og mozna bude opét mirné nad a na zdkladé tohoto ,vésténi z kristalové koule*
bychom mohli ¥ici, ze bude kolem —20 °C.

19 Wikipedie: Otevrend encyklopedie: Ostrov stability [online]. ¢2017 [citovéno 18. 10. 2017]. Dostupny
z WWW: <https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=0strov_stability&oldid=14776718>
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Obr. 7: Extrapolace teploty tani Og — dle protonovych ¢isel prvku

Podobnou vlastnosti jako teplota tani je teplota varu. Tak se hned podivejme, jak to bude
s teplotou varu viz obr. é a . Helium nam alespon kapalni, takze se ndm do nasich tvah opét
piimkou dostdvdme teplotu varu oganessonu —22°C (R = 0,99) s linedrnim proloZenim, re-
spektive —14°C (R = 0,99) s kvadratickym proloZenim. Tentokrat bude jisté rozumnéjsi vzit
linedrni prolozeni, a to prohlésit za nis odhad.

Co kdybychom se ale chtéli zajimat o néjakou ,slozeninu® dvou fyzikalnich vlastnosti? Hned
prvni, kterd by nis mohla napadnout, by mohl byt rozdil mezi teplotou tani a teplotou varu.
To je zajimava vlastnost, protoze napriklad siroké rozpéti kapalné vody umoznuje zivot na
Zemi. Vlastnost se ale pro nas ukaze az tak zajimavou, ze z toho nedokazeme nic odhadnout.
Pro¢? Protoze pro neon je to 2,5 K, pro argon 3,5K a krypton 4,1 K. To by bylo jesté dobré,
ale pak ndm tento rozdil klesne na 3,8 K u xenonu a zase docela dramaticky vzroste na 9,3 K
u radonu. TakZe z téchto mélo bodu se da Tici, ze se zdvislost nedd nijak jednoduse odhadnout
(maximalné bychom mohli ¢ekat, ze pujde fddové o jednotky kelvinil) a ukazuje to, ze néjaké
slozitéjsi vlastnosti asi ptijde odhadnout jenom velice $patné. Prolozené krivky, jejichz vysledné
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Obr. 9: Extrapolace teploty vypafovani Og — dle protonovych ¢isel prvka

hodnoty ani neuvadime, muzete vidét jako ukazku v grafu na obr. ¢. @

Co srovnani se soucasnymi teoriemi? Vypada to, ze se pravé u tohoto prvku uz ma nejspise
zacit projevovat ,nova fyzika“, protoze podle jednoho clanku®= by teplota varu méla byt ko-
lem 80 °C s tim, ze pfi pokojové teploté by tento prvek mél byt pevny. Nicméné jsou to také
zatim pouze neovérené teorie.

Hustota

Sice je mozné, ze oganesson by byl pevnda latka, nicméné my zkusime odhadnout, jakou by mél
hustotu, byl-li by to plyn za standardnich podminek. Hustotu bychom mohli odhadnout také
z jiz odhadnuté relativni atomové hmotnosti a z rovnice pro idedlni plyn, ale my to opét zkusime
na zakladé extrapolace zndmych hodnot. Tentokrat rovnou vybereme variantu, kde prokldadame
hodnoty hustot plynt, kde na ose x mame protonové ¢islo prvku. Hustota jednoatomového
plynu za standardnich podminek bude opravdu spise odpovidat hmotnosti jednotlivych atomi

20Nash, Clinton S. (2005). Atomic and Molecular Properties of Elements 112, 114, and 118. Journal of
Physical Chemistry A. 109 (15): 3493-3500. doi:10.1021/jp0507360. PMID 16833687.
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Obr. 10: Extrapolace rozdilu teploty vypafovani a tani Og — dle protonovych ¢isel prvki

nez radku periodické tabulky. Graf vidime na obrazku EI Vidime, ze na data velice dobre sedi
uZ samotnd pifmka. Pro linedrni fit dostdvame odhad ¢ = 13,4kg-m™2 a pro kvadraticky fit
je to 13,6kg-m™3. U obou fitd dostdvime velice vysoké R blizici se 1. Vzhledem k tomu, ze
nékteré hustoty vzacnych plyni zndme jenom na dvé platné cifry, tak bychom méli prohlésit,
e hustotu Og bychom ¢&ekali mezi 13kg-m ™2 a 14kg-m 3. To by platilo, pokud by Og netvofil
viceatomové molekuly a byl jednoatomovym plynem. Pokud by tvoril dvouatomové molekuly
(coz asi nemiizeme Uplné vyloucit, i kdyz je ve sloupci vzacnych plynt), pak by jeho hustota
byla zhruba dvojnisobné. Pokud by tedy Og byl stabilni a byl to plyn, tak by za standardnich
podminek byl nejhustsim plynnym prvkem a jednou z nejhustsich plynnych latek vibec.
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Obr. 11: Extrapolace hustoty Og jako plynné latky za standardnich podminek

Komentare k doslym reSenim

Za motivacni ivod, kde jste popsali, po kom je prvek pojmenovany a ze je radioaktivni ¢i jak byl
pripraven, jsme body neddvali (max 1), protoze to nebylo cilem tilohy. Hlavnim tkolem mélo byt
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odhadnout néjaké vlastnosti a pro zisk plného pocétu bodu je odhadnout na zakladé vlastnosti
jinych prvkl a také kvantitativné (Giselné) a ne pouze kvalitativné (popisné). Nemohli jste to
zachranit ani uvedenim vice vlastnosti.

Velkou chybou, ktera se opakovala docela casto, bylo, ze jste neuviadéli zdroje informaci, ze
kterych jste vychazeli. Je potreba uvadét citace a je potfeba citovat i v téch mistech, kde dané
udaje vyuzivate.

Castou chybou bylo nijak nepodlozené tvrzeni ,je ve skupiné vzacnych plyni a proto je to
plyn®. To je podobné prohlaseni ,vsechny kovy jsou za standardnich podminek pevné latky“,
coz sice vétsinou plati, ale rtut je vyjimka a tak néjak kolem ni ani v periodické tabulce nejsou
dalsi kapalné prvky. Také nékdo hodné utikal do chemie, coz nebylo Uiplné negativni, ale pokud
popisujete jenom to, ze bude reaktivnéjsi, bude tvorit oxidy a jaké latky a jaké vlastnosti budou
mit ty slouceniny, tak na to otdzka také tplné necilila.

Na druhou stranu bylo mozné dostat body za zdivodnéni, proc si myslite, ze pijde o plyn
i o pevnou latku; ze ptijde o kov nebo nekov; pokud jste méli vnitiné konzistentni feseni. Ale je
divné, pokud jednou napisete, ze jde o plyn a hned, ze jde o pevnou latku a nijak to nevysvétlite.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha ILE ... sypka 12 bodd; prumér 10,45; fesilo 47 studentt

Zmérte sypny tihel alespori 2 Idtek bézné pouzivanych v kuchyni (napr. mouka, cukr, stil apod.).
Michal se mdlem sesypal.

Tedria

Ako je dobre zndme, nasypand latka vytvori kuzel s uhlom sklonu stien (vo¢i vodorovnej rovine)
a — to je hladany sypny uhol. Na stenu kuzela sa mézeme pozriet ako na naklonent rovinu
s koeficientom trenia p; z rovnovihy medzi tiazovou a trecou silou pre vrchni vrstvu latky
dostavame znamy vztah

u=tgao.

Nejde o tuplne realisticky model, lebo zrnkd moézu drzat aj v strmsom kuzeli, ak sa na seba
vhodne ,naskladaji“, teda ak zapadni do dier medzi inymi zrnami tak, ze nedrzia iba kvoli
treniu. Dalo by sa teda cakat, ze latka s drsnejSimi alebo va¢simi zrnami bude mat sypny uhol
VACSI.

Postup pri experimente

Sypny uhol budeme merat pre nasledujice latky: hladkd muika, hrubd mika, (krystélovy) cukor,
sol, mak.

Dant latku Nkrat (N = 10) nasypeme na rovny tanier z ¢o najmenSej vysky a jemne
zatrasieme. Vysledny kuzel zboku odfotime, na strany kuzela na fotke nakreslime priamky
a nijdeme uhly, ktoré zvieraju s vodorovnou osou. Zo vsetkych 2N hodné6t pre lavé a pravé
strany kuzelov vypoéitame priemerny uhol @ a jeho Standardni odchylku (Statistickd) podla
vztahu

Z?ivl(ai _6)2
2N(2N -1 ’
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Tab. 1: Namerany sklon stien nasypaného kuzela.

3 hl. mdka ‘ hr. muka ‘ cukor ‘ sol mak
alll epl?] | al?] ] | el ] | @l apl?] | ] o]
1 | 345 450 | 40,1 37,5 | 41,2 41,7 | 422 453 | 40,9 38,2
2 | 478 435 | 387 352 | 43,3 37,3 | 44,1 415 | 408 40,1
3 48,6 41,7 | 37,8 39,6 | 41,8 39,6 | 42,7 41,0 | 38,4 38,1
4 41,1 484 | 39,9 38,3 | 46,7 39,2 | 40,2 40,0 | 38,6 39,2
5 49,1 48,8 | 38,8 38,0 | 354 44,0 | 41,2 36,5 | 40,3 38,4
6 46,0 43,5 | 43,9 39,0 | 42,9 41,3 | 36,6 40,8 | 37,2 38,8
7 56,4 54,1 | 37,6 384 | 41,1 39,7 | 40,4 37,7 | 38,9 36,5
8 57,5 52,2 | 37,5 380 | 41,9 40,3 | 39,9 414 | 37,6 36,1
9 49,8 47,5 | 38,0 37,0 | 38,9 41,8 | 47,3 35,0 | 42,6 37,5
10 | 50,0 49,5 | 38,4 40,8 | 40,6 40,3 | 39,7 39,6 | 37,7 38,4
a 48° 38,6° 41,0° 40,7° 38,7°
oA 1° 0,4° 0,6° 0,7° 0,4°

Odhadneme systematickt chybu jedného merania Aq, z ktorej vypocitame standardnt odchylku

(systematick)
/1

celkovi standardnd odchylku potom vypocitame podla vztahu
o =1/ O’i + O'QB .

Vysledky merania

V tabulke ﬂ je uvedeny namerany uhol « pre jednotlivé latky spolu s priemerom. Na obr. @ az
su fotky kopok pouzitych pri experimentoch.
Chybu urcenia uhla o odhadneme na 0,5°. Potom je systematickd odchylka priemeru rov-
na op = 0,1°; vidime, Ze je oproti Statistickej zanedbatelnd, celkovd odchylka teda bude pri-
blizne rovna statistickej.

Diskusia

Namerany uhol a méze byt vacési ako skutoény kvoli naskladaniu zrniek. Kuzel nasypanej latky
by mal byt ale stabilny aj pri Tubovolnom mensom uhle, ¢o sa prejavi hlavne v pripade, ze
sypeme z vicsej vysky a padajice zrnkd maju dostatoénu kineticki energiu na to, aby sa
zosypali nizsie.

Dalej experiment ovplyviiuje to, ze nevznikne dokonaly kuzel — ned4 sa sypat presne z jedné-
ho bodu, pri podstave a vrchole bude kuzel viac zaobleny kvoli padajicim zrnkdm a vSeobecne
bude nepravidelny tam, kde sa zrnka viac naskladaji na seba. Urcit presne povrch kuzela je
tiez problém kvoli rozmerom zrniek.

Pripadny sklon fotografie eliminujeme tym, ze s¢itavame uhly pre pravi a lavi stenu kuzela.
Na meranie ale vplyva to, Ze pri foteni z konec¢nej dialky alebo nedokonale zboku neodfotime
presne prierez kuzela.
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Tab. 2: Sypny uhol jednotlivych latok.

latka sypny uhol
hladkd muka (48+1)°

hruba mika (38,6 £ 0,4)°
cukor (41,0 £0,6)°
sol (40,7 £ 0,7)°
mak (38,7 £ 0,4)°

Pri hladkej mike sa objavuje ten problém, Ze lahko tvori hrudky, ktoré sa vedia nakopit do
dost velkej vysky. Tento efekt, na mensej skéle, efektivne vytvara vicsie a nepravidelné zrna,
aj ked samotné Castice muiky st velmi malé a pravdepodobne gulové. To spdsobuje, Ze je sypny
uhol veelku vysoky a tazko sa meria (steny kuzela st dost nepravidelné). U ostatnych meranych
latok to nepozorujeme, napr. pri praskovom cukre dno. Pravdepodobne st hrudkovité len velmi
jemné latky.

Vidime tiez, ze pre mak a hrubd miku je sypny uhol velmi podobny — v rdmci odchylky
merania rovnaky — a pre cukor a sol je tiez dost podobny. Podobnost medzi tymito dvojicami je
v tvare zfn (mak a hrubd mika maju vecelku gulovy tvar, cukor a sol si krystalické); na druhej
strane velkost zfn neméa na pouzitych latkach pozorovatelny vplyv.

Dalsfm neziaducim efektom je vlhkost, ktora by mala zvysit sypny uhol, je ale tazké odhad-
nit o kolko. Pouzita sol bola dost navlhnuta, ostatné latky boli suché.

Zaver

Namerany sypny uhol pre jednotlivé latky je uvedeny v tabulke E

Pouzité latky s podobnym tvarom zin sa spravaju podobne, velkost zfn nie je velmi pod-
statna. Velmi jemné latky, ktoré vytvaraja hrudky, budd mat zasa velky sypny uhol.

Treba podotknit, ze ziadne zavery o spravani sypného uhla podla vlastnosti latky nevieme
vyvodit s istotou — pouzitych latok je prilis malo.

Jakub Safin
xellos@fykos.cz

28


mailto:xellos@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI éislo 3/7

Obr. 12: Képka hladkej muky.

Obr. 13: Képka hrubej muky.
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Obr. 14: Kopka cukru.

Obr. 15: Képka soli.
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Obr. 16: Képka maku.
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Uloha IL.S ... derivace a Monte Carlo integrace 10 bodi; primér 7,63;
fesilo 16 studentt

a)

b)

Vykreslete zavislost chyby na velikosti kroku pro metodu

iy —fl@+2h)+ f(x—2h) +8f(x+h) —8f(x — h)
fiz)~ oh

odvozenou pomoci Richardsonovy extrapolace v textu seridlu. Jaky je optimalni krok a mi-

nimalni chyba? Porovnejte s centrovanou a doprednou diferenci. Jako derivovanou funkci

pouzijte exp(sin(x)) v bodé x = 1.

Bonus Vypocteéte pro tuto metodu teoretickou velikost optimalniho kroku pomoci odhadu

chyb.

Na webu se nachdzi soubor s experimentalné zjisténymi t, x a y souradnicemi poloh hmotné-

ho bodu. Pomoci numerické derivace naleznéte casovou zavislost slozek rychlosti a zrychleni

a vyneste obé zavislosti do grafu. Jaky fyzikalni déj bod nejspise konal? Numerickou metodu

si zvolte sami, svoji volbu ale odiivodnéte.

Bonus Existuje v tomto pripadé presnéjsi varianta ziskani rychlosti a zrychleni, nez pri-

mocara aplikace numerické derivace?

Mame zadan integral fon sin? zdz.

1. Naleznéte hodnotu integralu z geometrické uivahy za pomoci Pythagorovy véty.

2. Naleznéte hodnotu integralu pomoci Monte Carlo simulace. Urcete smérodatnou odchylku

vysledku.

Bonus Vyreste Buffonovu ulohu ze seridlu (odhad hodnoty ¢isla n) pomoci MC simulace.

Naleznéte vztah pro vypocet objemu Sestidimenzionédlni koule pomoci metody Monte Carlo.

Ndpovéda Pythagorovu vétu lIze vyuzit k méreni vzdalenosti i ve vyssich dimenzich.
Mirek a Lukds ctou dokumentaci k Pythonu.

Abychom méli chybu podle ¢eho uréovat, potfebujeme znat analyticky vyjadirenou derivaci
testovaci funkce.= Z pravidla o derivaci slozené funkce snadno zjistime, ze plati

(exp(sin(z)))" = cos(x) exp(sin(z)) .

Program, ktery vypise ruzné kroky h a prislusné chyby tedy vypadd napt. takto.
import math
def diff4(f,x,h):
return (-f (x+2%h) +f (x-2*h) +8*f (x+h) -8*f (x~h) ) / (12*h)
h=1.
x=1.
points=100
f=lambda x: math.exp(math.sin(x))
df=lambda x: math.cos(x)*math.exp(math.sin(x))
for i in range(points):
print ("{} {}".format(h, math.fabs(df(x)-diff4(f,x,h))))
h/=2

Zévislost chyby na velikosti kroku je pak vynesena v grafu @ 7 grafu vidime, ze optimalni
krok je hopt = 5 - 107* a odpovidajici chyba numerické derivace 1- 1073, coz je méné nez

21pokud bychom ji neznali, lze jako odhad pouZit numerickou metodu vyssiho Fadu.
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Obr. 17: Zavislost chyby derivace na kroku h pro riuzné metody. Jako testovaci funkce byla
zvolena f(z) = exp(sin(x)) v bodé = = 1.

pro centrovanou a dopiednou diferenci. Optimalni krok je naopak v souladu s tvrzenim
v seridlu vétsi nez u dopredné a centrované diference. Také si vSimnéme, zZe chyba metody
klesd jako O(h*), coz jsme ocekavali.

Nyni zminme feSeni bonusu. Zaokrouhlovaci chybu spocitdme obdobné jako v textu seridlu.
Plati pro ni

—f(.T + 2h)81 + f(J} — 2h)€2 + 8f(£13’ + h)€3 — 8f(ac — h)84
12h ’

Af'(x) =

18e|f(x)| _ 3elf ()]
A ! ~ =
F@) 12h 2
kde €1, €2, €3 a €4 jsou skutecné relativni chyby vycisleni funkce a &
pfesnost. PovS§imnéme si, Ze pro zaokrouhlovaci chybu znova plati Af’(x
Chyba metody pak z Taylorova rozvoje je

s B 1P @)] 4

- )

5012 30

kde £ je n&jaké (sprdvné) ¢islo mezi x a x + h. Z podminky pro minimdln{ chybu § ~ Af’'(x)
mame

/R €1.4 je strojova
Yo bt

~ 5/45¢ \f(x)\ N81/5N10737

hopt & =

|f®) ()]
coz tadové odpovidd nasemu ,experimentalné“ ziskanému vysledku. Konkrétné pro x = 1
(v radidnech) jesté mizeme dopoéitat f(z) = 2,3, f©O(z) = 23,8 a hopt = 8,5 1072
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b) Pristupme k Feseni problému obracené, nejprve vypoctéme rychlost a zrychleni pomoci do-
predné a centrované diference a poté se vysledky pokusme interpretovat.

100 T T T T T T T . T T
vy z dopredné diference +
vz 7 centr. diference X
80 o 8
vy z dopfedné diference *
vy z centr. diference
60 | + :
n
+ " +.t : "+
K X + ++
40 + 4 + e ;ra:tjpdpr++4H +XF h
(%
m-s—1!

20

—20

—40

Obr. 18: Zavislost slozek rychlosti na case ziskand dopiednou a centrovanou diferenci.

Jak vidime z grafa rychlosti @ a zrychleni E, @, v zovém sméru bod vykondva rovnomér-
ny pohyb rychlost{ asi 30m-s~! a v yovém sméru rovnomérné zrychleny p¥imocary pohyb
s pocatecni rychlosti asi 27 m-s~! a zrychlenim asi —10 m-s~2, pfi¢emz zrychlen{ nedokédzeme
diky Sumu vy¢ist rovnou z grafu zrychleni, ale dokdzeme jej urcit vypoctem z grafu rychlosti.
Vidime tedy, ze se jedna o ptipad vrhu v homogennim tihovém poli.

Také vidime, ze centrovana diference ma mensi rozptyl nez dopredné diference. Protoze
druhd a vyssi derivace funkce z(t) = 30 - t podle ¢asu je rovna nule, délime ve vztahu
pro optimalni krok dopfedné i centrované diference nulou a optimalni krok tedy neexistuje,
vzdy jsme v rezimu prevlddajici zaokrouhlovaci chyby. Obdobné pro y(t) je nulova az tfeti
derivace, doptedné diference tedy ma (pro t = 1s) hopt ~ 10~ %s, ale centrovand diference
opét optimélni krok nemd. To si muzete lehce ovérit vyfesenim predchozi podilohy pro
testovaci funkce z(t) = vst a y(t) = vyt — 1/2gt?, kde vs, vy, a g jsou konstanty.

Protoze pro z(t) jsou obé metody v rezimu s prevlddajic{ zaokrouhlovaci chybou, mély by
mit srovnatelnou presnost, coz ale ocividné neplati. To napovidé, zZe zde existuje néjaky
efekt, ktery je daleko vétsi nez vliv zaokrouhlovaci chyby a chyby metody. Pokud se pozorné
podivame na pfedchozi data ¢i si porddné precteme zadani, zjistime, Ze nelezi pfesné na
teoretické zavislosti, ale, jako spriavna experimentalni data, se kolem ni vyskytuji s néja-
kou nepfesnosti méreni. Centrovana diference je pak presnéjsi, jak je vidét z nésledujiciho
prikladu. Predstavme si, Ze by naSe zavislost polohy byla konstantni (ale stile s ,experi-
mentdlnim“ rozptylem o). Pevné nyni zvolme néjakou vysokou pravdépodobnost P, tfeba
99 %. Pak existuje ¢islo n > 0 takové, ze dva po sobé néasledujici body lezi s pravdépodob-
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Obr. 19: Zavislost xové slozky zrychleni na Case ziskand dopfednou a centrovanou diferenci.

nosti P na boc¢nich stranach obdélniku o podstaveé h a vysSce no. Pokud je spojime tseckou,
bude mit tato usecka smérnici, tim paddem i chybu derivace, mensi nez no/h. Pokud ale
pouzijeme centrovanou diferencit? pouzivime body ,,0ob jedna“, které s pravdépodobnosti P
lezi na bo¢nich strandch obdélniku o podstavé 2h a vysSce no. Smérnice jejich spojnice bude
nanejvys no/(2h), chyba tedy bude poloviéni.

Obecné dle vyse uvedeného by mélo platit, ze ¢im je metoda vysstho fadu, tim 1épe bude
fungovat. Tomu navic pomiiZe to, Ze metody vyssiho fddu pracuji s funkénimi hodnotami ve
vice nez dvou bodech, efektivné tedy v sobé obsahuji obdobu vazeného primeéru, ktery by
mél napomoci vyruseni rozptylu hodnot.

Vsimnéme si také, ze rozptyl pivodnich hodnot polohy je velmi maly, odpovidd métfeni
s relativni odchylkou 0,02 %, coz je velmi pfesné méreni. Presto se tato odchylka aplikaci
derivace nesmirné zvétsi. To je zpusobeno tim, ze numerickd derivace neni dobie podminéné
uloha, pouzité metody tedy nemohou byt numericky stabilni.

Pokud bychom chtéli nas vysledek zpresnit, mohli bychom toho docilit raznymi zpusoby.
Dle vyse uvedeného by mélo pomoci zvétseni kroku preskakovanim nékterych hodnot, ¢i
pouziti metody vyssiho fadu, pficemz druhd moznost by méla fungovat 1épe. Dalsi moznosti
je na data pred derivaci nejprve aplikovat tzv. klouzavy priumér=, ¢imz bychom zredukovali
rozptyl hodnot. Jak jiz ale bylo zminéno, metody vyssich fada uz v sobé jisty zpusob pru-
mérovani efektivné obsahuji, jednoduchym neviazenym klouzavym primeérem bychom tedy
nejspis lepsich vysledka nedosdhli. Ve chvili, kdy zndme teoretickou zavislost, podle které se
data maji chovat, je asi nejlepsim fesenim data touto zavislosti nafitovat a poté analyticky

228tejny efekt by méla i dopredné diference s dvojnasobnym krokem.
23https://en.wikipedia.org/wiki/Moving_average
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Obr. 20: Zavislost yové slozky zrychleni na ¢ase ziskand dopfednou a centrovanou diferenci.

derivovat teoretickou zavislost s koeficienty urcenymi z fitu.
¢) Zadany integral lze snadno spoéist napiiklad za pomoci goniometrického vztahu sin?z =
= (1 — cos(2x))/2 a substituce y = 2z. Dostaneme

b nl 21't1 x
I:/O singxda::/o §dx—/0 Zcosydyzi.

Zadani nam vsak ukladd postupovat bez znalosti integralniho poc¢tu, pojdme se o to tedy

pokusit.

1. Pro kartézské souradnice a, b bodu na jednotkové kruznici, predstavujici délky odvésen

pravotihlého trojihelniku, plat{ Pythagorova véta ve tvaru a? +b® = 1. Neboli, vyjadieno
pomoci thlu p¥i stiedu kruznice medzi pfeponou a jednou odvésnou x, sin® z+cos? z = 1.
Déle vime, ze uréity integral I vyjadiuje obsah ttvaru vymezeného funkef sin? z a osou
x na intervalu (0, 1t), tj. obsah jednoho ,kopecku* funkce sin® x.
Kdyz k funkci sin? 2 véude piipoc¢teme funkei cos? z, dostaneme diky Pythagorové vété
misto kopecku obdélnik o stranach r a 1, tedy o obsahu n. Nyni si uz jen zbyva uvédomit,
ze funkce sinus a kosinus jsou identické az na posun o /2 v ose z (a tedy i jejich kvadraty).
Jeden kopecek kosinu na druhou ma tedy stejny obsah jako kopecek sinu na druhou. Jeden
kopedek mé tedy obsah presné dvakrat mensi nez obdélnik, a tedy I = /2 = 1,5708, coz
je v souladu s vysledkem vyse.

2. K numerickému vypoc¢tu pouzijeme kéd na vypocet Monte Carlo integrace ze se]riélufE
Generujeme dvojice pseudondhodnych éisel (z,y) na intervalech (0,7) a (0, 1), kritériem

24Vegkeré kédy pouzité v reSeni této seridlové tilohy naleznete na nasem webu.
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pro zdsah je y < sin’z. Ve vypocétu smérodatné odchylky je nyni V = na O = /2,
relativni smérodatnou odchylku pak vyjadrime jako

o 1
azﬁ\/mzopm.

Pro jeden konkrétni béh programu s N = 10° jsme dostali vysledek 1,569 s relativni
odchylkou od primeéru 0,0012.

Pri feseni bonusové tlohy, odhad © pomoci hazeni jehly, si také vystacime s mirnou tipra-
vou kédu ze seridlu. Budeme volit a = b = 1, tzn. stejnou sitku pasu jako délku jehly*
Cim mens{ jehlu bychom volili, tim méné &ast&ji by protala hranici past a tim déle by
musela simulace bézet, abychom dosahli dané presnosti. Déle vime, Ze sta¢i generovat
dvojice pseudondhodnych éisel (¥, z) z intervalt (—n/2,7/2) a (0,1/2), nebot tak pokry-
jeme vSechny mozné horizontalni polohy stredu jehly a veskerd mozné jeji natoceni. Neni
potfeba uvazovat dalsi pasy, protoze se periodicky opakuji. Stejné tak nepotiebujeme
rozliSovat, zda jehla lezi napravo nebo nalevo o hranice, kterou protala. Kritérium pro-
tnuti vyjadiime tak, ze horizontalni soufadnice levého konce jehly z — (cos)/2 je mensi
nez nula.

Ze seridlu vime, Ze pro a = b = 1 je pravdépodobnost protnuti 2/n = 0,6366. Pro jeden
béh programu s N = 10° jsme dostali vysledek 0,6368 s relativni smérodatnou odchylkou
(teoretickou) 0,0008 a relativni odchylkou od praméru 0,0004.

d) Objem koule v libovolné dimenzi musi zdviset pouze na jejim poloméru R, nebot ziddnou
jinou informaci o kouli nemame. Z jednotkovych diavodu musi byt polomér umocnén na ¢islo
udévajici dimenzionalitu, v nasem pifpadé madme R°. Tento mocninny vyraz bude vynasoben
konstantnim faktorem, ktery obecné muze byt rizny pro kazdou dimenzi. Volbou R = 1 se
nase uloha omezuje na hledéni tohoto faktoru.

Objem n-dimenzionalni koule o poloméru R lze vyjadrit vzorcem

T[n/? n

I'(2+1)
kde T" je gama funkce. Nebudeme se zde zabyvat jeji definici, pouze si feknéme, Ze pro

prirozené ¢islo n lze psat I'(n + 1) = nl. Nés zajiméd dimenze 6, argumentem gama funkce
tedy bude prirozené ¢islo a muzeme psat

Vo =

’

3
_ T 6
V5_3!R.

Hledany faktor je tedy roven n®/3! = 5,1677.

S uvedenym faktorem nyni srovname vysledek ziskany metodou Monte Carlo. Pouzili jsme
kéd ze seridlu pro vypocet obsahu ¢tvrtkruhu s mirnymi tipravami. Pocet bodu jsme zvysili
na 107 a pomoci funkce random nyni nevytvaiime dvojice, ale Sestice nahodnych &sel. V boxu
o hrané 1 (Sestidimenziondlni krychle) nyni neni uzav¥ena étvrtina kruhu, ale 1/25 z objemu
koule. Kritériem zdsahu dovnitt objemu koule je vyraz

6
Zw? <1,
i=1

25V serialu jsme psali podminku a < b, ale vzhledem k omezené piesnosti reprezentace &isel v poéitaéi toto
nemd smysl rozlisovat.
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kde z;, ¢ € {1, 2, 3, 4, 5, 6} jsou kartézské souradnice ndhodnych bodi. Na zdkladé znalosti
presného vysledku mizeme vypocist smérodatnou odchylku
L o —0)
oc=— - 0),
VN

kde V =1°=1a0 = *-275.3!, &selné tedy ziskame relativni odchylku /O = 0.0011. Zde
vidime, ze pomér O/V je jiz celkem nevyhodny a museli jsme proto volit o Fad vétsi pocet
bodfi (v porovnan{ s 2D pifpadem), abychom dosahli smérodatné odchylky ~ 1073, V-
sledkem jednoho béhu programu byla prumérnd hodnota hledaného faktoru 5,172 (relativni
odchylka od pruméru je 0,0008).

Lukds Timko Miroslav Hanzelka
lukast@fykos.cz mirek@fykos.cz
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Serial: Na prochazce s integraly

V minulém dile jsme se seznamili s numerickou derivaci a se zéklady stochastické metody Mon-
te Carlo, jmenovité MC integraci. Nyni navazeme obecnéjsim vykladem numerické integrace,
ale predtim se jesté podivime na matematicky pojem ,ndhodné prochizka“. Nahodné prochéz-
ky vyuzijeme jednak v pokrocilych metoddch MC integrace, ale také napiiklad pri simulaci
Brownova pohybu.

Nahodné prochazky

Na pocatku studia fyziky se studenti obvykle sezndmi s mechanikou a Newtonovymi zdkony.
Pomoci nich se nauci spocitat, kterym smérem a jakou rychlosti se bude pohybovat hmotny bod
v dtsledku sil na néj pusobicich. Tento pristup ovSem selhdva, pokud budeme chtit predpovédeét
napiiklad trajektorii prachového zrnka ve vzduchu. Abychom nalezli polohu ¢éstice o byt jen
nékolik nanosekund pozdéji, potfebovali bychom vyftesit statistice srdzek — musime totiz znat
také aktudlni polohu vsech molekul, které by se s nasi ¢astici mohly srazit. Tento vypocetné
narocny pristup vyuziva v simulacich molekulovad dynamika.

Snizime-li své naroky a budeme chtit nalézt pouze stfedni vzdalenost nebo jinou statistickou
veli¢inu, odemyka se ndm moznost pouzit stochastické simulace. Zakladni myslenkou je zde
predpoklad, Ze okolni molekuly se pohybuji ndhodnymi sméry a rychlostmi (v pripadé klasického
plynu uréenymi gaussovskym rozdélenim). Toto molekuldrni pozadi vyjmeme ze svych vypoctu
a budeme se vénovat pouze pohybu tézké ¢astice, ktery bude v disledku ndhodného hemzeni na
pozadi také ndhodny. Pro pohyb tézké castice v dusledku chaotického pohybu molekul okolni
tekutiny se ustalil ndzev Browniv pohyb. Tento fyzikdlni pohyb mtzeme aproximovat diskrétnim
matematickym modelem zvanym ndhodnd prochdzka, ktery v kazdém casovém kroku posune
Castici ndhodnym smérem o pevné zvolenou vzdalenost. Nahodna prochézka spada do Sirsi
rodiny Markovovych procesi, na které se nyni podivime podrobnéji.

Markovovy procesy

V prvnim dilu seridlu jsme se seznamili s pojmem ndhodné proménnd. Jednalo se o proménnou,
jejiz hodnota neni predem zndma (tj. neni to konkrétni ¢islo), pouze zndme pravdépodobnos-
ti nabyvani hodnot z urcité mnoziny. Tyto pravdépodobnosti byly dany pravdépodobnostnim
rozdélenim, napf. ndhodnéd proménna ,hod kostkou* mohla nabyvat hodnot 1 az 6 z diskrét-
niho rovnomérného rozdéleni. Pokud usporddame ndhodné veli¢iny do fetézce, tj. priradime
ndhodnym veli¢indm indexy 1, 2, ..., n, na%véme tento tetézec ndhodny proces. Piikladem
ndhodného procesu je treba série hodu minci™ Realizaci tohoto ndhodného procesu je uspora-
danad mnozina, jejiz kazdy prvek nabyva hodnoty ,,panna“ nebo ,jorel“ — naptiklad jsme vytvorili
pomoci péti hodu korunovou minci realizaci ndhodného procesu

{panna, panna, panna, orel, panna} .

26Konkrétné se jedni o tzv. Bernoulliho proces s pravdépodobnostmi p = 1/2al—-—p=1/2.
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V tomto procesu jsou prvky Fetézce predstavovany navzdjem nezdvislymi a shodné rozdéleny-
mi=! ndhodnymi velicinami. Obecné vSak mohou byt veliciny zavislé a rtizné rozdélené. Uvazte
tieba takovyto proces (A): Héz{im minci, dokud nepadne panna, a pak hazim kostkou, dokud
nepadne Sestka; pak hazim minci, dokud nepadne panna, a pak hazim kostkou, dokud ... Jiny
priklad (B): Haz{m Sestisténnou kostkou a s¢itdm oka tak dlouho, dokud neziskdm soucet vétsi
nebo roven 20; poté vymeénim Sestisténnou kostku za desetisténnou a pokracuji v pri¢itani,
dokud nedosdhnu souctu 40; poté se vratim k Sestisténné kostce atd.

Nyni uvazujme specidlni pripad ndhodného procesu, kdy jsme schopni urcit stav v nésledu-
jicim kroku bez znalosti historie procesu. Jinymi slovy, pravdépodobnost realizace hodnoty x
nédhodné veli¢iny X1 dokézu jednoznacné uréit na zakladé realizace y ndhodné veli¢iny X;. Té-
to vlastnosti fikdme priléhaveé bezpamétovost a prislusny ndhodny proces se nazyva M(lT‘kO'U'li’lE
Formalné tuto vlastnost (pro diskrétni ndhodné veli¢iny) zapiseme

P(Xi_»,_l = Ti+1 |X1 =1, X2 =22, -, Xi = a:z) = P(Xi+1 = Ti+1 ‘Xz = l‘l) (8)

a Cteme: Pravdépodobnost, ze nahodnd velicina X;11 nabyva hodnoty x;4+1 za podminky, Ze
v prvnim kroku nabyla veli¢ina X; hodnoty x1, v druhém kroku nabyla veli¢ina X2 hodnoty 2
atd., je stejnd jako pravdépodobnost, ze X;+1 nabude hodnoty x;11 za podminky, ze v predeslém
kroku nabyla X; hodnoty z;. Znalost fetézce na rozsahu indext 1 az i—1 je tedy tiplné zbytecna,
miZzeme ji zapomenout.

Série hodi minci je trividlnim pripadem bezpamétového fetézce, kdy neni potteba znat ani
stav v kroku 7 (toto plati pro kazdy fetézec navzdjem nezavislych ndhodnych veli¢in). Proces
A je také Markovuv proces, dalsi krok se rid{ vzdy souc¢asnym stavem. Bezpamétovy je i proces
B — pro uréeni stavu v kroku B ndm postaci znalost aktudlniho souc¢tu a typu kostky, kterou jsme
naposled hézeli. Vymyslet proces, ktery neni Markovuv, je snadné, napiiklad: Hazim kostkou
a s¢itdm hodnoty, pokud padnou dvé Sestky za sebou, pri¢tu k souctu v nasledujicim kroku
bonus 10. Pro urceni stavu v nasledujicim kroku je zjevné potfeba znat alespon dva predchozi
stavy, predpoklad (E) je porusen.

Nahodna prochazka v 1D

Nahodnd prochdzka je ndhodny proces dany souctem nezavislych a shodné rozdélenych nahod-
nych velicin. Nejjednodussim piikladem je opét hazeni minci, na rozdil od prikladu vyse vsak
neni aktudlni stav urcen poslednim hodem, ale sou¢tem vsech dosavadnich hodi (pfitom uva-
zujeme panna = —1, orel = 1). Nézev ndhodnd prochdzka vychdzi z predstavy, kdy souctu
realizaci ndhodnych veli¢in prifadime vyznam vzdalenosti od pocdtku — mame tedy objekt,
ktery se v kazdém kroku pohne ndhodné doleva, nebo doprava, a takto se prochazi po primce.

Mozn4 si vzpomenete na tlohu z prvniho dilu seridlu, kdy Mirek s Lukdsem hréli o FYKOSI tricka,
pricemz o vitézi tricka se v kazdém kroku rozhodovalo na zakladé hodu minci. Tehdy jsme jako ,hru“
oznacili sekvenci obsahujici pocty tricek jednoho z hracu. ,Hra“ bylo tedy oznaceni pro realizaci ndhodné
prochézky koncici pro nékterého hréce nulou (stav, kdy jeden hra¢ mél vSechna tricka nebo zadné,
predstavoval absorpénd bariéru = konec hry).

Naddle budeme casto zaménovat pojmy ndhodné prochazka a realizace ndhodné prochézky, je vsak

dobré mit na paméti, ze se principidlné lisi.

2Ty anglické literatufe se muzete setkat se zkratkou iid — independent and identically distributed.
280bgas se v uéebnicich mizete setkat i s oznagenim markovsky ¢ markovovsky proces, v obou piipadech
jde o podobnostni pridavné jméno odvozené od ruského matematika Andreje Andrejevice Markova.
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Oblibenou ucebnicovou tlohou je ,opilcova prochazka“: Opilec se o ptlnoci vraci domu
z hospody. Diim, kde na néj ¢eka rozc¢ilend manzelka, se nachazi ve vzdalenosti a od hospody.
Druhym smérem se ve vzdalenosti b od hospody nachézi feka. Opilec se s kazdym krokem posune
o vzdalenost +1 (k fece), nebo —1 (k domovu), pfi¢emz oba sméry jsou stejné pravdépodobné.
Zajimat nas budou nésledujici otdzky:

a) Jaka je pravdépodobnost, ze opilec dojde dfiv domu nez do feky?

b) Jakd je pravdépodobnost, Ze se opilec po n krocich nachédzi v bodé k?
c¢) Jaké je stfedni poloha opilce?

d) Jakd je stfedni vzdalenost opilce od hospody?

Nez zacneme tlohu resit, zadefinujeme si prochazku formélnéji. Kazdy krok je ndhodna veli-
¢ina S;, kterd nabyva hodnoty +1 s pravdépodobnosti 0,5 a hodnoty —1 s pravdépodobnosti
také 0,5. Soucet n téchto ndhodnych veli¢in oznac¢ime

W, = Xn:sz .
i=1

Posloupnost {W, } potom predstavuje ndhodnou prochézku, presnéji jednoduchou ndhodnou
prochézku. Pfitom bez Gjmy na obecnosti volime pocatecni polohu Wy = 0.

Pri studovani ndhodné prochazky z pohledu Markovovych fetézcii nés zajiméd pravdépodobnost
prechodu mezi stavy. Prostorem stavi je v piipadé jednorozmérné ndhodné prochizky mnozina celych
¢isel Z. P; ;41 znaci pravdépodobnost pfechodu ze stavu ¢ do stavu ¢ + 1, tj. pravdépodobnost, ze
udélame krok vpravo. Pro prochazku, kde je krok na obé strany stejné pravdépodobny, piseme P; ;11 =
=1/2 = P; ;1. Toto lze vyjadrit také pomoci matice prechodu

0 1/2 0 0
12 0 1/2 0
0o 12 0 1/2]°
0 0 1/2 0

T =

kterou jsme zde omezili na mnozinu {1,2, 3,4}, ale v obecnosti je nekone¢na.

Prvni otazku jsme jiz zodpovédéli v prvnim dilu seridlu, kdyz jsme se ptali, s jakou pravdeé-
podobnosti vyhraje Mirek nad Lukasem ve hie o tricka. Pravdépodobnost, ze opilec dojde diiv
dom, je b/(a + b), a podobné pravdépodobnost, ze diiv spadne do feky, je a/(a + b). Dikaz
naleznete ve vzorovém fesSeni seridlové tlohy.

Abychom vyftesili druhou otdzku, potfebujeme si rozmyslet, kolika riznymi zptsoby muzeme
po n krocich dojit do bodu k. V prvnim kroku muZeme jit nalevo nebo napravo a skoncit
v bodé —1 nebo 1. V druhém kroku jiz mdme vice moznosti: budto se z bod 1, —1 vratime
zpét do nuly (tj. po dvou krocich jsme se dokdzeme dostat nuly dvéma riznymi zptsoby),
nebo z bodu 1 vykroc¢ime do 2, nebo z bodu —1 vykro¢ime do —2. Takto mizeme pokracovat
a vytvorit schéma, které pro retézec délky 4 vypadé nésledovné:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
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Rédky udavaji délku Fetézce n, sloupce polohu k (nula uprostied) a &isla v tabulce podty
moznosti, jak se do bodu dostat. Konstruujeme tedy Pascaliv trojihelnik, pricemz po sudém
poctu kroku muzeme byt vidy pouze ve vzdéalenosti od pocatku dané sudym ¢islem, podobné
pro lichy pocet krok lichym cislem. Prvky v tomto Pascalové trojihelniku lze vyjadrit pomoci

kombinac¢niho ¢isla
n
(n—k)/2)"

Pravdépodobnost realizace jednoho konkrétniho Fetézce je 1/2", hledans pravdépodobnost, Ze
po n krocich se nachdzime v bodé k, je tedy

2 ((n — k)/2) ’

Nalézt stfedni polohu opilce je velice jednoduché?E Plati

E(W,)=E Xn:Si = Xn:E(Si) =0,

kde jsme vyuzili toho, Ze stfedni hodnota souctu nezavislych veli¢in je rovna souctu jejich
stfednich hodnot. Tento vysledek neni nijak prekvapivy, nebot kazdy retézec délky n koncici
v bodé k k sobé ma symetricky retézec okolo pocatku koncici v bodé —k.

Posledni otdzka je ponékud komplikovanéjsi. Hleddme stfedni hodnotu E(|W,|), coz je urcité
nenulova hodnota. Odhadnout®™ chovani tohoto vyrazu lze pomoci odmocniny ze stredni hod-
noty kvadratu (stfedni kvadratickd hodnota, root mean square), kterou opét diky vlastnostem
stredni hodnoty zapiseme jako

E(W7) =) Y E(SiS;) .

Proi = j mame E (Sf) =1, proi # j je stfedni hodnota nulova, protoze jde o soucin nezavislych
veli¢in, celkové tedy

Reseni uvedenych &ty otézek ndm poskytlo zdkladni vhled do chovani ndhodnych prochazek,
ale zdaleka se nejednalo o vycerpavajici rozbor. Studium ndhodnych prochdzek mé vyznam
v algebfe, numerickych metodach, ekonomii a dalsich oborech. Dodnes pfed ndmi stoji mnoho
nevyresenych otazek, predevsim ohledné chovani vicedimenzionalnich prochazek, a na ty se nyni
podivame.

29P¥i velkém obsahu alkoholu v krvi bude tato stfedni poloha pravdépodobné horizont4lni.
30Je ovsem mozné spocist E(|W,|) i piesné. Miizete si to zkusit.
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N3hodna prochazka ve vice dimenzich

Definice ndhodné prochézky ve vice dimenzich pfinasi dodatecnou komplikaci. Zatimco v 1D
existovaly pouze dva mozné sméry, kam vykrocit, nyni jich je nekone¢né mnoho. Abychom
si situaci uleh¢ili, budeme predpokladat, ze v kazdém kroku je mozné pohnout se pouze ve
sméru nebo proti sméru jedné z kartézskych os. Takze ve dvou dimenzich budeme mit ¢tyfi
moznosti pohybu, ve tfech osm, ..., obecné 2¢ smért, kde d je dimenze v prostoru. Specificky
ve dvou dimenzich (v téch se budeme pohybovat predevsim) jsou mozné polohy v prostoru
reprezentovany uzly ctvercové sité.

N&éhodna veli¢ina K;, kterd predstavuje jeden krok, muze ve 2D nabyvat ¢tyr hodnot, které
si oznacime tieba I, r, u, d (left, right, up, down). Také se na tuto veli¢inu mizeme divat jako
vektor se dvéma slozkami, ktery muze nabyvat hodnot (1,0), (0,1), (—1,0) a (0,—1), kazdé
s pravdépodobnosti jedna ¢tvrtina. Ndhodnou prochazku pak definujeme opét pres soucet

_——
=1

pri¢emz proces ndhodné prochdazky {W,} je nyni tvofen posloupnosti vektorovych ndhodnych
velic¢in.

Otéazky, které jsme tesili pro pripad 1D prochéazky, 1ze preformulovat i pro vicedimenzionalni
pripad, ale nalezeni odpovédi je jiz komplikovangjsi. Omezime se pouze na otdzky c) a d). Lze
si rozmyslet, Ze stredni polohou bude opét pocatek, a to v jakémkoli poc¢tu dimenzi. V souboru
vSech moznych (realizac{) prochézek najdeme ke kazdé prochdzce pravé jednu dalsi symetrickou
okolo pocéatku a stredni poloha této dvojice je nulova, tedy i stfedni hodnota pro cely soubor
bude nulova. Stfedni vzdalenost opét pouze odhadneme pomoci stfedni kvadratické hodnoty

VEWD) = (Y E(Ki-K))

i=1 j=1

1/2 1/2

= ZE(Ksz) =+/n.

Dostali jsme stejny vysledek jako pro jednu dimenzi diky skutecnosti, ze skalarni sou¢in dvou
identickych vektoru K, je roven jedné. Vzdélenosti se zde mysli eukleidovskd vzdédlenost

1/2

n
[ S I DI
=1

skaldrni souéin pak udéva ¢tverec vzdélenosti. Samotnd stfedni vzddlenost je (v asymptotic-
kém smyslu, tedy pro n — o00) jesté ndsobena faktorem, ktery se blizi uréité malé hodnoté
z intervalu (0, 1).

Pro algebraiky je dulezitou otdzkou, zda se prochazka nékdy navrati do svého pocatku. Bez dukazu
zde uvedme, ze dvoudimenzionélni prochézka v limité nekone¢ného poctu kroki alespon jednou doséhne
kazdého bodu, a tedy i toho pocate¢niho. Konvergence pravdépodobnosti navratu k hodnoté 1 je ale

velmi pomald, proto v oblasti simulaci neni ptili§ dilezitd. Pro 1D prochazky plati silnéjsi tvrzeni, ze
v limité nekonec¢ného poctu kroki projdeme kazdym bodem nekonecnékrat.

Jako motivaci pro studium ndhodnych prochézek jsme na zacatku uvedli Browniv pohyb.
Avsak spravny model Brownova pohybu by mél byt v ¢ase spojity. Provedeme-li pro ndhodnou
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prochézku s ¢asovym krokem At limitu At — 0, dostaneme tzv. Wieneruv proces. Na pocitaci
vSak neni mozné provést simulaci, kterd je v Case spojita. Jelikoz vSak nase definice ndhodné
prochézky pevné svazuje ¢asovy krok At a délku kroku v prostoru Al, muzeme se Wieneroveé
procesu (a tedy i Brownové pohybu) pfiblizit preskdlovdnim rozméru prochdzky. Jinymi slovy,
limitu At — 0 nahradime limitou Al — 0. Abychom toto chovani ozfejmili, ukdzeme si nyni,
jak vypadaji vysledky simulace ndhodné prochéazky.

Pro simulaci jednoduché 2D prochazky jsme pouzili nésledujici kéd psany v Pythonu:

# nacteme matematickou knihovnu a~knihovnu s~gemeratory nahodnych cisel,
# numerickou knihovnu a~grafickou knihovnu

import math

import random

import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt

# zadame delku nahodne prochazky a~pocet opakovani

max_krok = 10000

max_pocet = 10000

pocet = 0

# definujeme pole, do ktereho budeme ukladat stredni vzdalenost od pocatku
vzd = np.zeros(max_krok+1l,dtype=np.float)

while pocet < max_pocet:
pocet += 1
# definujeme pole, do kterych budeme ukladat trajektorii posledni prochazky
xs = np.zeros(max_krok+1l,dtype=np.float)
ys = np.zeros(max_krok+1l,dtype=np.float)
# resetujeme aktualni pocet kroku
krok = 0
while krok < max_krok:
krok += 1
# generujeme dve mnahodna cisla z~mnoziny {0,1}, ktera rozhodnou,
# zda se budeme pohybovat po vertikale, mnebo horizontale
# a~jestli v~kladnem, mnebo zapormem smeru
hv = math.floor (random.random()+0.5)
pm = math.floor (random.random()+0.5)
# mnaplnime dalsi element pole trajektorit predchozi hodnotou
xs [krok] = xs[krok-1]
ys [krok] = ys[krok-1]
# posuneme se o~jeden krok
if hv ==
if pm == 0:
xs [krok] += -1
else:
xs [krok] += 1
else:
if pm ==
ys [krok] += -1
else:
ys [krok] += 1
# pricteme vzdalenost aktualni prochazky po aktualnim poctu kroku
vzd[krok] += math.sqrt(xs[krok]**2. + ys[krok]**2.)

# pole vzdalenosti wvydelime poctem prochazek, abychom dostali prumer
vzd = vzd/float (max_pocet)

Tento kéd generuje max_pocet ndhodnych prochazek o délce max_krok, pricemz vzdéalenost
prochéazky v kazdém kroku od pocatku uklddd do pole vzd. Na konci kazdy prvek tohoto pole
obsahuje soucet vzdalenosti po poctu krokiu rovnému pozici prvku. Vydélenim tohoto pole po-
¢tem vSech prochazek dostaneme zavislost prumérné vzdalenosti na poc¢tu kroktu. Prumérovani
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velkého poctu prochazek je dulezité — zvolime-li malou hodnotu max_pocet, muze vzdalenost
od pocatku i klesat, pokud se v nasem souboru zrovna vyskytne vice prochazek, které se vraceji
k pocatku.

Pro uvedené hodnoty jsme zjistili, ze primérna vzdélenost po 10000 krocich je 89,2. To
docela dobte odpovidd asymptotické hodnoté= 88,6. Spise by nds vsak zajimalo, jak vypada
zévislost stfedni vzdalenosti na poc¢tu krokt a jak vibec vypadé realizace ndhodné prochézky
(trajektorie). Na konec kédu vyse proto pridame nésledujici:

# fitujeme primku v~log-log grafu na poslednich (fit_body) bodech

fit_body = 1000

fit_range = np.linspace(max_krok-fit_body+1l,max_krok,fit_body)

log_range = [math.logl0(y) for y in fit_range]

log_vzd = [math.logl0(y) for y in (vzd[max_krok-fit_body+1:])]

fit,cov = np.polyfit(log_range,log_vzd,1,cov=True)

print ('Smernice fitu v~je {} se smerodatnou odchylkou {}'.format(fit[O],
math.sqrt(cov[0,0])))

# nakreslime graf prumernych wvzdalenosti a~trajektorie posledni prochazky
vzdplot = plt.plot(range(max_krok+1),vzd,'r',linewidth=2)

plt.show()

prochplot = plt.plot(xs,ys,linewidth=1)

plt.show()

Ze zavislosti vzdédlenosti na poc¢tu kroki vezmeme poslednich 1000 bodti, provedeme loga-
ritmickou transformaci a fitujeme daty polynom prvniho fddu (pfimku). Proménné fit v sobé
obsahuje koeficienty a, b linedrniho fitu f(x) = ax + b a proménnd cov je maticet® na jejiz dia-
gondle lezi rozptyly odpovidajici koeficientiim a, b. Po dostatecném poctu krokii n by se méla
vzdélenost od poc¢atku chovat jako y/n, smérnice piimky by tedy méla byt rovna exponentu 1/2.
Vystupem jednoho béhu programu byl koeficient a = 0,4890 + 0,0004, coz je pomérné blizko
oc¢ekavané hodnoté 0.5%4 Posledni radku kédu vykresluji graf zavislosti vzdalenosti na poctu
krokil, abychom mohli asymptotické chovdni ovéfit vizudlné (obr. R1)), a také vykresluji trajekto-
rii posledni vygenerované prochazky. Priklady prochazek o délkach 10000 a 200 000 kroku jsou
na obrazcich P2 a R3. V druhém pripadeé jiz nedokdzeme rozeznat jednotlivé kroky — trajektorie
se blizi realizaci spojitého Brownova pohybu.

Kromé jednoduché prochézky, které jsme se doted vénovali, 1ze definovat ve 2D rtzné mo-
difikace, které nemély v jedné dimenzi dobry smysl. Prochdzka bez ndvratu v sobé zahrnuje
dodateény pozadavek, Ze pokud nabyvé K; uréité hodnoty, napt. (1,0), nemize K;y1 nabyvat
hodnoty opaéné, (—1,0). Prochdzka bez krizeni zakazuje, abychom do jakéhokoli bodu vstoupili
vyse nez jednou. Na obrazku R2 bychom tedy vidéli jednoznaény zacatek a konec. Plati zajima-
vé= tvrzeni, ze pravdépodobnost, ze se ndhodné prochazka vrati do pocate¢niho bodu, roste
s poc¢tem kroku k jedné. Z toho nutné plyne, ze kazda prochézka bez navratu jednou skondi.
Nemd proto smysl studovat asymptotické chovini stfedni vzdéalenosti od pocdtku, ale muzeme
naptiklad hledat stfedni délku prochazky.

31Vyuzili jsme znalosti multiplikativniho faktoru pro dimenzi dvé, ktery ma hodnotu V/7/2. V feseni seris-
lovych tloh nepozadujeme dohledavat tyto faktory.

32 Jedn4 se o kovarianéni matici. Pokud se o kovarianci chcete dozvédét vice, doporuéujeme 3. dil seridlu z 30.
ro¢niku FYKOSu.

33Pokud bychom chtéli zkusit provést vypocet pro delsi prochazky, trval by jeden béh programu jiz pomérné
dlouho (minuty a vice). Nezajimame-li se o trajektorie prochdzek, mizeme si misto polf xs a ys uklddat pouze
aktudlni vzdéalenost, ¢imz se béh programu vyrazné zrychli.

34M4 vyuziti napiiklad pfi maticovém zapisu integrdlnich rozvoji nebo pfi feSeni Laplaceovy rovnice ve 2D.
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Obr. 21: Vzdalenost 2D prochéazky od pocatku v zavislosti na poctu kroku. Graf vznikl
prumérovanim 10000 prochazek o délce 10000 krokia. Mocninny fit byl proveden na
poslednich 1000 bodech, v levé ¢éasti grafu proto vidime, ze fit prilis nesedi — nevykazuje
asymptotické chovani.

Dalsf moznou variaci prochazky je zména sité, na které se pohybujeme. Reknéme, 7e po-
uzijeme napiiklad hexagondlni mfiizku. Potom z mikroskopického hlediska, tj. pro maly pocet
krokti, budeme pozorovat odlisnosti od pripadu s ¢tvercovou miizkou. S rostoucim poctem kro-
ku vsak tyto odliSnosti postupné mizi a prochazka postupné konverguje k Brownovu pohybu.
K tomuto chovani dojde vzdy, zachovame-li potfebnou symetrii ve volbé kroku.

Nahodné prochéazky ve trech dimenzich®™ a vyssich nejsou prilis dobie prozkoumané, alespon
z analytického hlediska. Jednim z analytickych vysledki je, ze s rostouci dimenzi postupné
kleséd pravdépodobnost ndvratu k nule, zatimco v jedné i ve dvou dimenzich je rovna jedné,
jak jsme zminovali vySe. Pomoci pocitacovych simulaci lze ziskat predstavu o asymptotickém
chovani délky prochazky, pravdépodobnosti dosazeni absorpéni bariéry apod. To si vyzkousite
v seridlové tloze. Ve velmi vysokych dimenzich nedokdzeme simulacemi ziskat dobrou statistiku
a nastupuji zpét analytické metody.

Numericka integrace

Nasim cilem je numericky zjistit hodnotu urc¢itého integralu

I:/abf(m)dm.

3574, kdo zazili éru Windows 95/98, si pravdépodobné vzpomenou na spofi¢ obrazovky vykreslujici spleti-
té potrubi (Pipes screensaver). Jednalo se o 3D ndhodnou prochézku bez kiiZeni s reflexivnimi okrajovymi
podminkami vykreslovanou pomoci knihovny OpenGL. Problémem tohoto spofi¢e bylo, ze mnohdy vytézoval
obrazovku i procesor vice nez bézna kancelarska prace.
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Obr. 22: Trajektorie 2D prochézky o délce 10000 kroku. V grafu jsou dobfe vidét jednotlivé
pravouhlé kroky, je tedy zrejmé, Ze se nejedna o spojity proces.

Tato znalost je zvlast uzite¢nd, nebot jen pro relativné mélo funkci dokdzeme tlohu vyftesit
analyticky, tedy nalezenim primitivni funkce

Flz) = /f(:c) dz

a spoctenim urcitého integralu vztahem

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Vzpomenme si nyni na pouékufE, ze hodnota integralu je rovna obsahu plochy pod gra-
fem funkce f(z) (s opaénym znaménkem, pokud je funkce zdpornd). Cely problém se tedy
redukuje na vypocet obsahu plochy. Prvni, co nds napadne, je aproximovat plochu obdélnikem
o stranach b —a a f(‘%*'b) Jde o jednu z variant obdélnikového pravidla, nicméné jak asi uhod-
neme, tato aproximace neni pro vétsinu funkci prili§ presna. Lepsi rozhodné bude pouzit misto
obdélnika lichobéznik. Aproximace integralu je pak rovna

oy IO

Pokud pijdeme v tomto duchu déle a aproximujeme plochu plochou pod parabolou, dostaneme
jednoduché Simpsonovo pravidlo

P (r@ s (S2) + )

36Ve skuteénosti jde o definici Riemannova integralu.

I =
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Obr. 23: Trajektorie 2D prochazky o délce 200000 krokd. Diskrétni miizka jiz neni patrnd,
prochézka se blizi spojitému procesu.

Dalo by se ocekdvat, ze presnéjsich metod analogicky dosdhneme aproximaci plochou pod poly-
nomem 3., 4., ...7addu. Tyto metody se ale nepouzivaji kvili neodstranitelnym zaokrouhlovacim
chybam.

Vyse uvedené metody (vé. téch vyssiho fddu) se nazyvaji jednoduché Newtonovy-Cotesovy
vzorce. Zpravidla ndm ale jednoduché Simpsonovo pravidlo nestaci, proto si predstavime slo-
Zené Newtonovy-Cotesovy vzorce. Myslenka je jednoduchd. Rozdélme interval (a,b) na mnoho
stejné velkych na sebe navazujicich intervalii. Na kazdém z nich potom pouzijme jednoduchy
N-C vzorec, celkovy integral je pak souc¢tem integrali pies tyto malé intervaly. Cim je pocet po-
dintervald vétsi, tim je vypocet samoziejmé presnéjsi. Slozené lichobéznikové, resp. Simpsonovo
pravidlo pak mé tvar

N-1
Diichobeznik = h % + Z fi+ f?N 7
=1

h
ISimpson = g (f0+4f1/2 +2f1 +4f3/2 ++4fN71/2+fN) 5

kde h = (b —a)/N, fr = f(a+ hk) a fy/2 = f(a+ hk/2). V praxi se pak pouzivaji pravé tato
dvé pravidla.

Predstavili jsme si zdkladni metody vypoctu urc¢itého integrdlu v jedné dimenzi. V praxi
se pak pouzivaji i jiné, pokrocilejsi metodyt? pro jejich pouziti je ale nutné ovladat pokrocily
matematicky apardt, proto se jimi zde nebudeme zabyvat. N-C vzorce lze zobecnit i pro vyssi
dimenze, vzpomenme si ale na minuly dil, kde jsme zjistili, Ze pro d > 4 je vyhodnéjsi pouzit

37Napiiklad Gaussovy kvadratury.
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Monte Carlo integraci. Za urc¢itych okolnosti, napriklad pokud oblast, pfes kterou integrujeme
neni pravouhla, vyplati se kvili jednoduchosti pouzit MC integraci i v nizsich dimenzich.

Predstavme si nyni, Ze chceme spocitat integrél z funkce, kterd ma nékde peak. Vzpomenme
si, e chyba (smérodatn4 odchylka) MC metody je o[I] = o[f(z)]/V' N, kde N je pocet vzorki
a o[f(z)] rozptyl hodnot integrované funkce na daném intervalu. Pokud m4 ale funkce nékde
peak, pak tento rozptyl bude velky a v dusledku bude mit vypocteny integral velkou chybu.
To muzeme zachranit bud zna¢nym zvétsenim poctu vzorkid nebo zvolenim jiného, nez rovno-
meérného rozdéleni ndhodnych vzorki. Pokud totiz pouzijeme ndhodné vzorkovani s husototou
pravdépodobnosti p(z), pak je hodnota integralu rovna

1 N f(w)
I_N;p(l‘i)'

a plati (viz obecné odvozeni v minulém dile seridlu)

Pokud bude p(z) zvoleno tak, ze f(x)/p(z) bude skoro konstanta (nebo alespon nebude obsaho-
vat peaky) bude smérodatnd odchylka hodnoty integralu daleko mensi. Abychom ale dokdzali
tohoto triku vyuzit, musime se naucit generovat ndhodna ¢isla s libovolnou hustotou pravdé-
podobnosti.

Generovani nahodnych ¢&isel s obecnou hustotou pravdépodobnosti

Zopakujme si nejprve nékteré zakladni pojmy tykajici se spojitych ndhodnych redlnych promén-
nych. Hustotou pravdépodobnosti nazyvame funkei f(z) takovou, ze

P[angb}:/bf(ac)dx.

Cteme: Pravdépodobnost, ze ndhodna proménnd X lezi v intervalu (a,b) je rovna integralu
z hustoty pravdépodobnosti s mezemi a a b. Jinak feCeno, hustota pravdépodobnosti f(z)
vyjadfuje pravdépodobnost, ze X lezi v tGzkém intervalu (x,z + dz). Je zfejmé, ze f(x) je
vsSude nezaporna.
Druhym zpusobem, jak popsat rozlozeni pravdépodobnosti, je distribucni funkce definované
vztahem
F(z)=P[X <z].

Cteme: hodnota distribuéni funkce v bodé x je rovna pravdépodobnosti, Ze ndhodna promén-
né X je mensi nebo rovna x. Mezi distribuéni funkei a hustotou pravdépodobnosti plati vztah

F(z) = / F(t)dt.

Je ztejmé, ze F(z) je neklesajici funkce a plati F(—oco) =0 a F(+o00) = 1.
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Inverze distribuéni funkce

Prvnim zpiisobem generovani ndhodnych cisel s libovolnou distribuci je nasledujici tvrzeni.
Méjme ndhodnou proménnou X s distribuéni funkci Fx (). Pak proménnd Y definovand vyra-
zem Y = Fx(X) mé rovnomérné rozlozeni na intervalu (0, 1). Dtikaz je jednoduchy®?, plati

Fy(y)=P(Y <y) = P(Fx(X) <y) = P(X < Fx'(y)) = Fx(Fx ' (y) = v,

tedy Fy(y) je distribuéni funkce rovnomérného rozdéleni. Tvrzeni ndm prakticky poslouZi,
pokud dokéZeme najit inverzi kyzené distribuc¢ni funkce. Pak totiz dokdzeme generovat ndhodné
¢isla s distribuéni funkei F(x) ndsledujicim postupem.

1. Vygenerujeme ndhodné ¢islo y s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (0, 1).

2. KyZené ndhodné &islo z s distribuéni funkcei F(x) ziskime transformaci x = F~!(y).

Problém je ale v tom, Ze musime byt schopni ur¢it (idedlné analyticky) inverzi distribuéni
funkce, coz zdaleka nedokazeme pro kazdou distribuci. Pak je nutné se poohlédnout po jinych
metodach.

Boxova-Mullerova transformace

Jednou z aplikaci inverze distribu¢ni funkce je efektivni metoda generovani ndhodnych c¢isel
s norméalnim rozdélenim™= To ma hustotu pravdépodobnosti

Je znamo, zZe integral hustoty pravdépodobnosti, resp. distribu¢ni funkce nelze vyjadrit pomoci
elementérnich funkci, ale jenom jako tzv. chybova funkce, kterd je timto integralem definovana.
S nalezenim jednoduché inverze se pak muzeme rozloucit. Mizeme ale pouzit trik. Vezméme
normélni rozlozeni ve dvou dimenzich s navzajem nekorelovanymi slozkami

1 _=22+y2
= — 2
Jwy) = goe”
neboli v polarnich souradnicich
1 2
9) = —e” 2
flo0) = 5-e

a pokusme se spocitat distribuéni funkci vzhledem k radialni souradnici

7“)2// f(o,9)odvde
27 1 _ﬁ
// 2— 2 pdddo
/ 797 / , dt = pdp

eldt=1—c"T .

38Ptevzato z https://en.wikipedia.org/wiki/Probability_integral_transform.
39Neboli Gaussovym rozdélenim se stiedem pn =0 a rozptylem o2 =1.
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Nyni jiz muZzeme distribuéni funkci invertovat

F~ ' u1) = /—2In(1 —u1) .

Pokud tento vztah pouzijeme ke generovani ndhodnych &isel s distribuci F(r), tedy w1 bude
mit rovnomérné rozdéleni v intervalu (0, 1), pak ma u; a 1 — w1 stejné rozdéleni, miuzeme tedy

psat
r=+v—-2lnu.

Tato distribu¢ni funkce ale nepopisuje 1D normalni rozdéleni, ale rozdéleni dané 2D Gaussovym
»kopeckem“. Pokud ale tento kopecek fizneme podél libovolného radidlniho sméru, dostaneme
1D normélni rozdéleni. Proto si vygenerujeme jesté jednu ndhodnou proménnou s rovnomérnym
rozdélenim us na intervalu (0, 1), kterd bude vyjadiovat tihel fezu. Pak proménné z; a x2 ziskané
vztahy

21 = vV —2Inwu; cos(2ruz),
22 = vV —21Inwu; sin(2rnuz)

maji normalni rozdéleni a jsou statisticky nezavislé. Podarilo se ndm tedy najit zpusob, jak dvé
rovnomérné rozdélend ndhodnd c¢isla transformovat na dvé normdlné rozdélend ndhodn4 ¢isla.
Této transformaci se fikd Bozrova-Mullerova transformace.

Pro tplnost dodejme, ze pokud mame ndhodnou proménnou s normalnim rozdélenim x, pak
ndhodna proménnd y ziskand transformaci

y=p+ox

mé Gaussovo rozdéleni se stfedem p a rozptylem o2.

von Neumannova metoda

Tato metoda dokaze transformovat dvé rovnomérné rozdélend ndhodnd ¢isla na jedno éislo
rozdélené dle obecné hustoty pravdépodobnosti f(x). Nejprve je potieba zvolit ¢islo M takové,
aby Vz, f(z) < M. Déle najdéme meze a, b tak, aby v intervalu (a,b) lezela vSechna z, pro
kterd f(z) > 0. Pak aplikujme nasledujici algoritmus.

1. Vygenerujeme ndhodné ¢islo u1 s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (a, b).

2. Vygenerujeme ndhodné ¢islo us s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (0, M).

3. Pokud ua < f(u1), pak u1 pouzijeme, jinak jej zahodime.

4. Opakujeme od zacatku.

Metoda funguje, protoze pravdépodobnost, ze bude hodnota w1 pfijata je rovna f(u1)/M,
je tedy timérné hustoté pravdépodobnosti.

7 popisu algoritmu je vidét, ze M musime volit co mozna nejmensi, jinak budeme velmi
plytvat ndhodnymi ¢isly. Tato metoda je ze stejného divodu nevhodna pro hustoty pravdé-
podobnosti, které maji peak, ¢i obecné velky rozptyl hodnot. Nicméné principidlné hustotu
pravdépodobnosti takika vzdy zndme, algoritmus jde tedy Casto pouzit, a¢ neni optiméalni.
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Metropolisiiv-Hastingsiv algoritmus

Metropolistiv-Hastingstuv algoritmus je pozoruhodna aplikace ndhodné prochazky. Predpokla-
dejme, ze zndme hustotu pravdépodobnosti f(z) ndhodné veli¢iny, jejiz hodnoty chceme ge-
nerovat. Zvolme si vychoz{ hodnotu zo a tzv. proposal density g(z|y), neboli hustotu pravdé-
podobnosti navrhu preskoku z bodu y do bodu x. Tato distribuce ale musi byt symetricka ve
smyslu, ze musi platit g(z|y) = g(y|z). Vice si o ni povime za chvili. Nynf jiz mizeme generovat
nahodna cisla dle nasledujictho algoritmu.

1. Vygenerujeme nédhodného kandidéta pro novou polohu z’ dle hustoty pravdépodobnos-
ti g(z'|z;). (z; je aktudlni poloha)

2. Spocitdme koeficient pfijeti o = f(z')/ f(z;).

3. Pokud «a > 1, pak novou polohu pfijmeme (z;+1 = z’). Jinak vygenerujeme rovnomérné
rozdélené nadhodné ¢islo w v intervalu (0, 1). Pokud « > u, pak také krok prijmeme, jinak
zustaneme na misté (z;41 = x;).

4. Hodnotu x;41 vyuzijeme jako ndhodné ¢islo s rozdélenim f(z). Iterujeme pro dalsi hod-
noty.

Algoritmus si tedy muzeme predstavit jako chozeni po hordch (funkci f(x)). Jsme vasnivi
horolezci a ¢im jsme vys, tim jsme tam radsi (nadmofskd vyska zéroven odpovidd hustoté
pravdépodobnosti naseho vyskytu). Odnékud vyjdeme a chceme udélat krok s ndhodné zvolenou
délkou (a smérem, nebot = je obecné vektor) dle distribuce g(z’|z;). Pokud bychom krokem
vysplhali vys, tak nevihame a jdeme tam. Pokud bychom sesli niz, tak se ndm tam sice moc
nechce, ale sem tam slézt musime, tak si jeSté hodime kostkou (vygenerujeme ndhodné &islo
mezi nulou a nasi aktudln{ nadmoiskou vyskou). Pokud je toto ¢islo mensi nez nadmorska
vyska, kam mifime, tak ndm stésti neptalo a slezeme. Jinak zistaneme kde jsme. Pak udélame
dalsi ndhodny krok ...

Vratme se nyni k volbé distribuce g(z|y). Jak uz jsme zminili, mize to byt libovolnd dis-
tribuce spliujici g(z]y) = g(y|z) (ve zobecnéné verzi algoritmu ani to nemusi platit), musime
si ale d4t pozor na to, aby navrhované kroky lezely vétSinou v oblasti, kde je f(z) nenulova.
V opa¢ném piipadé vzroste pomér zamitnutych kroku a spomali se vypocet. Samoziejmé pak
musime volit distribuci g(z|y) tak, abychom byli schopni rychle a spolehlivé generovat ndhodné
veli¢iny s danym rozlozenim. Tento samoziejmy fakt je ale zpravidla tim limitujicim, v pra-
xi se tedy nejcastéji pouzivd bud rovnomérné rozdéleni centrované v aktudlni poloze y, nebo
Gaussovo rozdéleni opét se stredem v aktudlni poloze y.

Hned vidime nedostatek tohoto algoritmu, a to je autokorelace. Pokud totiz nebudeme délat
zcela ndhodné velké skoky pres celou oblast, budou sousedni hodnoty vzdy relativné blizko sebe,
tedy korelované. Nicméné pro ucely MC integrace, pokud pouzijeme dostatek hodnot, nam tato
vlastnost ptilis nevadi. Velkou vyhodou tohoto algoritmu je pak to, Ze lze jednoduse a efektivné
pouzit i ve vyssich dimenzich.

Spravnd volba distribuce délky kroku ma zasadni dusledky. Pfedstavme si, ze je f(x) tvo-
fena dvéma kopci a hlubokym ddolim mezi nimi. Pak pfi malych krocich vysplhdme na jeden
z vrcholi, ale uz se nejspis nedostaneme na ten druhy (museli bychom mit nehordzné stésti
a sejit do udoli). PFilis dlouhé kroky jsou také Spatné, nebot bychom se piili§ ¢asto strefovali
do nizsich partii, nez kde jsme, a klesal by pomér nové prijatych krok.

52



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 3/7

Poradr resiteli po Il. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 12345 P E S II %“ % =
Student Pilny MFF UK 6 6 66 710 12 10 63 100 127
1. Robert Gemrot G Komenského, Havifov 66 638 61210 57 90114
2. Martina Dankovd Klasické a spanélské G, Brno 4 6 6 5 7 411 - 43 84 90
3. Lubor Cech G Brno, tf. Kpt. Jarose 46631 511 - 36 77 82
4. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha, 46544 411 - 38 79 71
5. Patrik Kaspdrek Katolické gymnézium Trebic 4 6 — 2 — 211 - 25 69 68
6. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha 6674410 — — 37 94 65
7. Hana Slamovd G Brno, tf. Kpt. Jarose -66 -- 311 - 26 87 59
8. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim 26511 310 — 28 62 56
9. Karolina Letochovd G Sternberk 0--2- 612 - 20 63 52
10. Jan Raja G, Nymburk 4 -—--—-4 - - 8 67 35
11.-12. Sona Husdkovd G, Ceskolipské, Praha 2-4-- - - — 6 60 29
11.-12. Jir{ Szotkowsk: G, Karvina - - - - - 611 - 17 83 29
13. Lucie Urbanovd G Chotébor - = = - = - - - = 77 23
14. Ales Socha G a SOS, Frydek-Mistek 22-1- 2 4 — 11 38 22
15. Michaela Valkova G Cesk4, Bratislava - — — — — 4 - — 4 48 11
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Kategorie druhych rocniki

jméno Skola 12345 P E S II % % %
Student Pilng MFF UK 6 66671012 10 63 100 127
1. Martin Schmied G Jihlava 46637 2 812 48 78 99
2. Viktor Materna G Brno, tf. Kpt. Jarose 66624 712 — 43 85 93
3. Jakub Jobus G PdC, Piestany 62425 411 8 42 72 92
4. Radka KriZovad G J. Heyrovského, Praha 46631 411 - 35 72 84
5. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 86 -2 - 810 - 34 70 73
6. Martin Vavrik G, Sumperk 66662 912 4 51 87 71
7. Jonds Havelka G Jirovcova, Ceské Budéjovice 4 6 6 3 5 3 — — 27 76 63
8.—9. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno = - - — — — 913 — 22 91 52
8.-9. FEwva Vochozkovd Biskupské G, Brno 662 —-- 7 - - 21 7, 52
10. Adam Krivka Cyrilomet. G a SOS pg., Brno — — — — — - - - — 80 51
11. Jan Benda G, Litoméricka, Praha --77- 4 - — 18 86 50
12. Lukds Hronek G, Pisek 4643- - — — 17 88 43
13. Adam Grunt G, Trutnov -654- 2 5 - 22 62 42
14.—15. Aneta Vackovd Jirdskovo G, Nachod - - - — — 4 — — 4 75 36
14.—15. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 4 -2-—- 2 7 - 15 52 36
16. Matéj Holubicka G, SOS, SOU a VOS, Hofice 4 — — — - 1 7 — 12 53 28
17. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hej¢in - — — — — -12 - 12 108 26
18. Viclav Svoboda G J. S. Baara, Domazlice 06 --0 3 - — 9 46 22
19. Jan Svoboda G J. S. Baara, Domazlice ---3- 3 - - 6 57 20
20. Filip Wagner G Tispov - = = = = - - - = 76 19
21. Daniel Krdtky G, Trutnov - = = — = - - - — 33 18
22. Marek Nestéra G K. Sladkovského, Praha  — - — — — - - - = 84 16
23. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha - — — — — - - - — 63 15
24. Marcel Zdenék SPS strojnické a SOS profeso- — — -1 - — — — 1 50 14
ra S
25.—26. Lucie Ambrozovd G, Svitavy - = - - = - - - = 50 13
25.—26. Sona Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. @ — — — — — - - - — 68 13
27. Milan Tichavsky Slezské G, Opava - — — — — - - - — 8 12
28.-29. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. @ — — — — — - - - — 63 10
28.—29. Filip Novotny G Jihlava - = = - = - - - = 53 10
30. Lucia Krajcoviechovd G Jura Hronca, Bratislava — — — — — — - - - = 80 8
31. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava ~  — — — — — - - - =100 6
32. MERT UNSAL Bahcesehir HS for Sc and — - — — — - - - =17 2
Tech, TR
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Kategorie tretich rocniki

jméno Skola 12345 P E S II % % %
Student Pilng MFF UK 33667101210 57 100 115
1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 23537101312 55 103118
2. Ladislav Trnka G, Havlickav Brod 13646 81210 50 93107
3. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 23337 61111 46 92106
4. Vojtéech Klimes G, Trebon 13662101210 50 85 98
5. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hejé¢in -366310 910 47 85 95
6. Josef Minarik G Brno, tf. Kpt. Jarose 23623 7 9 9 41 81 93
7. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstena 33637 711 - 40 82 78
8. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikul4s 23741 612 — 35 80 76
9. Petr Zahradnik G dr. V. Smejkala, Ustin. L. 13633 210 7 35 69 66
10. Marko Bermell Slovanské G, Olomouc 13561 810 — 34 65 62
11. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 234 -- —-12 - 21 77 58
12. Tomds Drobil G Dacice -166 - 3 — 2 18 66 57
13. Marie Grunovad G Moravsky Krumlov 3132-1110 — 30 69 54
14.-15. Katerina Charvdtovd G B. Némcové, HK -3 --—- 812 - 23 86 48
14.-15. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. 13637 3 — — 23 75 48
16. Jiri Blaha G, Uherské Hradisté -364 - — — 13 90 37
17. Jakub Ruzicka G, Nymbwk - - — - — - - - = 75 36
18. Samuel Amrich G Postova, Kosice -3-3- - - 2 8 61 30
19. Madria Polackovd G Velké okruzné, Zilina -3--- - - - 3 84 26
20. Daniel Stanik G Uni¢cov == = = = 3 - - 3 58 25
21. Verontka Vohnikovda  Novy PORG, Praha - - - — — -10 - 10 &5 23
22.—23. Karel Balej G a SOS, Rokycany -363 - - - - 12 88 21
22.—23. Bibidna Hroncovd G Postova, Kosice -6-—- — — — 6100 21
24. Daniel Pitoridk G a SOSP, Caslav -331- 2 8 — 17 50 20
25. On Tai Wu Li Po Chun UWC, Hong Kong 1 3 6 7 - - — — 17 94 17
26.—27. Adéla Foglarovd G, Spitélska, Praha, 3 - - - 11 - 14 93 14
26.—27. Jakub Smolka Slezské G, Opava -—-3-- - - - 3 5 14
28. Tereza PavlisSovd G, Olomouc-Hej¢in 2 -—-—-—- —-11 - 13 87 13
29.—-30. Tereza Prokopovd G Jura Hronca, Bratislava  — — — — — - - - = 83 10
29.-30. Martin Skoudlil G T. G. Masaryka, Litvinov - — — — — - - - = 59 10
31. Jana Pekarovd G Volgogradska 6a, Ostrava — — — — — -9 - 9 7 9
32. Zuzana Fialkovd Sunny Can. International Sch. — — — — — - - - — 67 8
33. Richard Vesely G, Budéjovicka, Praha - — — — — - - - - 3 5
34.—35. Dominik Berno G L. Svobodu, Humenné - - — — — - - - =100 3
34.-35. Michal Jiza G, Benesov =~ - = - - = - - - =100 3
36. Jakub Zemek G, Uherské Hradisté 1 ---- - - -1 383 1
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno $kola 12345 P E S II %“ % =

Student Pilng MFF UK 33667101210 57 100 115

1. Simon Pajger G Velka okruzna, Zilina 23557 91011 52 8, 97
2. Viktor Rosman G, Pelhfimov 3355 —1113 — 40 107 94
3. Tomds Cervern G V. P. Tétha, Martin 236621012 3 44 79 85
4. Tomds Dulava Mati¢ni G, Ostrava 4-6-7 611 - 34 84 81
5. David Némec G, Tanvald 23344 512 1 34 70 80
6. Katarina Castulikovd 1. sikromné G v Bratislave 23522 511 - 30 80 76
7. Jdachym Bares G, Olomouc-Hejé¢in 33642 4 - - 22 61 51
8. Dominik Stary G, Benesov -363—- 410 — 26 81 43
9. Martin Repcik G, Olomouc-Hejéin 316-- 2 8 — 20 57 41
10. Miroslav Hrabal G, Olomouc-Hejé¢in -35--1 - - 9 67 33
11. Jan Kucera G, Pisek - = - - = - - - = 86 31
12.-13. Jdn Pavlech G sv. Jozefa Nové Meston. V. 2 3 6 — - - — — 11 81 25
12.—13. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov 121 -- 5 — — 9 48 25
14. Sona BuresSovd G J. Heyrovského, Praha ~ - — — — — - - - =105 23
15. Filip Keller G P. de Coubertina, Tabor -34-- - - - 7T 65 20
16. Ondrej Bucek G Brno, tf. Kpt. Jarose 1263 - - - — 12 67 12
17. Adéla Hankovd Prvni ceské G, Karlovy Vary —3 6 — — — — — 9100 9
18. Vit Beran Masarykovo G, Plzen @~ - - — — — - - - =70 7
19. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen 1----3 - - 4 25 &5

FYKOS
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Ustav teoretické fyziky

V Holesovickdch 2

18000 Praha 8

www:  http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku E
http://www.facebook.com/FYKQOS

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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