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Uvodem

Milé tesitelky, mili Fesitelé,

s prvni sérif jste se uz at uz vice ¢i méné tspésné poprali a nyni prichdzi série druha. Potad
se budeme drzet spise mechaniky, ale zabrouzddme i do modernéjsich témat, jako je jaderna
fyzika. S experimenty zustaneme spiSe v kuchyni, budete sypat cukr nebo mouku, tak at si pak
nemusite hrat na Popelku. V seridlové tloze si procvicite Monte Carlo integraci.

RA&di bychom vas upozornili, ze 29. listopadu probéhne 7. ro¢nik tymové soutéze Fyziklani
online. Prihlasovat své tymy muzete na webu online.fyziklani.cz, registrace konci 26. listo-
padu.

Také je spusténo prihlasovani na TSAF (Tyden s aplikovanou fyzikou), ktery se tentokrét
kond 19. az 25. 11. v Praze. Nezapomerite se véas prihlasit, ¢eka vas tyden plny exkurzi a zazitki!
Kapacita je omezend na 24 osob. TSAF je otevieny pouze pro fesitele, ale muzete informovat
i svoje kamarady, co jesté nefesi, ale chtéli by zacit. Nebojte se, Ze byste zmeskali v priubéhu
tydne Den otevienych dvefi MFF UK, ktery se kona ve ¢tvrtek 23. 11., protoze v ramci programu
TSAFu je i ndvstéva DOD.

Pokud nechcete cely tyden chybét ve skole, prijedte asponn na DSEF (Den s aplikovanou
fyzikou), ktery je 21. 11. a kond se v prostorach MFF. Ten je piipadné otevieny i dalsim SS
zédjemcum, co FYKOS nefesi, a budeme radi, pokud o ném rozsitite informaci svym kamaradam.

Bohuzel ndm chybi néktera vzorova reseni a body za experimentalni tlohu. Za to se hluboce
omlouvame, najdete je v co nejblizsi dobé na nasem webu.

Vytecné napady pii feseni tloh a dspéch ve Fyziklani preji

vasi Organizdtori

Zadani ll. série

Termin uploadu: 28. 11. 2017 23.59
Termin odeslani: 27. 11. 2017

Uloha I1.1 ... Zubé&nka 3 body

Jak velké skladovaci prostory by musela mit Vila Zubnicka, aby mohla skladovat vSechny mlé¢éné
zuby vsSech déti? Resp. jakym tempem by jeji naroky na uskladnéni rostly? Za jakou dobu by
teoreticky méla ve svych skladech vétsinu zasob fosforu na Zemi?

Uloha I1.2 ... irradiace solarni elektrarny 3 body

Solarni konstanta, ¢i spravnéji solarni irradiace, je tok energie prichazejici ze Slunce ve vzda-
lenosti Zemé od Slunce. Nejde o konstantu, ale uvazujme, e m4 hodnotu P = 1370 W-m~2.
Uvazujme, ze Zemé obihd Slunce po kruznici a sklon zemské osy vici kolmici k jeji obézné
roviné je 23,5°. Jaky bude maximélni vykon zachyceny soldrnim panelem o ploge S = 1m?
o letnim a zimnim slunovratu, pokud panel lezi na rovném povrchu Zemé v Praze? Uvazujte,
ze ani atmosféra ani budovy nijak neovlivni méfeni.


online.fyziklani.cz
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Uloha I1.3 ... pozorovaci 6 bodu

Jakou ¢4st povrchu kulové planety neni mozné vidét ze staciondrni obézné dréhy planety (takova
draha, ze se obfhajici objekt nachézi stale nad stejnym bodem na planeté), kterd mé hustotu g
a periodu rotace 17

Uloha I1.4 ... jaderny odpad nikdy vice 6 bodu

Pfedstavme si, ze madme néco (napiiklad jaderny odpad) a chceme se toho zbavit. Téleso do-
staneme na obéznou drdhu Slunce shodnou s obéznou drahou Zemé, ale dostatecné daleko od
Zemé, abychom mohli gravitacni ptsobeni Zemé nadéle zanedbavat. Otazka je, jaky zptisob
zbaveni se inkriminovaného predmétu by nés stdl kolik energie a ktery postup by byl tedy
nejvyhodnéjsi. Varianty jsou

e Hodit to do Slunce. Staci, aby se to dostalo na sluneéni povrch a bude to dostatecné

usmazené.
e Pfevést to na kruhovou drdhu v Hlavnim péasu (pas planetek mezi Marsem a Jupiterem).
e Vyhodit to zcela ze Slune¢ni soustavy.

Uloha IL.5 ... sklenény dést 7 bodit

Délnik si na stavbu mrakodrapu prinesl vak se sklenénkami, aby se s nimi mohl pochlubit
svym kolegiim. A co se nestane — vak se vysype a kulicky padaji skrze leseni smérem k zemi.
Leseni se skldada z jednotlivych poschodi o vysce h. Podlaha kazdého poschodi se skladé ze
stejnych m¥izi, ve kterych diry zaujimaji k% z celkové plochy miize. Uvazujme zjednoduseny
model propadavani kuli¢ek leSenim, kdy, pokud kulicka spadne na diru v leSeni, tak projde bez
ovlivnéni, a pokud spadne na pevnou c¢ast mrize, tak se jeji rychlost snizi na 0 a ihned zacne
dédle padat (tj. velikost kulicek je zanedbatelnd vici velikosti dér v leSeni, kulicky se od leseni
nijak neodrézi a po dopadu na pevnou ¢ast mrize se ihned skutdli do diry a dale zaéinaji padat).
Nakonec neuvazujme ani potencidlni srazky kulicek mezi sebou. Predpokladejte, ze kulicky se
z tasky sypou s konstantnim hmotnostnim priatokem Q. Jakou silou budou kulicky pusobit na
kazdé patro leSeni, az se situace ustali?

Uloha ILP ... 6 Oganesson 10 bodu

Jaké vlastnosti ma 118. prvek periodické soustavy prvka? Respektive jaké by asi mél, kdyby
byl stabilni? Diskutujte alespon tii fyzikalni vlastnosti.

Uloha ILE ... sypka 12 bodu

Zméite sypny thel alespon 2 ldtek bézné pouzivanych v kuchyni (napf. mouka, cukr, sul
apod.).

Uloha IL.S ... derivace a Monte Carlo integrace 10 bodu

a) Vykreslete zdvislost chyby na velikosti kroku pro metodu

iy —f@+2h)+ f(x—2h)+8f(x+h) —8f(x—h)
@)~ 12h
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odvozenou pomoci Richardsonovy extrapolace v textu seridlu. Jaky je optimalni krok a mi-

nimalni chyba? Porovnejte s centrovanou a dopfednou diferenci. Jako derivovanou funkci

pouzijte exp(sin(z)) v bodé = = 1.

Bonus Vypoctéte pro tuto metodu teoretickou velikost optimélniho kroku pomoci odhadu

chyb.

Na webu se nachézi soubor s experimentalné zjisténymi ¢, x a y souradnicemi poloh hmotné-

ho bodu. Pomoci numerické derivace naleznéte casovou zavislost slozek rychlosti a zrychleni

a vyneste obé zavislosti do grafu. Jaky fyzikalni déj bod nejspise konal? Numerickou metodu

si zvolte sami, svoji volbu ale odiavodnéte.

Bonus Existuje v tomto pfipadé presnéjsi varianta ziskani rychlosti a zrychleni, nez pfi-

mocard aplikace numerické derivace?

Mame zadan integral f OK sin? zdz.

1. Naleznéte hodnotu integralu z geometrické ivahy za pomoci Pythagorovy véty.

2. Naleznéte hodnotu integralu pomoci Monte Carlo simulace. Urcete smérodatnou odchylku
vysledku.

Bonus Vyfteste Buffonovu tlohu ze seridlu (odhad hodnoty éisla ©) pomoci MC simulace.

Naleznéte vztah pro vypocet objemu Sestidimenzionalni koule pomoci metody Monte Carlo.

Ndpoveda Pythagorovu vétu lze vyuzit k méreni vzdélenosti i ve vyssich dimenzich.
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Reseni |. série

Uloha I.1 ... kévu si omléénim 3 body; prumér 2,86; fesilo 74 studenti

Kdy je nejvhodnéjsi nalit do horké kavy chladné mléko, abychom ji mohli pit co nejdrive?
Nepozadujeme presny vypocet, ale podrobny slovni popis toho, jak kava chladne a jak byste
postupovali. Terka
S. se zarazila pri viyroku: UZ jsem Ti do toho kafe dala mléko, aby Ti to rychleji vystydlo.

Nasim cilem pfi feseni této ilohy bude najit praktickou radu, podle které se muzeme opravdu
pri piti kavy fidit. Zcela obecny rozbor by byl velmi naro¢ny i pro jednoduché modely chladnuti,
nebot zavisi na alespon péti parametrech: pocatecéni teplota kavy Tk, teplota okoli 15, teplota
vhodna k piti T}, teplota mléka Ty, a pomér objemu mléka k objemu kdvy €. Abychom ziskali
jedno konkrétni feseni, je potfeba rozumné odhadnout hodnoty téchto veli¢in. My budeme volit
hodnoty blizici se realné situaci Tx = 100°C, T, = 20°C, T, = 60°C, T = 10°C a ¢ = 0,5.
Kdybychom volili kdvu s velkym obsahem mléka, jako naptiklad cappuccino nebo latte, iloha
by postradala smysl — u téchto typi kavy musime totiz mléko naopak prihfat, aby nebyla
vyslednd smés moc chladnd, a muze se do hrnku pridat okamzité. K nasim predpokladim jesté
pridame zjednoduseni, ze vymeéna tepla mezi kdvou a mlékem probéhne okamzité.

Mezi vzduchem a kapalinou v hrnku probiha tepelnd vyména. Zasadni charakteristikou
této vymeény je, ze tepelny tok (teplo vyménéné za Cas) s Casem klesd. Teplota kivy se tedy
postupné blizi teploté okoli, ale ¢im dal tim pomaleji. Jinymi slovy, graf zavislosti teploty na
Case je predstavovan konvexni funkci. Podle nagich odhadi je teplota mléka Ty, vyrazné nizsi
nez teplota kavy Ty a minimalni teplota kavy, pfi které ji pridani mléka nezchladi pod T}, je
o dost bliz Tk nez T;,. Proto pokud pridame mléko pozdé€ji, bude dosazeny pokles teploty jen
o zanedbatelné mélo nizsi, nez kdyz mléko priddme diive.

Nyni uvazujme pfipad A, tj. ze mléko priddme do kdvy ihned. Potom jsme z teploty na Ti
sko¢ili na jistou teplotu Tx — AT > T, a pak bychom cekali, az kdva ochladne na T},. Presko-
¢ili bychom tedy oblast rychlého chladnuti (horkd kéva chladne rychleji) a ponechali bychom
oblast pomalého chladnuti (studend kava chladne pomaleji). Pokud v8ak chvili po¢kdme — pfi-
pad B — a ochladime kavu rychle na teplotu zhruba T}, + AT, potom muzeme pridat mléko,
srazit tak teplotu na 7}, a oblast pomalého chlazeni preskocit. Kava musi stejné vychladnout
o Tx — T, — AT, v pripadé B bude toto chladnuti ale probihat pii vyssi teploté nez v pfipadé
A. Na zédkladé této tvahy je lepsi pridat mléko pozdéji, viz grafické znazornéni na obrazku [If.

Znovu vsak zduraznéme, ze v zavislosti na zvoleném modelu a poc¢atec¢nich parametrech mohl
kazdy dospét k jinému vysledku. Pro ilustraci, pokud bychom predpokladali, Ze jsme ochotni
pit kdvu pomérné horkou, pridavime pouze malé mnozstvi mléka. Navic miazeme tvrdit, ze
chladnuti je zpocatku ptiblizné linedrni. V tomto pripadé bychom ziskali opac¢ny vysledek. Mléko
by bylo kviili linedrnimu chladnuti vhodné nalit do kdvy co nejdiive, protoze vysledna teplota
je vazenym prumérem teploty kdvy a mléka, a proto ,,potencial zchladit“, ktery mléko mé, klesa
s teplotou (a tedy i s ¢asem). Jinymi slovy, AT zminéné v ptipadé A, by bylo nezanedbatelné
vétsi nez AT v pripadé B. Tento rozdil by prebil vliv konvexity kiivky chladnuti.

Jako bonus si muzete zkusit najit model popisujici ¢as chladnuti na danou teplotu a najit
optimélni ¢as priliti s rozborem vsech pripadu v zavislosti na poc¢ate¢nich parametrech.
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Obr. 1: Nacrt k¥ivek chladnuti pro pfipad, kdy nalijeme mléko do kévy diive (vlevo) a pozdéji
(vpravo). Jak je naznaceno, v druhém piipadé je ¢as chladnuti At kratsi nez cas
chladnuti At; z prvniho pripadu.

Na zavér jesté poznamenejme, ze pokud pijeme kdvu s malym mnozstvim mléka, tak se
pravdépodobné jednd o celkové maly objem napoje, ktery sam o sobé bude chladnout rychle.
Proto rozdil zptusobeny pozdnim ¢&i brzkym prilitim mléka pravdépodobné nepoznéte.

Miroslav Hanzelka
mirek@fykos.cz

Uloha 1.2 ... zalohovaci NAS(A) 3 body; pramér 2,88; Fesilo 80 student

Uvazujte opticky switch (propustnost 10 Gb-s™!), jehoZ vystup (po patiiéném zesileni) pouzijete
k ozareni Mésice. Diky zrcatkium zanechanym na jeho povrchu z dob projektu Apollo se signal
vrdti zpét a privedete jej (po patriéném zesileni) na vstup switche. Pokud zajistime spolehlivé
fungovani switche, budou jednou vyslana data v systému ,obihat“ trvale, takze jsme ziskali
pamét. Jaka je jeji maximalni kapacita? Dobu zpracovani ve switchi a velikost datovych hlavicek
zanedbejte. Michal zkombinoval pingfs a Laufzeitspeicher.

Dostane-li nase tlozisté data k ulozent, vysle je skrze opticky switch (pfepinac) k Mésici a dokud
se nevrati zpét, nemusi se o né starat. Po ndvratu je musi preposlat a tedy nemuze prijimat
nové data. Toto se stane za ¢as 21/c, kde [ je vzddlenost mezi switchem a zrcatky, ¢ je rychlost
svétla ve vakuu (prichod atmosférou zanedbdvame). Chceme-li vyuzit systém naplno, stihne
za tuto dobu odeslat 2IB/c dat, kde B je propustnost switche.

Pouzijme konkrétni hodnoty B = 10 Gb-s~1,1 = 3,8 - 108 m,c = 3- 10° m-s~* a dostévémel

s = %Bl ~25Gb~3,2GB~29GiB.

Vidime, ze se nejednd o prilis efektivni zptsob uklddani dat, kapacitu ma mensi nez bézné
dostupnd flashka a cena mise Apollo nebyla mala.

Michal Koutny
michal@fykos.cz

LGb je gigabit, GB je gigabyte a GiB je gibibyte, tedy 1024 byt


mailto:mirek@fykos.cz
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Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 2/7

Uloha 1.3 ... obé&Seny thelnik 6 bodii; pramér 5,23; fesilo 52 studenti
Mame homogenni tihelnik ve tvaru L o stranach délek b,c. Je volné zavésen v Zelezni¢nim
vagoéné za konec jedné strany tak, Ze jeho vrchol miri ve sméru jizdy vagonu. S jakym zrychle-
nim a se musi vagon pohybovat, aby spodni strana tihelniku byla rovnobézna se smérem jizdy?
Relativistické jevy neuvazujte.

Bonus: Relativistické jevy uvazujte. Autor je nezndmyj, asi se obésil.

vvev

dan vztahem

_ Ymen
- X,

kde m; je hmotnost itého hmotného bodu (nebo &&sti télesa) a r; je jeho polohovy vektor

vvev

ry

ryob + re.oc
(b+c)eo ’

ry =

kde n, a r. jsou polohové vektory tézist jednotlivych stran, lezici v jejich stfedech. Muzeme
dosadit polohové vektory r, = [b/2;0], r. = [b;¢/2] a pokratit g, ¢imz ziskdme

e [b/2;0] - b+ [b;c/2]-c  [b/2+bc c*/2
- b+c - b+c 'btc|

Uhel, ktery v klidu svira svisla strana dhelniku s kolmici, pak bude

Ty /2
arctg o = arctg m .

To ovsem musi byt i thel, ktery musi svirat vyslednice gravita¢ni a setrvacné sily s kolmici, aby
byl moment sily ptisobici viici bodu zavéseni nulovy. Proto z podobnosti trojuhelnikii méame

ma  c*/2
mg  b2/2+bc’

_ /2
T2 T e

Relativistické jevy

Pokud chceme uvazovat relativistické efekty, musime si zacit dédvat pozor, v jaké soustavé se na-
chazime a v jaké soustavé nés zajimé zrychleni. Naskytaji se dvé vyznacné moznosti: V soustave
spojené s vlakem (inercidlni soustavé pohybujici se okamzitou rychlosti vlaku) nebo soustavé
spojené se zemi. Nenf té7ké si rozmyslet, Ze zrychleni v prvni soustavé (tedy zrychleni, kterym
vlak sdm sebe pohéni) je stejné, jako tomu bylo v nerelativistickém pfipadé, protoze vlak se
vuéi této soustavé pohybuje pomalu.

Pro inercidln{ soustavu spojenou se zemi (nddrazim) zkusme uvazovat, co by se asi délo.
7 pocatku, kdy bude rychlost mala ve srovnani s rychlosti svétla, nesmi zrychleni byt vyrazné
jiné nez to, které jsme vypocitali vyse. Jak bude rychlost rist, zacnou se projevovat relativistické
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efekty. Pro nés je dulezité predevsim zkracovani spodni strany 1'1helniku.E V limité dosazeni
rychlosti svétla bude spodni strana thelniku mit nulovou délku, a proto bude sila potfebna
k udrzeni thelniku v kolmé poloze nulovas

Zkusme prece jen spocitat, jak se systém bude chovat z pohledu nadrazi. Se zkracovanim
spodni strany se bude ménit setrvacna sila potfebna k udrzeni thelniku ve spriavné poloze
Velikost sily dokédzeme ziskat dosazenim zdvislosti délky spodni strany na rychlosti c(v) = (U)
do vzorecku, ktery uz zname, kde 7 je Lorentzuv faktor dany vztahem

1) = ———,

2
v
1-5&

kde co je klidové délka Rychlost svétla budeme znaéit C, abychom se Vyhnuli kolizi ve znaéeni

pak plati

B [b/2;0] - myp + [b§ 27] TMe {bmb/2—|—bm6_ come

my + me my +me  2y(mp + me)

Dosazenim za hmotnosti jednotlivych s‘craunE mpy = 0yb,m. = ovyco pak ziskdme vztah pro
setrvacnou silu F' (mg je klidovd hmotnost tihelniku)

mogcg =F (b2 + 2bco) .

Bohuzel pfi relativistickych rychlostech neplati vztah F' = ma, proto je tfeba uzit obecnéjsi

vztah F' = dt, ktery v relativité prejde na
dp dm dv dy dv ¥ v? dv dv sdv
F=£_=" 2ot = =
T T T I T e T TR Th
Ziskédme tak diferencidlni rovnici
3dv 90(2)
— = oy = ap,
dt b2 + 2bco

kde ao je nerelativistické (,klidové“) zrychleni. Tu umime vyintegrovat na vztah (to je Cas
zacatku jizdy vlaku)
Cv

Ve

coz umime invertovat na rovnici
ao (t — to)
ag(t—tp) \ 2
14 (=)

v =

2Druhé strana se nezkracuje, protoze uvazujeme, ze sily jsou v rovnovéze po celou dobu pohybu. Proto je
tato strana po celou dobu pohybu orientovana kolmo ke sméru pohybu

3Coz i ve specialni relativité pro nas systém odpovidé nulovému zrychleni, co# je spravné (fyzikalni zadkony
néas ,nenuti* presdhnout rychlost svétla)

4Pouzivame klidové délky b a cg, protoze skalujeme klidovou hmotnost Lorentzovym faktorem. Zapo&itani
relativistické kontrakce by znamenalo pouze preskalovani hustoty, aby se celkovy vztah nezménil.
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Zrychleni pak ziskdame derivaci podle ¢asu,

_dv a0
a—dt— 3/2.

1+ <a0 (tg to))

Zkusme se podivat na limitni chovani obou vzorci. Pro malé ¢asy, kdy se d4 odmocnina ve
jmenovateli aproximovat jednickou, vychazi zrychleni konstantni¥ zatimco rychlost je linedrni
funkci ¢asu odpovidajici danému zrychleni. Pro velké ¢asy naopak miZzeme v odmocniné ve
jmenovateli zanedbat jednicku, a odmocnina se pak bude chovat jako linearni funkce casu. To
naopak déva konstantni rychlost (pfekvapivé rovnou C') a nulové zrychleni, jak jsme predpovi-
dali drive.

Na zavér uvedme, Ze pokud dosadime do vzorce pro relativistické zrychleni hodnotu ao = g,
i pak potfebné zrychlen{ klesne o 1% cca po mésici zrychlovani. Poloviéni bude po pfiblizné
deviti mésicich.

Poznamky k doslym fesenim

tecné dosahla spravného vysledku. Nékolik malo lidi nepouzilo aproximaci thelniku hmotnymi
tycemi a vétsinou ziskali spravny vysledek. Mnozi z vas si nedali pozor na véci, které vypa-
daji intuitivné, ale neplati. Uvedme napiiklad to, zZe tézisté thelniku lezi uprostfed spojnice
jednotlivych ¢asti (ne, sice je na spojnici, ale lezi bliz tézsi ¢asti) nebo Ze pro tézisté thelniku
plati stejné hodnoty jako pro odpovidajici trojihelnik (opravdu ne, jedna strana tam chybi).
Opravdu hezky byl postup jednoho z vés, ktery pouzil postup, ktery byl novy i pro mé. Vysel

z Prvni Guldinovy véty, ktera dava do vztahu délku rovinné kiivky [, obsah plochy Se, ziskané

jini z vés spravné prevedli zrychleni na silu, dal$i sprdvné prevedli a(v) na a(t), ale bohuzel
nikomu se nepodarilo spravné udélat vse najednou, a tedy nikdo neziskal vzorce, které jsou ve
vzorovém feSeni. Je to pochopitelné, protoze tato latka je hodné nad rdmec stiedoskolské fyziky
a i pro mé byla dosti obtizna. Jsem rad, ze se par z vas pokusilo toto resit a vétsina se dostala
celkem daleko, a proto jsem byl relativné stédry pri rozdélovani bonusovych bodt. Naopak mé
prekvapilo, jak malo lidi se pokusilo viibec fesit, protoze tato tiloha mi nepfisla tak slozita.
Treba u ulohy 4 se seslo reseni o dost vice.

Mikulds Matousek
nikulas@fykos.cz

5A je stejné veliké jako nerelativistické, které jsme spoéitali diive.
8Coz je spis nadsazené, nebot to odpovida spodni strané téméi dvaapilkrat delsi nez ta, za kterou thelnik
visi. Navic cestujici by takové zrychleni prilis neocenili, zvldsté ti sedici proti sméru jizdy.


mailto:mikulas@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 2/7

Uloha 1.4 ... praska mi v lahvi 7 bodi; priamér 4,46; fesilo 71 studentt

Co kdyz si skoro prazdnou 1,5 litrovou PET ldhev uzavieme v dobre vytapéné kanceldri, dejme
tomu na tx = 26 °C, a pak vyjdeme vstric novym zézitkim dolii ze schodii? Lahev zacne praskat.
Co ma veétsi vliv? To, ze se méni atmosféricky tlak, jak schazime 10 pater v budové, nebo to,
Ze je na schodech, dejme tomu, ts = 15°C? Karel sel na Matfyzu v Troji ze schodii.

Vytesme problém nejdifve pro pfipad prazdné ldhve (bez vody) s objemem Vj, kdy sejdeme
vSechna poschodi a tlak i teplota v 1ahvi se vyrovnaji s tlakem a teplotou okoli ts, resp. odpovi-
dajici termodynamickou teplotou Ts (z ptivodni teploty ti, resp. Tk). Sejdeme-li deset poschodi,
zméni se atmosféricky tlak z hodnoty po = 101 kPa na hodnotu pio. Rozdil tlaku je dén tihou
odpovidajiciho sloupce vzduchu, tj. pio — po = hog, kde h = 10 - 3m = 30 m je vyskovy rozdil
(poditame se standardni vyskou podlazi 3 m), o = 1,3kg-m™? je hustota vzduchu a g je tihové
zrychleni. Vypoctem zjistime, ze zména tlaku je ¢iselné rovna po — p1o = 380 Pa. Objem lahve
se zmensi na hodnotu V5. Pro pocateéni a koncové podminky plati stavova rovnice

poVo _ pioVs
Tk T,
Odtud ziskdme vysledny objem
Ts
V="V Po .
p10Tk

Ciselné je Vi = 1,4391. Objem ldhve se tedy zmensil asi o Vo — Vi = 61ml, tj. asi o 4%.

Hruba ldhev — zména tlaku

Uvazujme hrubou ldhev, kterd mé vétsi schopnost odoldvat zméndm vnéjsiho tlaku. To zna-
mend, ze tlak v 1dhvi se nezméni okamzité na hodnotu okolniho atmosférického tlaku, ale az
po prekroceni urcité hranice prasknutim. Prasknutim ldhve myslime zménu objemu lahve za
kratky okamzik, kterd je doprovazena charakteristickym zvukem.

Rozeberme pripad prasknuti ldhve pod vlivem zmény okolniho tlaku. Provedme vypocet
napf. pro pripad, kdy ndm ldhev praskne, az kdyz sejdeme deset poschodi. Predpoklddejme,
ze jsme schody sebéhli dostatec¢né rychle, a proto se nestihl vzduch v lahvi zchladit. Prasknuti
ldhve pak muZzeme povazovat za priblizné adiabaticky déj, protoze probihd velmi rychle a za
tento kratky okamzik nedojde k tepelné vymeéné mezi vzduchem a PET lahvi. Pro adiabaticky
déj plati Poissontv zakon

poVo' = p1oVi°,

kde Vj je objem vzduchu na za¢atku, Vi je objem vzduchu po adiabatické kompresi a k = 7/5 je
Poissonova konstanta pro plyn skladajici se z dvouatomovych molekul. Déle zde plati stavova

rovnice
poVo _ P1o V1

T. T’
kde T; je vysledna teplota po adiabatické kompresi, kterd se zménila z pivodni hodnoty Tk.
Pouzitim dvou vyse uvedenych rovnic vypocteme vysledny objem Vi a teplotu 73.

1

Vi = Vo (po> = 1,4961.
pl()
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Objem se ndm zméni asi o 4ml, tedy o 0,27 %. Vyslednd teplota po adiabatické kompresi je

k=1

Ty = Ti (731(]) ~2095K.
Po

Tomu odpovida teplota t; = 26,3 °C. Teplota se tedy zvysila o 0,3 °C, coz je v porovnani se
zménou o 11 °C v druhém piipadé velmi mélo.

Hruba ldhev — zména teploty

Nyni vysSetfeme druhy ptipad, kdy teplota vzduchu v lahvi klesne z hodnoty tx na ts, resp. z hod-
noty Tk na Ts. Opét predpokladejme, ze dojde k jednomu prasknuti, a to az po vyrovnani teplot.
Po dobu ochlazovani dochazi k izochorickému déji — objem lahve se neméni. Tlak vzduchu se
zméni z hodnoty po na hodnotu p;. Pro stavové veli¢iny plati Charlestav zakon

po _ 1

T T

Odtud zjistime tlak v ldhvi pred prasknutim z rovnice

T,
— po= . 1
PL=pos (1)

Ciselné je p1 = 97290 Pa a jeho rozdil s okolnim tlakem je po — p1 = 3,71 kPa. Poté dojde podle
predpokladu k prasknuti. Jedna se o adiabatickou kompresi, kdy se teplota zvysi z hodnoty ts
na ta, resp. z hodnoty 7Ts na Ts, tlak se zvysi z hodnoty p1 na po a objem se zmensi z hodnoty Vj
na Va. Stavova rovnice a Poissonuv zdkon budou v tomto pfipadé vypadat nasledovné

1 Vo _ poVa
Ts T’
PV = poVs’.

1
e (3)
Po
k—1
T2 - Ts <po)
P1

Jesté zde potrebujeme dosadit vztah pro tlak p1 z rovnice (m) Po tpravé dostaneme

1
N
VQ—VO(ﬁ) ’

Odtud ziskdme vysledny objem

a vyslednou teplotu

k—1

Ti\ “7
=1 (7)

Ciselné je Vi = 1,4601. Objem vzduchu v lahvi se tedy zménil o Vo — Vo = 40ml, coz je 2,7 %.
Teplota je ¢iselné To = 291 K, resp. t2 = 18 °C, 1isi se tedy asi o 3 °C vzhledem k teploté okolniho
vzduchu. Opét miize dojit k jeho ochlazeni a k naslednému prasknuti.

10
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Shrnuti pro hrubou lahev

Shrnmé, co jsme vysetienim vlivu okolnich podminek na lahev zjistili. Miru daného vlivu na
PET ldhev muZeme porovnévat jak rozdilem odpovidajicich tlaku, tak rozdilem odpovidaji-
cich teplot. Sejdeme-li deset poschodi, zméni se okolni tlak ptisobici na ldhev asi o 380 Pa.
Naopak nechdme-li vzduch v lahvi jen postupné chladnout, zméni se jeho tlak az o 3710 Pa.
Déle sejdeme-li deset pater, zméni se teplota vzduchu béhem adiabatického prasknuti jen asi
0 0,3 °C, zatimco béhem izochorického chladnut{ v druhém pfipadé se teplota vzduchu zméni asi
0 ta — ts = 8 °C. Déale muzeme porovnat zménu objemu vzduchu po prasknuti. Vyskovy rozdil
10 pater zpusobil zménu asi 4 ml, vlivem teploty se objem zmensil az o 40 ml.

7 nasich vysledku vidime, ze v ptripadé vlivu daném zménou okolniho tlaku a teploty méa
zésadni vliv na prasknuti ldhve pravé zména teploty. Pro kompletnost feSeni je tfeba dodat,
ze ldhev mize na zménu okolniho tlaku reagovat prasknutim prakicky okamzité. Naproti tomu
k tepelné vyméné mezi okolnim vzduchem a PET ldhvi a mezi samotnou PET lahvi{ a vzduchem
v ni uzavieném dochézi déle. Je to zpusobeno rychlosti vedeni tepla a tepelnou kapacitou lahve
se vzduchem.

Tady se dostavame k problému, kdy v ldhvi bude trocha vody. Tento problém jenom pro-
diskutujme slovné bez vypoctu. Kromé toho, ze vice vody zpusobi méné vzduchu v 1lahvi, také
chu. To znamend, ze na danou zménu teploty soustavy je zapotiebi dodat vice tepla — stejnou
zménu teploty docilime za jinak stejnych podminek az za delsi cas. V nasem pripadé se to mize
projevit tak, Ze sejdeme-li schody rychle, zméni se odpovidajicim zpusobem okolni tlak, ale
teplota soustavy se pri dostatecném mnozstvi vody zméni jen velmi malo.

Lze téZ uvazovat relativné tenkosténnou ldhev, kterd primo nepraska a tlak vzduchu v ni je
vzdy roven okolnimu tlaku.

Tenkosténna lahev — teplota

V pripadé, kdy ldhev podrobime pouze zméné teploty, mizeme uvazovat izobaricky déj s tlakem
po, pro ktery plati Gay-Lussactv zdkon v podobé

Vo Vi

T T
kde Vs je vysledny objem, ktery je roven
T .
Vs =Vo— =1,4451.
0 T 5
Objem se zmensil o Vo — Vi = 0,55 ml, tedy asi o 3,7 %.

Tenkosténna lahev — tlak

Nyni nés zajima, jaky vliv ma na tenkosténnou ldhev samotna zména okolniho atmosférického
tlaku. Predpoklddédme, Ze teplotu vzduchu v 14hvi udrzujeme stale na teploté tx = 26 °C. Pak
Ize tento pripad modelovat izotermickym déjem, pro ktery plati Boyleiv-Mariottuv zdkon

poVo = p1oVs.

Vysledny objem je V3 = Vj ;TOU = 1,494 1. Objem lahve se v tomto ptipadé zménil o Vo—V3 = 6 ml,
tj. asi 0 0,4 %.

11
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Zaver
Pro hrubou ldhev vychézi zména objemu 0,27 %, resp. 2,7 %, pti zméné tlaku, resp. teploty. Pro
tenkosténnou ldhev jsou tyto hodnoty podobné, 0,4 %, resp. 3,7 %, pri zméné tlaku, resp. teploty.

To znamend, zZe i pro tenkosténnou lahev ma zasadnéjsi vliv na praskani zména teploty nez
zména tlaku.

Vaclav Mikeska

v.mikeska@fykos.cz

Uloha L5 ... planetarni osidlovani 7 bodi; pramér 5,16; Fesilo 51 student

Nejspise jste jiz nékdy premysleli o tom, jestli neexistuji néjaké mimozemské civilizace. Zpravidla
¢im vétsi hvézda je, tim vétsi ma zarivy vykon a tim kratsi ma také sviij zivot. Zamérme se nyni
na to, ze mame dvé hvézdy, z nichz jedna ma dvojndsobny zarivy vykon co druha. Pokud je
pasmo, ve kterém je mozny zivot, dano teplotou, na které by se ustalilo dokonale cerné téleso,
a ur¢itymi dvéma teplotami (stejné pro jakoukoliv soustavu), kolem které hvézdy je Sirsi pdasmo,
ve kterém by mohla byt planeta se zivotem? Kolikrat bude vétsi oproti druhé hvézdé?

Karel casto prokrastinuje na Youtube.

Teplota na planéte zavisi od mnozstva prijatej energie z hviezdy. Pre rovnakd planétu nam
na udrzanie tej istej teploty staci zabezpecit, aby malo zZiarenie prijimané z hviezdy pri povrchu
planéty rovnaku intenzitu F. Z toho, Ze na sféru s polomerom r (t.j. vzdialenostou od stredu
hviezdy) a teda povrchom 4nr? dopadé Ziarenie s rovnakou intenzitou F, vyplyva

L
T 42’

kde L je svietivost izotropne vyzarujicej hviezdy. Ak porovndme intenzity ziarenia dvoch hviezd,
ktorych svietivost (resp. ziarivy vykon) je L1 a Lo = 2L1, postupne dostdvame:

P =F,
L L
dnr? T dmr3’
L 2L

r3 =217,

T = \/57”1.

Miesta, ktoré maji rovnaku teplotu, teda budt pri svietivejsej hviezde v/2krat dalej v porovnani
s menej svietivou hviezdou. Ozna¢me ri™'", r***, r3¥", r5*** najmensie a najviacsie vzdialenosti

od hviezd 1 a 2, v ktorych je mozny zivot, a prislusné sirky obyvatelnych zén Ary, Ary. Potom
Ary = 73 — B = /2P — V2P = V(e — M) = V2AT .
Vidime teda, ze pri 2krét svietivejsej hviezda bude Sirka objvatelnej zény +/2krat vidésia. Pro-

blémom vsak je, ze ¢im je hviezda svietivejsia, tym ma kratsi zivot. Preto pri hladani vhodnych
planét treba zvolit kompromis.

12
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Poznamky k doslym resenim

Mnohi z vas riesili tlohu zbyto¢ne komplikovane a pokusali sa urcit rovnovaznu teplotu planéty
s polomerom R, vo vzdialenosti r od hviezdy s efektivnou teplotou povrchu Tes a polome-
rom R.. Pre svietivost L hviezdy, ak ju pokladdme za absolitne cierne teleso, plati podla

Stefan-Boltzmannovho zdkona
L =4nR20To,

kde o = 5,67 - 1078 J.s7'-m~2.K~* je Stefan-Boltzmannova konstanta. Planéta bude absorbo-
vat vykon Pi,, uréeny stéinom uéinného povrchu (prierezu) planéty S, albeda (odrazivosti) a
povrchu planéty (pre absolitne Cierne teleso o = 0) a intenzity ziarenia F' v mieste, kde sa
planéta nachadza

L R2oTl
=(1— eff

4nr? iy = ( i r2
Planéta vyzaruje ako absolitne ¢ierne teleso z celého svojho povrchu. Ak predpokladdme pla-

nétu s rychlou rotaciou alebo atmosférou, je teplota 1}, na celom povrchu skoro rovnaka. Vyzi-
areny vykon Poy: je teda

Po=1-a)FS=(1-a) R’

Powt = 4nR2o Ty .

Pre rovnovéaznu teplotu musi byt vyzarovany vykon rovny vykonu absorbovanému:

2
T
4nR20T! = (1 — )R:i R?
RIT}
AT = (1 - a) =5,

1/4
T, = Tem/% <(1;0‘)> .

Pre zaujimavost dosadme udaje pre Zem a Slnko:

Tgem = 5700K | (826 10°m) <(1 — 0,31)

(50 10°m) . ) = 255K = —18°C,

¢o je ovela menej ako priemernd teplota zemského povrchu 14 °C. Tento velky rozdiel spésobuji
hlavne horice zemské jadro a sklenikovy efekt, vdaka ktorému sa cast vyzarovanej energie
absorbuje v atmosfére ¢i odraza spéaf na zemsky povrch. Bez sklenikového efektu by sa Zem
stala ladovou gulou. Pre planétu, ktord je na strane odvratenej od Slnka chladn4, je rovnovazna
teplota na privratenej strane zasa v/2krat vicsia, lebo vyzarovany vykon je Pous = ZTch,aT;f .

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha LS ... rozjezdova 10 bodii; primér 5,42; fesilo 33 studentt

a) Upravte vyraz /x + 1 — \/z tak, aby nebyl ndchylny k problémiim cancellation, ordering
a smearing. Ke kterym z téchto problémii byl piivodné nachylny a proc? Jaky je rozdil ve
vysledku ptiivodniho a opraveného vyrazu, pokud jej vycislime v double precision pro x =
=1,0-10'7

13
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b)

¢)

d)

Popiste funkci nasledujiciho kédu. Jaky je rozdil mezi funkcemi a() a b()? Pro jaké hod-
noty x je Ize pouzit? Nebojte se kéd spustit a hrat si s hodnotou proménné x. Urcete také
asymptotickou ¢asovou slozitost programu v zavislosti na proménné x.
def a(n):
if n ==
return 1
else:
return n*a(n-1)
def b(n):
if n ==
return 1.0
else:
return n*b(n-1)
x=10
print("{} {} {}".format(x, a(x), b(x)))
Oznacme oy a Of obvod vepsaného a opsaného pravidelného k-tihelniku ke kruznici. Pak
pro né plati rekurentni vztahy

Oai, = M, o2k = V0 Oz .
or + Ok

Napiste program, ktery pomoci téchto vztahti vypocita hodnotu wt, zacnéte pritom s opsanym

a vepsanym ctvercem. S jakou presnosti dokazete n takto aproximovat? Obdobu tohoto

postupu puvodné navrhl a pouzil Archimedes.

Lukas a Mirek hraji hru. Hazeji férovou minci a kdyz padne orel, dd Mirek Lukéasovi jedno

FYKOSI tricko, kdyz padne panna, da jedno tricko Lukas Mirkovi. Oba dohromady maji

t tricek, z toho | patri Lukdsovi a m Mirkovi. Pokud jednomu z hraci dojdou tricka, hra

kondi.

1. Necht m = 3 a Luk&dsova zasoba tricek je nekonecna. Urcete nejpravdépodobnéjsi dobu
trvani hry, tedy pocet hodu minci, po nichz hra skond¢i (protoze Mirkovi dojdou tricka).

2. Necht m = 10, | = 20. Provedte simulaci pomoci generatoru pseudondhodnych cisel a na-
leznéte pravdépodobnost, ze Mirek vyhraje vSechna Lukasova tricka. Celou hru nechejte
probéhnout alespori 100krét (¢im vice opakovani, tim lépe).

3. Jak se zméni vysledek predchozi ulohy, jestlize Mirek minci ,,vylepsi“ a panna nyni pada
s pravdépodobnosti 5/97

Bonus Vypocdtéte pravdépodobnosti analyticky a porovnejte vysledek se simulaci.

Méjme linedrni kongruenéni generdtor s parametry a = 65539, m = 23!, ¢ = 0.

1. Vygenerujte alespori 1000 cisel a spoctéte jejich stredni hodnotu a rozptyl. Porovnejte se
stredni hodnotou a rozptylem rovnomérného rozdéleni na stejném intervalu.

2. Naleznéte vztah, ktery vyjadri ¢islo v generované sekvenci jako linearni kombinaci cisel
na dvou predchozich pozicich, tj. naleznéte koeficienty A, B v rekurentnim vztahu 42 =
= Axk4+1+ Bxy. Pokud budeme povazovat kazda tii po sobé ndsledujici ¢isla za souradnice
bodu ve trojrozmérném prostoru, jak rekurentni vztah ovlivni prostorové rozlozeni téchto
bodu?

Bonus Vygenerujte sekvenci alespori 10000 cisel a vykreslete 3D bodovy graf, ktery ilu-

struje vyznam uvedeného rekurentniho vztahu.

Mirek a Lukds oprasovali staré ucebni texty.

14
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)

Vyraz nemtze byt nachylny k problémim ordering a smearing, nebot se v ném nevyskytuji
zadné mnohokrat se opakujici operace. Je ale nachylny ke cancellation, protoZze se v ném
odecitaji dvé ¢isla, ktera jsou si pro velkd x pomérné blizka. Vyraz se pokusime upravit tak,
aby se v ném toto odecitani nevyskytovalo. Plati

R (Vs SV |t V)
Vetl-Va= V+1l+yz
r+1—=x 1

T Vatltvr Vatlitvz

kde jsme pouzili vztah (a+b)(a—b) = a® —b?. Pokud vyrazy vyéislime pro 2 = 1,0-10'°, do-
staneme vysledek 4,999994416721165 - 10~°% pro ptivodni viraz a 4,999999999875-10~% pro
opraveny vyraz. Jejich rozdil tedy je zaokrouhlené 5,58 - 10~ 2. Pokud bychom z zvétSovali,
chyba by jesté rostla, az by pii & = 1,0 - 10*® byla chyba stejného fadu, jako vysledek.
Funkce a() i b() pocitaji faktoridl svého argumentu pomoci rekurentnich vztaha 0! = 1
a n! =n(n — 1)l. Obé funkce pochopitelné funguji pouze pro celd n > 0. Jediny rozdil mezi
funkcemi je v tom, zZe zatimco funkce a() pocitd mezivysledky i vraci konecny vysledek
jako celé ¢islo, funkce b() misto toho pouziva ¢isla s plovouci desetinnou ¢arkou. Odtud pak
plynou veskeré odlisnosti v chovani.

Pokud program spustime pro = > 19, zjistime, Ze 2! > 106, Takto velké &islo jiz nelze presné
vyjadrit pomoci typu double, vysledek vraceny funkci b() uz nemusi tedy byt presny. Oproti
tomu celé ¢islo vracené funkei a() je stéle reprezentovano presné, jazyk Python totiz dokéze
pracovat s neomezené velkymi celymi ¢isly. Sami si miizete ovérit, ze jiz neplati podminka
a(x)+1 == b(x)+1.

Nicméné mame stésti, faktoridl ,velkych® ¢isel konci na nékolik nulﬂ, které, kdyz je repre-
zentace Cisla s plovouci desetinnou ¢arkou orizne, vysledek nijak nezméni. Stale tedy plati
a(x) == b(x). Tato podminka prestane platit az pro x > 23, kdy se na jednu z orezdvanych
pozic dostane nenulové Cislice.

Dalsi zména nastane pro z > 171, kdy x! > 10%%%. Takto velké &isla jiz viibec nelze ulozit
do typu doublef a funkce b() misto ¢isla zaCne vracet specidlni hodnotu 'inf', tedy kladné
nekonecno. To muzZzeme vidét ve vypisu na obrazovku, pfipadné si mizeme otestovat platnost
podminky b(x) == float('inf').

Python je v tom, Ze dokaze ukladat libovolné velka celd ¢isla, ponékud vyjimeény. Vétsina
programovacich jazykd mé pevné dany (v daném standardu) pocet bytt a tedy pevné danou
maximalni velikost celoCiselnych datovych typu. Asi nejbéznéjsim typem je typ o délce 4 by-
ty (32 bitl), do nejz lze ulozit ¢isla v rozsahu —2 147483648 — 2147483647 (znaménkovy
typ) nebo 0 — 4294 967 295 (bezznaménkovy typ). Pokud bychom implementovali funkei a()
s pouzitim 32bitového bezznaménkového celociselného datového typu, pak by se pro z > 13
jiz vysledek nevesel do rozsahu daného typuH a doslo by k tzv. pfetedeni (integer overflow).
To, co se presné s Cislem stane, zavisi na konkrétni bitové reprezentaci ¢isla v pocitaci a bito-
vé implementaci operace, kterd preteceni zpusobila (nebo to nemusi byt definovdno vibec).
Nejjednodussi situace je pri sc¢itani, kdy po prekroceni horni hranice rozsahu datového typu

“otdzka na zamysleni: jak rychle zjistit, kolik nul?
8Takto velky exponent se jiz do tohoto typu nevejde.
9131 = 6 - 10°
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pokracujeme opét od spodni hranicegE Obecné ale dostaneme ¢islo v rozsahu daného da-
tového typu, které nemd zadnou blizkou spojitost se skutecnym vysledkem. Protoze stile
dostavame néjaké ¢islo a vypocet ddle pokracuje, jako by se nic nestalo, je preteceni obzvlast
zékefné a pii definici proménnych musime volit takovy typ, aby se do nich vesla vSechna
Cisla, kterd se v nich mohou v prubéhu vypoctu vyskytnout.
Vsimnéme si také, ze v tomto piipadé preteceni celociselného typu nastane diive, nez typ
s plovouci desetinnou ¢arkou zacne ztracet presnost, a o hodné diive, nez se v ném vyskytne
hodnota nekonecno. V jazycich, kde nemame libovolné velké celociselné typy jako v Pythonu,
se tedy mnohdy vyplati pro vypocty s hodné velkymi celymi Cisly pﬁ zivat typ s plovouci
desetinnou ¢arkou, pokud nepotfebujeme znat vysledek zcela presné®™ Jednou z alternativ
je napsat si vlastni neomezeny datovy typ, se kterym jsou vypocty ale pomalé a Zerou hodné
pameéti.
Na zavér zminme, ze pro z > 998E program selze s chybou RuntimeError: maximum
recursion depth exceeded in comparison. V téle funkci a() i b() totiZz voldme (pro
n # 0) tu samou funkci s argumetem o jedna mensim, ta zase vold sama sebe, ..., az se
zavold funkce s argumentem 0. Toto se nazyva rekurzivni voldni funkce. Program si pfi za-
voldni funkce musi zapamatovat, odkud ji zavolal a kam se mé po jejim vykonani vratitt
Vsechny tyto informace si ukldada do oblasti paméti zvané zasobnik (stack, tady konkrétné
call stack), ktery ma omezenou velikost. P¥i hodné hlubokém rekurzivnim voldni se pak mii-
7e stat, ze se zdsobnik zcela naplni a neni uz kam ulozit dalsi iteraci. Tomuto sﬁvu se Tika
preteceni zdsobniku (stack overflow) a jde o kritickou chybu, kterd nastala i zde™ Preteceni
zasobniku lze v tomto pripadé zabranit dvéma zptisoby. Prvni spocivd v nastaveni vétsi
velikosti zasobniku. Druhy spoc¢ivd v prepsani programu tak, aby se v ném nevyskytovaly
ptilis hluboké rekurze. Napriklad v nasem programu lze rekurzi snadno nahradit cyklem, jak
vidime nize.
def a_opravena(n):

faktorial =1

for i in range(1,n+1):

fact *= i

return faktorial
Takto prepsand funkce by méla fungovat pro libovolné velky argument.
Zminme jesté casovou slozitost algoritmu. Pro funkce a() a b() je potieba pro vstup n danou
funkci rekurzivné zavolat (n + 1)krat a v kazdé iteraci provést konstantni pocet operaci (1
nasobeni a 1 odé¢itdni). Asymptotickd Casova slozitost je tedy O(n). Situace je obdobna
i u funkce a_opravena(), kde je pro vstup n potieba provést n iteraci cyklu, v kazdé iteraci
pak provést konstantni pocet operaci. Slozitost je tedy také linedrni. Pro tiplnost dodejme,
ze slozitost celého programu je také linedrni v zavislosti na velikosti x, protoze program jen
jednou zavold funkce a() a (), a ty jsou linedrni.

¢) Viceméné presnym piepisem rekurentniho postupu ze zadéni dostaneme kéd nize.

import math

190dtud nézev preteceni.

HTento trik se tedy nehodi nap¥. pro kryptografické operace, pro numerické fyzikdlni vypocty jej ale miizeme
pouzit témér vzdy.

2Hodnota se miize lisit v zévislosti na konkrétnim nastaveni prostiedi.

13 A vedle toho si musi pamatovat i kontext, napf. hodnoty lokdlnich proménnych ve volajicim misté.

14Pf"esnéji zde byla prekroc¢ena maximélni hloubka rekurze, coz je hodnota, kterou Python hlid4, aby nena-
stalo pravé preteceni zasobniku.
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pocet_iteraci=100

# inicializace ops. a veps. ctvercem

r = 0.5 # polomer kruznice, s touto hodnotou bude obvod = pi
0 = 4%2%r

o = 4xr*math.sqrt(2)

k=4

#

rekurentni vypocet
for i in range(pocet_iteraci):
print("{} {} {}".format(k,0,0))
0 = (2.%0%0)/(o+0)
o = math.sqrt(o*0)
k *= 2
Mitze byt matouci, jak v téle cyklu pouzivame pod stejnym oznacenim o a O hodnoty
z minulého i aktudlniho kroku. Vézte, Ze lze program prepsat i nasledovné.
import math
pocet_iteraci=100

r =0.5
0_k = 4x%2%*r
o_k = 4*r*math.sqrt(2)

k=4
for i in range(pocet_iteraci):
print("{} {} {}".format(k,o_k,0_k))
0_2k = (2.*0_k*0_k)/(o_k+0_k)
o_2k = math.sqrt(o_k*0_2k)

o_k = o_2k
0_k = 0_2k
k *= 2

Takto ale zbytecné potrebujeme dvé proménné navic.

Pokud program spustime, zjistime, ze nam skute¢né vypisuje hodnoty blizké hodnoté r,
coz je dobrad zprava. VypiSme si nyni rozdily vypocétenych hodnot od skuteéné hodno-
ty m. Toho docilime modifikaci fadku s vypisem na obrazovku do podoby print("{} {}
{}".format (k,math.pi-o,math.pi-0)). Vidime, Ze se zvétsujicim se k oba rozdily velmi
rychle klesaji, pro hodnoty k > 268 435456 konvergence ustane a rozdily se zastavi na pri-
blizné hodnoté 4 - 10~*¢. Tato hodnota odpovidé naakumulované numerické chybé. Jde ale
o chybu v fadu strojové presnosti, coz lze pii numerickém vypoctu jednoznacné povazovat
za uspéch.

Mozné jste si v8imli, Ze v jedné iteraci je hodnota n — O presné nulova. To, zZe je presné
nulové, 1ze nejspis povazovat za ndhodu (stejné to je nula jenom v rdmci strojové presnosti).
Nahoda ale neni, ze jde o nejmensi hodnotu rozdilu, ze pred touto hodnotou rozdil klesa a po
ni roste Ci stagnuje, a konecné neni ndhoda, ze se tak déje zrovna pro toto k. Doslo zde totiz
ke kombinaci nizké chyby metody, ktera klesa s rostoucim k, a nizké zaokrouhlovaci chyby,
ktera s rostoucim pocCtem operaci, a tedy i s rostoucim k, roste. Timto jevem se budeme
podrobnéji zabyvat v pristim dile.

Vykresleme si nyni chyby v zavislosti na poctu hran k, jak je ukazano v log-log graufuE E
Vidime, ze body v log-log grafu lezi na pfimce, coz znamend, Ze chyba klesid polynomialné.

151,0g-log graf je graf, ktery ma na obou oséch logaritmickou skélu.
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Obr. 2: Z&avislost chyby metody na poc¢tu hran pouzitého mnohoihelnika.

Tuto uzite¢nou transformaci si hned vysvétlime. Uvazujme polynomidlni zavislost

b
y=ax .

Pokud rovnici zlogaritmujeme a oznacime X =logz a Y = logy, dostaneme

logy = log (aa:b)
logy =loga + blogx
Y =bX +loga,

coz je rovnice piimky. Ukazali jsme tedy, ze v log-log grafu se polynomiélni zavislosti zobra-
zuji jako primky, jejichz smérnice odpovida exponentu zavislosti. Poznamenejme, ze obdobné
lze prevést na primku i exponencidlni zdvislost, jen pouzijeme graf, ktery mé logaritmickou
skalu pouze na svislé ose.

Spolu s daty jsou v grafu [ vyneseny i zévislosti y = 2z~ !, y = 272 a y = 2~ >. Vidime,
7e data klesaji s pfiblizné stejnou smérnici jako y = 289 coz znamend, 7e tato metoda je
tzv. kvadratickd v zavislosti na poctu hran k.

Zdtraznit zavislost na k je v tomto pfipadé dulezité, nebot bézné se rychlost konvergence
udéva v zévislosti na poctu iteraci. Snadnym prepoctem zjistime, Ze tato rychlost by byla
v nasem pripadé exponencidlni. V kazdém pripadé jde o velmi rychle konvergujici metodu,
nebof mnoho metod, se kterymi se v praxi setkite, konverguje linedrné nebo pomaleji.

16Zdﬁrazfluji, 7ze nam jde o smérnici, ne o presné prolozeni dat, nebot zavislost mize byt posunuta o kon-
stantu.
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Tomuto tvrzeni odpovida fakt, Zze jsme se k vysledku na trovni strojové presnosti dobrali
po nékolika malo iteracich.

d 1.

pravdépodobnost

Obr.

Tuto tdlohu lze pomérné snadno vyfesit pomoci simulace pro libovolné m. Nechdme poci-
tac¢ odehrat velky pocet partii a u kazdé partie zaznamename jeji délku. Ze ziskanych délek
potom vykreslime normovany histogram, tj. graf zobrazujici pravdépodobnosti ukonc¢eni
hry po daném poc¢tu hodu. V nasem piipadé jsme pouzili m = 3 a m = 5 a celkovy pocet
partii 100 000. Vysledné histogramy jsou na obrazcich § a {. Vidime, zZe pro zadané m = 3
skonéi hra s nejvétsi pravdépodobnosti jiz po tfech hodech, coz je také nejmensi pocet
hodt potfebnych k ukonceni hry. Oproti tomu pro m = 5 je nejpravdépodobnéjsi délkou
hry 7 hodu — to jiz neni trividlné vysledek. Také si v§imneme, Ze hra musi skoncit vzdy
po lichém poctu hodi. Protoze po kazdém kroku Mirek bud jedno tricko ziska, nebo
jedno ztrati, mé celkovy pocet jeho tricek vzdy opacnou paritu nez v predchozim kroku.
Jestlize za¢ina s lichym poctem triéek, dostane se na nulu (sudé éislo) jediné po lichém
poctu hodda.

0;14 T T T T T T T

0,12 i

0,1 E

0,08 :

0,06 i

0,04 i

0,02 i

5 10 15 20 25 30 35 40
délka hry

3: Histogram pravdépodobnosti ukonceni hry po ur¢itém poctu hodt. Pocet Mirkovych
tricek na zacatku hry je 3.

Resen{ této tdlohy bez pomoci poéitade jiz neni tak trividlni. Omezime se pouze na zada-
né m = 3 a pokusime se o kombinatoricky odhad — pokud si s kombinatorikou netykéte,
miizete zbytek feseni preskocit.

Nejprve si uvédomme nésledujici: Pravdépodobnost, ze dojde k realizaci jedné konkrétni
hry o délce n hodu, je 1/2™. Realizaci hry zde myslime unikatn{ sekvenci zaznamendvajici
pocet Mirkovych tricek v kazdém hodu, kterd koné¢i prvni nulou. Napr.

3-52—-53—-2—-1—0. (2)
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pravdépodobnost

Obr.
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4: Histogram pravdépodobnosti ukonceni hry po ur¢itém poctu hodt. Pocet Mirkovych
tricek na zacatku hry je 5.

V této konkrétni hie Mirek ziskal tricko v druhém hodu, v ostatnich pouze ztracel. Jeli-
koz pravdépodobnost hozeni panny, nebo orla, je 1/2, ndsobime za kazdou Sipku timto
faktorem — kdyby byla mince upravend jako v dalsi dloze, vysledek 1/2™ by neplatil.
Nyni predpoklddejme, ze Mirek muze mit i zdporny pocet tricek. Poté si vSechny mozné
realizace hry muzeme zakreslit pomoci orientovaného grafu jako na obrazku f. Vrcholy
grafu jsou oznaceny Ccisly, ktera rikaji, kolika moznymi zplisoby je mozné se dostat do
toho daného stavu hry (stavem rozumime pocet tri¢ek a pocet odehranych hodu, viz osy
grafu v obrazku f[). Hodnoty ve vrcholech odpovidaji ¢islim z Pascalova trojuhelniku.
Zamérme se nyni na vrcholy odpovidajici stavu, kdy ma Mirek jen jedno tricko. Pokud
opét zakazeme zaporna tricka, tak muzeme tvrdit, ze hodnoty v téchto vrcholech budou
mens{ nebo rovny tém vyobrazenym, protoze prijdeme o nékteré hrany grafu (pro hru
o vice nez tfech hodech jde o ostrou nerovnost). A pokud budeme chtit, aby hra v nésle-
dujicim kroku skoncila, tak existuje jen jedna hrana vedouci k tomuto cili. A jelikoz kté
¢islo na ntém tédku Pascalova trojihelniku je uréeno binomickym koeficientem

(&)

bude hodnota ve vyse zminénych vrcholech
n—1
(n—3)/2
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pro délku hry n. Déle budeme uvazovat nasledovné: jestlize ukazeme, ze pro n+2 je hodno-
ta ve zkoumanych vrcholech mensi nez ¢tyfnasobek hodnoty pro n, a to pro kazdé n > 3,
pak nejpravdépodobnéjsi délkou hry musi byt n = 3. Ctyindsobek zde vystupuje pro-
to, ze horni odhad pravdépodobnosti ziskdme vynasobenim hodnoty kombinac¢niho ¢isla
pro n pravdépodobnosti 1/2", s kazdym prodlouzenim hry o dva hody se tedy jesté sniz{
pravdépodobnost jednotlivych realizaci hry ndsobnym faktorem 1/ 22, Protoze skute¢nd
pravdépodobnost je pro n = 3 stejné jako tento horni odhad, dokadzeme tim, ze skutecna
pravdépodobnost pro obecné n > 3 je taky mensi nez pro n = 3.

Pokud jesté provedeme substituci n = r+3 (r je sudé), tak se snazime o dikaz nerovnosti

(7’—1—4)

AC*22) s
T+2

<T/2>

Binomické koeficienty rozepiseme do tvaru

(r+)(r/2)Y(r/2 4+ 2)! (r+3)(r+4)

(r/2+Dr/24+3)r+2)  (r/2+1)(r/2+3)

dosazenim do nerovnosti a odstranénim jmenovatele ziskdme

PP+ Tr+12<r?+8r+12,

z ¢ehoz uz ihned plyne r > 0 O

Obr. 5: Graf, z néjz muzeme vycist pravdépodobnosti jednotlivych realizaci hry za
predpokladu, ze je povolen zadporny pocet tricek. Vodorovna osa zobrazuje aktudlni pocet
tricek, svisla osa pocet odehranych hodu. Graf je zkonstruovan pro pocitecni hodnotu 3
tricka. Malymi Sipkami je v grafu naznacen piiklad hry ().

2. Tato tdloha byla velice pfimocara. Drobny problém pfi jejim FeSeni vdm mohla zpusobit
skutecnost, ze hra muze skoncit po libovolném poctu kroku, takze nékteré partie mohou
byt pomérné dlouhé — pokud jste tedy ve svém kédu nastavili velky pocet opakovani, je
mozné, ze jste si na vysledek museli pockat.
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My jsme volili délky her 100, 1000, 10000 a 100 000. Pro tyto hodnoty jsme postupné
dostali pravdépodobnost vyhry 0,37, 0,342, 0,3366 a 0,33293. Ackoli prfi kazdém béhu
programu dostaneme trochu jiny vysledek, lze z vysledka simulace odhadnout, Ze presna
hodnota hledané pravdépodobnosti bude 1/3. Kéd pouzity k feSeni dlohy naleznete na
nasich webovych strankach (psén v Pythonu 3).

K vyreseni bonusu pouzijeme Vétu o tiplné pravdépodobnosti, kterd je uvedena v prvnim
dilu seridlu. Zna¢me a = m + ! a déle si zavedme pravdépodobnost, ze Mirek vyhraje ze
stavu, kdy mé pravé m tri¢ek, oznacme ji Puv(m). Zfejmé plati Py (0) = 0 a Pum(a) = 1,
jde jen o symbolickou formulaci podminek vyhry a prohry (matematicky bychom fekli, ze
jde o okrajové podminky). Véta o tiplné pravdépodobnosti nyni fikd, ze pravdépodobnost
vyhry Puv(m) je rovna souétu pravdépodobnosti vyhry za podminky, ze padne panna (krat
pravdépodobnost, Ze padne panna) s pravdépodobnosti vyhry za podminky, ze padne orel
(krat pravdépodobnost, ze padne orel). Toto tvrzen{ zapiSeme ve tvaru diferenéni rovnice

PM(m) = /LPM(’ITL + 1) + )\PM(TI’L — 1) 5
kde 1 = 1/2, A = 1/2 oznaguji pravdépodobnosti, ze padne panna, resp. orel. Reseni této
rovnice snadno uhodneme, kdyz si dosadime za pu a \. Poté dostaneme
. PM(m =+ 1) —+ PM(m — 1)
= 5 ,
Jinymi slovy: pravdépodobnost, ze Mirek vyhraje s m tricky, ze ddna aritmetickym pri-
mérem pravdépodobnosti, ze vyhraje s m + 1 tricky a s m — 1. Funkce Pm(m) by tedy

mohla lezet na prfimce, coz zapiSeme formalné jako

Pyi(m) = A+ Bm,

PM (m)

pri¢emz nezndmé koeficienty A, B uréime podminek vyhry/prohry, tj. dosazenim m = 0
a m = a a vyfeSenim soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych. Ziskdme A =0, B = 1/a.
Takze n m

Pu(n) = a m+l
a pro zadané hodnoty m = 10, [ = 20 dostaneme pravdépodobnost vyhry Py (10) = 1/3,
coz je v souladu s nasim predpokladem zalozenym na vysledcich simulace.

3. Upravou jedné hodnoty v kédu, tedy pfepsanim pravdépodobnosti padnuti panny z 1/2
na 5/9, jsme dostali vysledek 0,89276 (pro 100000 her). Na této hodnoté by nds mélo
zaujmout predevsim to, ze ackoli se pravdépodobnost padnuti panny zvysila pouze o 1/18,
Mirkova Sance na vyhru markantné vzrostla. Tohoto faktu vyuzivaji napt. kasina v ruleté,
kdy Sance na vyhru pfi sdzce na ¢ernou (nebo Cervenou) je jen o fous mens{ nez 1/2,
kvili zelené nule. Proto, i kdyby mélo kasino méné penéz nez hraé¢ (ale fddové vice, nez
je v jedné sdzce), tak hrace presto s velmi vysokou pravdépodobnosti zruinuje.

K feseni bonusové casti zde vyuzijeme jeden matematiky hojné pouzivany trik, se kterym
se ale moznd jesté nékteri z vas nesetkali. Mame opét rovnici

PM(m) = uPM(m + 1) + APM(m — 1) R

ale nyni jsou p a A ruznd, existuje mezi nimi pouze vztah A = 1 — u. Tento typ rovnic se
fesi pomoci metody charakteristického polynomu. Budeme predpokladat obecné exponen-
cidlnf feSeni ve tvaru o™ a dosazenim do rovnice a kracenim o™ ' ziskdme kvadratickou
rovnici

po® —a+A=0,
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jejiz leva strana se nazyva charakteristicky polynom. Resenim této rovnice ﬁou ar =1,
a2 = A/p. Obecné feseni diferenéni rovnice ziskdme jako linedrn{ kombinaci

Ao + Bay',

_ A\
PM(m)—A-I-B(u) .

Podobné jako vyse ziskdme pomoci okrajovych podminek reseni

- (1—/~L>m
Pm(m) = K

- (m+1) *
1—
1 (2Z#
)2

Dosazenim m = 10,1 = 20, u = 5/9 a A = 4/9 ziskdme ¢éiselny vysledek Py (10) = 0,89373.
e) 1. Linedrni kongruenéni generator, ktery jsme pouzili k feseni tlohy, najdete na nasem webu.

Pro ty z vés, co programovat jesté neuméji, zde uvedeme, jak takovy generator sestrojit

v Excelu.

Do bunky A1l vepiSeme seed, do B1 az D1 postupné hodnoty a, ¢, m. Do bunky A2 poté

vepiseme vzorec

=MOD(($B$1*A1 + $C$1);$D$1)

a ,vytdhneme“ sloupec A tak daleko, jak potfebujeme. Tot vse.

Pomoci generdtoru sepsaného v Pythonu jsme z ndhodného seedu zo (ziskaného ze sys-

témového ¢asu) vygenerovali 10° pseudonédhodnych éisel a vypodetli primérnou hodno-

tu z = 0,499596 a rozptyl o2 = 0,083209 (smérodatnd odchylka je potom o = 0,28846).

Srovnejme nyni vysledky simulace s pfesnymi vyrazy pro stfedni hodnotu a rozptyl uve-

denymi v seridlu. Stfedni hodnota je

tedy

0+ (2% —1)
2 )

po normalizaci N = 23!

04+ (231 _ ) )
o & 0.49999999977 .

o’ = Z(%’ —1)’pi

i

T =

Kdyz do vztahu pro rozptyl

dosadime normalizované hodnoty, vidime, Ze normalizovat rozptyl znamena délit N2,
takze pro rovnomeérné rozdéleni mame
(231 _ 1)2

22 T o) -
o° = 19 . 062 0.08333333325572312 ..

17 pokud se vam nezd4, ze pro A = p jsme dosazovali linedrni funkci a tady exponencidlni, vézte, ze piipad
se stejnymi koreny je specidlni — pravé diky tomu, ze z nich neudéldme linedrni kombinaci
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Ovérili jsme tedy, Ze vygenerované rozdéleni ma podobnou stiedni hodnotu a rozptyl jako
rovnomérné rozdéleni. Jesté poznamenejme, ze stfedni hodnota a rozptyl obecné nestaci
pro jednozna¢né uréeni pravdépodobnostniho rozdéleni (museli bychom znét vSechny jeho
momenty). A uz viibec ndm shoda v téchto dvou veli¢indch nezarucuje, Ze generdtor ma
dobré ndhodné vlastnosti. Pokud jste si nechali vypsat pseudondhodnd ¢isla na obrazovku,
tak jste si urcité vsimli, Ze jsou vSechna lichd, coz nam indikuje, Ze se nejedna o dobry
generdtor. Vice viz nasledujici tloha.

Obr. 6: 1000000 pseudondhodnych cisel vykreslenych ve 3D. Jisté byste nechtéli, aby
takovyto generdtor pouzivala v bezpecnostnich systémech vase banka.

2. Zésadnim krokem v této tloze je uvédomit si, Ze &islo 65539 lze zapsat ve tvaru 216 + 3.
Poté muzeme libovolné ¢islo v sekvenci napsat ve tvaru

zir2 = ((2'° +3) - 2i41) mod 2!
=((2"+3) - ((2° +3) xi) mod2°!) mod 2*'
= (2'° +3)” z;mod 2.
Postupnymi tpravami dostaneme, e modulo 23! plati
zipo = (22462 +9) 2, = (6-2'° +9) z
= (6(2"°+3) —9) 2 = 62it1 — s,
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Obr. 7: 10000 pseudondhodnych ¢isel vykreslenych ve 2D. V této dimenzi se jiz polohy bodu
nezdaji byt predvidatelné.

kde jsme v druhém kroku vyuzili 232 mod 23! = 0. Pokud nyni budeme tii nésledujici
Cisla v sekvenci chapat jako kartézské souradnice x = z;, y = xit1, 2 = Tit2, pak je
odvozeny rekurentni vztah rovnici roviny

z =06y —9x.

V trojrozmérném prostoru tedy budou vsechna vygenerovana pseudondhodna cisla lezet
v roviné. Jesté si mizeme rozmyslet, kolikrat se v boxu 1 x 1 x 1 rovina diky modularni
aritmetice ,zlomi“. V primétech do rovin yz (z = 0) a zz (y = 0) dostaneme rovnice
primek z = 6y a z = —9x. Sténa boxu lezici na ose y bude tedy protnuta sestkrat a sténa
lezici na ose x devétkrat. Celkem tedy bude v boxu patndct rovin. To si koneckoncu
miizete potvrdit na feSeni bonusové tlohy, které vidite na obrazku f.

Mozn4 véas napadlo, Ze jelikoz sekvence generovand libovolnym LCG (linedrnim kongru-
enénim generdtorem) m4 kone¢nou periodou, tak vzdy bude mozné najit néjakou korelaci
mezi néasledujicimi ¢leny, kterd vyznamné narusi ndhodnost. Tzv. Marsagliuv teorém ri-
ka, ze pokud ¢isla generovana linedrnim kongruenénim generatorem vykreslime jako bo-
dy ndimenziondlniho prostoru, tak budou spadat do nejvyse (n!m)l/" nadrovin o dimenzi
n — 1. Proto, zatimco v nizkych dimenzich jsou LCG obvykle spolehlivé (i zde pouzivany
generdtor, zndmy pod ndzvem RANDU, se chovd dobfe ve dvou dimenzich, viz obr. []),
ve vyssich dimenzich postupné selhavaji.
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Poznamky k doslym resenim

Ocenujeme feseni Miroslava Hrabala a Viktora Fukaly, ktefi si vSimli, ze operace nad dvéma
libovolné velkymi celymi ¢isly nemuze byt provedena v konstantnim ¢ase, tudiz v bodu | nebude
mit pro velkd n funkce a(n) ¢asovou slozitost O(n), ale o néco horsi.

Lukds Timko Miroslav Hanzelka
lukast@fykos.cz mirek@fykos.cz
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Serial: Derivace a Monte Carlo integrace

V minulém dile jste se sezndmili s reprezentaci ¢isel v pocitaci a s chybami, které mohou plynout
z nepresnosti datového typu s plovouci desetinnou carkou, a naucili jste se, jak tyto chyby
minimalizovat ¢i jim zcela predchazet. Také jiz umite urcovat casovou slozitost pocitacovych
algoritmi. Tyto znalosti zuzitkujete pfi numerickém vypoctu derivaci, coz je téma tohoto dilu
serialu.

V simulac¢ni ¢ésti seridlu po predchozim naroc¢ném dilu trochu zvolnime a podiviame se na
jiz slibenou stochastickou metodu Monte Carlo, pri¢emz si zopakujeme a prohloubime znalosti
tykajici se statistického zpracovani vysledku simulaci. Ke slovu zde opét prijdou generdtory
pseudondhodnych ¢isel.

Numericka derivace

Protoze nepredpokladdme Ctenarovu znalost pojmu derivace, pokusme se jej nejprve strucéné
nastinit. Derivace je operace, kterd zapusobi na funkci f a vrati jinou funkci — derivaci ptuvodni
funkce, znaé¢ime f’. Pokud derivaci provedeme pro konkrétni hodnotu x, dostaneme tzv. derivaci
v bodé f'(z), tedy ¢&islo. P¥i numerickych vipoctech mame k dispozici pouze &isla, nikoliv spojité
funkce, numerickou derivaci tedy budeme chapat pravé jako derivaci v bodé.

Derivace funkce f v bodé x je definovina vztahem

vy Sl 4 Az) — f(w)
fa)= Jim =,

Odtud je hned patrny vyznam derivace, tedy Ze derivace je podil zmény funkéni hodnoty f
a prislusné zmény x za predpokladu, Ze je tato zména velmi mald (ve skuteénosti nekoneéné
mald). To ma fadu praktickych analogii, naptiklad priamérna rychlost je podil zmény polohy
a prislusného prirastku casu. Pokud bude pfiristek casu velmi maly, prejde primérnd rychlost
v rychlost okamzitou. Muzeme tedy fici, ze okamzitd rychlost je derivace polohy podle ¢asu.
funkce f v bodé dotyku x.

Miuzeme také provést derivaci derivace funkce, coz bude opét funkce. Tu nazyvame druhou
derivaci funkce f a znaéime f”. Tak mtizeme (pro hezké funkce) pokracovat dale. Obecné ntou
derivaci znag¢ime f(™.

Ctenaii zbéhli v poditani derivaci nejspis vi, ze vypoclet derivace je pro hezké funkce pii-
mocary a derivaci v bodé pak uz ziskdme snadno dosazenim konkrétni hodnoty x, numericky
vypocet derivace je v tomto pripadé zbytecny. Presto existuji situace, kdy se numericka deri-
vace muze hodit. Prvnim prikladem jsou slozité funkce, u kterych je narocné pocitat derivaci
analyticky. Druhym, castéjsim prikladem je situace, kdy nezndme puvodni funkci, ale pouze
jeji funkéni hodnoty v diskrétnich bodech. Piikladem muze byt situace, kdy mame nafilmovany
pohybujici se objekt, z kazdého snimku odecteme jeho polohu a chceme zjistit casovy prubéh
rychlosti, s jakou se objekt pohyboval. Pak se néjaké formé numerické derivace nevyhneme.

8 Pokud te¢nu zapiSeme rovnici piimky y = az + b, pak smérnice je koeficient a. Smérnice tedy udava sklon
dané primky.
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Podivejme se nyni opét na defini¢ni vztah derivace. Muze nas napadnout, ze numerickou
derivaci implementujeme prosté tak, ze Az nebude nekoneéné malé, ale bude to néjaky (ko-
necné) maly krok h > 0. To lze chdpat také tak, Ze misto te¢ny v bodé z konstruujeme seénu
protinajici graf funkce v bodech = a « + h. Pak dostdvime vztah

Tomuto druhu numerické derivace se tika doprednd cliference;E ovSem, jak si za chvili ukdzeme,
jde zpravidla o jeden z nejhorsich a nejméné presnych zplisobli vypoctu numerické derivace.
Obdobou vyse zminéného vzorce je zpétnd diference

f’(:r) — W ,

kdy derivaci aproximujeme ,nahlédnutim o krok zpét“, namisto dopredu, jako u doptedné
diference. Pro h — 0 zpétna a dopredna diference splyvaji, pro konecné h to ale neplati, jak
je vidét z obrazku E Navic by dle intuice pro co nejlepsi aproximaci mélo platit, ze nedélame
Hkrok zpét“, ani  krok dopredu®, ale symetricky na obé strany. Takovy typ numerické derivace
se nazyva centrovand diference a plati pro ni vztah

Py = LEt M-t =h)

7 obrazku E Ize nahlédnout, Ze secna prislusejici centrované diferenci aproximuje tecnu v bo-
dé x daleko 1épe nez secny prislusejici dopredné a zpétné diferenci. Tuto skutecnost si pozdéji
dokazeme a podrobné rozebereme.

Obr. 8: Se¢ny dopfedné, zpétné a centrované diference v bodé x.

19N4zev pochézi z toho, Ze Elenem f(z 4+ h) ,nahlédneme o krok dopfedu®.
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Taylortiv rozvoj

Odboc¢me nyni a povézme si 0 mocném matematickém nastroji, kterévyuiijeme nejen v tomto
dile seridlu. Existuje matematickd véta, ktera rikd, ze kazdou hezkou®= funkci mizeme nahradit
nekonecnym rozvojem

f/// (a)

f(x) = fa) + f'(a)(x —a) + o (x —a)® + T (x—a)’+- =
Ix rn)

kde a je néjakd hodnota, kolem které chceme rozvoj provést. Ta je volena tak, aby funkéni
hodnoty f a jejich derivaci sly dobre vycislit, casto se tedy voli a = 0. Pak rozvoj nazyvame
rozvojem Maclaurinovym.

Tayloriv rozvoj ma hezkou vlastnost, ze pro pribliznou aproximaci nemusime pouzit rozvoj
cely, ale miuzeme jej nékde useknout. Pak plati, Ze ¢im vice ¢lenu pouzijeme, tim je rozvoj
presnéjsi. Také plati, ze ¢im blize je = ke zvolené konstanté a, tim je obvykle rozvoj presnéjsi.
Konkrétné pro chybu koneéného rozvoje

N o),
@)~ Twi@) =3 L@ g gy

n!
n=0
plati, ze existuje ¢islo & mezi a, z takové, ze
AR (9)
f(z) —In(z) = m(x —a)¥ "

Pokud si nyni oznac¢ime krok h 4 » — 4 a uvédomime si, ze chyba zavisi pouze na mocniné h
(faktoridl je koneénd konstanta, £ zavisi na h, ale diky spojitosti mizeme |f(N+1) (&)| pro dosta-
tecné malé h shora odhadnout konstantou), muzeme pouzit notaci velkého O, se kterou jsme
se seznamili v minulém dile. Kone¢ny rozvoj pak mutzeme prepsat do tvaru

kde nyni provadime rozvoj kolem pevného x.
Provedme nyni rozvoj funkce f do druhého fddu a upravme

Fa+h) = f() + [ @h+ 51" (@) + O, 3)
fwy = LEERZID Lo,
f(z) = w +0(h),

20Konkrétné funkci, kterd ma vSechny derivace spojité. U konecného rozvoje do raddu N postacuje spojitost
derivaci do rfadu N + 1.
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¢imz jsme odvodili vztah pro dopfednou diferenci. Vyhodou tohoto postupu je, ze vidime i chybu
aproximace. Ta je fddu O(h). Obdobné odvodime i vztah pro zpétnou diferenci

Ja =)= f(2) = @+ 51" (@h® + O(h), (4)
f(x) = w +O(h).

Vidime, ze chyba metody je opét fddu O(h).
Pokud nyni ode¢teme rovnici ({) od rovnice (E) dostaneme
fl@+h) = f(z —h) = 2f (2)h + O(h®)
/ 7f(1’+h)—f($—h)
j‘(m) - 2h

co# je vzorec pro centrovanou diferenci. Vidime ale, ze chyba je v tomto pifpadé az fddu O(h?),
nebot se ¢leny s nizsim rfddem odecetly.

+0(h?),

Richardsonova extrapolace

Metody vyssich fddi je mozno odvodit se¢tenim a ode¢tenim Taylorovych rozvoju f(x£nh) pro
n=1,2,3,... tak, aby se viechny &leny nizkych fadt (kromé élenu s f'(x)) odecetly. Ukdzeme
si zde ale postup zndmy jako Richardsonova extrapolace. Ze vztahu pro centrovanou diferenci

e fa+h)— fa 1)
r+h)— f(z—
A(h) =
(h) 5T
kde C = f"”'(z)/3! a uvédomili jsme si, ze ¢len s h® je roven nule. Zapidme ten samy vztah pro
krok 2h (obecné bychom mohli nh)

f(z+2h) — f(x — 2h)
4h
Nyn{ chceme odeéist tyto dvé rovnice tak, aby vypadl ¢len s h%. To se ndm podaii kombinaci
A(2h) — 4A(h) = =3f'(x) + O(h*),
—f(x+2h) + f(x—2h)+8f(x + h) —8f(x — h)
12h

= f'(z) + Ch> + O(h"),

A(2h) = = f'(z) + C(2h)*> + O(h*).

f(z) = +O(h").

vy

musime za to ale zaplatit znalosti funk¢ni hodnoty ve ¢tyfech bodech namisto dvou.
Pro obecnou Richardsonovu extrapolaci plati, ze pokud méme metodu

A(R) = F + Ch* + O(h* 1,
kde F je to, co chceme aproximovat (v naSem pifpadé F = f'(x)), pak plati vztah
_ nFA(h) — A(nh)
n nk —1
Vsimnéme si, Ze jsme vzorec (a) nenapsali specidlné pro numerickou derivaci, ale obecnéji.
Richardsonova extrapolace je totiz obecny néstroj pouzitelny v ruznych partiich numerickych
metod. Naptiklad pti aplikaci v numerické integraci vede na tzv. Rombergovu integraci nebo

pri feseni obycejnych diferencidlnich rovnic je na ni zaloZzena Bulirsch-Stoerova metoda. Nejspis
se s Richardsonovou extrapolaci v pribéhu seridlu jesté setkame.

F +O(TY. (5)
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Optimalini volba kroku

V nékterych situacich mame krok pevné dany, napiiklad pokud mame uz naméfend data z ex-
perimentu. Ale v situacich kdy mame moznost volby je vhodné védét, jaky krok volit, abychom
méli co nejmensi (nebo alesponi rozumné velkou) chybu. Z definice derivace, kdy pouzivime
nekonecné maly krok, bychom ocekéavali, ze bude vhodné vzdy volit krok co nejmensi. Zde se
ale projevi zrddnost numerickych vypocti, predevsim zaokrouhlovaci chyby zndmé z minulého
dilu, takze vSe bude nakonec tuplné jinak.

1 S
XK #
£
0,01 - a
I E * 3
F S
;ZK

0,0001 - % Ao

£ *

’Z(
éi 1-107% | ) o 4
B P * i

%X
1-1079 L ¢ g E
3 oK ]
1-10710 L doprednd diference + §
i zpétna diference x i
centrovand diference

1- ]_0*12 ol ol Lol ol il i
1-100% 1.1072° 1.100* 1-107° 1.107% 1

h

Obr. 9: Zavislost chyby urceni derivace na kroku h. Jako testovaci funkce byla zvolena
f(z) =sinz v bodé z = 0,5.

Vykresleme si nyni zévislost chyby urceni derivace na velikosti kroku h. Jako testovaci funkci
si zvolme t¥eba f(x) = sinx, derivace (pfesny vysledek) pak je f'(x) = cosz. Zavislost pro
doprednou, zpétnou a centrovanou diferenci je v log-log= grafu . Vidime, Ze chyba s klesajicim
h nejprve skutecné klesa, pro dopfednou a zpétnou diferenci linedrné, pro centrovanou diferenci
rychleji — kvadraticky. Poté ale pro ur¢itou hodnotu nastane zlom a chyba opét zacne rust,
pripadné se obcas zastavi a vytvori ,;schod® Pro¢ se to déje? Zatimco samotna chyba metody
s klesajicim h stdle klesa, zaokrouhlovaci chyba, konkrétné typu cancellation, s klesajicim h
roste. Pro urc¢ité optimalni h = hpt je chyba metody rovna zaokrouhlovaci chybé a pro h < hopt
dominuje zaokrouhlovaci chyba.

Daéle vidime, Ze pro centrovanou diferenci je optimélni krok vétsi, nez pro zpétnou a do-
prednou diferenci. Je to ndznak obecnéjsiho pravidla: ,,Cim vétsi vdd metody, tim je optimding
krok vétsi.“ Specialné plati, Ze kombinace metody vysokého fddu a velmi malého kroku je cesta
do pekel.

21pokud nevite, pro¢ pouzit log-log graf pro mocninné zévislosti, pieététe si vzorové fedeni tloh z 1. dilu.
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Odvodme si nyni teoretickou predpovéd pro hopt pro doprednou diferenci. Hleddme tedy h,
pro které bude chyba metody rovna zaokrouhlovaci chybé. Predpokladejme, ze zaokrouhlovaci
chyba pri vycisleni funkce je Af(z) ~ f(z)e, kde € je strojovd presnost. Pak pro derivaci a jeji
chybu plati

F(@) + AF (z) = flz+h)(1 +51}z— F(x)(1 + e2)

_ fleth) = f@)  flathle - flz)e
h h ’

kde €1 a €2 jsou skutecné relativni chyby vycislen{ funkce, pricemz dle vysSe uvedeného plati, ze
jsou radoveé rovny strojové presnosti. Také poznamenejme, ze ndm jde o horni odhad chyby, proto
v nasledujicim kroku secteme vSechny dil¢i chyby v absolutni hodnoté. Pak pro zaokrouhlovaci
chybu dopredné diference plati

2e|f(x

~N .

h
Vsimnéme si, ze Af’(x) o< h™!. Pravé tato vlastnost je diivodem, Ze pro mald h prevazi.

Chyba metody dopredné diference 6 je z Taylorova rozvoje rovna

Lf"(¢)] |f" ()]
0= "gr h~"5—h,

kde jsme provedli odhad chyby dosazenim x misto &, protoze hodnotu £ nezndme. Pro h = hopt
pak plati § ~ Af'(z), tedy (za predpokladu f”(z) # 0)

" ()] 2¢|f ()|

——hopt ¥ ————,

x
2 hopt

. [T@L
ot X 2\ ) Ve

Protoze nés zajim4 pouze fadovy odhad, sta¢{ ndm, ze pro doprednou diferenci plati hopt ~ /€ ~ 10

coz odpovida optimalni hodnoté v grafu . Pro zpétnou diferenci bychom obdrzeli stejny vysle-
dek, pro centrovanou diferenci bychom pak obdobnym postupem dostali hops ~ el/3 ~ 1070,

Monte Carlo

Monte Carlo (zkrdcené MC) je oznaceni pro jakoukoli metodu, kterd k vyreseni tilohy pouzi-
véd ndhodné vzorkovani pravdépodobnostniho rozdéleni sledované veli¢iny pomoci generatoru
pseudondhodnych c¢isel. Dle aplikace a pouzitych algoritmt se Monte Carlo déli na kinetické,
termodynamické (statistické), kvantové a mnoho dalsich. V tomto seridlu se budeme postupné
vénovat tfem oblastem: MC integraci, geometrickému MC a zlehka se dotkneme i termody-
namického MC. A aby nebyl vyklad problematiky zbyteéné komplikovany, omezime se zde na

vvvvvv

Principy metody

Princip metody Monte Carlo si ukdzeme na konkrétni tloze, kterd se nazyva Buffonova jehla.
Pavodni znéni pochédzi z 18. stoleti od hrabéte de Buffon: Necht mdme vodorovnou plochu
rozdélenou rovnobéznymi carami na pdsy sirky a. Na tuto plochu hodime jehlu délky b. Jakd je
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pravdépodobnost, Ze jehla protne cdry? Vzhledem k dobé, kdy byla tloha zadand, bylo mozné
vytesit ji bud analyticky nebo experimentem, pocitacova simulace nebyla dostupna. Nase zadani
bude znit ovSem trochu jinak: Jak na zdkladé opakovaného provedeni experimentu uvedeného
v Buffonové tloze uréime hodnotu ¢isla 7

Mozna jste nyni zmateni z toho, odkud se vzalo ¢islo n. To se ihned ozrejmi, jakmile vyresime
pavodni Buffonovu tlohu. Jeji podstatou hleddni tzv. geometrické pravdépodobnosti ve dvou
dimenzich. Tento typ tloh po nés obecné pozaduje porovnat obsah plochy, kterou predstavuji
pozitivni vysledky, s obsahem celkové plochy, na které se pohybujeme. Jednoduchym prikladem
je nalezeni pravdépodobnosti, ze trefime stied terée (bull’s eye) za predpokladu, ze se vzdy
trefime do terée a rozdéleni bodi dopadu Sipky je rovnomérné. Hledand pravdépodobnost je
pak ddna pomérem obsahu Cerveného stredu a obsahu celého terce.

V Buffonové iiloze mame tyto dvé souradnice: souradnice x stfedu jehly ve sméru kolmém
na rovnobézné ¢ary a dhel ¥ natodeni jehly v roviné. (Nenechte se zmdst, souradnice y v rov-
nobézném sméru zde nehraje zddnou roli.) Nyn{ pfiddme dodate¢nou podminku®d b < a, tedy
délka jehly musi byt mensi nez sitka past. Potom pravdépodobnost, Ze poloha stfedu x bude
ve vzdélenosti mens{ nez /2 od ¢ary (a tedy ¢dra bude v dosahu jehly), udavéd vztah

P=x(3+5)=2. (6)

a

Nyni nalezneme pravdépodobnost P», Ze jehla protne rovnobézku, ke které je nejbliz, pokud
je tato rovnobézka v dosahu jehly — vsimnéte si slova ,,pokud“, jde o podminénou pravdépo-
dobnost. Pravdépodobnost, zZe jehla protne rovnobézku, bude diky nezavislosti souradnic ddna
soucinem P; - P». Aby jehla ve vzdélenosti < b/2 od rovnobézky tuto rovnobézku protala, musi
platit x < %cos |9|. Toto si rozmyslime z pravothlého trojuhelniku s pfeponou b/2 a pfilehlou
odvésnou z. Inverzné, thel ¥ (v intervalu od —xn/2 do n/2, méfeny od kolmice na rovnobézku)
lezi v intervalu (Umin, Omax) = (— arccos(2z/b), arccos(2z/b)). Pro dané x bychom nyn{ snadno
ur¢ili hledanou pravdépodobnost jako pomér velikosti uvedeného intervalu s thlem n (v radi-
anech). JelikoZ jsou v8ak ¥min & Umax zdvislé na z, musime provést integraci pfes = od 0 do

b/2:
b/2
Py — 2/ 2 arccos(2z/b) de — 2 T
b J, n T

P1i vypoctu jsme vyuzili tabulkovy integral

/arccosa:da::a:arccosm—\/1—9624—0.. (8)

Reseni Buffonovy tlohy tedy zni: Jehla protne rovnobézku s pravdépodobnosti P = Py Py = 28

arn’

Piiméjsi, ale méné ndzorny postup feSeni by vypadal nasledovné: pravdépodobnostni funkce sou-

fadnic z (vzddlenost od nejblizsi ¢ary) a ¢ jsou

2 pr
f:c(:v){{f SRR

_ % pro ¥ € (—n/2,1/2)
Fo(9) = {0 jinak .

vypoctu m pak jiz neni tak zfejma.
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Souradnice x a ¥ jsou nezivislé ndhodné proménné. V takovém pripadé mizeme sdruzenou pravdépo-
dobnosti funkci P(z,9) vyjadiit jako souéin jednorozmérnych pravdépodobnostnich funkci

2 —T T
fz,ﬁ(w,ﬂ)fx(w)fw(ﬂ){‘”‘ pro @ € (0,a/2) AJ € {~x/2,7/2) 9)

0  jinak .

Vyse jsme si rozmysleli, ze k protnuti rovnobézky dojde pro z < gcos |9]. Hledanou pravdépodobnost
tedy ziskame jako dvojny integral

/2 %cos [9] /2
2 b [ 2b
pP= = dady = beos O] 4y _ 28 (10)
—xy2Jo am Znjp 0T am

Nabizi se tedy nésledujici metoda, jak urcit hodnotu ¢isla n: Obstardme si velké mnozstvi
jehel (pro uskute¢néni experimentu jsou vhodnéjsi Spejle) a postupné® je budeme hézet na
pruhovanou plochu a pocitat, kolikrat doslo k protnuti nékteré z rovnobézek. Pti hdzeni musime
dbét na to, aby byl pohyb jehly vzduchem dostateéné chaoticky a vyslednou konfiguraci jehly
bylo mozné povazovat za ndhodnou. Nakonec vydélime pocet protnuti poctem jehel a dostaneme
urcité ¢islo c. Podle zdkona velkych ¢isel pro n hodu plati

lim ¢= P, (11)

n—oo
tj. v limité velkého poctu hodi vyjadiime cislo n vztahem
2b

e (12)

T

Tato metoda k nalezeni ¢isla n spadd do rodiny Monte %arlo. Pred rozmachem MC simulaci se
opakované pokusy pouzivaly pouze k odhadu nejistoty=d vysledku ziskaného deterministickou
simulaci, napriklad numerickou integraci diferencialnich rovnic. Metoda Monte Carlo pfimo fesi
danou tlohu na zdkladé pravdépodobnostniho pristupu.

Shriime si nyni v obecnosti zdkladni kroky metody Monte Carlo:

e Stanovime mnozinu vSech moznych vstupnich hodnot. V piipadé Buffonovy jehly jde
o vSechny dvojice hodnot, kterych mizou nabyvat proménné x a 9.

e Zjistime, jakymi pravdépodobnostnimi funkcemi se ¥idi ndhodné veli¢iny vstupujici do
simulace. V probrané tloze slo o dvé rovnomérnd rozdéleni pro veli¢iny x a 9.

e Pomoci generatoru (pseudo)ndhodnych ¢isel vybirdme realizace zminénych ndhodnych
veli¢in. V experimentalni formé Buffonovy jehly je ndhodnost zarucena chaotickym letem
jehly vzduchem.

e Na vybrané realizace aplikujeme deterministicky vzorec a ziskdme vystupni hodnoty si-
mulace.

Posledni bod zni velmi obecné, nebot se podstatné lisi problém od problému — pri zkoumani
pohybu ¢astic v plynu (termodynamické MC) uplatnime zcela jiné vztahy nez pri vypoctu
integrdliu. V Buffonové tloze je vystupni hodnotou odhad ¢isla n. Tato hodnota vSak nikdy
nebude presnd, protoze pocet hodu jehlou/Spejli je kone¢ny. Radi bychom proto kvantifikovali
chybu, které se pfi vypoctu dopoustime. Bohuzel, ne kazda aplikace MC umoznuje snadno
definovat, jak ur¢ime nejistotu vysledku. Jak je tomu v pripadé Buffonovy tlohy?

23Nebo vSechny nardz, musime viak zarudit, ze srazky jehel nenarusi ndhodnost.
24Pfipomeﬁme, ze nejistotou myslime velic¢inu charakterizujici distribuci vysledku okolo o¢ekdvané hodnoty.
Vice viz nésledujici kapitola.
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Monte Carlo integrace

Nez zodpovime otézku polozenou na konci minulé kapitoly, podivejme se na Buffonovu tlohu
obecnéji. Pii aplikaci Monte Carlo metody vlastné feSime za pomoci simulace integrdl ([q),
respektive (@) Reseni Buffonovy tlohy tedy spada do specifické skupiny metod zvanych Monte
Carlo integrace. Obecné tedy hleddme hodnotu integralu

1':/Qf(:;zt)dgtt7 (13)

kde f(x) je zndm4 funkce a € je oblast, pres kterou integrujeme. Jelikoz nepfedpokldddme, ze
kazdy ctenar je dobre obeznamen s integralnim poctem, kratce si zde vysvétlime, jak pojem
integralu chapat.

Smyslem integralniho poctu je zobecnit pojmy jako je délka, plocha ¢i objem. Pokud ve
vyrazu ([L3) polozime f(x) = 1, pak I bude udévat objem oblasti Q. Slovo ,objem“ muze
byt ponékud zavadéjici, protoze pokud je oblasti napiiklad dvourozmérnéd plocha vytycend
body (0,0), (2,0), (2,3) a (0,3), bude integrél predstavovat obsah dané plochy (zde obdélnik
o obsahu 6) — Casto vSak pouzivime termin objem pro oblasti s libovolnou dimenzi (obsah
je tedy ,,2D objem“). Pokud je tvar oblasti komplikovany, muze byt vydéisleni integralu také
komplikované. Vzdy je vSak mozné aplikovat numericky pristup: roziezeme oblast na velky pocet
krychlicek a sefteme jejich objem. Cim jemnéjsi déleni pouzijeme, tim presnéjsiho vysledku
dosahneme.

Z numerického pohledu se problém integrace prilis nezméni ani kdyz budeme pracovat s li-
bovolnou funkei{ f(x). Pouze budeme muset pfi séitani krychlicek kazdy elementdrni objem
vynésobit vahou danou hodnotou funkce f(x) ve stfedu krychlicky*

Ted kdyz mame hrubou predstavu, jak muze takovy numericky vypocet integralu vypadat,
budeme schopni lépe ocenit ptfinos metody Monte Carlo. Prvnim krokem je uzavieni obecné
komplikované mnoziny 2 do boxu. Tento box predstavuje defini¢ni obor pravdépodobnostni
funkce p(z) od ndhodné veli¢iny X. Stéle pro jednoduchost uvazujeme, ze X ma rovnomérné
rozdéleni, p(x) je tedy konstantni funkce, kterd vSude nabyvd hodnoty 1/V, kde V je objem
boxu (vzpomerite, ze pravdépodobnostni funkce je normovand, takze integrdl funkce p(z) pres
cely box musi byt roven 1). Navic pfedpokladejme, Ze mimo oblast 2 je funkce f(z) nulovi.
Pomoci generatoru nahodnych cisel vybereme jednu realizaci z veliciny X a zkonstruujeme
odhad integralu

II(X:x):M. (14)

p(x)
Ocekdvame, ze jednobodovy odhad bude velmi Spatny. Uvazujme na chvili pripad, kdy poc¢itame
objem oblasti Q (ozna¢me ho O), tj. f(z) = 1 vSude na Q. Pokud z € Q, pak I; = V. Pokud
x ¢ Q, pak I; = 0. Hledand hodnota ziejmé lezi nékde mezi 0 a V, ale nevime kde. Dobrou
vlastnosti tohoto odhadu je tzv. nestrannost. To znamend, ze jeho stfedni hodnota je rovna
presnému vysledku. To si snadno potvrdime aplikaci definice stfedni hodnoty spojité ndhodné
veli¢iny

x

Elh] - / (X = )p(a)de = / %pmdm: / [(@)de = 0 (15)

25Nemusi jit o stfed a nemusi jit o krychlicky, ale zatim s touto predstavou vystacime. Fundovanéjsi vysvétleni
numerické integrace témito metodami naleznete v dalsich dilech seridlu.
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tento vysledek plati pro libovolné f(z). Pro vypocet rozptylu pouzijeme vztahE
Var [1] =E [I{] — (E[L])* , (16)

tedy pro f(z) =1 a p(z) = 1/V dostaneme

2
Var [[1] = / (f(x)) p(z)de — O° = / Vdz —0*=VO-0°=0(V -0). (17)
o \P(x) Q
Vidime tedy, Ze rozptyl naseho odhadu je prfimo tmérny rozdilu mezi objemem obklopujiciho
boxu a oblasti zdjmu . Kdybychom volili box shodny s €, takze by platilo O = V, dostali
bychom exaktni vysledek, ale pak celd tloha postrdda smysl, protoze hledany objem jiz od
zaCatku zndme. Jak tedy docilime nizsiho rozptylu (a v disledku nizsi smérodatné odchylky),
aniz bychom museli omezit nasi benevolenci pri volbé boxu?
Odhad I; je Spatny, nicméné z geometrického pohledu vime, Ze pravdépodobnost zvoleni
z € Q lze vyjadrit jako O/V. Tedy zpusobem, jak odhad zlepsit, je vzit velky pocet nezdvislych
vzorkl, ozna¢me ho N, a provést prumér pfes hodnoty I;(X = z;), ¢ = 1,...,N. Novym
odhadem je tedy veli¢ina

In=~ Zf(“"i). (18)

Rozptyl této velic¢iny jea
1 f(zi) 1 f(z1) f(x2)
Var [In] = Var i Z (@) =3 (Var [p(ml):| + Var |:p(x2)] + .. )

= —Var[li] = =O(V - 0), (19)

pri¢emz posledn{ Uprava je opét pouze pro f(z) = 1. Pro smérodatnou odchylku tedy plati

1
7liv] = =0V -0). (20)

Vyraz 1/ O(V — O) je néjaky konstantni faktor dany volbou boxu a neni pfilis podstatny. Zasad-
ni vyznam ma ovsem faktor 1/ V/N. Rikd ndm, Ze s rostoucim poctem vzorkd klesd smérodatnd
odchylka s odmocninou pocétu vzorku. Tedy zvysime-li poCet vzorku stokrat, snizi se chyba
desetkrat. To moznd nezni jako pftilis rychld konvergence, ale ptfi vypoctu mnohorozmérnych
integralu se ukazuje byt velice dobrou. Lze ukézat, ze v dimenzi d konverguje vypocet integra-
lu pomoci déleni objemu na krychlové elementarni bunky rychlosti N =2/4 zatimco integrace
Monte Carlo neni na dimenzi zavisla. Pro dimenze d > 4 je tedy MC integrace preferovanou
volbou.

Kratkd pozndmka k vySsim dimenzim — vypocet objemu geometrickych téles v mnohorozmérnych
Eukleidovych prostorech nemé mimo oblast ¢isté matematiky velky vyznam. Pokud vsak budeme kazdy

26V predchozim dilu seridlu nebyl zminén, ale lze ho odvodit z definice stfedni hodnoty a rozptylu.
27To, ze rozptyl sou¢tu muzeme rozdélit na soudet rozptyldi, plyne z nezdvislosti veli¢in Iy (X = z;). Muzete
si to taky odvodit.
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volny parametr fyzikalniho systému povazovat za jednu dimenzi, nabizi se Sirokd skdla aplikaci. Jako
ptiklad uvedme kanonicky soubor ¢astic idedlniho plynu ve statistické mechanice, kde kazda z N castic
plynu je popsana tfemi slozkami hybnosti a tfemi slozkami polohy. Integraci pres téchto 6N proménnych
ziskdme tzv. particni sumu. Ta v sobé obsahuje termodynamické vlastnosti systému jako jsou vnitini
energie, entropie ¢i tlak.

Odvozeny vztah pro vypocet nejistoty odhadu integralu za pouziti metody Monte Carlo
miuzeme aplikovat na Buffonovu jehlu. Pomoci generdtoru ndhodnych ¢isel vybirame N dvojic
vzorki z rovnomérnych rozdéleni z € (0,a/2), ¢ € (—n/2,7/2) a k vysledku pficteme 1/N
pokazdé, kdyz je splnéna podminka x < %cos |9]. Buffonova tloha nemd pfimocarou geomet-
rickou interpretaci jako podil obsaht dvou ploch, pri vypoctu odchylky si proto vystacime se
znalosti{ pravdépodobnosti protnut{ O/V = 2—2 Pro relativni smérodatnou odchylku plati

o 1 1 an
6= % V/O—1:ﬁ\/;~ (21)

Zvolime-li konkrétni hodnoty parametri, napr. b = a = 1, dostaneme relativni smérodatnou

odchylku )
o
0= 0,76 ik
Poznamenejme jesté, ze vyuzit pocitacovou simulaci Buffonovy tlohy k nalezeni hodnoty ¢éisla =
neni nejpraktictéjsi, protoze pri generovani nahodnych ¢isel potfebujeme ¢islo nt jiz pfedem znét.
Existuji metody, jak urychlit snizovani rozptylu, ale jejich rozbor ponechdme do ptistiho dilu.
Jednu specidln{ metodu preci jen ve stru¢nosti uvedeme — nazyvé se kvazi-Monte Carlo (QMC)
a od bézné MC metody se lisi tim, Ze nepouzivd pseudondhodné ¢isla, ale tzv. kvazindhodné
¢isla (odbornéji se mluvi o posloupnostech s nizkou diskrepanci). Vyhodou gMC je, ze zatimco
pri generovani nahodnych ¢isel dochazi k vytvareni shlukt, kvazindhodnd ¢isla pokryji zvolenou
oblast rovnomérnéji. Nemuze se tedy stdt, ze bychom nékolikrat zapocitali stejny bod (nebo
velmi blizké body). Zaroven vsak kvazindhodna ¢isla nejsou rozmisténa v pravidelné mrizi,
pfi zméné oblasti tedy neni potieba polohy bodt prepoéditat. Rad konvergence smérodatné
odchylky se diky rovnomérnému pokryt{ muze blizit az 1/N. Za tento bonus vSak musime
zaplatit — kvazindhodnd ¢&isla nejsou nezdvisld, jejich vyuziti je proto omezeno (neni mozné je
pouzit naptiklad v kryptografii) a statistické zpracovdni se kvili korelacim komplikuje.

(22)

Ukazkova dloha: Integrace kruhu

Zadani: Vypoctéte obsah ¢tvrtkruhu o poloméru » = 1 pomoci metody Monte Carlo.

Reseni: Ctvrtkruh vlozime do étverce o strané délky r (tj. poloméry ¢tvrtkruhu jsou shodné
s dvéma pfilehlymi stranami ¢tverce) a budeme generovat dvojice rovnomérné rozdélenych
ndhodnych ¢isel na intervalu (0, 1). Dvojice éisel piedstavuji soufadnice x, y bodd uvnitf étverce,
celkem jich vygenerujeme N. Poté spocteme vechny body, které splituji podminku 22 +32 < 1,
tj. lezi uvniti ¢tvrtkruhu; tento pocet oznac¢me M. Obsah je poté dan vztahem

M, M
S=—"—d =—7.
N N
Jelikoz zndme vzorecek pro obsah kruhu, ocekdvame vysledek

1
M/N = /44041 ——
N =0T
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kde jsme faktor 0,41 ziskali ze vztahu (@) proV=r’=1a0=mr?/4=n/4.
K feseni byl pouzit nasledujici kéd, ktery muzete s mirnymi dpravami vyuzit v_seridlové
tloze. Uvnitt kddu je pomoci komentart vysvétlena potfebnd syntax jazyka Python®

# macteme matematickou a numerickou knihovnu
import math
import numpy as np

# kolik bodu budeme generovat

pocet = 1000000

# pole (matice) nahodnych cisel od 0 do 1,

# ktera ma "pocet" radku a 2 sloupce, pricemz kazdy

# radek predstavuje souradnice T a Yy jednoho bodu

nahodna = np.random.rand(pocet,2)

# inicializace promenne, do niz budeme ukladat pocet zasahu dovnitr kruhu
pocet_uvnitr = 0

# cyklus, ktery prochazi cisla od 0 do pocet-1
for i in range(0,pocet):
# v hranate zavorce piseme radkovy a sloupcovy indexr oddeleny carkou,
# pomoci Pythagorovy wety kontrolujeme, ze bod lezi v kruhu
if nahodnal[i,0]**2 + nahodnal[i,1]**2 < 1:
# pokud je bod v kruhu, zvysime pocet zasahu o jedna
pocet_uvnitr += 1

# wvypocet prumeru; ve jmenovateli je prictena nula, aby byl vysledek float
prumer = pocet_uvnitr/(pocet+0.)

# odchylka od ocekavaneho wvysledku a smerodatna odchylka dle textu serialu
# math.pi vola hodnota cisla p1t

odchylka = np.abs(prumer - math.pi/4.)

smodch = np.sqrt(math.pi/4.*(1. - math.pi/4.)/pocet)

# mnechame vypsat vysledek na obrazovku
print ("Prumer: {}, smodch: {}, odchylka: {}.".format(prumer, smodch, odchylka))

Vysledek prvniho béhu programu vypadal nésledovné:

Prumer: 0.785928, smodch: 0.000410545841934,

odchylka: 0.000529836602552.
Jelikoz jsme pouzili 1000000 bodt, pohybuje se relativni smérodatnd odchylka okolo 1/1000
(odmocnina). Na obrazku [L] vidite, jak se vyviji odhad priuméru s rostoucim N.

Ulohu lze jednoduse vytesit i v programu Microsoft Excel. Pomoci funkce RAND() naplnime
dva sloupce do délky N. Volme tfeba N = 1000 a naplnény necht jsou sloupce A a B. Do bunky
C1 vepiseme vzorec =A12+B12 a vytahneme do délky N. Poté do prazdné bunky vepiseme

==COUNTIF(C1:C1000;"<1")/COUNT(C1:C1000)
Prvni funkce spocte vSechny bunky obsahujici ¢islo vétsi nez 1, druhd funkce zapocte vsechny
neprazdné bunky. Tak ziskdme odhad obsahu kruhu s prumérem d = 1.

28K6d je psan tak, aby byl srozumitelny, nikoli efektivni.
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Obr. 10: Vyvoj obsahu kruhu odhadnutého metodou Monte Carlo v zavislosti na poctu
bodu N. Prvnich sto kroku je v grafu vynechano kvili velkym fluktuacim.
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Poradr resiteli po I. sérii

Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 12345 P E S I % X

Student Pilng MFF UK 66677101210 64 100 64

1. Robert Gemrot G Komenského, Havirov 666341211 9 57 89 57

2. Martina Dankovd Klasické a spanélské G, Brno 8 6 6 7 3 6 11 — 47 87 47

3. Lubor Cech G Brno, tr. Kpt. Jarose 66257 812 - 46 85 46

4. Patrik Kaspdrek Katolické gymnézium Tiebic 6 6 — 74 7 9 4 43 7, 43
5.—6. Hana Sldmovd G Brno, t¥. Kpt. Jarose 66 - —-—-1011 - 33 97 33
5.—6. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha 664-5 —-12 - 33 89 33
7. Karolina Letochovd G Sternberk 26 -211011 - 32 67 32
8.-9. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha 867~~~ - - 7 28 100 28
8.—9. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim 46-71 —-10 — 28 74 28
10. Jan Raja G, Nymburk 8 6 14 8 - — 27 75 27
11.—-12. Sona Husdkovd G, Ceskolipské, Praha 66 -515 - - 23 64 23
11.-12. Lucie Urbanovd G Chotébor -6-54 8 - - 23 77 23
13. Jiri Szotkowski G, Karvind -6-6- - - - 12 92 12

14. Ales Socha G a SOS, Frydek-Mistek 6 -—-——-- - 5 — 11 61 11

15. Michaela Valkova G Cesk4, Bratislava 6 ---1 - - - T 54 7
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 12345 P E S I % X

Student Pilnyg MFF UK 66677101210 64 100 64

1.-2. Adam Krivka Cyrilomet. G a SOS pg.,Brno 6 6 6 44 7 9 9 51 80 51

1.—2. Martin Schmied G Jihlava 66657 5 8 8 51 80 51

3.—4. Jakub Jobus G PdC, Piestany 6445710 8 6 50 78 50

3.—4. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose 8657 —-1111 2 50 88 50

5. Radka KriZovd G J. Heyrovského, Praha 646481010 1 49 77 49

6. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 26244 612 3 39 61 39

7. Jonds Havelka G Jirovcova, Ceské Budéjovice 6 6 6 57 — — 6 36 86 36

8.—9. Jan Benda G, Litoméricka, Praha -6657 8 — - 32 89 32

8.—9. Aneta Vackovd Jirdskovo G, Nachod 86 -45 - 9 — 32 84 32

10. Eva Vochozkovd Biskupské G, Brno 66437 - - 5 31 74 31

11. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno 4655-10 — — 30 86 30

12. Lukds Hronek G, Pisek 8675 - — — 26 104 26

13. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 6 --3- 57 - 21 60 21

14.—15. Adam Grunt G, Trutnov 642-- 8 - — 20 71 20

14.-15. Martin Vavrik G, Sumperk -6 77 - - - 20 105 20

16. Filip Wagner G Tisnov 6634- - - - 19 76 19

17. Dangel Krdtky G, Trutnov 24420 - 3 3 18 33 18

18.—19. Matéj Holubicka G, SOS, SOU a VOS, Hofice — 6 -1 - - 9 — 16 64 16

18.—19. Marek Nestéra G K. Sladkovského, Praha 66 -4- - - — 16 84 16

20. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha 42--- -9 - 15 63 15

21.—22. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejc¢in 8 -6 -—- - — — 14 117 14

21.—22. Jan Svoboda G J. S. Baara, Domazlice 66 -2- - - — 14 74, 14

23.—26. Lucie Ambrozovd G, Svitavy 66 -01 - - 18 50 13

23.—26. Sona Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. 66 -1~ - - 13 68 13

23.—26. Viclav Svoboda G J. S. Baara, Domazlice 64 -3 - - - 13 68 13

23.—26. Marcel Zdenek SPS strojnickd a SOS profeso- 2 6 — — — 5 — — 13 59 13

ra S

27. Milan Tichavsky Slezské G, Opava -=—=-57 - - - 12 8 12

28.-29. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. -6-—-—- - — 4 10 63 10

28.—29. Filip Novotny G Jihlava -433- - - - 10 53 10

30. Lucia Krajcoviechovd G Jura Hronca, Bratislava ~ — — — — — - - 8 8 80 8

31. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 6 —-———- - - - 6 100 6

32. MERT UNSAL Bahcesehir HS for Sc and — - — — — - 2 - 2 17 2
Tech, TR
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¢islo 2/7

Kategorie tretich rocniki

jméno skola 12345 P E S I % X

Student Pilnyg MFF UK 33677101210 58 100 58

1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 437781214 8 63 109 63

2. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 43387121211 60 103 60

3. Ladislav Trnka G, Havlickuv Brod 438581014 5 B7 98 57

4. Josef Minarik G Brno, t¥. Kpt. Jarose 03867 712 9 52 90 52
5.—6. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hejé¢in 33938 812 2 48 83 48
5.—6. Vojtéch Klimes G, Trebon 43683 9 9 6 48 83 48
7. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikul4s 33627 812 — 41 85 41

8. Tomds Drobil G Dacice 33-57 510 6 39 75 39

9. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstenad 33577 —-12 1 38 79 38

10. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 2365 - 812 1 37 78 37

11. Jakub Ruzicka G, Nymburk 33456 -12 3 36 75 36

12. Petr Zahradnik G dr. V. Smejkala, Ustin. L. —377—- — 7 7 31 82 31

13. Marko Bermell Slovanské G, Olomouc 23437 7 2 — 28 58 28
14.—-15. Katerina Charvdtovda G B. Némcové, HK 4344- —-10 - 25 81 25
14.-15. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. 336-7 - - 6 25 86 25
16.—17. Jiri Blaha G, Uherské Hradisté 23577 - - - 24 92 24
16.—17. Marie Grunovd G Moravsky Krumlov 33230 13 24 63 24
18. Maria Polackovd G Velké okruzna, Zilina -363 -1 - 23 82 23
19.—20. Samuel Amrich G Postova, Kosice 33 -4 5 — — 22 73 22
19.—20. Daniel Stanik G Unicov 33-5- 7 - 4 22 67 22
21. Bibidna Hroncovd G Postova, Kosice 3-—--- —-12 - 15 100 15

22. Veronika Vohnikovd  Novy PORG, Praha 1---- -12 - 13 87 13

23. Jakub Smolka Slezské G, Opava 22-43 - - - 11 55 11
24.—25. Tereza Prokopovd G Jura Hronca, Bratislava 325-- - - - 10 83 10
24.-25. Martin Skoudlil G T. G. Masaryka, Litvinov -3 - 3 4 — - 10 59 10
26. Karel Balej G a SOS, Rokycany -36-- - — - 9 100 9

27. Zuzana Fialkovd Sunny Can. International Sch. — — — — — - 8 - 8 67 8

28. Richard Vesely G, Budéjovicka, Praha 03-2- - — — 5 38 5
29.-31. Dominik Beno G L. Svobodu, Humenné -3 -=-- - - - 3 100 3
29.-31. Michal Jiza G, Benesov 3-——-—- - - - 3 100 3
29.-31. Daniel Pitoridk G a SOSP, Caslav -3 - - - - 3 100 3
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno skola 12345 P E S I % X
Student Pilng MFF UK 33677101210 58 100 58

1. Viktor Rosman G, Pelhfimov 439871112 - 54 113 54

2. Tomdads Dulava Mati¢ni G, Ostrava 43657 612 4 47 81 47
3.—4. Katarina Castulikovd 1. stkromné G v Bratislave 237741112 - 46 96 46
3.—4. David Némec G, Tanvald 23645 812 6 46 79 46
5. Simon Pajger G Velké okruzné, Zilina 33657 5 9 7 45 78 45

6. Tomds Cervern G V. P. Tétha, Martin 4355 - 712 5 41 80 41

7. Jan Kucera G, Pisek 33565 9 - - 31 86 31

8. Jdchym Bares G, Olomouc-Hej¢in 33327 5 6 — 29 60 29

9. Miroslav Hrabal G, Olomouc-Hejéin 33-48 - - 6 24 80 24
10. Sona BureSovd G J. Heyrovského, Praha 4 --7- —-12 - 23 105 23
11. Martin Repcik G, Olomouc-Hejéin 13242 - 9 - 21 55 21
12. Dominik Stary G, Benesov -36-8 - - — 17 106 17
13. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov 33-415 - — 16 53 16
14. Jdn Pavlech G sv. Jozefa Nové Mesto n. V. 3335 - — — 14 7/ 14
15. Filip Keller G P. de Coubertina, Tédbor 4 - -5 — 4 - 13 59 13
16. Vit Beran Masarykovo G, Plzen - — — — — - -7 T o7 7
17. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen -—=1- - - - 1 14 1

WWW:
e-mail:

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2

18000 Praha 8

http://fykos.cz
fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku 3
http://www.facebook.com/FYKOS

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky

MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.

Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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