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Serial: Rostou nam diferencidlni rovnice

V tomto dile seridlu pokro¢ime k numerickému tématu, které je ve fyzice vSudypritomné: feseni
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic (ODR). Ackoli nejsou tak slozité jako parcidlni diferencidlni
rovnice, vyzaduje jejich analytické feseni v mnoha pripadech pokrocilé matematické metody.
Numerika ndm umozni se matematickym komplikacim vyhnout — pomoci diskretizace deri-
vaci ziskdme integrac¢ni schémata, pomoci nichz dokdzeme vyresit kazdou ODR se zvolenou
presnosti.

Simula¢ni ¢ast seridlu nepokroci, ale naopak zustane u tématu z minulého dilu. Ukazeme
si, ze jiné modely rustu povrchi vedou na kvalitativné odlisny vyvoj hrubosti povrchu a ta-
ké si predvedeme, jak pouzit rustové modely v mikrobiologii. Poté se vratime k ndhodnym
prochézkam a vyuzijeme je k simulaci rustu fraktalniho krystalu.

Obycejné diferencidlni rovnice

V tomto dile se nauc¢ime zéklady numerického teseni obycejnych diferencidlnich rovnic. Jde
o pomérné atraktivni problematiku, ostatné mnoha lidem se pii vysloveni pojmu ,,pocitacové
simulace* vybavi pravé reseni diferencidlnich rovnic. My jiz vime, Ze numerickd matematika
je daleko rozsahlejsim oborem, to ale nijak nesnizuje vyznam a potfebu numerického reseni
diferencialnich rovnic. Nicméné jde o zvlast zdkefnou oblast numerické matematiky, narazit zde
na nestabilni feSeni neni nic vyjimecného a opravdu plati réeni: ,,Duvéruj, ale provéruj!®

Diferencialni rovnice jsou jednoduse receno takové rovnice, ve kterych vystupuje derivace. Na
rozdil od algebraickych rovnic, jejichz feSenim je ¢islo, feSenim diferencidlnich rovnic je funkce.
Prikladem diferencidlni rovnice je naptiklad pohybova rovnice svislého vrhu § = —g, kde §
zna&i druhou derivaci y(t) viiéi ¢asu. ReSenim této rovnice pak je funkee y(t) = yo + vot — %th,
kde yo a vo jsou tzv. integracni konstanty, tedy volné parametry feseni. V pripadé svislého
vrhu pak maji jasny fyzikalni vyznam pocatecéni polohy a rychlosti. Sami si pak muzete snadno
ovérit, ze druha derivace dané funkce podle ¢asu je skutecné rovna —g. Pokud k zadani ptidame
i tzv. pocéteéni podminky, napf. y(0) = 1 a y(0) = 0, dokdZeme jednozna¢né urcit i hodnotu
integraénich konstant. V naSem piipadé pak feSeni bude y(t) = 1 — %th. Plati pritom, ze
pocéatecnich podminek potiebujeme tolik, jaky je fad diferencidlni rovnice, tedy rad nejvyssi
derivace v ni vystupujici. V nasem piipadé rovnice obsahuje druhou derivaci, rovnice je tedy
druhého radu a potfebujeme dvé nezavislé pocatecni podminky. Takto presné analyticky vyTesit
ovSem umime pouze nékteré jednoduché rovnice, na zbytek musime pouzit aproximace, rozvoje,
nebo pravé numerické metody.

Diferencidlni rovnice délime na obycejné (zkr. ODR), které obsahuji nezndmou funkci pouze
jedné proménné a derivace podle této proménné, a parcidlni (zkr. PDR), obsahujici nezndmou
funkci vice proménnych a (parcidlni) derivace podle nich. ReSeni parcidlnich diferencidlnich
rovnic je zpravidla slozitéjsi tloha, nez feseni ODR, a to i pfi numerickém ptistupu, nadale se
tedy budeme zabyvat pouze feSenim ODR. Konkrétné budeme hledat feseni soustavy N rovnic,
na které miizeme nahlédnout jako na vektorovou rovnici
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s po¢ate¢ni podminkou u(0) = uop. To, ze jde o soustavu rovnic, se prakticky projevi pouze tak,
ze vSechny kroky feseni neprovedeme jednou, ale N-krat, tedy pro kazdou z rovnic soustavy.
Pri popisu metod si tedy nemusite zadani predstavovat jako soustavu, ale jen jako jednu rov-
nici. Tento pristup mé dokonce jisté vyhody, jak uvidime pii praktické implementaci metod.
A¢ to tak na prvni pohled nevypadd, do vySe uvedeného_tvaru lze prevést naprostou vétsinu
soustav obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic libovolného fadu? nijak se tedy v 1iloze neomezujeme.

Jak tento prevod prakticky provést si ukdzeme na rovnici § = —g. Nejprve zavedeme substi-
tuci y(t) = v(t) a dosadime do puvodni rovnice, ¢imz ziskdme v = —g. Mame tedy soustavu
dvou rovnic prvniho fddu § = v a © = —¢g s nezndmymi y(t) a v(t). Nyni jsme pripraveni

k popisu samotnych metod Feseni, jesté predtim si ale pokusime osvojit dovednost pro fyzika
moznd i dulezitéjsi, a to, jak formulovat problém ve formé diferencidlni rovnice.

Derivace néjaké veli¢iny podle ¢asu vyjadruje rychlost zmény této veli¢iny. Jako priklad si
miizeme vzit model radioaktivity, kdy z fyziky vime, ze za jednotku casu se rozpadne takové
mnozstvi atomu, které je primo umérné poctu nerozpadlych atomu. Piislusnd diferencidlni
rovnice tedy je

dN(t)
dt
s pocéateéni podminkou N (0) = Ny, kde N (t) je pocet jesté nerozpadlych atomu v Case ¢t a A je
rozpadova konstanta vyjadifujici poCet premén za jednotku ¢asu prepocteny na jeden atom.
Minus pak znadi, Ze nerozpadlé atomy postupné ubyvaji. ReSenim této rovnice je pak znimé
rovnice radioaktivni pfemény N (t) = No exp(—At).

Dal$im dulezitym piikladem jsou pohybové rovnice vychézejici z druhého Newtonova za-
kona, ktery je vlastné diferencidlni rovnici p = F, slovné: ,Casova zména hybnosti hmotného
bodu je v kazdém okamziku rovna vyslednici sil na tento bod piisobicich“. Pokud budeme uva-
zovat konstantn{ hmotnost, pak dostdvdme méné obecnou verzi p = (mv) = mv = mx = F,
tedy x = F/m. Nyni stadi dosadit za silu dle konkrétniho fyzikalniho problému a ziskdme
soustavu pohybovych rovnic daného hmotného bodu. Naptiklad pro Sikmy vrh v homogennim
gravitaénim poli bude sila za pouziti kartézskych soufadnic rovna F = (0,0, —g). Musime pak
jesté samoziejmeé zadat 6 pocatecnich podminek, napt. polohy a rychlosti na poc¢atku a rovnice
pripadné prevést na soustavu rovnic prvniho fadu, jak bylo ukdzano vyse.

— _AN()

Eulerova metoda

Prvni a nejjednodussi metodou, kterou si zde predstavime, je explicitni Eulerova metoda. Vy-
jdeme ze soustavy a(t) = f(u(t),t) a derivaci nahradime dopfednou diferenci. Po tipravé pak
dostaneme

u(t+h) —u(t
YN =0 pu, i)+ o),
Unt1 =ty + hF (U, tn) + O(h?),
kde jsme oznadili t, < nh (bez Gjmy na obecnosti muZzeme zacit v Case to = 0), u, ot u(tn)
def s oaey . ve v 2 VST s21. s .
a Upy1 = U(tn+1). Nyni jiz médme pfimocary ndvod k feSeni diferencidlni rovnice. Vezmeme
pocéatecni podminku up a dosazenim u,, = up a t, = 0 do rovnice vyse vypocteme ui, to opét
dosadime (nyni s ¢asem t1 = h) a iterujeme, dokud neziskdme hodnoty az do kyzeného casu.
Metodu lze implementovat napriklad takto:

!Snad s vyjimkou nékterych obzvlast osklivych rovnic, které jsou nelinedrni v nejvyssim fadu derivace.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def euler_step(f,y,t,h):
return y+h*f(y,t)

def ODE_solve(f,y0,t0,tf,steps):
times = np.linspace(tO,tf,steps)
h = (tf-t0)/steps
result = []
y = yo0
for t in times:
result.append(y)
y = euler_step(f,y,t,h)
return times,np.array(result)

def vrh(y,t):
return np.array ((y[2],y[3],0.0,-9.81))

X0,Y0 = 0.0,0.0

VX0,VY0 = 5.0,10.0

t0,tf,steps = 0.0,10.0,1000

y0 = np.array((X0,Y0,VX0,VYO0))

times, res = ODE_solve(vrh, yO, tO, tf, steps)
plt.plot(times, res[:,1]) #vykresli Y(t)
plt.show ()

Vsimnéme si, Ze veskerd fyzika je obsazena v definici funkce f(u,t) (v nasem pfipadé za ni
dosazujeme funkci vrh()) a v pocétecnich podminkdch. Toto oddélen{ fyziky a numerického
Fesie (integratoru) umoziiuje flexibilné pouzivat stejny integrator pro rizné problémy a naopak.
Eulerova metoda funguje na principu linedrni extrapolace, kdy v bodé (t,,un) sestrojime
te¢nu k fesSeni u (jeji smérnice je vyjddiena hodnotou funkce f(un,tn)) a posuneme se podél
této teCny o Casovy krok h do bodu (tn+1,un+1). Je jasné, ze jde pouze o hrubou aproximaci
skutec¢ného reseni, pro dostatecnou presnost tedy musime volit pomérné maly krok h.

Rungovy-Kuttovy metody

Presnost dokdzeme vylepsit naptiklad s pouzitim Rungovych-Kuttovych metod vyssiho radu.
Predpis R-K metody s-tého fadu mé tvar

Uni1 = Un + thiki , kde

i=1

ki

Flun+hY aiks tateh |,

j=1

piiemZ a;j, b; a ¢; jsou Ciselné koeficienty pifslusejici dané metodé. Casto jsou v literatuie
zapisovany ve formé tzv. Butcherovy tabulky. Vsimnéme si, ze pro j > ¢ potfebujeme znat hod-
noty kj, které pri postupném vyhodnocovani jesté nezname. Tyto metody se nazyvaji implicitni
sobem vyhodnocovani. Tento problém ale zmizi, pokud pro j > i je a;; = 0. Pak miizeme bez
problému vydislit k1, poté ko, ..., ks a nakonec un+1. Takové metody se nazyvaji explicitni.
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Zkusme nyni dosadit s = 1, a11 = 0, by = 1 a ¢; = 0. Pak dostaneme ndm jiz zndmy pred-
pis explicitni Eulerovy metody wn+1 = un + hf(tn,tn). Explicitni Eulerova metoda je tedy
Rungovou-Kuttovou metodou 1. fadu.

Pokusme se nyni ilustrovat, jak Rungovy-Kuttovy metody funguji, a to na piikladu R-K
metody 4. fddu, kterd je jednou z nejpouzivanéjsich. Jeji predpis je

k1 = f(u”vtn)v

h h
ks — f (un+§k1,tn+§) ,

h h
ko= f (o Ghata + 3 )
k4 = f(un + hk37tn + h)7
1 1 1 1
Un4+1 = Un + ghlﬁ + ghkz + ghkg + 6hk4.

Nejprve vypoéteme smérnici k1 v bodé (¢n,un), podobné, jako v piipadé Eulerovy metody.
Déle ale vypocteme dalsi smérnice k; v mezibodech uréenych predchozimi smérnicemi. Nakonec
vSechny smérnice zprimérujeme s riznymi vahami a posuneme se podél této vysledné smérnice
o krok h z pocéiteéniho bodu kroku (¢n,u,). Lze intuitivné predpokladat, Ze toto odhadovani
v mezibodech a ndsledné prumérovani je presnéjsi, nez prosty dlouhy skok jako v Eulerové
metodé, metematicky dikaz zde ale neuvedeme. Déle by se mohlo zdat, ze by bylo jednodussi
a moznd i presnéjsi pouzit Eulerovu metodu s tieba ctyrikrat kratsim krokem. Vtip je v tom, ze
R-K metoda s-tého fddu mé globaln{ zaokrouhlovaci chybu (chybu naséitanou pres viechny kro-
ky) fddu O(h®). Pro velmi velky krok tedy bude skuteéné Eulerova metoda lepsi# ale pro mensi
krok (prakticky pro kazdy rozumné velky krok) budou R-K metody vysstho fddu presnéjsi.
V praxi se pak ¢asto pouziva zminénd R-K metoda 4. fddu, kterd predstavuje rozumny kom-
promis mezi presnosti (zlepsujici se s fddem) a stabilitou a po¢tem vydislen{ funkce f v jednom
kroku (coz jsou s Fddem se zhorsujici vlastnosti). Déle je pouzivdna napiiklad Dormandova-
Princeova metoda, coz je jedna z adaptivnich R-K metod, tedy metod, které dokazi odhadnout
chybu v daném kroku a na jejim zdkladé adaptivné upravovat délku kroku v prubéhu vypoctu.

Tab. 1: Butcherova tabulka

C1 ail a12 s ais
Cc2 a1 a2 te azs
Cs as1 As2 te Ass

bl b2 . bs

Linearni vicekrokové metody

Dalsim typem pokrocilejsich metod jsou linearni vicekrokové metody. Metody, které jsme do-
posud poznali, byly jednokrokové, protoze pro vypocet stavu un41 stacilo znat pouze stav un,

2V takovém piipadé by byla lepsi uz z toho diivodu, Zze by R-K metody vyssiho fddu byly nestabilni,
tj. nevedly by ke spravnému feseni.
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starsi stavy jsme znat nepotrebovali. Myslenka vicekrokovych metod pak spociva v tom, zZe tyto
starsi stavy zndme a s jejich pomoci 1épe odhadneme vyvoj do nésledujiciho kroku nez pouze
se znalosti stavu a jeho derivace v jednom bodé. Predpis obecné linedrni s-krokové metody je

S S
Z QjUntj = h Z Bif (Un+j, tnti) s
§=0 =0

kde a; a (5 jsou koeficienty a plati as = 1, g # 0 a Bo # 0 (pomoci un, - .., Unts—1 & f(Un,tn),
oy f(Unts,tnts) tedy chceme spoéist un+s). Pokud navic plati 8s = 0, je metoda explicitni,
jinak je implicitni.

Praktickym problémem pii implementaci vicekrokovych metod je jejich nastartovani. Do-
kud jsme totiz neudélali s — 1 krokid, nemtzeme metodu pouzit pro nedostatek zndmych wu;.
Prvnim fesenim je, ze madme k dispozici nadbytek pocateénich podminek, idedlné piimo ve
formé potiebnych u;. To se stava zridkakdy, protoze to vétsinou znamenda znalost feseni ODR,
kterou chceme Fegit. Cast&jsim zptisobem je pouziti néjaké jednokrokové metody pro prvnich
par krokt. Dalsim, hiife fesitelnym problémem je, ze vicekrokové metody predpokladaji staly
krok h po celou dobu vypoctu, nelze tedy pouzit adaptivni zménu kroku dle aktudlniho odhadu
chyby.

Ne vSechny metody splniujici toto schéma jsou automaticky pouzitelné. Samoziejmym po-
zadavkem je, aby metoda dostatecné presné aproximovala danou ODR, musi tedy mit malou
chybu metody (chyba musi byt dostatecného rddu v h). OvSem ani takovd metoda nemusi auto-
maticky fungovat dobre, protoze metoda muze netimérné zvétsovat zaokrouhlovaci chybu danou
diskretizaci problému, a to az tak, ze feSeni metody nebude vibec kopirovat skutecné reseni.
Rikame pak, Ze je metoda nestabilni. VySetfovani stability metod sah4 nad rdmec tohoto textu,
spokojme se s tvrzenim, ze Casto pouzivanymi zastupci linedrnich vicekrokovych metod jsou
explicitni Adamsovy-Bashforthovy metody a implicitni Adamsovy-Moultonovy metody, jejichz
predpisy a vlastnosti (napf. fdd) najdete v literatute.

Problémy s problémy se silnym tlumenim

Uvazujme diferencidlni rovnici ve tvaru
!
Yy =—cy,
kde ¢ > 0 je redlna konstanta. Analytické feseni této rovnice je
y(x) = Ae” ",

kde A je integraéni konstanta, kterou uréime z poéateénich podminek. Vidime, ze funkce y(z)
rychle klesa k nule. Takovému problému se rikd problém se silnym tlumenim,E7 anglicky stiff
equation. Pokusme se jej nyni vyfesit pomoci explicitni Eulerovy metody. Pfimym dosazenim
za f(u,t) dostaneme

Unt+1 = (1 — ch)un .

Pokud budeme volit h > 2/¢, pak posloupnost |u,| — +00 pro n — +oo pro libovolné pocatecéni
podminky, coz rozhodné nedava spravné reseni, metoda je nestabilni. Pokusme se nyni ten samy
problém vyfesit s pomoci implicitni Eulerovy metody s predpisem un4+1 = tun + A f(Un+1, tnt1),

3N4zev pochézi z tlumeni v harmonickém oscildtoru, které se projevuje pravé takto.
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kde ale muzeme vyjadiit un,+1 explicitné diky tomu, Ze zndme vztah pro f(). Po dosazeni

dostavame
Un

1+ch’

V tomto pfipadé pro libovolné velky krok h posloupnost u, klesé k nule. Zd4 se tedy (a prakticky
to tak je), ze pouziti implicitnich metod by mohlo byt univerzdlnim lékem na problém silného
tlumeni.

Un+1 =

Ukézali jsme tedy, ze za uréitych (ne zcela vzacnych) okolnosti jsou implicitni metody ne-
docenitelné. Zbyva vytesit problém, jak je Tesit, kdyz se zd4, ze potfebujeme znat u,+1 diive,
nez jej vypocitdme (a nemuzeme vyuzit trik s dosazenim za f()). Prvni, co nds napadne, je
pouzit iterativni metody, kdy nastfelime néjaky odhad U91+1 a iterujeme predpisem implicitni
metody, dokud uf; neni dostateéné blizko w11 (horni index je jen index iterace, ne mocni-
na). Hodilo by se, aby uz prvotn{ odhad byl dostate¢né blizko, abychom dokonvergovali rychle,
nabizi se tedy pro prvotni odhad pouzit explicitni metodu. Tim se dostdvame k metodam
prediktor-korektor, které funguji presné na tomto principu. Nejprve pouzijeme explicitni meto-
du (prediktor) pro uréenf hrubého néstrelu uny1, ten poté zpresnime pouzitim jedné, nebo vice
iteraci implicitni metody (korektoru). Diky pouziti implicitni metody méame prakticky zajisté-
nu stabilitu, nezdrzujeme se ale prili§ mnoha iteracemi (vétSinou staci jedna), metoda je tedy
rychla. Pfi jejich pouziti je tfeba dét pozor na sprdvné namixovani prediktoru a korektoru,
mimo jiné na fdd metod. Doporucujeme tedy pouzivat néjaké standardni kombinace, ¢i jesté
lépe pouzit numerickou knihovnu, kterd ma metody implementovany. V piipadé kombinace
Adamsovy-Bashforthovy a Adamsovy-Moultonovy metody je takovou standardni kombinaci,
naptiklad

1
Un+2 = Un+1 + ih(3f(un+17tn+l) - f(u’n?t’ﬂ)) )

h
Un+2 = Un+1 + E(5f(un+27 tn+2) + 8f(u’n+17 t?’b+1) - f(u'ru t’ﬂ)) )

¢imz dostaneme prediktor-korektor 3. radu.

Zachovani energie a Verletiiv algoritmus

Jak jsme zminili v Gvodu (a po diskusi stability je nejspi§ jasné), je tieba v prubéhu vypoctu
kontrolovat, jestli ndm prilis neroste chyba. U fyzikdlnich déju se ndm casto nabizeji razné
zachovévajici se veli¢iny, napfiklad u ob&hu planety kolem Slunce se (mimo jiné) zachoviva
celkova energie a moment hybnosti. Pokud si budeme tyto veli¢iny v prubéhu vypoctu vypisovat,
meély by byt konstantni, samoziejmé az na néjakou numerickou chybu, kterd ale nesmi byt velka.

Pokud ale fesime diferencialni rovnici typu u” = f(u,t), coz je mj. i ¢asty pifpad mecha-
nickych pohybt, pak muZeme s vyhodou pouzit metodu, kterd automaticky ze své podstaty
zachovavé energii. NapiSme si Taylortv rozvoj u(t + h) a u(t — h) a sectéme je.

u(t + h) = u(t) + hu'(t) + %Qu”(t) + %SU'"(t) +O(n")
u(t — h) = u(t) — hu'(t) + %QUN(t) - %Su"'(t) +O(n")

u(t + h) = 2u(t) — u(t — h) + h*u" (t) + O(h*)
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Posledni rovnice ndm jiz dava predpis pro Verletovu metodu
Un41 = 2Un — Un—1 + hgf(umtn) .

Dilezitou vlastnosti Verletovy metody je, Ze je symetricka vuci sméru toku casu, neboli casové
reverzibilni. Skutecné, pokud zaménime h za —h, dostaneme

Up—1 = 2Up — Un+1 + hZf(urmtn) )

coz po upravé dava vztah vyse. Diky této vlastnosti pak z dulezité matematické véty, které se
tiké teorém Noetherové, plyne, ze Verletuv vztah zachovava energii, ovSem samoziejmé pouze
za predpokladu, Ze energii zachovavé i simulovany déj, reprezentovany funkci f.

Nejspis jste se jiz s teorémem Noetherové setkali v popularni literatute. Pak si nejspis vzpominate
na tvrzeni, ze kazdé symetrii odpovida néjakd zachovavajici se veli¢ina. Zde je tou symetrii invariance
vici sméru toku casu, odpovidajici se zachovavajici velicinou je pak energie.

Rist povrchii Il — balisticka depozice a Edeniiv model

Nez zacneme vysvétlovat nové pojmy, zopakujme si nejprve ve stru¢nosti poznatky z minulého
dilu seridlu. Rikali jsme si, Ze riist povrchu lze modelovat pomoci stochastického vicestavového
bunééného automatu. Automat je stochasticky, protoze bunku, kterd v daném kroce bude rust,
vybirdme nahodné. Butikou je zde myslen jeden sloupedek molekul na mifzce. Ze je automat
vicestavovy, znamend, ze vyska h; sloupecku, kterou ztotoznujeme se stavem bunky, muze
nabyvat béhem vyvoje vice nez dvou ruznych hodnot (h; € N). Hrubost povrchu v ¢ase t (po t
krocich) na 1D miizce velikosti L definujeme jako

W(t,L) = %Zh?— %Zh . (1)

Model ndhodné depozice ndhodné vybere bunku i a zvétsi hodnotu jejtho stavu o jedna.

hi(t =+ 1) = max (hi_1(t), hz(t) + 17 hi+1(t)) . (2)

Riist povrchu modelovany metodou balistické depozice si mizeme predstavit tak, ze castice
sestupuji z nekone¢na na povrch a zastavi se tehdy, kdyz je néjaka castice ihned pod nimi, ale
také tehdy, nachazi-li se néjaka castice v sousedni burice nalevo nebo napravo. V materidlu tak
vznikaji dutiny, coz se déje i ve skuteénych experimentech, napiiklad pfi rastu povrchu pomoci
napraSovani (epitaxe). Porézni materidl m4 pak samozfejmé jiné vlastnosti. Ukdzka materidlu
vzniklého balistickou depozici je na obrézkuﬁ

Balisticka depozice® se vSsak od ndhodné depozice nelisi pouze porozitou. Podivejme se, jak
se vyviji hrubost povrchu. Na obrazku P je vykreslen vyvoj hrubosti vygenerovany pomoci kédu
nize. Vidime, ze na poc¢atku hrubost pomeérné rychle narista, ale rist zpomaluje a po cca 10000
krocich se zastavi — doslo k saturaci (nasyceni). Tento efekt jsme nepozorovali u ndhodné
depozice (viz Feseni tlohy ke 4. dilu seridlu), kdy hrubost neustdle rostla jako mocnina /2,
Obecné mizeme rozdélit vyvoj hrubosti na tii casové useky na zakladé casu prechodu tx:

4Pokud budete hledat o balistické depozici néco na internetu, mozné narazite na jinou definici. Zde jsme
definovali NN (nearest neighbour) depozici.
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60 1

vyska

Obr. 1: Struktura povrchu ziskaného na zakladé modelu balistické depozice. Vsimnéte si
vysoké porozity.

1t <ty = W(t,L) ~t5;
2. t &~ tyx — prechodova oblast, rist se zpomaluje;
3.t >t —> W(t, L) ~ L™

Parametry a a 0 se nazyvaji kritické skdlovaci parametry. Déle se zavadi dynamicky skdlovaci
parametr z = o/, ktery popisuje chovani ¢asu prechodu jako tx ~ L*. Nalezeni parametri «
a [ pro model balistické depozice bude vasim tkolem v seridlové tloze.

# BALISTICKA DEPOZICE

# nacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme Tozmer mrizky a pocet kroku a interval pro wypocet hrubosti

pocet = 100
roz = 100
krok = 30000
inter = 30

# vytvorime pole naplnene nulami pro stavy a pro hrubost
stav = np.zeros(roz,dtype=float)

hrub = np.zeros(krok/inter,dtype=float)

sumhrub = hrub

for j in range(pocet):
# v kazdem kroku nahodne vybereme bunku a 2zvysime jejt hodnotu o 1
hrub = np.zeros(krok/inter,dtype=float)
stav = np.zeros(roz,dtype=float)
for i in range (krok):
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hrubost
w

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
krok

Obr. 2: Priklad vyvoje hrubosti povrchu pro simulaci ristu metodou balistické depozice.
Priumeérovano pres 1000 béh.

nahod = np.random.randint(roz)
stav[nahod] = max(stav[nahod]+1.,stav[(nahod-1) % rozl,stav[(nahod+1) %
roz])
if i % inter == O0:
hrub[i/inter] = np.sqrt(l./roz*np.sum(stav**2) - (1./roz*np.sum(
stav)) **2)
sumhrub += hrub

sumhrub *= 1./pocet

# nakreslime graf wvyvoje hrubostd

# funkce linspace rovnomerne rozdeli pocet kroku na intervaly
body = np.linspace(0,krok-inter,krok/inter)

hrubplot = plt.plot(body,sumhrub,'r',linewidth=2,label='hrubost')
plt.xlabel ('krok')

plt.ylabel ('hrubost')

plt.show()

Druhym rtastovym modelem, o kterém se zde blize zminime, je Edentiv model. Jeho princip
je jednoduchy — ¢éastice se muze prilepit na libovolné misto na povrchu (tj. seshora i zboku
sloupecku). Ale protoze zde bude nasim cilem simulovat rist bakteridlnich kolonii, jak jsme
jiz. v tvodu predeslali, nemuzeme pouzit 1D miizku. Model si proto predstavime jako binarni
automat (pouze stavy 0 a 1) na 2D mfiZce a povolime rust ze vSech smért. Béhem simulace
je tedy potfeba pamatovat si cely povrch, a to véetné dutin uvniti (bakterie se mohou mnozit
kdekoli, kde maji zivotni prostor). Spravnym pfistupem je uklddat si soufadnice bunék na
povrchu, ale programatorsky jednodussi je vytvorit pole N x N, kde N je zvoleny rozmér
miizky, a uklddat hodnotu kazdé buriky. Vypocet je pak samoziejmé pomaly a musime se omezit
na malé miizky. Priklad povrchu vytvofeného pomoci Edenova modelu vidite na obrazku
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K vygenerovani byl pouzit kéd nize.

Edentv model pfitazuje rastu uvnitt dutin v materidlu stejnou pravdépodobnost jako rustu na
volném povrchu. Porozita tak jednak zvysuje celkovou délku povrchu, kterou musime udrzovat v paméti,
a také nemusi odpovidat skutec¢nému chovani fyzikalniho systému, ktery studujeme. Proto se cCasto
zavadéji apravy modelu, které zvysuji pravdépodobnost zaplnovani dutiny imérné jeji vzdalenosti od
povrchu. Tato Uprava samoziejmé ovlivni hodnoty skdlovacich koeficientii ve vztazich pro hrubost, ale
ne prilis vyrazné.

50

> 300

10} 1

Obr. 3: Vysledek simulace riistu podle Edenova modelu po 2000 krocich. Sedou barvou jsou
oznadeny ty burtiky, které byly ndhodné vybrany, ale uz nemély neobsazené sousedy (bylo by
mozné vykreslit je také ¢ernou barvou, jde jen o ukdzku toho, jak funguje pouzity algoritmus).
Porozita je v porovnani s balistickou depozici minimélni.

# EDENUV MODEL

# nacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme rozmer mrizky a pocet kroku

roz = 200

krok = 20000

# wytvorime pole nul, do ktereho budeme ukladat stavy bunek
# zavorka (kroky, rozmer) udava velikost 2D pole

pole = np.zeros((roz, roz),dtype=np.int)

# inicializujeme

pole[100,100] = 1

for i in range (krok):

10
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# funkce where wvrati indezy prvku, ktere maji hodnotu jedna,
# ve forme seznamu obsahujiciho dve pole, kde kazde 2z techto poli
# obsahuje prislusne z,y souradnice
indexy = np.where(pole == 1)
# nahodne vybereme index
rand = np.random.randint(len(indexy[0]))
ind = [(indexy[0]) [rand], (indexy[1]) [rand]]
# prozkoumame okoli odpovidajiciho prvku
sousedl = pole[(ind[0]+1) % roz,ind[1]]
soused2 = pole[ind[0],(ind[1]+1) % roz]
soused3 = pole[(ind[0]-1) % roz,ind[1]]
soused4 = polel[ind[0],(ind[1]1-1) % roz]
sousedi = np.array([sousedl,soused2,soused3,soused4])
sous_indexy = np.where(sousedi == 0)
# pokud jsou sousedi zaplmeni, nastavime pole[ind] na 2,
# abychom ho jiz priste neprohledavali
if len(sous_indexy[0]) ==
pole[ind[0],ind[1]] = 2
# nahodne vybereme prazdnou sousedni bunku a zaplnime ji

else:
sous_ind = (sous_indexy[0]) [np.random.randint(len(sous_indexy[0]))]
if sous_ind == O0:
pole[(ind [0]+1) % roz,ind[1]] = 1
elif sous_ind == 1:
pole[ind[0], (ind[1]+1) % roz] = 1
elif sous_ind == 2:
pole[(ind[0]-1) % roz,ind[1]] = 1
elif sous_ind == 3:
pole[ind [0],(ind[1]-1) % roz] = 1

# definujeme barevne schema pomoci wyctu, v nasem pripade cernobile
barvy = mpl.colors.ListedColormap(['white','black','grey'])

# definujeme prechod mezi barvami kdekoli mezi 0 a 1
hranice=[0,0.5,1.5,2]

# pouzijeme barvy a hranice k mormovanti barevne mapy

norma = mpl.colors.BoundaryNorm(hranice, barvy.N)

# wvykreslime barevnou mapu a zobrazime ji

mapa = plt.imshow(pole,cmap=barvy,interpolation='None',norm=norma,origin='lower"')
plt.xlabel('x")

plt.ylabel('y")

plt.show()

Kvuli radidln{ geometrii nelze pfimo aplikovat vzorec pro hrubost (E) Proto se nebudeme
hrubosti zabyvat, ale zavedeme do modelu malou zménu: s pravdépodobnosti p; zménime stav
buriky na rozhrani z 0 (prdzdnd) na 1 (obsazend) a s pravdépodobnosti p2 naopak zménime stav
bunky na rozhrani z 1 na 0. Tento model, nékdy nazyvany Williams-Bjerknesiv, je vhodny pro
simulaci ristu naddorovych bunék nebo bakterii v Petriho misce. V seridlové tloze bude vasim
tkolem zkoumat vyvoj nddorovych bunék pomoci pravé popsaného modelu v zévislosti na p1,

p2.

Pro tplnost uvedme, ze modelovat rtst povrchi lze i jinymi metodami nez pomoci bunéénych au-
tomati. Ke kazdému zminénému rastovému modelu existuje ekvivalentni diferencidlni rovnice, kterou
Ize v nékterych pripadech fesit analyticky a ziskat tak stejné skdlovaci parametry jako numerickym
modelovanim. Jednd se vSak o stochastické diferencidlni rovnice, tj. rovnice obsahujici ¢len, ktery repre-
zentuje sSum. K feseni takovych rovnic je potfeba zavést specidlni integralni pocet, tzv. Itiv stochasticky
kalkulus.

11
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DLA - difazi limitovanad agregace

Zatim zminéné rustové modely dokazaly pomérné dobfe simulovat laboratorni tvorbu materidl
nebo rast bakteridlnich kolonii. Pokud bychom ale chtéli modelovat rust krystalu vznikajiciho
v roztocich, napf. pomoci elektrolyzy nebo sedimentaci, bude lepsi volbou model DLA (Diffusion
limited aggregation).

Fyzikalni predstava procesu je nasledujici: ¢astice z nekonecna se brownovsky pohybuji pro-
storem, dokud nedojde k jejich kontaktu s krystalizacnim jadrem, ke kterému se prilepi. Hustota
¢astic je mald, vzajemné spolu nekoliduji (brownovsky pohyb zajistuji molekuly v pozadi, které
na jadru neulpivaji). V pocitacové praxi nemlzeme poslat ¢astici z nekonecna, vytvorime ji
proto v urcité vzdalenosti od krystalu a nechame ji pohybovat se tak dlouho, dokud nedojde
ke kolizi s krystalem, nebo se nedostane za urcitou radialni hranici — potom ¢éstici prestaneme
sledovat a vytvorime novou.

Nize je priklad kédu (vysledek simulace je na obrazku H), kde mame jednu c¢astici v pocatku
hexagondlni mfizky a nové Castice generujeme ve vzdélenosti, kterd je rovna radialni vzdalenosti
od poéatku nejvzdalensjsi ¢astice krystalu (plus jedna). Céstici piestaneme sledovat, pokud se
vzdali na dvojnasobek pocatecni vzddlenosti. Snizime-li maximélni povolenou vzdélenost, béh
kédu se vyrazné zrychli, ale krystal potom zacne vykazovat preferovany smér rustu. Kéd je
pomérné komplikovany kvili implementaci Sestithelnikové miizky. V seridlové tloze budete
simulovat rust na ¢tvercové mrizce, tim se kéd podstatné zjednodusi.

# DIFFUSION LIMITED AGGREGATION

# nacteme grafickou knihovnu a numericku knihovnu
import matplotlib as mpl

from matplotlib import pyplot as plt

import numpy as np

# definujeme rozmer mrizky a mazimalni pocet castic

roz = 20

mass_max = 100

# pole pro spiralni 1D index, bezpecne vetsi nez je potreba

roz_1d = 6*roz**2

# pole, do kterzch budeme ukladat prepoctene kartezske souradnice

# definujeme wvektory pomahajici pri prepoctu z hexa na ctvercovou mrizku
xs = np.zeros(mass_max,dtype=float)

ys = np.zeros(mass_max,dtype=float)

xhelp = [np.sqrt(3.)/2.,0.,-np.sqrt(3.)/2.,-np.sqrt(3.)/2.,0.,np.sqrt(3.)/2.]
yhelp = [-0.5,-1.,-0.5,0.5,1.,0.5]

# pole nul, do ktereho budeme ukladat stavy bunek

pole = np.zeros(roz_1d,dtype=np.int)

# inicializujeme bunky, hmotnost a nejvetsi wzdalenost od stredu

pole[0] = 1
mass = 1
rmax = 0

while mass < mass_max:
# pocatecni vzdalenost castice

r = rmax+1

# pricist k hranict v radialnim smeru, za kterou castice mesmi utect
rkill = rmax

# vyber mnahodny prvek z sestiuhelniku o rozmeru r

i = int (6*r*np.random.random() + 1)

nn = 0

# pohyd difundujici castice

while nn == 0:

i_full = i+3*r*(r-1) # pozice v poli 'pole’
# nejsme-17 ve wvrcholu sestiuhelniku

12
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if (i % r) != 0:
# nalezneme sousedy
if i == 1:
ileft = 6*r
idownleft = 3*r*(r-1)

else:
ileft = i-1
idownleft = (i*(r-1))//r + 3x(r-1)*(r-2)

# dvojite lomitko wraci floor
pole_nn = [i+1+3*r*(r-1),ileft+3*r*(r-1),idownleft,
(i*(r-1))//r+3x(r-1)*(r-2)+1,
(i*(r+1))//r+3*r*(r+1),
(i*(r+1))//r+3*r*(r+1)+1]
obsazeno = np.where(pole[pole_nn] == 1)
nn = len(obsazeno [0])
# je-li nejaky soused obsazen, prilep se
if nn > O:
pole[i_full] = 1
rmax = max([rmax,r])
mass += 1
# jinak difunduj dal

else:

step = int(np.random.random() *6)
# radialni sestup

if (step == 2 or step == 3):

r =1

# radialni vzestup

elif (step == 4 or step == 5):

r += 1

i = pole_nn[step]l - 3*rx(r-1)
# pokud jsme wve wrcholu sestiuhelniku
else:
if i == 6x*r:
iright = 1
iupright =1
else:
iright = i+1
iupright = i*(r+1)/r+1
if i == 1:
ileft = 6
else:
ileft = i-1
pole_nn = [iright+3*r*(r-1),ileft+3*r*(r-1),
i*(r-1)//r+3*x(r-1)*(r-2) ,i*(r+1) //r+3*r*(r+1),
iupright+3*r*(r+11),i*(r+1)//r-1+3*r*(r+1)]
obsazeno = np.where(pole[pole_nn] == 1)
nn = len(obsazeno[0])
if nn > O:
pole[i_full] = 1
rmax = max([rmax,r])
mass += 1
else:
step = int(np.random.random() *6)
if step ==
r -=1
elif ((step == 3 or step == 4) or step == 5):
r += 1
i = pole_nn[step] - 3*r*(r-1)
# pokud castice utekla, zacneme znovu
if r > (rmax+rkill):

r = rmax+1
i = int (6*r*np.random.random()+1)
continue

13
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x0 = r*np.sin(2.*%np.pi/(6.*r)*(i - (i % r)))
yO = r*np.cos(2.*np.pi/(6.*r)*(i - (i % r)))
x = x0 + (i % r)*xhelp[min(int(i//r),5)]

y = y0 + (i % r)*yhelp[min(int(i//r),5)]
xs [mass-1]
ys [mass-1]

X

y

# wvykreslime castice pomoci sestiuhelnikovych symbolu

dlaplot = plt.scatter(xs,ys,c='k',s=30000/(roz**2) ,marker=(6,0,30))
plt.xlim(-roz, roz)

plt.ylim(-roz, roz)

plt.axes().set_aspect('equal')

plt.xlabel('x")

plt.ylabel('y")

plt.show()
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Obr. 4: Vysledek simulace rustu podle DLA modelu na hexagonalni mfizce. Pocet ¢éstic
v krystalu je 8000. VSimnéte si, ze i pfes pomérné benevolentni limit na maximalni vzdalenost
difundujici castice je na krystalu vidét preferovany smér rustu.

Na vznikly krystal (shluk ¢dstic) mtzeme pohlizet jako na fraktdl. Nebudeme zde zabihat
do hluboké teorie, fraktal si prosté predstavime jako objekt, ktery pii blizsim pohledu (mysleno
ve vét§im méfitku) vykazuje stdle stejnou strukturu — je sobépodobny. Piikladem z pfirody
je napriklad list kapradiny, ktery se skladd z mnoha mensich listd, a ty zase z mensich list-
ki. V matematické abstrakci lze na objekt ,zoomovat* donekonec¢na, vzdy budeme nachazet
stale stejnou geometrickou strukturu. Podobné na obrazku Y najdeme na kazdé vétvi rostouci
z pocatku dalsi vétev, ze které rostou dalsi vétve atd.

Pro fraktély je typické, ze jejich dimenze je vétsi nez u ,,obycejnych® geometrickych objek-
ti. Napriklad kruznice mé dimenzi 1, ale Kochova vlo¢ka (obr. ff), coz je vlastné jenom jinak

14
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zakiivend ¢ara, ma dimenzi priblizné 1,26. Na Kochové vlocce si vysvétlime definici dimenze.E
Necht méa strana pocatecniho trojihelniku délku € = 1. Pocet tsecek v jedné strané je samo-
zfejmé N = 1. V dal$im kroku jiz jedna strana obsahuje N = 4 tsecky délky € = 1/3, v dalsim
kroku N = 16 tsecek délky € = 1/9 atd. Fraktalni dimenze je pak definovdna jako

D = lim 228N (E) 1(5) , (3)
c—0 log <

pfi¢emz pro vlo¢ku muzeme psat e(n) = 1/3", N(n) = 4", a tedy

n
Diou = lim log4 _ log 4 -
n—oo log3™  log3

1,26.

Vsimnéte si, Ze se ve vypoctu mocniny n zkratily. To je déno faktem, Ze princip vystavby
Kochovy vlocky spociva v aplikaci zcela identické geometrické deformace na jednotlivé hrany
vloc¢ky v kazdém kroku. Limitni proces tedy nemé v pripadé matematicky exaktni vlocky smysl
(tj. dimenzi by Slo definovat jinak, napf. jako log N(g)/log(1/e) bez limity), ale m4 smysl
v pripadé fraktilu vytvoreného DLA. Pfi ,zoomovani“ zde totiz nepozorujeme zcela identické
obrazce, ale pouze velmi podobné, protoze vystavba krystalu probihd ndhodné. Navic krystal
neni nekonecné velky, resp. nema nekonecné detailni strukturu, a také v dusledku nutného
omezeni délky nadhodné prochazky vstupuji do procesu dalsi odchylky. P¥i vypoctu dimenze
budeme nyni misto strany trojihelniku métit linedrni rozmér krystalu (radidlni vzddlenost
nejvzdalengjsi ¢astice od pocatku), misto poétu tsecek mame pocet ¢astic. Piitomnost limity
nam rika, ze pro co nejpresnéjsi vysledek chceme nechat krystal rust co nejdéle. Pro krystal na
obrazku E vychdzi dimenze D = 1,75.

Obr. 5: Prvnich sSest iteraci Kochovy vlocky. Tenké ¢ary jsou vzdy z predchoziho kroku.

5Existuje mnoho zptisobii, jak definovat fraktalni dimenzi, zde jsme vybrali jeden z nich.

15
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Nakonec jesté dodejme, Ze v pripadé materidlu ziskaného na zdkladé Edenova modelu mi-
zeme pohlizet na jeho povrch jako na fraktal, télo takového materidlu ale neni fraktalni.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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