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Serial: Koreni a automati

31. roénik FYKOSu a s nim i seridl o numerickych metodéch a simulacich vstupuji do druhé
poloviny. Je proto na case opustit metodu Monte Carlo a vénovat se zcela novému tématu —
bunéénym automatim. Sezndmime se s jejich principy a ukdZeme si nékolik jednoduchych
prikladi jejich pouziti. V numerické ¢asti se budeme vénovat klasickému, ale velmi uzitecnému
tématu: hledéani kotent funkci.

Hledani korenti

Hleddnim korent funkce f(x) méme na mysli hleddni{ vSech nebo nékterych reseni rovnice f(z) =
= 0. Predpokladdme ptitom, ze f je redlnd funkce redlného argumentu, tedy ze x i hodno-
ty f(z) jsou redlnd éisla (a ne komplexni ¢isla, vektory, ...). Dale predpokladdme, ze funkce
je spojitéd (jeji graf lze nakreslit jednim tahem), pro nékteré metody pak musime predpokladat
i spojitost prvnich derivaci (graf funkce nemd ostré ,zuby®, takové funkce se proto oznacuji
jako hladké). Je pomérné ziejmé, ze jde o rozumné predpoklady, které naprostd vétsina funkef,
se kterymi jste se na stfedni skole setkali, spliuje.

Ve skole jste se vétsinou setkali pouze s rovnicemi, které dokazete analyticky vyftesit. Ve
skutecnosti je ale takovych rovnic pomérné malo® Jako priklad analyticky nefesitelnych rovnic
poslouzi tfeba x = cosx nebo feseni tlohy Jachymovska z letosniho FoLu. Hledani kofenti mé
ale i jiné aplikace, napiiklad mize poslouzit k numerickému nalezen{ inverze funkce. Pokud totiz
pro zvolené y chceme najit = takové, ze y = f(x), pak nejde o nic jiného, nez pravé hleddni
kofenu funkce g(z) = f(x)—y. Véfime, Ze jsme vés jiz dostatecné namotivovali, pojdme si proto
néjaké zakladni metody predstavit.

Metoda pileni intervalu

Na zacdtku si potfebujeme zvolit dvé hodnoty ao a bo tak, ze v intervalu (ao,bo) lezi pravé
jeden kofen (ten, ktery chceme najit). Pak vezmeme stied tohoto intervalu, tedy hodnotu ¢y =
= (ao + bo)/2 a podivame se, jestli kofen lez{ v intervalu (ao, co), nebo (co, bo) (nebo jestli nent
f(co) zrovna nula, i kdyz diky omezené presnosti redlnych ¢isel tento piipad typicky nenastéva).
Interval, ve kterém lezi kofen, pak pouzijeme jako interval (a1,b1) a iterujeme pro stale vétsi n,
dokud nebude interval (an, b, ) dostate¢né maly. Pak je kofen pfiblizné roven hodnoté (an+br)/2
s maximalni chybou (b, — a»)/2.

Algoritmus mame témér hotov, chybi zjistit, jak rozhodnout, ve kterém z intervali koten
lezi. Vyuzijeme zde Bolzanovy véty, kterd rika: ,Necht f je spojitd na omezeném a uzavieném
intervalu (a,b) a f(a)f(b) < 0. Pak existuje (alesponi jedno) ¢ € (a,b) takové, ze f(c) = 0
Rozmyslete si, ze véta Fkd pomérné intuitivni véc: ,Pokud f(a) a f(b) maji rozdilné znaménko
a spojim je jednim tahem (grafem funkce), pak tento tah nékde protind osu z Véta nim
tedy napovid4, Ze sprdvnym testem je kontrolovat jestli f(a;)f(c;) < 0, nebo f(c;)f(bi) < 0
(pokud f(c;) # 0, bude alespon jedna nerovnost platit). VSimnéte si ale, ze véta ndm nerik4,
ze kotfen bude v intervalu pouze jeden. To musime zajistit na zacitku, proto jsme si puvodni

Ve smyslu, ze pokud ndhodné vymyslime rovnici, tak ji vyFesit nedokazeme.
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interval zvolili tak, aby v ném lezel pravé jeden koren. Pokud toto nesplnime, pak muze metoda
samoziejmé selhat — pokud pro poc¢dtecni interval plati f(ao)f(bo) < 0, néjaky kofen nalezneme
vzdy, ale jiné se muzou ztratit.

Metoda ptilen{ intervalu (téz bisekce) je velmi jednoduchd metoda, jeji zékladni myslenka se
tedy ujala i v problémech, které s hleddnim korenii nesouvisi. Jako ptiklad poslouzi tfeba hledani
hodnoty v setiidéném poli, kdy se nejprve koukneme doprostied, pokud je hodnota mensi,
koukneme se na prvek v jedné ¢tvrtiné délky pole, pokud je vétsi, na prvek ve tii ¢tvrtinach,
... Je pozoruhodné, ze se tato metoda osvédcila i jako ,,dfevorubecky zpusob* hledani nékterych
typta chyb v programu. Pokud ndm napr. néjaka funkce dava chybny vysledek, staci si postupné
vypisovat hodnoty z poloviny metody, ¢tvrtiny metody, ...a ovérovat, jestli je tam hodnota
vypoctu jesté v poradku. Timto zptisobem pak pomérné rychle dokazeme najit konkrétni prikaz,
kde chyba nastava.

Z popisu algoritmu je patrné, ze bisekce (stejné jako vSechny ostatni metody, které zde pred-
stavime) je iterativn{ metoda. Nikdy nedostaneme zcela presny vysledek, ale ¢im vice iteraci
provedeme, tim vice se mu budeme blizit. Dilezitou vlastnosti iterativnich metod je rychlost
konvergence, tedy to, jak rychle se budeme spravné hodnoté blizit s rostoucim poctem iteraci.
Nyni se pokusme tento pojem formalizovat. Méjme posloupnost {zn}5>, konvergujici k hod-
noté s. Pokud existuji koneéné konstanty k # 0 a p > 0 takové, ze

lim M =k,

n—oo |.’L’n — 3|p
pak fekneme, Ze posloupnost konverguje s rddem konvergence p. Specialné pokud p = 1, pak
posloupnost konverguje linedrné, pokud p = 2, pak konverguje kvadraticky, ...

Pokud bude konvergujici posloupnosti posloupnost chyb metody (v zévislosti na poctu ite-
raci) {en}nZo, kde e, = |z, — s, pak dle definice bude pro danou posloupnost pro dostateéné
veliké n platit e,4+1 ~ keb. Tento rekurentni vztah muZzeme rozepsat do podoby

o 1Pt (n—ng—1) _(n—ng)
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kde jsme si zvolili pevné dostatecné velké ng a uvazujeme n > ng. Zlogaritmovanim pak dosta-

neme
n—nmg—1
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Pro pripad p > 1,k < 1,en, < 1 tedy plati, ze zavislost logaritmu chyby na n se bude chovat
priblizné jako —Cp", kde C > 0 je konstanta. Pro p = 1 se logaritmus chyby chova jako —Cn,
chyba tedy klesd exponencidlné.

S rychlosti konvergence jsme se jiz setkali v tloze o hledani ¢isla n v prvni sérii. Ve vzorovém feseni
bylo zminéno, Ze metoda konverguje kvadraticky s poctem hran, a nazorné jsme si predvedli, co to
znamend. Upozornéme zde ale, Ze Slo o jinou definici rychlosti konvergence, ktera je pouzivana spise pro
diskretiza¢ni metody (metody, kde kouskujeme néjakou oblast ¢i ¢as na malé dilky). V obou definicich
ale plati, ze ¢im vyssi ¥ad, tim lépe metoda konverguje, jen to pokazdé znamend néco trochu jiného.

Vypoctéme nyni rad konvergence pro metodu bisekce. Je ziejmé, ze v ntém kroku hledame
kotfen v intervalu $itky |bn — an| = 27"|bo — ao|. Protoze v tomto intervalu kofen jisté lezi,
miizeme touto hodnotou shora odhadnout chybu metody e, v ntém kroku. Posloupnost {e,}
konverguje k nule, dle vyse uvedené definice tedy hledame takové p > 0, aby vyraz

. |€n+1‘ . 27n71|b0 — a0| 1
lim = lim —————— ==
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byl roven nenulovému redlnému c¢islu. Je vidét, ze pro p > 1 je hodnota vyrazu rovna —+oo,
pro p € (0,1) je pak rovna nule. Refenim je p = 1, kdy je hodnota vyrazu rovna &slu 1/2.
Dokéazali jsme tedy, Ze metoda konverguje linedrné.

Pokud si to tedy shrneme, pro metodu bisekce potfebujeme dopiedu znat interval, kde
se kofen vyskytuje a jde o linedrné konvergujici metodu. Lze si také rozmyslet, ze metoda
konverguje vzdy (coz, jak uvidime, neni samoziejmost). Jde tedy o jednoduchy a robustni
algoritmus, ne ale prili§ rychly. Predstavme si tedy rychleji konvergujici metody.

Metoda secen

Myslenka této metody je opét pomérné jednoduchd. Na zacdtku potfebujeme dva body xo
a x1. Korfen nemusi tentokrat nutné lezet mezi nimi, musi ale lezet ,dostatecné blizko“. Nyni
prolozime body [zo, f(z0)] a [z1, f(z1)] pfimku — se¢nu funkce f(z). Ta je v jistém smyslu
rozumnou aproximaci funkce f(z) blizko bodu zo a z1, navic je to pfimka, a pro ni dokdzeme
najit kotfen lehce. Oznacme tento koren seCny x2. Protoze je ale seCna pouze aproximaci, z2
(vétsinou) neni kofenem funkce f(z). Proto prolozime dalsi se¢nu body [z1, f(z1)] a [z2, f(z2)],
najdeme kofen této secny x3 a déle iterujeme az do dosazeni konvergence. Tu mizeme detekovat
naptiklad tak, ze se dvé nasledujici hodnoty xz; v podstaté nelisi.

Bez dikazu uvedme, ze fad konvergence metody je roven zlatému fezu, tedy priblizné 1,62,
coz je lepsi nez u linedrné konvergujici bisekce. Problém ale je, ze metoda nekonverguje vzdy.
Jako priklad si uvedme funkci, kterd je na néjakém intervalu konstantni. Pokud se v néjaké
iteraci stane, Ze chceme prolozit seénu dvéma body lezicimi v tomto intervalu, nebude mit tato
seCna zadny kofen. To je samoziejmé extrémni piipad, staci, pokud je funkce nékde malo strméa
(v porovnéni se strmosti v okoli kofenu funkce), pak sice seCna protne osu z, ale zpravidla
v bodé lezicim daleko od skute¢ného kotfenu funkce.

Metoda regula falsi

Pokusme se modifikovat metodu secen tak, aby byla vzdy konvergentni. Na zacatku si opét
zvolime xo a z1, tentokrat ale tak, aby koren lezel mezi nimi (aby f(zo)f(z1) < 0). Témito
dvéma body opét prolozime se¢nu a najdeme jeji koten x2. Nyni ale nastane podstatnd zmé-
na. Dalsi se¢nu prolozime bud body zi a x2, nebo x¢ a x2 podle toho, mezi kterou dvojici
bodi lez{ skuteény kofen funkce f(z), coz, podobné jako u bisekce, ovéiime podle toho, jestli
f(zo) f(z2) <0, nebo f(x1)f(xz2) < 0. Poté iterujeme az do pozadované presnosti.

Vidime, ze podstatnou modifikaci je to, ze si hlidame, aby skutecny kofen lezel vzdy mezi
pruseciky se¢ny s osou z. Tento pozadavek nam zajisti, ze se odhad kofene z; bude priblizovat
skute¢nému kofenu a metoda tedy bude vzdy konvergentni. Zaplatime za to ale tim, ze metoda
konverguje pouze linedrné, nicméné o néco rychleji nez bisekce (ne o tolik, aby se to projevilo
na fadu konvergence, ale i tak je to vitané zlepseni).

Newtonova metoda tecen

Myslenka Newtonovy metody je takovd, ze zvolime néjaky bod xg ,blizko“ hledaného kofenu
funkce f(z). Funkei poté aproximujeme te¢nou v bodé xo, coz technicky provedeme rozepsanim
Taylorova polynomu v okoli bodu z¢ do 1. fadu

f(@) =y = f(zo) + f'(x0)(z — x0) -
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Nyni, podobné jako v predchozich dvou metodach, naleznéme kofen této aproximace, tedy
polozme y = 0. Pak plati
f (o)

f(zo)’

protoze je ale toto x opét pouhou aproximaci kofenu, oznacme jej jako xi a iterujme dale.
Kompletni rekurentni predpis Newtonovy metody tedy je

f(zn)

Tn+1 = Tn — f’(x ) .
n

r =Xy —

Specifikem této metody je, Ze je potfeba znat nejen funkéni hodnoty samotné funkce f(x),
ale i jeji derivace. Mohli byste namitnout, ze pokud bychom derivaci neznali, mohli bychom
pouzit jeji numerickou aproximaci. Nicméné lze ukazat, Zze v pripadé pouziti dopredné diference
prechézi Newtonova metoda na metodu secen (zkuste si to, jde jen o dosazeni do vzorce). To
déva smysl, nebof numericka derivace je pouze aproximaci, hleddme tedy vlastné sklon se¢ny
prochézejici body x a x + h, zatimco pfi pouziti derivace je h infinitesimdlné malé, secna tedy
prejde v tecnu.

S metodou secen mé Newtonova metoda spole¢nou i tu nehezkou vlastnost, ze nekonverguje
vzdy. Pokud ale konverguje, tak konverguje (za splnéni urcitych predpokladi) kvadraticky, jde
tedy o nejefektivnéjsi z metod, které jsme si zde predstavili.

Banachova véta o kontrakci

Jako posledni si predstavme metodu, kterou nelze pouzit obecné, nicméné za urcitych okolnosti
se muze vyplatit ji zndt. Navic jde o pomérné zajimavou matematickou vétu, se kterou jste se
jiz mozna setkali, ani o tom nevite.

Banachova véta je pomérné obecné tvrzeni, které se zavadi na abstraktnim matematickém objektu
nazyvaném metricky prostor. My se zde ale spokojime s méné obecnou verzi této véty, kdy si ji zavedeme
pouze na intervalech redlnych ¢isel, coz, pokud prirozené pouzijeme absolutni hodnotu rozdilu dvou ¢isel
jako tzv. metriku, je specidlni pripad metrického prostoru.

Nejprve si ale potfebujeme definovat nékolik pojmu. Funkce f : (a,b) — R se nazve lipschi-
tzovskd, pokud existuje L > 0 takové, ze Vx,y € (a,b) plati |f(z) — f(y)| < L|z — y|. Pokud
navic L < 1, pak funkci f na intervalu (a,b) nazveme kontrakci. Toto oznacen{ ma jasny vy-
znam, nebot funkéni hodnoty kontrakce jsou si bliZze, nez puvodni argumenty, kontrakce tedy

interval (a,b) zobrazuje na interval (c,d), ktery je mensi, nez ptivodni interval, ,zkontrahuje
“

jej

Nyni jiz samotnd Banachova véta. Necht f : (a,b) — (a,b) je kontrakce. Pak existuje
jediné zp € (a,b) takové, ze f(xp) = zp (zp je tzv. pevny bod zobrazent). Navic pokud zo € (a, b)
a rp+1 = f(zk), pak pro véechna k = 1,2,... plati

k

L
1-L

|xk*xp|§ |x0*x1|.

Takto matematicky napsana véta nejspis vypada hrozivé, pojdme si tedy rozebrat, co rika.
Prvni éast tvrdi existenci pravé jednoho bodu, ktery se kontrakci zobrazi sém na sebe. Nejlépe
si to predstavime na ptikladu. Hezkym ptikladem kontrakce je turistickd mapa, kterd zobrazuje
realné body ve svété na papir. Banachova véta pak tvrdi, Ze pokud mapu polozime na zem nékde
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v oblasti, kterou zobrazuje,E pak existuje na mapé pravé jeden bod, ktery se zobrazuje sam na
sebe. Druhd ¢dst véty pak iikd, ze pokud vezmeme libovolny bod z intervalu (a, b) a budeme na
néj opakované aplikovat kontrakci f, dokonvergujeme pravé do pevného bodu zobrazeni. Véta
navic fika, jak rychle tam dokonvergujeme (jde vidét, ze jde o linedrni konvergenci).

Zde se dostavame k aplikaci. Zkusili jste si nékdy na kalkulacce zadat néjaké ¢islo a pak opa-
kované mackat tlac¢itko cos? V8imli jste si pritom, ze at uz zadate jakékoliv ¢islo, vzdy nakonec
dospéjete k ¢islu priblizné 0,7397 Pak jste pouzili pravé Banachovu vétu o kontrakci a nalezli
tak kofen rovnice x = cos x, nebot funkce cos je kontrakce. Pocdteéni hodnotu jste mohli volit
kdekoliv, protoze je to kontrakce na libovolném intervalu obsahujicim interval (—1,1).

Nevyhodou Banachovy véty je, ze funguje pouze na kontrakce, musite tedy mit Stésti na
feSeny problém. V praxi tedy nejspiS pouzijete nékterou z ostatnich metod. Jde ale rozhodné
o pozoruhodny a v urcitych oblastech matematiky i velmi dilezity koncept.

Celularni automaty

Mnohé matematické a fyzikalni systémy jsou popsany rovnicemi, které nedokizeme analyticky
resit a zapojujeme proto do prace numeriku a simulace. Existuji vSak i situace, kdy je systém
prilis komplikovany na to, abychom dokéazali vSechny potfebné rovnice vibec sepsat. O to
prekvapivéjsi je, kdyz takovy systém po Case vykazuje zfejmé symetrie, opakujici se geometrické
vzorce, vyviji se od chaosu k jednoduchému usporadani. Prikladem muze byt rist snéhové vlocky
¢i krystalu obecné. Ackoli je agregace Castic velice komplikovany a tedy tézko predvidatelny
proces, vysledkem je geometricky presny krystal. Jinymi slovy, jednoduché globalni usporadani
je dusledkem slozitého pusobeni lokélnich interakei.

Aniz bychom piili§ zabihali do termodynamiky, rozmyslime si, ze jestlize entropie (,neuspo-
fadanost®) izolovaného systému samovolné neklesd, musi systémy vykazujici samousporadani
byt oteviené® Nase neschopnost snadno popsat takovy systém soustavou rovnic s jednoznac¢nym
feSenim plyne z toho, ze by tato soustava musela obsahovat ¢asovy vyvoj v principu nekonec-
ného prostredi. Chceme tedy najit model sestdvajici z rozumné malého poc¢tu pravidel, ktery
dokézeme prostudovat detailnéji nez velkou soustavu diferencidlnich rovnic (popisujici stejny
problém) a zdroven bude vykazovat netrividlni dynamické chovéni vedouci, pro ur¢ité hodnoty
parametri, k samoorganizaci. Jak jsme jiz predeslali, cilem tohoto textu bude ukazat, ze prave
takovy model ndm poskytnou bunééné (celularni) automaty.

Se studiem celuldrnich automattt (CA) zacali matematicti fyzikové Stanistav Ulam a John
von Neumann béhem pobytu v Los Alamos za druhé svétové valky. Ulamovou motivaci bylo
zkoumadni rustu krystali pomoci miizkovych modeld, zatimco von Neumanna k CA privedla
myslenka autoreplikace stroji. Spolecné pak svoje znalosti pouzili ke studiu pohybu tekutin
pomoci metody, kterd spocivala v prostorové diskretizaci tekutiny a zkoumani interakce mezi
sousednimi bunkami. V sedmdesatych letech se do Sirstho povédomi dostal 2D bunéény automat
zvany Hra zivota, ktery objevil John Conway® Tento automat je zajimavy mnozstvim statickych
i dynamickych objektu, které se v ném i pres jeho jednoduchd pravidla objevuji, a jesté se k nému
pozdéji vratime. V osmdesatych letech se do prace na bunéénych automatech pustil Stephen

2To je dulezity pozadavek, vyjaddieny matematicky f : (a,b) — (a,b). Pokud mapu Prahy polozime na zem
v New Yorku, nejsou predpoklady Banachovy véty splnény.

30tevieny termodynamicky systém je takovy, ktery si s okolim muze vymétiovat hmotu i energii. O okoli
se nezajimame (nezndme jeho extenzivni popisné veli¢iny jako je objem, hmota, entropie), pouze mérime toky
skrze hranice studovaného systému. Izolovany systém si nevymeénuje ani hmotu, ani energii.

4 Anglicky matematik, narozen 1937.
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VVolfram,E pricemz rigor6zné klasifikoval vSechny jednorozmérné automaty a pomohl rozsitit CA
jako metodu do dalsich oborti, nejen prirodovédnych.

Vlastnosti a klasifikace CA

Celuldrni automat je jednoznaéné definovdn pomoci t¥i objektd. Prvni z nich je (pro ucely
simulac{ kone¢nd, matematicky je mozné studovat i nekonecné) msizka A s poziénim indexem 4,
kterda nam rika, jakym zpusobem jsme diskretizovali prostor. Mize byt ¢tvercova, hexagonalni
i jakdkoli jind. Déle musime zadat mnozinu stavi S, kterych muze nabyvat kazdéa jednotlivd
bunka. Stav konkrétni bunky oznac¢ime s;. Nakonec musime znat lokalni pravidlo, podle kterého
se systém v diskrétnim case vyviji. Takové pravidlo lze obecné napsat ve tvaru

si(t+1) = f({stow () (1)

Zde mame na levé strané stav bunky na pozici ¢ v ¢ase t + At, pri¢emz jsme pro jednoduchost
volili At = 1. Napravo mame funkci f, kterd nabyvd hodnot z mnoziny S. Jejim argumentem
jsou stavy bunék z okoli O(i) v Case t. Okoli mizeme definovat libovolné, obvykle se jedna
o nejblizsi sousedy, samotnd bunka i mize, ale nemusi byt do okoli zahrnuta.

Jesté nez si ukdzeme priklad jednoduchého pravidla f, povézme si néco stru¢né o klasifikaci
bunéénych automatt. Podle charakteru pravidla miuzeme CA délit na deterministické a stochas-
tické. V prvnim piipadé je na pravé strané rovnice ([lf) oby¢ejnd funkce, zatimco stochastické
pravidlo ma na pravé strané funkei vracejici ndhodnou proménnou (kterd muze nabyvat hodnot
pouze z mnoziny S). Dale mtizeme CA rozdélit podle toho, jak aplikuji své pravidlo. Pokud pfi
provadéni jednoho ¢asového kroku vkladdme do funkce napravo vzdy hodnoty bunék, kterych
nabyvali pfed provedenim tohoto kroku, jednd se o synchronni automat. V jakémkoli jiném
pripadé nazyvame automat asynchronnim. Striktné receno jsme tedy vyse definovali pouze de-
terministicky a synchronni automat, to proto, abychom se vyhnuli komplikovanému zapisu pri
vétsim zobecnéni. Dalsim moznym kritériem pro klasifikaci CA je jejich komplexita, kterd sahéd
od typu, kdy vzdy po par krocich dosdhneme statického stavu, az po automaty s velmi dlouhym
dynamickym vyvojem. Uzitecnym kritériem klasifikace je také stabilita viici poruse.

A nyni k pfikladu. Uvazujme 1D automat (tvar mfize zde neni potfeba udédvat) s bindrni
mnozinou stavi S = {0,1} s pravidlem

si(t+1) =si—1(t) ¥ sipa(t), )

kde symbol Y oznacuje logicky operdtor vyluéné nebo (exclusive or, Xor).E Pti casovém vyvoji
se tedy u kazdé bunky divame, jakych hodnot nabyvaji nejblizsi sousedi. Pokud pravé jeden
z nich ma hodnotu 1 (uvazujeme synchronni automat, tedy v ¢ase t), pak bude mit buiika na
pozici ¢ v Case t + 1 hodnotu 1, jinak 0. Jelikoz je miizka A omezend, je potieba stanovit, jak
se chovaj{ buiiky na okraji. Obvykle pfedpokldddme periodické podminky (sousedem posledni
buiiky je prvni buiika), ale nic ndm nebrani volit i jiné. Obrazek [l ndm ukazuje prvnich 200
krokt vyvoje. VSimnéte si, ze se v obrazku opakuji podobné geometrické ttvary, ale nejednd se
o periodické chovani.

Jednorozmérné automaty je pro jejich jednoduchost pomérné snadné klasifikovat. Budeme
uvazovat O(i) = {i — 1,4,7 + 1}, tedy do okoli zahrnujeme i buriku na aktudlni pozici. Také se

5 Anglicky poéitacovy fyzik, narozen 1959. Ano, je to ten Wolfram. Jeho zéjem o celuldrni automaty se
projevil i v online algebraickém systému Wolfram|Alpha, ktery ve svych starSich verzich mival na cekaci
obrazovce béhem vypocétu animaci vyvoje nékterych CA.

60d klasického nebo (or) se lisi tim, ze pro A =1, B=1plati AV B =1,ale AY B =0.
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Obr. 1: 1D bunéény automat na miizce délky 100 s periodickymi podminkami a s pravidlem
(E) Na pocéatku mé jeden bod hodnotu 1 a ostatni 0 (po¢dtecni stav neni vyobrazen). Na
svislé ose je Cas (rostouci smérem nahoru), na vodorovné index i.

omezime na bindrni mnozinu S. Potom miuze celé okoli nabyvat osmi moznych stava: 111, 110,
101, 100, 011, 010, 001, 000. Pro kazdy z téchto stavu existuji dvé moznosti, jak se bude burka 4
vyvijet: budto bude mit v pfistim kroce hodnotu 1, nebo 0. Celkem tedy existuje 256 rtznych
pravidel® pro automaty uvedeného typu (obcas se nazyvaji elementdrni bunécné automaty).
Pravidlo (E) potom nazveme ,pravidlo 90%, jak je ndzorné ukdzano na obréazku P

Podivejme se, jak se to mé s poctem automati ve vice dimenzich. Pokud budeme za oko-
If O(4) opét povazovat pouze nejblizsi sousedy a samotnou buitiku ¢, bude okoli v d dimenzich
obsahovat N = 2d + 1 bunék. Velikost mnoziny stavi je obecné |S| = ¢, pofet moznych kon-
figuraci na okoli je tedy C' = ¢~. Z kazdé konfigurace muze vzejit ¢ riznych stavii buiky 4,
a proto celkovy pocet pravidel bude v tomto obecném pripadé

q2d+1

3)

c
Nca=q =gq

7S vyuzitim symetrii tento po¢et miizeme redukovat na 32.
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Obr. 2: Ndzornd ukdzka klasifikace pravidla daného rovnici (E)

Tak naptiklad pro dvourozmeérny bindrni bunécny automat existuje celkem 22" = 4204967296
pravidel. Pfi takovém poctu nelze pravidla klasifikovat jedno po druhém, smysl ma pouze di-
vat se na statistické chovani. Prozatim proto zustaneme v 1D svété a podivame se na jednu
zajimavou fyzikalni aplikaci.

Vyuziti CA pro modelovani ristu povrchii

Predstavme si, Ze mame kovovou desticku, jejiz povrch je dokonale rovny. Tedy, na jejim povrchu
jsou atomy uspotradiny jeden vedle druhého, jak je ukdzédno v levé casti obréazku B. Na tuto
desticku naprasime® nékolik vrstev stejného materidlu. Novy materidl se vsak neusazuje zcela
rovnomérné, po naprasovani vypada nanesena vrstva napiiklad jako na pravé casti obrazku B.
Desticka neni jiz tak hladké jako na pocatku — fikdme, Ze se zvysila hrubost povrchu.

L

Obr. 3: Ukazka hrubnuti 1D povrchu.

Necht kovova mriizka desticky neobsahuje zaddné dislokace. Potom se na ni mtizeme divat
jako na jednotlivé sloupecky. Vysku sloupecku ¢astic_znac¢me h. Hrubost povrchu definujeme
jako odmocninu druhého centralnitho momentu vysky'

W (t, L) = \/E(h?) — (E(h)). (4)

Rozepsano podrobnéji,

7

2
1 1
Wt L) = |z > = zad hi] - (5)

kde t je ¢as, L je charakteristicky linedrni rozmeér povrchu, d je jeho dimenze a h; vyska sloupecku
s indexem ¢. Budeme-li se divat na fez destickou, bude dimenze povrchu d = 1 a L bude délka

8Naprasovan{ je jednou z metod epitaxe neboli depozice tenkych vrstev. Zdrojovy materisl po malém mnoz-
stvi prevadime do plynného stavu a ¢astice plynu pomoci elektromagnetického pole deponujeme na desticku.
9Smeérodatna odchylka vysky, chcete-li.
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fezu (pocet sloupeckt). Pokud navic budeme pokladat rozmér molekuly za jednotkovy, udava
h pocet molekul v kazdém sloupecku a L je pocet molekul v radé.

S Casem a pribyvajicimi ¢asticemi na povrchu hrubost roste. Ale jak? To zalezi na zpusobu
depozice Castic, respektive na metodé, kterou ho budeme modelovat. My budeme k simulaci
pouzivat 1D asynchronni bunécny automat, pricemz pocet bunék bude L a vysky sloupct ¢éstic
budou predstavovat jejich stavy. Formalné je tedy mnozina stavi S = N neomezend, prakticky
ale samozrejmé nevytvorime desticku nekonecné tloustky.

Pravidla evoluce automatu pro simulaci rustu hrubosti mohou byt riznéd. Nejjednodussim
pravidlem je ndhodnd depozice, tj. v kazdém kroku (méme asynchronni automat, krok znamené,
Ze pribude jedna ¢astice, ne celd vrstva) vybereme jednu bunku a zvysime jeji hodnotu o jedna.
N&hodny vybér délame z rovnomérného rozdéleni na L, neni-li fyzikalni divod provadét vybér
jinak.

Dalsim pouzivanym modelem ristu je balistickd depozice. Opét vybirdme rovnomérné ndhod-
né bunky, které budou rust, ale v tomto pripadé se pomyslna padajici Castice nemusi zastavit
az na vybraném sloupecku, ale muze se ,prilepit” na sloupecek sousedni. P¥i vybrani bunky ¢
tedy muzeme formulovat evoluéni vztah (s vhodnou dpravou na okraji)

hi(t + 1) = max (hi_l(t), hl(t) -+ 1, hi+1(t)) . (6)

Ve strukture desticky tedy vznikaji dutiny, automat si je ale nepoznamenava.
Nézorna ukazka toho, jak se chovaji uvedené dva modely, je na obrizku

a) b)

VAN )

] |
| |

Obr. 4: a) Model ndhodné depozice, b) model balistické depozice. Nejedna se o asovy
vyvoj. Schémata pouze zobrazuji, kam dopadne nova (Srafovand) ¢dstice, bude-li vybrén
urcity sloupec/buiika. Kdyby se jednalo o evoluci, mohly by se nové buiky prilepovat
i vzdjemné na sebe.

Dalsi priklady CA

V povidani o 1D automatech jsme se nevénovali prili§ jednotlivym pravidlim, byt jsou nékteré
z nich nepochybné zajimavé. Napriklad= u jiz zminéného pravidla 90 existuji pro kazdou konfi-
guraci ¢tyfi mozni predchudci (zde uvazujeme miizku bez okraji, nekoneénou; tvar okrajovych
podminek m4 taky vliv na pocet pfedchiidct), zatimco u nékterych jinych CA existuji konfi-
gurace, ke kterym se nelze evoluci dostat. Pravidlo 110 zase plynule prechdzi mezi chaotickymi
a usporadanymi oblastmi v ¢aso-prostorovém diagramu a navic je turingovsky iplnés

10Mséjte na paméti, ze ke kazdému pifkladu existuje nékolik symetrickych automati, striktné Feceno tedy
nejsou unikatni.

1Byt turingovsky tplny ve struénosti znamené byt schopny fesit vSechny tlohy, které dokaze Fesit jakykoli
jiny stroj. Neznamend to ale FeSit efektivné, viz 8-bitové procesory sestavené v Minecraftu...
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Mnohem zajimavéjsi chovani nalezneme mezi 2D automaty. Jiz vyse zminénd Hra zZivota
(Game of Life, GoL) je synchronni, deterministicky, bindrni CA s ndsledujicim pravidlem:

si(t+1)=1 pro 1<|0O(t)| <4
=0 jinak. (7)

Nézev Hra zivota plyne z predstavy, ze bunka s vice nez tfemi sousedy umird v dusledku
»prelidnéni® a bunka s jednim nebo zadnym sousedem umird z osaméni. Toto jednoduché pra-
vidlo vede ke vzniku mnoha statickych i dynamickych vzort, navic je GoL dokaze nekonecné
replikovat. Na rozdil od pravidla 90 existuji v GoL konfigurace, ke kterym neni mozno dospét
evoluci — takové pocatecni stavy se obvykle velice rychle redukuji na zakladni objekty. Ta-
ké nelze na zdkladé pocatecniho stavu jednoznacné predpovédét, které objekty budou béhem
evoluce vznikat. To mimo jiné plyne z toho, Zze GoL je podobné jako pravidlo 110 turingov-
sky tplnd (kdyby Slo bez probéhnuti evoluce predpovédét vysledek, byla by GoL ,silnéjsi“
nez univerzalni Turingtv stroj, coz neni mozné). Nejlépe se s GoL sezndmite, kdyz si sami
vyzkousite nechat vyvijet nékteré pocatecni stavy. Ke hrani doporucujeme online simuldtor
https://bitstorm.org/gameoflife/.

Hra zivota je zajimavd, ale neni vidét jeji piimy uzitek. Za uzitecné muzeme povazovat
napiiklad modelovani tvorby kolon v délni¢nim provozu. Uplné nejjednodusdim modelem je
pravidlo 184, kde bunka s hodnotou 1 predstavuje auto a burika s hodnotou 0 prazdné misto.
Pokud je napravo od auta prazdné misto, tak se pohne, jinak stoji (rozmyslete si, jak formalné
toto pravidlo muze vypadat, piipadné si to dopoc¢téte pomoci schématu). Pokrocilejsi model je
Nageltuv-Schreckenberguv, stochasticky 1D celuldrni automat s proménlivou rychlosti ,auta“
Nebudeme ho zde podrobné rozebirat, pouze uvedeme zajimavy vysledek: kolona se s pribéhem
¢asu posouva proti sméru rychlosti aut.

Pomoci bunéénych automatt dokdzeme simulovat (a bylo to nakonec i nasi motivaci) také
problémy, které nejde dobre fyzikalné uchopit. Péknym priikladem je CA model Sireni lesnich
pozaru. Jednd se o 2D stochasticky, synchronni automat, v némz kazd4d burika nabyva nékolika
stavil z mnoziny hodnot mlady strom, stary strom, hofici strom, spdlenisté (déleni muze byt
i podrobnéjsi), pri¢emz pozar se s nejvyssi pravdépodobnosti rozsifi na stary strom, s mensi na
mlady strom a nemuze se rozsifit na spalenisté. Ze spalenisté se v kazdém casovém kroku muze
s urcitou pravdépodobnosti stat mlady strom. V pripadé tohoto automatu zavisi vysledek velice
silné na pomérech zadanych pravdépodobnosti. K vyhrani si doporucujeme online simulétor
http://www.eddaardvark.co.uk/svg/forest/forest.html.

Celularni automaty se také hodi ke studiu kritickych jevi, jakymi jsou napiiklad fazové
prechody. O tom ale az pristé.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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