Serial XXXI.IT Derivace a Monte Carlo integrace

Serial: Derivace a Monte Carlo integrace

V minulém dile jste se sezndmili s reprezentaci ¢isel v pocitaci a s chybami, které mohou plynout
z nepresnosti datového typu s plovouci desetinnou carkou, a naucili jste se, jak tyto chyby
minimalizovat ¢i jim zcela predchazet. Také jiz umite urcovat casovou slozitost pocitacovych
algoritmi. Tyto znalosti zuzitkujete pfi numerickém vypoctu derivaci, coz je téma tohoto dilu
serialu.

V simulac¢ni ¢ésti seridlu po predchozim naroc¢ném dilu trochu zvolnime a podiviame se na
jiz slibenou stochastickou metodu Monte Carlo, pri¢emz si zopakujeme a prohloubime znalosti
tykajici se statistického zpracovani vysledku simulaci. Ke slovu zde opét prijdou generdtory
pseudondhodnych ¢isel.

Numericka derivace

Protoze nepredpokladdme Ctenarovu znalost pojmu derivace, pokusme se jej nejprve strucéné
nastinit. Derivace je operace, kterd zapusobi na funkci f a vrati jinou funkci — derivaci ptuvodni
funkce, znaé¢ime f’. Pokud derivaci provedeme pro konkrétni hodnotu x, dostaneme tzv. derivaci
v bodé f'(z), tedy ¢&islo. P¥i numerickych vipoctech mame k dispozici pouze &isla, nikoliv spojité
funkce, numerickou derivaci tedy budeme chapat pravé jako derivaci v bodé.

Derivace funkce f v bodé x je definovina vztahem

vy Sl 4 Az) — f(w)
fa)= Jim =,

Odtud je hned patrny vyznam derivace, tedy Ze derivace je podil zmény funkéni hodnoty f
a prislusné zmény x za predpokladu, Ze je tato zména velmi mald (ve skuteénosti nekoneéné
mald). To ma fadu praktickych analogii, naptiklad priamérna rychlost je podil zmény polohy
a prislusného prirastku casu. Pokud bude pfiristek casu velmi maly, prejde primérnd rychlost
v rychlost okamzitou. Muzeme tedy fici, ze okamzitd rychlost je derivace polohy podle ¢asu.
funkce f v bodé dotyku x.

Miuzeme také provést derivaci derivace funkce, coz bude opét funkce. Tu nazyvame druhou
derivaci funkce f a znaéime f”. Tak mtizeme (pro hezké funkce) pokracovat dale. Obecné ntou
derivaci znag¢ime f(™.

Ctenaii zbéhli v poditani derivaci nejspis vi, ze vypoclet derivace je pro hezké funkce pii-
mocary a derivaci v bodé pak uz ziskdme snadno dosazenim konkrétni hodnoty x, numericky
vypocet derivace je v tomto pripadé zbytecny. Presto existuji situace, kdy se numericka deri-
vace muze hodit. Prvnim prikladem jsou slozité funkce, u kterych je narocné pocitat derivaci
analyticky. Druhym, castéjsim prikladem je situace, kdy nezndme puvodni funkci, ale pouze
jeji funkéni hodnoty v diskrétnich bodech. Piikladem muze byt situace, kdy mame nafilmovany
pohybujici se objekt, z kazdého snimku odecteme jeho polohu a chceme zjistit casovy prubéh
rychlosti, s jakou se objekt pohyboval. Pak se néjaké formé numerické derivace nevyhneme.

Pokud te¢nu zapiSeme rovnici piimky y = az + b, pak smérnice je koeficient a. Smérnice tedy udava sklon
dané primky.
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Podivejme se nyni opét na defini¢ni vztah derivace. Muze nas napadnout, ze numerickou
derivaci implementujeme prosté tak, ze Az nebude nekoneéné malé, ale bude to néjaky (ko-
necné) maly krok h > 0. To lze chdpat také tak, Ze misto te¢ny v bodé z konstruujeme seénu
protinajici graf funkce v bodech = a « + h. Pak dostdvime vztah

Tomuto druhu numerické derivace se fika doprednd diference,E ovsem, jak si za chvili ukdzeme,
jde zpravidla o jeden z nejhorsich a nejméné presnych zplisobli vypoctu numerické derivace.
Obdobou vyse zminéného vzorce je zpétnd diference

f’(:r) — W ,

kdy derivaci aproximujeme ,nahlédnutim o krok zpét“, namisto dopredu, jako u doptedné
diference. Pro h — 0 zpétna a dopredna diference splyvaji, pro konecné h to ale neplati, jak
je vidét z obrazku m Navic by dle intuice pro co nejlepsi aproximaci mélo platit, ze nedélame
Hkrok zpét“, ani  krok dopredu®, ale symetricky na obé strany. Takovy typ numerické derivace
se nazyva centrovand diference a plati pro ni vztah

Py = LEt M-t =h)

7 obrazku ﬂ Ize nahlédnout, Ze secna prislusejici centrované diferenci aproximuje tecnu v bo-
dé x daleko 1épe nez secny prislusejici dopredné a zpétné diferenci. Tuto skutecnost si pozdéji
dokazeme a podrobné rozebereme.

Obr. 1: Se¢ny dopfedné, zpétné a centrované diference v bodé x.

2Nézev pochézi z toho, Ze Elenem f(z 4+ h) ,nahlédneme o krok dopfedu®.
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Taylortiv rozvoj

Odboc¢me nyni a povézme si 0 mocném matematickém nastroji, ktery vyuzijeme nejen v tomto
dile seridlu. Existuje matematickd véta, kterd rika, ze kazdou hezkou® funkci miazeme nahradit
nekonecnym rozvojem

f/// (a)

f(x) = fa) + f'(a)(x —a) + o (x —a)® + T (x—a)’+- =
Ix rn)

kde a je néjakd hodnota, kolem které chceme rozvoj provést. Ta je volena tak, aby funkéni
hodnoty f a jejich derivaci sly dobre vycislit, casto se tedy voli a = 0. Pak rozvoj nazyvame
rozvojem Maclaurinovym.

Tayloriv rozvoj ma hezkou vlastnost, ze pro pribliznou aproximaci nemusime pouzit rozvoj
cely, ale miuzeme jej nékde useknout. Pak plati, Ze ¢im vice ¢lenu pouzijeme, tim je rozvoj
presnéjsi. Také plati, ze ¢im blize je = ke zvolené konstanté a, tim je obvykle rozvoj presnéjsi.
Konkrétné pro chybu koneéného rozvoje

N o),
@)~ Twi@) =3 L@ g gy

n!
n=0
plati, ze existuje ¢islo & mezi a, z takové, ze
AR (9)
f(z) —In(z) = m(x —a)¥ "

Pokud si nyni oznac¢ime krok h 4 » — 4 a uvédomime si, ze chyba zavisi pouze na mocniné h
(faktoridl je koneénd konstanta, £ zavisi na h, ale diky spojitosti mizeme |f(N+1) (&)| pro dosta-
tecné malé h shora odhadnout konstantou), muzeme pouzit notaci velkého O, se kterou jsme
se seznamili v minulém dile. Kone¢ny rozvoj pak mutzeme prepsat do tvaru

kde nyni provadime rozvoj kolem pevného x.
Provedme nyni rozvoj funkce f do druhého fddu a upravme

Fa+h) = f() + [ @h+ 51" (@) + O, (1)
fwy = LEERZID Lo,
f(z) = w +0(h),

3Konkrétné funkei, kterd ma viechny derivace spojité. U koneéného rozvoje do f4du N postaduje spojitost
derivaci do rfadu N + 1.
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¢imz jsme odvodili vztah pro dopfednou diferenci. Vyhodou tohoto postupu je, ze vidime i chybu
aproximace. Ta je fddu O(h). Obdobné odvodime i vztah pro zpétnou diferenci

Ja =)= f(2) = @+ 51" (@h® + O(h), 2)
f(x) = w +O(h).

Vidime, ze chyba metody je opét fddu O(h).
Pokud nyni ode¢teme rovnici (f) od rovnice (E) dostaneme
fl@+h) = f(z —h) = 2f (2)h + O(h®)
/ 7f(1’+h)—f($—h)
j‘(m) - 2h

co# je vzorec pro centrovanou diferenci. Vidime ale, ze chyba je v tomto pifpadé az fddu O(h?),
nebot se ¢leny s nizsim rfddem odecetly.

+0(h?),

Richardsonova extrapolace

Metody vyssich fddi je mozno odvodit se¢tenim a ode¢tenim Taylorovych rozvoju f(x£nh) pro
n=1,2,3,... tak, aby se viechny &leny nizkych fadt (kromé élenu s f'(x)) odecetly. Ukdzeme
si zde ale postup zndmy jako Richardsonova extrapolace. Ze vztahu pro centrovanou diferenci

e fa+h)— fa 1)
r+h)— f(z—
A(h) =
(h) 5T
kde C = f"”'(z)/3! a uvédomili jsme si, ze ¢len s h® je roven nule. Zapidme ten samy vztah pro
krok 2h (obecné bychom mohli nh)

f(z+2h) — f(x — 2h)
4h
Nyn{ chceme odeéist tyto dvé rovnice tak, aby vypadl ¢len s h%. To se ndm podaii kombinaci
A(2h) — 4A(h) = =3f'(x) + O(h*),
—f(x+2h) + f(x—2h)+8f(x + h) —8f(x — h)
12h

= f'(z) + Ch> + O(h"),

A(2h) = = f'(z) + C(2h)*> + O(h*).

f(z) = +O(h").

vy

musime za to ale zaplatit znalosti funk¢ni hodnoty ve ¢tyfech bodech namisto dvou.
Pro obecnou Richardsonovu extrapolaci plati, ze pokud méme metodu

A(R) = F + Ch* + O(h* 1,
kde F je to, co chceme aproximovat (v naSem pifpadé F = f'(x)), pak plati vztah
_ nFA(h) — A(nh)
n nk —1
Vsimnéme si, Ze jsme vzorec (E) nenapsali specidlné pro numerickou derivaci, ale obecnéji.
Richardsonova extrapolace je totiz obecny néstroj pouzitelny v ruznych partiich numerickych
metod. Naptiklad pti aplikaci v numerické integraci vede na tzv. Rombergovu integraci nebo

pri feseni obycejnych diferencidlnich rovnic je na ni zaloZzena Bulirsch-Stoerova metoda. Nejspis
se s Richardsonovou extrapolaci v pribéhu seridlu jesté setkame.

F +O(TY. (3)
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Optimalini volba kroku

V nékterych situacich mame krok pevné dany, napiiklad pokud mame uz naméfend data z ex-
perimentu. Ale v situacich kdy mame moznost volby je vhodné védét, jaky krok volit, abychom
méli co nejmensi (nebo alesponi rozumné velkou) chybu. Z definice derivace, kdy pouzivime
nekonecné maly krok, bychom ocekéavali, ze bude vhodné vzdy volit krok co nejmensi. Zde se
ale projevi zrddnost numerickych vypocti, predevsim zaokrouhlovaci chyby zndmé z minulého
dilu, takze vSe bude nakonec tuplné jinak.
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Obr. 2: Zavislost chyby urceni derivace na kroku h. Jako testovaci funkce byla zvolena
f(z) =sinz v bodé z = 0,5.

Vykresleme si nyni zavislost chyby urceni derivace na velikosti kroku h. Jako testovaci funkci
si zvolme t¥eba f(z) = sinz, derivace (pfesny vysledek) pak je f'(x) = cosz. Zavislost pro
doprednou, zpétnou a centrovanou diferenci je v log-log® grafu E Vidime, zZe chyba s klesajicim
h nejprve skutecné klesa, pro dopfednou a zpétnou diferenci linedrné, pro centrovanou diferenci
rychleji — kvadraticky. Poté ale pro ur¢itou hodnotu nastane zlom a chyba opét zacne rust,
pripadné se obcas zastavi a vytvori ,,schod® Proc¢ se to déje? Zatimco samotnd chyba metody
s klesajicim h stéle klesd, zaokrouhlovaci chyba, konkrétné typu cancellation, s klesajicim h
roste. Pro urcité optimalni h = hopt je chyba metody rovna zaokrouhlovaci chybé a pro h < hopt
dominuje zaokrouhlovaci chyba.

Daéle vidime, Ze pro centrovanou diferenci je optimélni krok vétsi, nez pro zpétnou a do-
prednou diferenci. Je to ndznak obecnéjitho pravidla: ,,Cim vétsi vdd metody, tim je optimdind
krok vétsi.“ Specidlné plati, ze kombinace metody vysokého fadu a velmi malého kroku je cesta
do pekel.

4Pokud nevite, pro¢ pouzit log-log graf pro mocninné zévislosti, pieététe si vzorové fedeni uloh z 1. dilu.
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Odvodme si nyni teoretickou predpovéd pro hopt pro doprednou diferenci. Hleddme tedy h,
pro které bude chyba metody rovna zaokrouhlovaci chybé. Predpokladejme, ze zaokrouhlovaci
chyba pri vycisleni funkce je Af(z) ~ f(z)e, kde € je strojovd presnost. Pak pro derivaci a jeji
chybu plati

F(@) + AF (z) = flz+h)(1 +51}z— F(x)(1 + e2)

_ fleth) = f@)  flathle - flz)e
h h ’

kde €1 a €2 jsou skutecné relativni chyby vycislen{ funkce, pricemz dle vysSe uvedeného plati, ze
jsou radoveé rovny strojové presnosti. Také poznamenejme, ze ndm jde o horni odhad chyby, proto
v nasledujicim kroku secteme vSechny dil¢i chyby v absolutni hodnoté. Pak pro zaokrouhlovaci
chybu dopredné diference plati

Af'(z) ~ 725“;(95)' :

Vsimnéme si, ze Af’(x) o< h™!. Pravé tato vlastnost je diivodem, Ze pro mald h prevazi.
Chyba metody dopredné diference 6 je z Taylorova rozvoje rovna

Lf"(¢)] |f" ()]
0= "gr h~"5—h,

kde jsme provedli odhad chyby dosazenim x misto &, protoze hodnotu £ nezndme. Pro h = hopt
pak plati § ~ Af'(z), tedy (za predpokladu f”(z) # 0)

" ()] 2¢|f ()|

——hopt ¥ ————,

x
2 hopt

. [T@L
ot X 2\ ) Ve

Protoze nés zajim4 pouze fadovy odhad, sta¢{ ndm, ze pro doprednou diferenci plati hopt ~ /€ ~ 10

coz odpovida optimalni hodnoté v grafu PJ. Pro zpétnou diferenci bychom obdrzeli stejny vysle-
dek, pro centrovanou diferenci bychom pak obdobnym postupem dostali hops ~ el/3 ~ 1070,

Monte Carlo

Monte Carlo (zkrdcené MC) je oznaceni pro jakoukoli metodu, kterd k vyreseni tilohy pouzi-
véd ndhodné vzorkovani pravdépodobnostniho rozdéleni sledované veli¢iny pomoci generatoru
pseudondhodnych c¢isel. Dle aplikace a pouzitych algoritmt se Monte Carlo déli na kinetické,
termodynamické (statistické), kvantové a mnoho dalsich. V tomto seridlu se budeme postupné
vénovat tfem oblastem: MC integraci, geometrickému MC a zlehka se dotkneme i termody-
namického MC. A aby nebyl vyklad problematiky zbyteéné komplikovany, omezime se zde na

vvvvvv

Principy metody

Princip metody Monte Carlo si ukdzeme na konkrétni tloze, kterd se nazyva Buffonova jehla.
Pavodni znéni pochédzi z 18. stoleti od hrabéte de Buffon: Necht mdme vodorovnou plochu
rozdélenou rovnobéznymi carami na pdsy sirky a. Na tuto plochu hodime jehlu délky b. Jakd je

(
—
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pravdépodobnost, Ze jehla protne cdry? Vzhledem k dobé, kdy byla tloha zadand, bylo mozné
vytesit ji bud analyticky nebo experimentem, pocitacova simulace nebyla dostupna. Nase zadani
bude znit ovSem trochu jinak: Jak na zdkladé opakovaného provedeni experimentu uvedeného
v Buffonové tloze uréime hodnotu ¢isla 7

Mozna jste nyni zmateni z toho, odkud se vzalo ¢islo n. To se ihned ozrejmi, jakmile vyresime
pavodni Buffonovu tlohu. Jeji podstatou hleddni tzv. geometrické pravdépodobnosti ve dvou
dimenzich. Tento typ tloh po nés obecné pozaduje porovnat obsah plochy, kterou predstavuji
pozitivni vysledky, s obsahem celkové plochy, na které se pohybujeme. Jednoduchym prikladem
je nalezeni pravdépodobnosti, ze trefime stied terée (bull’s eye) za predpokladu, ze se vzdy
trefime do terée a rozdéleni bodi dopadu Sipky je rovnomérné. Hledand pravdépodobnost je
pak ddna pomérem obsahu Cerveného stredu a obsahu celého terce.

V Buffonové iiloze mame tyto dvé souradnice: souradnice x stfedu jehly ve sméru kolmém
na rovnobézné ¢ary a dhel ¥ natodeni jehly v roviné. (Nenechte se zmdst, souradnice y v rov-
nobézném sméru zde nehraje zidnou roli.) Nyni pfiddme dodatetnou podminku® b < a, tedy
délka jehly musi byt mensi nez sitka past. Potom pravdépodobnost, Ze poloha stfedu x bude
ve vzdélenosti mens{ nez b/2 od ¢ary (a tedy ¢dra bude v dosahu jehly), udavéd vztah

plzl(é+é):9, (4)

a

Nyni nalezneme pravdépodobnost P», Ze jehla protne rovnobézku, ke které je nejbliz, pokud
je tato rovnobézka v dosahu jehly — vsimnéte si slova ,,pokud“, jde o podminénou pravdépo-
dobnost. Pravdépodobnost, zZe jehla protne rovnobézku, bude diky nezavislosti souradnic ddna
soucinem P; - P». Aby jehla ve vzdélenosti < b/2 od rovnobézky tuto rovnobézku protala, musi
platit x < %cos |9|. Toto si rozmyslime z pravothlého trojuhelniku s pfeponou b/2 a pfilehlou
odvésnou z. Inverzné, thel ¥ (v intervalu od —xn/2 do n/2, méfeny od kolmice na rovnobézku)
lezi v intervalu (Umin, Omax) = (— arccos(2z/b), arccos(2z/b)). Pro dané x bychom nyn{ snadno
ur¢ili hledanou pravdépodobnost jako pomér velikosti uvedeného intervalu s thlem n (v radi-
anech). JelikoZ jsou v8ak ¥min & Umax zdvislé na z, musime provést integraci pfes = od 0 do

b/2:
b/2
Py — 2/ 2 arccos(2z/b) de — 2 5)
b J, T T

P1i vypoctu jsme vyuzili tabulkovy integral

/arccosa:da::a:arccosm—\/1—9624—0.. (6)

Reseni Buffonovy tlohy tedy zni: Jehla protne rovnobézku s pravdépodobnosti P = Py Py = 28

arn’

Piiméjsi, ale méné ndzorny postup feSeni by vypadal nasledovné: pravdépodobnostni funkce sou-

fadnic z (vzddlenost od nejblizsi ¢ary) a ¢ jsou

2 pr
f:c(:v){{f SRR

_ % pro ¥ € (—n/2,1/2)
Fo(9) = {0 jinak .

vypoctu m pak jiz neni tak zfejma.
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Souradnice x a ¥ jsou nezivislé ndhodné proménné. V takovém pripadé mizeme sdruzenou pravdépo-
dobnosti funkci P(z,9) vyjadiit jako souéin jednorozmérnych pravdépodobnostnich funkci

2 —T T
fz,ﬁ(w,ﬂ)fx(w)fw(ﬂ){‘”‘ pro @ € (0,a/2) AJ € {~x/2,7/2) 1)

0  jinak .

Vyse jsme si rozmysleli, ze k protnuti rovnobézky dojde pro z < gcos |9]. Hledanou pravdépodobnost
tedy ziskame jako dvojny integral

/2 %cos [9] /2
2 b [ 2b
P= = dzdd = boosi] = 20 (8)
715/2 0 aTt 77[/2 at aTt

Nabizi se tedy nésledujici metoda, jak urcit hodnotu ¢isla n: Obstardme si velké mnozstvi
jehel (pro uskutecnéni experimentu jsou vhodnéjsi $pejle) a postupné® je budeme hézet na
pruhovanou plochu a pocitat, kolikrat doslo k protnuti nékteré z rovnobézek. Pti hdzeni musime
dbét na to, aby byl pohyb jehly vzduchem dostateéné chaoticky a vyslednou konfiguraci jehly
bylo mozné povazovat za ndhodnou. Nakonec vydélime pocet protnuti poctem jehel a dostaneme
urcité ¢islo c. Podle zdkona velkych ¢isel pro n hodu plati

lim ¢= P, (9)

n—oo

tj. v limité velkého poctu hodi vyjadiime cislo n vztahem
2
ac’
Tato metoda k nalezeni ¢isla  spadd do rodiny Monte Carlo. Pfed rozmachem MC simulaci
se opakované pokusy pouzivaly pouze k odhadu nejistoty? vysledku ziskaného deterministickou
simulaci, napriklad numerickou integraci diferencialnich rovnic. Metoda Monte Carlo pfimo fesi
danou tlohu na zdkladé pravdépodobnostniho pristupu.

Shriime si nyni v obecnosti zdkladni kroky metody Monte Carlo:

T (10)

e Stanovime mnozinu vSech moznych vstupnich hodnot. V piipadé Buffonovy jehly jde
o vSechny dvojice hodnot, kterych mizou nabyvat proménné x a 9.

o Zjistime, jakymi pravdépodobnostnimi funkcemi se #idi ndhodné veli¢iny vstupujici do
simulace. V probrané tloze slo o dvé rovnomérné rozdéleni pro veli¢iny = a 9.

e Pomoci generatoru (pseudo)ndhodnych ¢isel vybirdme realizace zminénych ndhodnych
veli¢in. V experimentalni formé Buffonovy jehly je ndhodnost zarucena chaotickym letem
jehly vzduchem.

e Na vybrané realizace aplikujeme deterministicky vzorec a ziskdme vystupni hodnoty si-
mulace.

Posledni bod zni velmi obecné, nebot se podstatné lisi problém od problému — pri zkoumani
pohybu ¢astic v plynu (termodynamické MC) uplatnime zcela jiné vztahy nez pri vypoctu
integrdliu. V Buffonové tloze je vystupni hodnotou odhad ¢isla n. Tato hodnota vSak nikdy
nebude presnd, protoze pocet hodu jehlou/Spejli je kone¢ny. Radi bychom proto kvantifikovali
chybu, které se pfi vypoctu dopoustime. Bohuzel, ne kazda aplikace MC umoznuje snadno
definovat, jak ur¢ime nejistotu vysledku. Jak je tomu v pripadé Buffonovy tlohy?

SNebo viechny naraz, musime vsak zarudit, ze srazky jehel nenarusi ndhodnost.
7Pfipomeﬁme, ze nejistotou myslime velic¢inu charakterizujici distribuci vysledku okolo o¢ekdvané hodnoty.
Vice viz nésledujici kapitola.
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Monte Carlo integrace

Nez zodpovime otézku polozenou na konci minulé kapitoly, podivejme se na Buffonovu tlohu
obecnéji. Pii aplikaci Monte Carlo metody vlastné feSime za pomoci simulace integrdl (ff),
respektive (E) Reseni Buffonovy tilohy tedy spadé do specifické skupiny metod zvanych Monte
Carlo integrace. Obecné tedy hleddme hodnotu integralu

1':/Qf(:;zt)dgtt7 (11)

kde f(x) je zndm4 funkce a € je oblast, pres kterou integrujeme. Jelikoz nepfedpokldddme, ze
kazdy ctenar je dobre obeznamen s integralnim poctem, kratce si zde vysvétlime, jak pojem
integralu chapat.

Smyslem integralniho poctu je zobecnit pojmy jako je délka, plocha ¢i objem. Pokud ve
vyrazu ([L1) polozime f(x) = 1, pak I bude udévat objem oblasti Q. Slovo ,objem“ muze
byt ponékud zavadéjici, protoze pokud je oblasti napiiklad dvourozmérnéd plocha vytycend
body (0,0), (2,0), (2,3) a (0,3), bude integrél predstavovat obsah dané plochy (zde obdélnik
o obsahu 6) — Casto vSak pouzivime termin objem pro oblasti s libovolnou dimenzi (obsah
je tedy ,,2D objem“). Pokud je tvar oblasti komplikovany, muze byt vydéisleni integralu také
komplikované. Vzdy je vSak mozné aplikovat numericky pristup: roziezeme oblast na velky pocet
krychlicek a sefteme jejich objem. Cim jemnéjsi déleni pouzijeme, tim presnéjsiho vysledku
dosahneme.

Z numerického pohledu se problém integrace prilis nezméni ani kdyz budeme pracovat s li-
bovolnou funkei{ f(x). Pouze budeme muset pfi séitani krychlicek kazdy elementdrni objem
vynésobit vahou danou hodnotou funkce f(x) ve stfedu krychlicky*

Ted kdyz mame hrubou predstavu, jak muze takovy numericky vypocet integralu vypadat,
budeme schopni lépe ocenit ptfinos metody Monte Carlo. Prvnim krokem je uzavieni obecné
komplikované mnoziny 2 do boxu. Tento box predstavuje defini¢ni obor pravdépodobnostni
funkce p(z) od ndhodné veli¢iny X. Stéle pro jednoduchost uvazujeme, ze X ma rovnomérné
rozdéleni, p(x) je tedy konstantni funkce, kterd vSude nabyvd hodnoty 1/V, kde V je objem
boxu (vzpomerite, ze pravdépodobnostni funkce je normovand, takze integrdl funkce p(z) pres
cely box musi byt roven 1). Navic pfedpokladejme, Ze mimo oblast 2 je funkce f(z) nulovi.
Pomoci generatoru nahodnych cisel vybereme jednu realizaci z veliciny X a zkonstruujeme
odhad integralu

II(X:x):M. (12)

p(x)
Ocekdvame, ze jednobodovy odhad bude velmi Spatny. Uvazujme na chvili pripad, kdy poc¢itame
objem oblasti Q (ozna¢me ho O), tj. f(z) = 1 vSude na Q. Pokud z € Q, pak I; = V. Pokud
x ¢ Q, pak I; = 0. Hledand hodnota ziejmé lezi nékde mezi 0 a V, ale nevime kde. Dobrou
vlastnosti tohoto odhadu je tzv. nestrannost. To znamend, ze jeho stfedni hodnota je rovna
presnému vysledku. To si snadno potvrdime aplikaci definice stfedni hodnoty spojité ndhodné
veli¢iny

x

Elh] - / (X = )p(a)de = / %pmdm: / [(@)de = 0 (13)

8 Nemusi jit o stfed a nemusi jit o krychlicky, ale zatim s touto predstavou vystacime. Fundovanéjsi vysvétleni
numerické integrace témito metodami naleznete v dalsich dilech seridlu.
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tento vysledek plati pro libovolné f(z). Pro vypocet rozptylu pouzijeme vztahE
Var [1] =E [I{] — (E[L])* , (14)

tedy pro f(z) =1 a p(z) = 1/V dostaneme

Var [[1] = / (f)((z))) p(z)de — O° = / Vdz —0*=VO-0°=0(V -0). (15)

Vidime tedy, Ze rozptyl naseho odhadu je prfimo tmérny rozdilu mezi objemem obklopujiciho
boxu a oblasti zdjmu . Kdybychom volili box shodny s €, takze by platilo O = V, dostali
bychom exaktni vysledek, ale pak celd tloha postrdda smysl, protoze hledany objem jiz od
zaCatku zndme. Jak tedy docilime nizsiho rozptylu (a v disledku nizsi smérodatné odchylky),
aniz bychom museli omezit nasi benevolenci pri volbé boxu?

Odhad I; je Spatny, nicméné z geometrického pohledu vime, Ze pravdépodobnost zvoleni
z € Q lze vyjadrit jako O/V. Tedy zpusobem, jak odhad zlepsit, je vzit velky pocet nezdvislych
vzorkl, ozna¢me ho N, a provést prumér pfes hodnoty I;(X = z;), ¢ = 1,...,N. Novym
odhadem je tedy veli¢ina

In=~ Zf(“"i). (16)

Rozptyl této velic¢iny jeE
Var [In] = Var %Z géz:)) = % (Var [géziﬂ + Var |:£((;C3] + .. )

= —Var[L]= -0V -0), (17)

pri¢emz posledni tprava je opét pouze pro f(z) = 1. Pro smérodatnou odchylku tedy plati

1
7 [Iv) = Z=+/0(V = 0). (18)

Vyraz 4/ O(V — O) je néjaky konstantni faktor dany volbou boxu a nenf pfili§ podstatny. Zasad-
ni vyznam ma ovsem faktor 1/ V/N. Rik4 nam, 7e s rostoucim poétem vzorka klesd smérodatns
odchylka s odmocninou poc¢tu vzorku. Tedy zvysime-li pocet vzorka stokrat, snizi se chyba
desetkrat. To moznd nezni jako pfilis rychld konvergence, ale pfi vypoctu mnohorozmérnych
integralu se ukazuje byt velice dobrou. Lze ukézat, ze v dimenzi d konverguje vypocet integra-
Iu pomoci déleni objemu na krychlové elementarni bunky rychlosti N -2/ 4 zatimco integrace
Monte Carlo neni na dimenzi zdvisla. Pro dimenze d > 4 je tedy MC integrace preferovanou
volbou.

Kratkd poznamka k vyssim dimenzim — vypocet objemu geometrickych téles v mnohorozmérnych
Eukleidovych prostorech nemé mimo oblast ¢isté matematiky velky vyznam. Pokud vsak budeme kazdy

9V predchozim dilu seridlu nebyl zminén, ale lze ho odvodit z definice stfedni hodnoty a rozptylu.
070, ze rozptyl sou¢tu mizeme rozdélit na soucet rozptyld, plyne z nezdvislosti veli¢in I1 (X = z;). Muzete
si to taky odvodit.

10
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volny parametr fyzikalniho systému povazovat za jednu dimenzi, nabizi se Sirokd skdla aplikaci. Jako
ptiklad uvedme kanonicky soubor ¢astic idedlniho plynu ve statistické mechanice, kde kazda z N castic
plynu je popsana tfemi slozkami hybnosti a tfemi slozkami polohy. Integraci pres téchto 6N proménnych
ziskdme tzv. particni sumu. Ta v sobé obsahuje termodynamické vlastnosti systému jako jsou vnitini
energie, entropie ¢i tlak.

Odvozeny vztah pro vypocet nejistoty odhadu integralu za pouziti metody Monte Carlo
miuzeme aplikovat na Buffonovu jehlu. Pomoci generdtoru ndhodnych ¢isel vybirame N dvojic
vzorki z rovnomérnych rozdéleni z € (0,a/2), ¢ € (—n/2,7/2) a k vysledku pficteme 1/N
pokazdé, kdyz je splnéna podminka x < %cos |9]. Buffonova tloha nemd pfimocarou geomet-
rickou interpretaci jako podil obsaht dvou ploch, pri vypoctu odchylky si proto vystacime se
znalosti{ pravdépodobnosti protnut{ O/V = 2—2 Pro relativni smérodatnou odchylku plati

o 1 1 an
6= % V/O—1:ﬁ\/;~ (19)

Zvolime-li konkrétni hodnoty parametri, napr. b = a = 1, dostaneme relativni smérodatnou

odchylku )
o
0= 0,76 ik
Poznamenejme jesté, ze vyuzit pocitacovou simulaci Buffonovy tlohy k nalezeni hodnoty ¢éisla =
neni nejpraktictéjsi, protoze pri generovani nahodnych ¢isel potfebujeme ¢islo nt jiz pfedem znét.
Existuji metody, jak urychlit snizovani rozptylu, ale jejich rozbor ponechdme do ptistiho dilu.
Jednu specidln{ metodu preci jen ve stru¢nosti uvedeme — nazyvé se kvazi-Monte Carlo (QMC)
a od bézné MC metody se lisi tim, Ze nepouzivd pseudondhodné ¢isla, ale tzv. kvazindhodné
¢isla (odbornéji se mluvi o posloupnostech s nizkou diskrepanci). Vyhodou gMC je, ze zatimco
pri generovani nahodnych ¢isel dochazi k vytvareni shlukt, kvazindhodnd ¢isla pokryji zvolenou
oblast rovnomérnéji. Nemuze se tedy stdt, ze bychom nékolikrat zapocitali stejny bod (nebo
velmi blizké body). Zaroven vsak kvazindhodna ¢isla nejsou rozmisténa v pravidelné mrizi,
pfi zméné oblasti tedy neni potieba polohy bodt prepoéditat. Rad konvergence smérodatné
odchylky se diky rovnomérnému pokryt{ muze blizit az 1/N. Za tento bonus vSak musime
zaplatit — kvazindhodnd ¢&isla nejsou nezdvisld, jejich vyuziti je proto omezeno (neni mozné je
pouzit naptiklad v kryptografii) a statistické zpracovdni se kvili korelacim komplikuje.

(20)

Ukazkova dloha: Integrace kruhu

Zadani: Vypoctéte obsah ¢tvrtkruhu o poloméru » = 1 pomoci metody Monte Carlo.

Reseni: Ctvrtkruh vlozime do étverce o strané délky r (tj. poloméry ¢tvrtkruhu jsou shodné
s dvéma pfilehlymi stranami ¢tverce) a budeme generovat dvojice rovnomérné rozdélenych
ndhodnych ¢isel na intervalu (0, 1). Dvojice éisel piedstavuji soufadnice x, y bodd uvnitf étverce,
celkem jich vygenerujeme N. Poté spocteme vechny body, které splituji podminku 22 +32 < 1,
tj. lezi uvniti ¢tvrtkruhu; tento pocet oznac¢me M. Obsah je poté dan vztahem

M, M
S=—"—d =—7.
N N
Jelikoz zndme vzorecek pro obsah kruhu, ocekdvame vysledek

1
M/N = /44041 ——
N =0T

11
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kde jsme faktor 0,41 ziskali ze vztahu (@) proV=r’=1a0=mr?/4=n/4.
K feseni byl pouzit nasledujici kéd, ktery muzete s mirnymi dpravami vyuzit v_seridlové
tloze. Uvnitt kddu je pomoci komentart vysvétlena potfebnd syntax jazyka Python®

# macteme matematickou a numerickou knihovnu
import math
import numpy as np

# kolik bodu budeme generovat

pocet = 1000000

# pole (matice) nahodnych cisel od 0 do 1,

# ktera ma "pocet" radku a 2 sloupce, pricemz kazdy

# radek predstavuje souradnice T a Yy jednoho bodu

nahodna = np.random.rand(pocet,2)

# inicializace promenne, do niz budeme ukladat pocet zasahu dovnitr kruhu
pocet_uvnitr = 0

# cyklus, ktery prochazi cisla od 0 do pocet-1
for i in range(0,pocet):
# v hranate zavorce piseme radkovy a sloupcovy indexr oddeleny carkou,
# pomoci Pythagorovy wety kontrolujeme, ze bod lezi v kruhu
if nahodnal[i,0]**2 + nahodnal[i,1]**2 < 1:
# pokud je bod v kruhu, zvysime pocet zasahu o jedna
pocet_uvnitr += 1

# wvypocet prumeru; ve jmenovateli je prictena nula, aby byl vysledek float
prumer = pocet_uvnitr/(pocet+0.)

# odchylka od ocekavaneho wvysledku a smerodatna odchylka dle textu serialu
# math.pi vola hodnota cisla p1t

odchylka = np.abs(prumer - math.pi/4.)

smodch = np.sqrt(math.pi/4.*(1. - math.pi/4.)/pocet)

# mnechame vypsat vysledek na obrazovku
print ("Prumer: {}, smodch: {}, odchylka: {}.".format(prumer, smodch, odchylka))

Vysledek prvniho béhu programu vypadal nésledovné:

Prumer: 0.785928, smodch: 0.000410545841934,

odchylka: 0.000529836602552.
Jelikoz jsme pouzili 1000000 bodu, pohybuje se relativni smérodatnd odchylka okolo 1/1000
(odmocnina). Na obrazku B vidite, jak se vyviji odhad priaméru s rostoucim N.

Ulohu lze jednoduse vytesit i v programu Microsoft Excel. Pomoci funkce RAND() naplnime
dva sloupce do délky N. Volme tfeba N = 1000 a naplnény necht jsou sloupce A a B. Do bunky
C1 vepiseme vzorec =A12+B12 a vytahneme do délky N. Poté do prazdné bunky vepiseme

==COUNTIF(C1:C1000;"<1")/COUNT(C1:C1000)
Prvni funkce spocte vSechny bunky obsahujici ¢islo vétsi nez 1, druhd funkce zapocte vsechny
neprazdné bunky. Tak ziskdme odhad obsahu kruhu s prumérem d = 1.

Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyzika.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

1Kéd je psan tak, aby byl srozumitelny, nikoli efektivni.
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Obr. 3: Vyvoj obsahu kruhu odhadnutého metodou Monte Carlo v zavislosti na poctu
bodu N. Prvnich sto kroku je v grafu vynechano kvili velkym fluktuacim.
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