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Uloha IV.P ... statistikiiv denni chléb 9 bodt; pramér 5,30; fesilo 20 studentt

Zname to vsichni, krajic chleba namazany medem nebo marmeladou, zakousneme se a najednou
je kapka mazadla na ruce a jsme za prasata. Spocitejte, jak zavisi pravdépodobnost, ze v krajici
bude dira skrz naskrz, v zdvislosti na jeho tloustce. Model kynuti tésta nechdme na véds. (Treba
rovnomérné rozmisténé bubliny s exponencidlné rozdélenym polomérem je dobry model.)
Michal se pobryndal.

Model jedné bubliny

Nejdriv je potfeba udélat si porddek v pojmech. Budeme tedy uvazovat rovnomérné rozdélené
bubliny s exponenciidlné rozdélenym polomérem. Pocet bublin oznac¢ime k. Bubliny uvazuj-
me kulovité. Za rovnomérné rozmisténi povazujme to, kdyz stredy bublin budou ve vrcholech
krychlové mrizky s délkou hrany r > 0. Exponencidlni rozdéleni je rozdéleni ndhodné velic¢iny x

takové, ze:
0 z <0
fla) = {)\e—’\” z>0"

kde f(x) je hustota pravdépodobnosti a A > 0. Zintegrovdnim od minus nekoneéna do z snadno
zjistime, Ze jeji distribuéni funkce F'(z) (tedy pravdépodobnost, Ze hodnota ndhodné veli¢iny
je mensi nez x) je pro  nezdporné rovna 1 — e~*®. Nyni uvazujme krajic s danou tloustkou d.
Rozdélime si praci na nékolik pripadu.

V prvnim pripadé budeme uvazovat velmi zjednoduseny model, kdy se v priabéhu kynuti
zddné dvé bubliny nespoji tak, aby spoje¢né vytvorily tunel. Potom nam staci zanedbat Sit-
ku bublin (budeme tedy pro jednoduchost poéitat pouze s jejich vyskou). Také se nechceme
starat o to, kde maji bubliny stied, proto fekneme, ze stfed je vzdy ve vySce d/2. Potom lze
s vyskami bublin pocitat jako s poloméry, tedy maji také exponencialni rozdéleni, jenom kon-
stanta A bude polovi¢ni. Vysky jednotlivych bublin jsou navzajem nezavislé ndhodné velic¢iny.
Pravdépodobnost, ze vyska bubliny bude mensi nez d, je:

0

d
Pr(z < d) :/ A Mde = e (-ATH)]0 = [—e ] =1 —e M.
0

Tedy pravdépodobnost, ze v krajici nebude dira, tedy Ze zddna bublina nebude vyssi nez d,
je (1 — e M)F,

Abychom méli néjaky odhad, tak nastavme k = 800 (Krajic bud dlouhy 20cm a Siro-
ky 10 cm, bubliny méjte mezi sebou vzdalenost 1 cm. Vice bublin nad sebou neuvazuji a krajic
si aproximuji obdélnikem s danymi rozmeéry. Jeho obsah vyndsobim Ctyfmi, protoze na jeden
centimetr ¢tveredni krajice pripadaji ¢tyfi body bublinové mfizky.). Nedovoluji bublindm, aby
se spojovaly, tedy mé tlouska krajice nezajima.

Letmym pohledem na krajic chleba (Sumava) vidime, Ze dér s prumérem 1cm je malo, ale
kolem je spousta mensich bublin, od boku stielme 1000krat vic. Tedy A = 6.9 (to znamend, ze
pravdépodobnost, Ze vyska bubliny presdhne 1, tedy e~*, je zhruba 0.001). Potom pravdépo-
dobnost, ze pfi tomto modelu kynuti nebude v krajici dira, je (1 —e~594)8% coz je pro mald d
nepfijemné malé ¢éislo. Pokud si d zvolime 1 (jednotka je 1cm), tak je to zhruba 0.446 pro to,
ze nevznikne dira. Tento model je dostatecné presny pro krajic, jehoz tloustka je mensi nez
vzdéalenost miizovych bodi.
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Model vice bublin

Ve druhém priblizeni si zpresnime pojem ,rovnomérné rozmisténi“. Nyni za néj budeme uvazovat
to, Ze na jednotku objemu pripada konstantni pocet bublin a Ze lze krajic rozdélit na nékolik
vyskovych sloupcli, mezi nimiz se bubliny nebudou spojovat. To znamen4, Ze najednou je pocet
bublin funkci zavislou na tloustce krajice, zafixujeme-li si jeho plochu. Za jednotku objemu si
zvolime 1cm?.

Ve druhém pripadé dovolime, aby bubliny mohly byt nad sebou a aby se bubliny v jednom
vyskovém sloupci mohly spojovat. To je jesté pomérné jednoduchy, ale realisti¢téjsi model.
Jedind zména je, ze misto vysky jedné bubliny uvazujeme soucet jejich vysek a chceme, aby byl
mensi nez d. Je to ovSem jen horni odhad vysky tunelu, v redlném svéte by se bubliny spojily
a celkova vyska by byla mensi.

Nésleduje ¢ést s pokrocilejsi matematikou, pokud chcete, muzete ji s Cistym svédomim
preskocit.

Nyni chceme néjak odvodit, jakd bude hustota pravdépodobnosti pro spojené bubliny.
Méme-li dvé nezédvislé veli¢iny (vysky bublin jsou zfejmé navzdjem nezévislé), pravdépodob-
nost, ze nastanou obé ziroven, je soucin jejich pravdépodobnosti. Chceme-li pravdépodobnost
toho, ze jejich soucet bude roven z, jednu z veli¢in volime nezavisle, tedy bude mit hodnotu z,
a druhd uz bude zavisla na = s hodnotou z — . Pokud bychom pracovali s diskrétnimi veli¢ina-
mi, které jsou navic nezavislé, secetli bychom takovéto souciny pres vSechna x a méli bychom
kyzenou pravdépodobnost. Ale vyska bubliny je spojitd. Analogie souctu pres vSechny hodnoty
spojité veliciny je integral.

Existuje véta z teorie pravdépodobnosti zabyvajici se souctem nezavislych ndhodnych velicin,
tikd se ji Véta o konvoluci: Jsou-li XY nezdvislé ndhodné veli¢iny se spojitym rozdélenim
s hustotami fx, fy, pak ma veli¢ina Z = X 4+ Y rozdéleni s hustotou

—+oo
o(z) = / Fx@)fr (= a)de,

—o0

kde z je hodnota souctu, tedy vyska celého tunelu. Je sice jen pro soucet dvou nezavis-
Iych ndhodnych veli¢in, ale je vidét (jak ukdzeme nize), jak spocitat hustotu souctu tif, étyt,
...ndhodnych veli¢in. Jenom budeme muset odhadnout néjaké rozdéleni mozného poctu bub-
lin nad sebou. Ten muze nabyvat kladnych celoc¢iselnych hodnot, tedy je to diskrétni velicina.
Ukrojme si nyni tlustsi krajic o vysce 1,5cm stejnych rozméri, tedy v ném bude 2400 bublin
a vzdy budou tTi nad sebou, tedy tam bude 800 trojic. To staci, abychom ukézali, jak se pocitd
rozdéleni souctu vysek vice nez dvou bublin nad sebou. Potfebujeme nyni spocitat hustotu
rozdéleni pro soudet t¥{ vysek bublin. Nejdi{v to tedy spoéitdme pro soucet dvou (hustota pro
hodnoty mensi nez nula je nulova, tedy integral ufizneme z jedné strany v nule (f(z)) a z druhé
v z (f(z = z)), g bude pro zadporné hodnoty také identickd nula):

g(z) = / e M My = / Ao Mdr = N2ze 7.
0 0

Ted to spocitame pro t¥i bubliny nad sebou, tedy secteme jednu a dvé bubliny:

z z 2
h(z) = / A2ze M Mgy = / Ae Madr = A3%67>\Z .
0 0
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Nyni potrebujeme spocitat pravdépodobnost, Ze t¥i bubliny nad sebou neptfeséhnou vysku d,
vyuzijeme metodu per partes:

d 2 d

- 1 .

Pr(z<d) = / Ag%efmd:v = —)\2§d2ef>‘d -l-/ Nre Mdr =
0 0

d
- —AQ%d%’M 4 ade M 4 / Ne Mz =1—e M (%AQCF F A+ 1) .
(0]

Takto jsme spocitali pravdépodobnost, ze bubliny v jednom vyskovém sloupci spole¢né nevy-
tvori tunel. Pro vypocet findlni pravdépodobnosti staci prislusné pravdépodobnosti vynasobit,
tedy v naSem piipadé pro k = 800, A = 6.9 a d = 3 (ted pocitdme s krajicem tloustky 3cm,
predtim to bylo jen 1cm) vyjde vic nez 0.999 pro to, ze nevznikne dira.

Obecné, kdyz kombinujeme nékolik exponencialné rozdélenych veli¢in, vznikne ndhodn4 veli-
¢ina s gamma rozdélenim. To je jesté pokrocilejsi partie matematiky, tedy se gamma rozdélenim
tady nebudeme zabyvat a zdjemci necht si ho najdou na internetu.

Obecny model

Pro tplnost jenom zminime model, ve kterém se bubliny mohou protinat, tedy se jejich vysky
mohou prekryvat. Potom neplati, ze kdyz soucet vysek presdhne d, tak v krajici musi vzniknout
dira. V tomto modelu je to, zda vznikne dira, zavislé na poloze stfedu a je nad vypocetni i casové
moznosti autort alespon priblizné urcit hledanou pravdépodobnost. Jenom podotkneme, Ze ani
tento model neni pfesny, nebotf pfi opravdovém kynuti se stfedy bublin v chlebu navzajem
pohybuji v zavislosti na vice faktorech, naptiklad na hustoté a viskozité tésta a na aktualni
velikosti okolnich bublin, coz je dynamicky se vyvijejici model (vSechny dosud zminéné modely
byly statické). V obecném modelu musime navic uvazovat ndhodny pocet bublin (tfeba Fidici
se Poissonovym rozdélenim).

Simulace

Napsali jsme simulaci Modelu vice bublin v jazyce C++4, zde uvddime pseudokéd:
int sloupec(double d, double lambda){

int pocet := poissonovo_rozdeleni(d);
for i := 0 to pocet—1 do vygeneruj_bublinu();
//stred rovnomerne na (0,d), polomer exponencialne s parametrem lambda
double horni_mez := dira_odspodu() ;
//nastavi si horni mez na O a hleda, jestli ji nejaka bublina protne
//pokud ano, nastavi si horni mez na horni okraj te bubliny a opakuje
if (horni_mez>1) return 1; //vznikla dira
return 0; //nevznikla dira

int main(void){
int p_sloupcu := poissonovo_rozdeleni(800);
int uspech := 0;
for i := 0 to p_sloupcu—1 do uspech := uspech + sloupec(d,6.2);
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Radéji jesté slovné popiseme, co se v kddu déje. Nejprve si vytvorime funkci sloupec, kterd
simuluje jeden vyskovy sloupec. Vrati 1, kdyz v krajici vznikla dira, a 0, kdyz dira nevznikla.
Tuto funkci pak dokola volame tolikrat, kolik mame sloupci.

Vysledky vygenerované funkénim kédem pro rizné poloméry (A = 6.9) jsou k vidéni v ta-
bulce [Il. Kazdé méreni jsme zopakovali 10000krat, tedy muzeme fici, Ze jsme to zmérili pro
deset tisic krajicu.

Tab. 1: Vysledky simulace

d | pocet sloupci pocet dér pocet déravych krajicu
1 7999 638 107058 9999

2 7996 136 7537 5250

3 8002974 494 484

4 8000 854 38 38

5 8001825 2 2

Tyto hodnoty vypadaji rozumné pro hodné bublavy chleba. Viibec ale nekoresponduji s vy-
pocty pro jednu bublinu, s vypocty pro vice bublin si rozumi uz vice, ale stdle moc ne. Vyslo
nam, ze pro vysku 1 je pravdépodobnost vzniku diry témér stoprocentni. Bude to nejspis tim,
ze vice parametru volime ndhodné, a také to, ze vznika vice bublin nad sebou.

Na zavér bychom chtéli uvést tabulku, ve které shrneme vysledky spoctenych teoretickych
modeld. Ve sloupci ,hodnota“ jsou uvedené pravdépodobnosti, ze nevznikne dira.

Tab. 2: Vysledky méreni

model pravdépodobnost hodnota pro d =1
jedna bublina 1—(1—e *M)F 0.446
vice bublin | 1—(1—e ™ (4X%d* + Xd +1))* 5.219- 10712

U kazdého modelu k oznacCuje pocet vyskovych sloupcu. U druhého modelu uvddime prav-
dépodobnost pro tfi bubliny nad sebou (proto vyslo tak malé ¢&islo), vypocet pravdépodobnosti
pro jiny pocet bublin je z vyse uvedeného postupu zirejmy.

Jesté si musime rozmyslet, jak jsou uvedené modely realistické. Model jedné bubliny se
tvari, ze by mohl byt realisticky pro hodné tenky chleba, tj. takovy, ve kterém bude jen jedna
bublina v kazdém sloupci. To ma nevyhodu, Ze v redlném svété nevime, jak pfesné je takovy
krajic tlusty, a bez toho nenastavime konstanty. Model vice bublin se snazi tohoto vyvarovat,
ale vlastné trpi tim samym problémem — jak vime, ze jsme trefili pfesné tu tloustku, kde jsou tii
bubliny nad sebou? Simulujici program se to snazi 1é¢it tim, ze pro kazdé zvolené d vygeneruje
nédhodné jiny pocet bublin, ale i u néj muze byt problém, Ze jsme tieba Spatné nastavili poméry.
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