Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXX ¢islo 2/7

Uvodem

Milé fesitelky, mili Fesitelé,

s prvni sérii jste se uz at uz vice ¢i méné tspésné poprali a nyni prichézi série druha. Porad se
budeme drzet spise mechaniky, ale zabrouzddme i do modernéjsich témat, jako je supravodivost.
S experimenty opét zistaneme v kuchyni, tentokrat ale prejdeme od jidla k ndpojim — snad
nerozlijete moc mléka. V seridlové tloze si pak budete dale tFibit znalosti statistiky.

R&di bychom vas upozornili, ze 30. listopadu probéhne 6. ro¢nik tymové soutéze Fyziklani
online. Prihlasovat své tymy muzete na webu online.fyziklani.cz, registrace konci 28. listo-
padu.

Vytecné napady pii feseni tloh a dspéch ve Fyziklani preji

Organizdtori
Zadani ll. série
Termin uploadu: 29. 11. 2016 23.59
Termin odeslani: 28. 11. 2016
Uloha II.1 ... rande na pléaZi 3 body

Predstavte si, ze vezmete svou piitelkyni/svého pritele na veerni rande na pldz a sledujete
zépad Slunce nad vzdalenou hladinou mote. Protoze chcete prodlouzit romantickou chvilku,
vezmete si s sebou vysokozdvizny vozik, ktery se, jakmile Slunce za¢ne zapadat za obzor, zac¢ne
rovnomeérnym pohybem zvedat vzhiru, abyste stéle vidéli Slunce dotykajici se horizontu. Jakou
rychlosti se musi vozik pohybovat?

Uloha I1.2 ... hypervysokoteplotni supravodivost 3 body

Velké casti latek, obvykle koviim, roste s vyssi teplotou odpor. Jsou ovsem latky, jako napriklad
grafit ¢i polovodice, kterym odpor s rostouci teplotou klesé. Také jste jiz pravdépodobné slyseli
o supravodivosti, coz je jev, ktery obvykle nastava za velmi nizkych teplot a jedna se o stav, ve
kterém latka nevykazuje zadny elektricky odpor a dokonale vede elektricky proud. V soucasné
dobé jsou nejvyssi teploty, ze kterych byla supravodivost pozorovana, hluboko pod pokojovou
teplotou. Co kdybychom ale uvazovali, Ze se odpor méni dle vzorecku R = Ry (1 + aAt), kde
Ry je odpor vodice pro 20 °C, « je teplotni soucinitel elektrického odporu a At teplotni rozdil
viadi pavodni teploté 20°C? Tak pii hodnotach souéinitelt pro grafit ac = —0,5- 1073 K~!
a kfemik ag; = —75 - 1073 K~! dostdvAme nulovy odpor pro vysoké teploty. Pro jaké? A jak
to, ze to ve skutecnosti nefunguje a jak uhlik, tak kfemik nejsou za vysokych teplot supravodi-
vé?

Uloha I1.3 ... looping 6 bodu

Méjme naklonénou rovinu pod dhlem «, na kterou hladce nava-
zuje kruhovd smycka o poloméru R. Do jaké minimdlni vysky h
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musime na naklonénou rovinu polozit kouli o poloméru r (srovna-
telném s R), aby smyckou projela tak, ze s ni bude po celou dobu
v kontaktu? Predpokladejte, ze koule neprokluzuje.

Uloha I1.4 ... kuli¢ka 6 bodi

Piedstavte si pohyb homogenni kulicky, ktery nejprve za¢ind pouze posunem (bez jakéhoko-
liv pohybu valenim) a postupné piejde do naopak naprostého valeni (bez prokluzovani). Za
jaky cas toto nastane? Kulicka mtze mit rtizny polomér, hmotnost, pocatecni rychlost a treci
koeficient.

Uloha IL.5 ... varnice potfeti 7 bodt

Uvazujte klasickou varnici s kohoutkem dole a se vzduchotésnym vikem nahote. Kolik caje
je mozné si nalit, nez budeme muset otevrit ventil, ktery vyrovna tlak vzduchu nad cajem
s okolnim tlakem?

Uloha ILP ... efektivni (nd)stroj 9 bodu

Palné zbrané jsou vlastné takovymi tepelnymi stroji. Spocitejte jakd je ic¢innost néjaké pusky
nebo pistole. (Jde o vyuziti energie streliva pro pohyb kulky.)

Uloha ILE ... jedno plnotuéné, prosim 12 bodu

vivs

tucnosti mléka na zdkladé rozptylu svétla, pficemz jako barevnou skalu pouzijte prilozeny
papirek (pokud jste nefesili prvn{ sérii a chcete obdrzet papirek, napiste ndm na fykos@fykos.
cz). Rozdily nejlépe vyniknou, pokud do riznych druht mléka budete pridavat barvivo tak, aby
jej v mléku byla stejnd (mald) koncentrace. Jako barvivo muzete pouzit ¢ernou tus. Samoziejmé
je mozno pouzit jakékoliv jiné barvivo, ale pak si budete muset vyrobit vlastni barevnou skalu,
kterou prilozte k feSeni. Zrealizujte méreni pro ruzné druhy mléka a smési mléka a vody.
Diskutujte spolehlivost urc¢eni obsahu tuku.

Uloha IL.S ... odhadnutelna 10 bodi

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu slouzi intervalovy odhad stfedni hodnoty v normadl-
nim rozdéleni a uvedte jeho fyzikaln{ interpretaci (postaci vlastnimi slovy popsat nasledujici:
fyzikélni interpretace odhadu stfedni hodnoty, rozdil mezi (bodovym) odhadem a interva-
lovym odhadem, nejdulezitéjsi vlastnost intervalového odhadu, metoda zkraceného zapisu
intervalového odhadu, nejistota méteni). Neni potfeba uvddét pfesnd matematickd odvozen,
staci pozadované pojmy a vlastnosti stru¢né popsat.

b) V prilozeném datovém souboru merenil.csv najdete namérené hodnoty urcité fyzikalni ve-
liciny (uvazujte nejistotu typu B sg = 0,1). Zkonstruujte z téchto dat bodovy i intervalovy
odhad mérené fyzikalni veli¢iny a kratce interpretujte jejich vyznam.

¢) Predpoklddejme, ze méfime urcitou fyzikdlni veli¢inu a vime, ze vlivem pouzité metody
méfeni budou mit namérend data rozptyl rovny konstanté ¢ (nejistotu typu B neuvazujte).
Kolik musime priblizné provést méreni, abychom dosahli nejistoty méreni mensi nez s?
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d) V prilozeném datovém souboru mereni2.csv najdete data méfeni stejné fyzikdlni veli¢iny
dvéma riznymi zpisoby (nejistotu typu B neuvazujte). U které metody byla pouzitd méfici
aparatura presnéjsi? Ktery zpusob méreni dal presnéjsi vysledek méreni? U obou otdzek své
zévéry i struéné zdavodnéte.

Bonus: Zkuste odvodit, ze v normélnim rozdéleni je vybérovy rozptyl nestrannym odhadem

skute¢ného rozptylu (tj. stfedni hodnota vybérového rozptylu je rovna skute¢nému rozptylu).

Pro feseni tohoto tkolu mizete pouzit libovolné zdroje (pokud je budete rddné citovat).

Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostredi R. Pro vyfeseni téchto ikolu postac¢i drobné
upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentiria v koédu vysvétlena potfebna syntaxe

jazyka R.
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Reseni |. série

Uloha I.1 ... s rumem ¢&i bez? 3 body; pramér 2,86; fesilo 118 studentti

Do kuchyrtiského kastrolu, ktery prakticky nevede teplo, vlozime tri latky: vodu, ocel a rum.
Voda md hmotnost m, = 0,5kg, pocdtecni teplotu t, = 90°F a mérnou tepelnou kapacitu
Cy = 1kcal-kg_1-K_1. Ocelovy vale¢ek ma hmotnost m, = 200g, teplotu t, = 60 °C a mérnou
tepelnou kapacitu ¢, = 0,260kJ-kg™'-°F~. Rum m4 hmotnost m, = 100000 mg, teplotu t, =
= 270K a mérnou tepelnou kapacitu ¢, = 3,5J-g7*-°C™!. Jakou teplotu (ve stupnich Celsia)
bude mit soustava po ustaleni tepelné rovnovahy?

Lukds Mirkovi sdéloval svoje zkusenosti s alkoholem.

Toto je klasickd tloha na kalorimetrickou rovnici. Ozna¢me teplotu soustavy po ustaleni ¢.
Zména celkového tepla musi byt nulové, tedy, pokud nedojde ke zméné skupenstvi, musi platit

cemy(t — ty) + como(t — to) + o (t — t:) = 0.

Vyjadreme si t:
;= Gty + Comoto + Crimrly

CvMy + CoMo + CrMx
Pro vypocet t prevedeme uvedené veliCiny na navzajem si odpovidajici jednotky, tedy tie-
ba hmotnost na kg, teplotu na °C a mérnou tepelnou kapacitu na J-kg='-°C™'. Plati tp =
= 1,8tc + 32, kde tr je teplota ve stupnich Fahrenheita a tc teplota ve stupnich Celsia, tedy
rozdil jednoho stupné Celsia je roven rozdilu 1,8 stupni Fahrenheita. Pfevod hmotnosti je
jednoduchy (¢tendi provede sdm) a ddle plati ¢, = 32,22°C, t, = —3,15 OCE Prevod jednotek
mérné tepelné kapacity provedeme krok po kroku. Za¢neme vodou. Plati 1kcal = 4184 J, te-
dy ¢y = 4184Jkg P K™! = 4184J.kg™'.°C~1. U ocele podle vyse uvedeného vztahu pro °C
a °F plati
0,260kJ kg™ -°F ! = 0,468 kJ kg '-°C~ ! = 468 J kg™ '-°C ™.

Ted staci dosadit do vyse uvedeného vztahu a dostaneme vysledek

4184-0,5- 32,22 + 468 - 0,2 - 60 — 3500-0,1-3,15,,  71917,74 ,
4184-0,5+ 468 - 0,2 + 3500 - 0,1 T 25356

t= C=28°C.

Celkova teplota soustavy je nad bodem mrazu vody, tedy obsah nadoby ztstane v kapalném

skupenstvi a pivodni kalorimetricka rovnice byla spravneé.

Markéta Caldbkovd
calabkovam@fykos.cz

1V takovém stavu je rum jesté bezpeéné v tekutém stavu, jak se miZeme doéist z tabulky bodu tani
etanolovych smési: http://www.engineeringtoolbox.com/ethanol-water-d_989.html.
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Uloha 1.2 ... brzdna 3 body; pramér 2,95; fesilo 103 studentt

Petr rdd jezdi po roviné na kole rychlosti v = 10m-s~* a jeho chytré kolo hlési, 7e Petriv vykon
je P =100 W. Po nehodé se zkrivily ratkové brzdy, které ted na kolo ptisobi treci silou Fy = 20N
u obvodu. Po jakou dobu t' musi ted Petr jet na kole rychlosti v, aby vykonal stejnou préci
jako predtim za cas t? Petr si wvédomil vyhody zaseknuté brzdy.

Pred nehodou vykonaval Petr pracu W, ktori moézeme pomocou vykonu P vykondvaného za
nejaky Cas t spocitat ako

W =1tP.
Tento vykon P zodpovedal pohybu rychlostou v. Na to, aby si Petr udrzal rovnakid rychlost aj
po nehode, musel sliapat viac, a teda aj vynalozit viac energie na to, aby sa stile pohyboval

rovnakou rychlostou v. Rovnaki pracu W by teda vykonal za krats{ éas ¢’ pri vii¢Som vykone P’.
Rovnost energii mézeme zapisat ako

w=Ww,

tP=t'P.
Vykon P’, s ktorym Petr sliape po nehode, moZzeme spoéitat ako stéet péovodného vykonu P
s vykonom P;, s ktorym kompenzuje stratu energie trenim na pokazenych brzdach

P'=P+P.

Kedze trecia sila pdsobi blizko obvodu kolesa, ktorého obvodova rychlost je v, vykon P, spoci-
tame ako sucin tejto rychlosti a trecej sily Fi, proti ktorej pdsobime

Pt = Ft’U.

Celkovo teda dostdvame rovnicu
tP =t (P+ Fw) ,

ktorej upravou prideme k vysledku

Ltztl,
P—|—F¢U
1 _

=
1+ 5

Po dosaden{ hodnét do vysledku dostaneme ¢ = t/3. Petr teda s pokazenymi brzdami vykona
rovnaki pracu za tretinovy cas ako bez pokazenych bfzd.

Daniel Dupkala
daniel.dupkala@fykos.cz

Uloha 1.3 ... hopsa hejsa 5 bodt; prumér 4,25; fesilo 68 studentl

Méjme idealni hopik dokonalé odrazivosti a zanedbatelnych rozmeéri. Tento hopik hodime z ne-
konecnych schodii, kde jeden schod mé vysku h a délku l. Odrazy probihaji beze treni. Popiste
zdvislost nejvyssi dosazené vysky (méreno od prvniho schodu) hopiku po n-tém odrazu na po-
catecnich parametrech. Lubosek potkal v méstské doprave Mikuldse.
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Bez Gjmy na obecnosti Ize predpokladat, Ze hopik se na zacdtku pohybuje
vodorovné na trovni nejvyssitho schodu. Hopik postupné, jak na néj ptiso-
bi gravitace, bude rovnomeérné zrychlovat smérem doli, a jeho kinetickd
energie bude riust na tkor energie potencialni. Kvuli zdkonu zachovani
energie musi platit

mgh = %mvz, (1)

kde h je hloubka od horniho schodu, ve které se hopik nachézi, a v je
rychlost smérem dolu (slozku rychlosti ve vodorovném sméru ignorujeme,
nebot jeji prispévek by se musel vyskytovat na obou stranach rovnice
a odecetl by se). Nejvyssi rychlosti dosdhne pfi dopadu na schod (je jedno

Obr. 1: Trajektorie
naseho
idealizovaného

ktery) a kviili dokonalé odrazivosti se se stejnou rychlost{ vyd4 smérem nahoru. Nejmyéﬁ%o bodu
dosdhne v okamziku kdy bude nulova slozka rychlost ve svislém sméru. Kvuli rovnici (Jl) pak
musi byt i hloubka nulova, a hopik tedy bude v trovni prvniho schodu. Protoze toto bude platit
i po n-tém odrazu, bude maximalni vyska po kazdém odrazu na trovni prvniho schodu.

Pokud bychom neucinili predpoklad o vodorovném vrhu, ptribyl by
v rovnici ([l) na levé strané ¢len %mv?h kde vo je pocatecéni rychlost ve
vertikdlnim sméru. Maximdélni vysku ziskdme polozenim pravé strany
rovnice rovnou 0 a vyfesenim pro h. Maximalni vyska bude konstantni
a rovna maximalni vysce po prvnim odrazu ¥ Pokud by pocatek pohybu
nebyl v trovni prvniho schodu, stacilo by posunout referen¢ni bod, od
kterého pocitame hloubku, ve které se micek nachéazi.

Mohlo by se tedy zdat, ze staci fici, ze kvuli zachovani mechanické
energie zustane maximalni vyska konstantni, na trovni prvniho schodu,
ale situace je trochu slozitéjsi. Pokud méa hopik nenulovou rychlost smé-
rem dopfedu (coz mit musi,
protoze jinak by nikam nedoskékal), existuji zpusoby, jak se muze slozka

Obr. 2: Trajektorie
neidealizovaného
hopiku

rychlosti smérem dold preménit ve slozku smérem doptredu a naopak. Pak by se samoziejmé
maximéalni vyska béhem kazdého odrazu nezachovavala, ale netrividlnim zptsobem by zavisela

na case.

Nejjednodussi zpusob, jak by toto mohlo nastat, je, Ze hopik trefi hra-
nu schodu. Protoze ale zanedbavame rozméry télesa, tak tato moznost
nenastane. Druhd moznost je, ze hopik pri dopadu vlivem tieni ziska ro-
taci. Pak nejenze by se rychlost zménila kvili tomu, ze Cast energie by
se ukryla v rotaci hopiku, navic by se pfi dalsich odrazech vlivem rota-
ce nemusel rovnat thel dopadu thlu odrazu. Jak by trajektorie mohla
vypadat je naznacCeno na obrazku P. To ale v naSem pripadé nenasta-
ne, protoze odrazy probihaji bez tfeni. Proto se kvili zdkonu zachovani
hybnosti v horizontdlnim sméru musi thel dopadu rovnat thlu odrazu.
Tady tedy muzeme dojit k zdvéru, Ze se maximéalni vyska béhem jednot-
livych odrazu nebude ménit a micek bude mit trajektorii podobnou té
na obréazku [l.

Ale nakonec je treba zminit, ze jsme nalezli jednu hypotetickou moz-
nost (kterou jsme po feSitelich samoziejmé nepozadovali), béhem které

T
[}
L} i
[}
.

Obr. 3: Moznost,
jak by prece jen
mohla ovlivnit
hrana schodu
maximalni vysku.

2Zajimavé je, ze nezalezi, jestli je smér pohybu na zaédtku sikmo doli, nebo Sikmo nahoru, maximélni vyska

bude vzdy vétsi nez u vodorovného pohybu.
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by se maximélni vyska nezachovévala. Predpokladdame-li, Ze hopik se pri dopadu zdeformuje,
tato deformace mu zabere néjaky kratky cas, po ktery bude bez tfeni klouzat po podlozce.
Pribéh tohoto je nakreslen na obrazku E, omoci plné ¢ary. Pokud ovsem béhem tohoto
klouzéani doklouze na hranu schodu, na obrazku B v misté oznaceném tlustsi prerusovanou carou,
bude pokracovat vodorovné, po ¢arkované trajektorii, protoze se jiz nema od c¢eho odrazit.
Energie, ktera byla uloZzena v deformaci hopiku, se skryje do oscilujici deformace hopiku.

Mikulds Matousek
nikulas@fykos.cz

Uloha 1.4 ... né&co je tu nak¥ivo 6 bodt; pramér 3,03; fesilo 36 studentii

Pozorovatel se nachazi na lodi na otevieném mori ve vysce h nad hladinou. Je vzdalen d od
vodorovného zabradli a to v takové poloze, ze diva-li se kolmo na zabradli, splyva dolni okraj
zabradli s horizontem. Podiva-li se ale na zabradli ve vzdalenosti | na stranu od kolmice, vidi,
Ze se obzor nachazi o s + ss pod dolnim koncem zabradli. Urcete polomér Zemé.

Lubosek trpi morskou nemoct.

V celé tloze budeme povazovat Zemi za dokonalou kouli. Pro vyteseni iilohy je esencialni sprav-
né pochopeni prostorové konfigurace a souvislosti jednotlivych parametri systému. Zac¢néme
lokalnim okolim pozorovatele jako na obrazku® {.

A

P

Obr. 4: Situace v okoli pozorovatele. Carkované elementy se nachazi mimo rovinu
pozorovatel — zdbradli (konkrétné pod ni).

3V feSeném piipadé jsme uvazovali, Ze ,,0 s nize“ je s méfené kolmo na primku pohledu. Tato formulace
se d4 téz pochopit, Ze je s méfeno svisle, tj na spojnici se stfedem Zemé. Oba pristupy dévaji nakonec po
zanedbénich stejny vysledek.
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Oznac¢me polohu pozorovatele P, patu kolmice od P k zabradli A, bod na zabradli ve vzda-
lenosti I ozna¢me B a koneéné oznaéme C’ bod o s pod bodem B, tj. priiseéik svislé roviny
zabradli, spojnic pozorovatele a bodu na obzoru a svislé roviny obsahujici P a B. Rovnéz za-
vedme oznacden{ thli ZBPC’ jako ¢ a ZAPB jako B. Ze situace je ziejmé, Ze

= arct 5 ~ 5 (2)
MR e T VEr &
cos 8 = _d
VE+d2
Ospravedlnénim aproximace se budeme zabyvat nize
Pmax P
h
A H
Q r
R R
Y

S

Obr. 5: Rez Zemi znazornujici geometricky vyznam horizontu.

Déle se zamyslime, co je vlastné horizont ktery vidime. Bod v linii pohledu na obzoru
oznaéme A’® stied Zemé oznaéme S, 1) oznaéme tihel |ZA’SP| polomér Zemé R, r polomér
kruznice-horizontu a H oznac¢me velikost vysky vrchliku Zemé oddélenym rovinou horizontu.
7 geometrie systému a z Pythagorovy véty plyne

IA'P> + R* = (R+ h)?,
IA'P|® = 2Rh + h?,
|A'P| ~ V2Rh,

kde jsme zanedbali &len h? vidi élenu 2Rk, protoze je 2R/hkrat mensi, coz je fadové milionkrat.
Tento archetyp budeme pouzivat béhem celé této tdlohy, jelikoz h je vici R velice malé. Pro

tuto velikost je i hodnota :
|A’P| [ 2h
=arctg | — | =/ = <K 1.
Y = arc g( I R <

Jak je znamo, pro ¥ < 1 plati
tgy ~siny =Y,

4Bez jmy na obecnosti toto miize byt t¥eba bod na obzoru splyvajici se zabradlim.
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kde v je velikost onoho thlu v radidnech. Toto také umoziuje aproximace ¢ jakozto malého
dhlu v (E), jelikoz hodnota ¢ nikdy nepiesdhne 1 (viz obr. E)
Pro polomér kruznice-obzoru je tedy

r~ |A'P| ~ V2Rh. (3)
Dal$i rozmeér, ktery se nam bude hodit, je H. Napiseme-li Pythagorovu vétu pro trojihel-
nik A'QS,

”+(R—-H)’=R?,

H? -2RH 41> =0,
dosazenim (E) dostavime
H? —2RH +2hR =0,
H= %(ZR:I: 4R? — 8hR),

H=R++/R?—-2hR,

nen(2(0-4))

kdell jsme poutili binomickou aproximaci (14 %)" & 1+ n%, jelikoz h < R. Dostdvame tedy
dvé tesSeni, jedno H = h a k nému komplementarni H = 2R — h, budeme tedy uvazovat

H~h. (4)

Jak tohle souvisi s nasim pozorovinim? Na obrézku E je rovina PBC’, tj. rovina pozorovatele
a méfené vzdalenosti obzoru od zabradli v projekci do svislé roviny zabradli. Chceme-li dat do
vztahu ¢ s ostatnimi veli¢inami, miizeme jej naptiklad vyjad¥it jako rozdil thld ZQCP a ZQB'P
(sttidavy tdhel), to jest

H-l—h)

¢ = |Z/QCP| — |ZQB'P| = arctg (M) — arctg (
r r+c

()

Podle (H) jsou citatele argumentu zhruba 2h, podle (E) jsou jmenovatele argumenti alespon v 2hR.
Argumenty arkustangent jsou tedy velmi malé a je tedy mozné pouzit aproximaci

arctg (z) =z, =<1,
z (E) tedy dostaneme
H+h H+hR c
N — — =H+h)——. 6
¢ r r+c (H + )'r(rJrc) ©)

Tento vztah zatim v tomto tvaru ponechejme a zabyvejme se velikosti c. Tak 1ze ucinit podivame-
li se na fez rovinou horizontu jako na obr. H Vzhledem k pravouhlosti trojihelniku B’A’Q plati

(c+r)cosy=r,

1
c_r(cosv_1> . (7
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P

H+h

B’ ¢ C

r Q

Obr. 6: Rovina obsahujici s, tzn. rovina obsahujici pozorovatele a svislici na zdbradli v bodé A.

Hodnota « koresponduje s hodnotou 3, jak se ukdze z obrazku E a nasledujicich vztaht.
Napisme si kosinové véty pro trojihelnik A’PB’, resp. A’QB’ pro thly 3, resp. v

|A'B'|? = |A’P|* + |B'P|> — 2|A’P||B'P| cos 3,
IA'B']* = |A'QJ* + |B'Q|* — 2|A'Q||B'Q] cos y .

Vezmeme-li Pythagorovy véty pro trojihelniky A’'PQ a B'PQ, ziskdvdme z rovnosti pravych
stran kosinovych rovnic

2(H +h)* +2r(H + h) + 2(r + ¢)(H + h)—
- 2\/((H +h)2+7r2)((H+h)2+ (r+c¢)?)cospf=—2r(r+c)cosy,

Do vzgahu dosadime (H), (E) a zanedbdme vSechny ¢leny typu h/R viaci ¢lenim typu 1
¢i 1/ cos & dostavame zhruba

cos (y) =~ cos () . (8)

50Obdobné plat{ pro délku piislusného oblouku — tedy vzdalenost obzoru po povrchu Zemé (nebo po mofi).

SVsimnéme si, ze kvadraticka rovnice pro H by neméla reilné feseni pro h > R/2. Toto je disledkem dfive
provedené aproximace, kterd predpokldadala h < R, tento charakter rovnice je tedy prijatelny.

"Piedpokladame, ze | neni fadové vEtsi nez d. Poté lze vyrazy s cos £ povazovat za fadoveé 1 a r 4+ ¢ radové
r. Navic i v tom p¥ipadé by aproximace byla na misté, jen by bylo tieba nahlédnout ze vyraz typu h/(r +c) je

jesté mensi nez h/R.
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B’ A

Q

Obr. 7: Rovina obsahujici kruznici-obzor.

B/

Obr. 8: Abstrakce zndzornujici souvislost 3 a ~.

Nyni uz sta¢{ dat dohromady rovnosti (E)7 (E), (H), (B)7 (H) a (E) a dostavdme

C

ﬁp%(H—‘_h)r(r—i—c)

k]

r(r + ¢)p = 2hc,

1
~2h(—— —1
npcosﬂ (cosﬁ )
1

1
7R 2hcosﬁ(@ — 1);,
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2hd (\/12 +d
s d

—1)%7”% 2hR,

_ 2hd? (F 2V% + d2 +2)

s2

R d? d

coz je odhad pro R v dost dobrém priblizeni. Podle Gaussova vzorce pro sifeni chyb bude chyba
urceni poloméru Zemé sgr

R~ - =
53 d? d

4s;hd? (F VRN 2)

Uskutecnit tento napad v praxi je technicky narocné, jelikoz je potteba Siroky thel pohledu na
mofe, alespon ¢dsteéné stabilni pozorovatelskou zdkladnu (malé lodé se budou hodné, rychle
a Casto houpat) a také je tim citlivéjsi na pfesnost méreni, ¢im nize jste nad hladinou. Pokud
bychom provedli méfeni na velké vyletni lodi¥ mohli bychom provést méfeni s parametry napti-
klad h=40m,d=2m, !l =1,5m a (s £ s5) = (2,0 £ 0,5) mm¥ nase vysledky udévaji polomér
zemé jako R = (5000 = 2 500) km.

Komentare k doslym feSenim

Nejvetsi problémy délalo spravné pochopeni zadani. Za zminku stoji také jiny postup, ktery
vychdazi z cylindrické symetrie soustavy pozorovatel — obzor.

Lubomir Grund
grund@fykos.cz

Uloha L.5 ... na prochéazce 7 bodii; prumér 5,13; fesilo 60 studentt

Katka si vysla rano pred prednaskou na prochazku, aby vyvencila svého potkana. Vysla s nim na
rovny palouk, a kdyz byl potkan ve vzdalenosti x1 = 50 m od ni, hodila mu micek rychlosti vo =
=25m-s~! pod dhlem . V okamziku vyhozu potkan vybé&hl smérem ke Katce rychlosti v; =
= 5m-s~'. Naleznéte obecnou zavislost tihlu ¢ na case, kde p(t) oznacuje tihel mezi vodorovnou
rovinou a spojnici potkana a micku, a vykreslete tuto zavislost do grafu. Na zakladé grafu urcete,
zda je mozné, aby micek zakryl potkanovi Slunce, jenz se nachdzi ve vysce oo = 50° primo pred
potkanem. Poditejte s tihovym zrychlenim ¢ = 9,81m-s~2 a pro zjednodudeni uvazujte, ze
hazime z nulové vysky. Mirek pozoroval, co se déje v travé.

Popisujme situaci ze soustavy spojené s potkanem, zde se jednd o vySetifeni Sikmého vrhu.
Oznacme z, y souradnice micku vzhledem k potkanovi. Poté dostavime

z(t) = 1 — (v1 + vo cos o)t

1
y(t) = vo sin apt — ith .

8napf. https://en.wikipedia.org/wiki/MSC_Armonia
9Vzhledem k technické niro¢nosti by bylo velice komplikované dosdhnout vyssi presnosti.
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Nyni jednoduse vyjadiime thel ¢ z pravoihlého trojihelniku potkan — micek — pramét micku
na zem jako
y(t Vo Sin cpt — %gt2

(t)
t) = tg —= = t .
P(t) = arctg x(t) - (v1 + vo cos ap)t

100
80 - :

Ld
—20 - 200 | 3
—40 - 21° —— “ |
55° ‘
—60 | oo i
_go I 80° |
90° ——
—100 | | | I I
0 1 2 3 4 5

Obr. 9: Vyvoj thlu ¢ v zavislosti na ¢ase pro nékolik hodnot parametru ag.

7 obr. E vidime, Ze pro uhly zhruba od 21° do 80° je mozné, aby micek zakryl potkanovi
Slunce. ,,Je mozné* fikdme proto, ze jesté bude zaviset na velikosti micku a jeho vzdélenosti od
potkana, jestli dojde k iplnému nebo pouze ¢astecnému ,,zatméni Slunce*.

Pokusme se vSak vyjadrit tyto hranice presnéji. Nez zacneme cokoli pocitat, poznamenejme,
Ze nds zajimaji thly pouze z intervalu ag € (0°,180°).

Prvni nutnd podminka, kterd nds muze napadnout, je, aby existoval ¢as to, kdy plati p(to) =
= @o. Protoze funkce tg ¢ je na intervalu (0°,180°) prostd, muzeme ekvivalentné fesit rovnici

y(t)
t = == 9
BP0 =) (9)
jejiz upravou dostavame kvadratickou rovnici
th — t[(v1 4 vo cos ap) tg o + vo cos a] + x1tgwo = 0. (10)

Reseni takovéto rovnice existuje, pokud je jeji diskriminant vétsf nebo roven nule. Oznaéme
koeficient u linedrniho ¢lenu jako b. Nerovnost

D = —2gz1tg 0o >0
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vyfesime numericky, FeSeni pronikneme s intervalem (0°,180°) a dostdvdme novy, uzsi inter-
val (0°,83°). V tomto intervalu existuje feSeni rovnice ([L{), nicméné ¢as to, pro ktery je rovnice
splnéna nemusi byt fyzikalni, resp. muze byt zdporny nebo vyssi nez ¢as dopadu™. Proto je
hledany interval pro ao podintervalem (0°,83°).

Dalsi jednoduchd podminka, kterd nas napadne, tentokrat postacujici, je, pokud potkan
micek podbéhne, nez micek dopadne, pak je jisté, ze bude existovat fyzikdlné spravny cas to.
Jinak feCeno, tehdy bude moci micek zakryt potkanovi slunce.

Micek dopadne v ¢ase, kdy plati y(t) = 0. ReSenfm této rovnice dostavime

20 sin ag
g

7fimp =

Dale potkan mine micek v ¢ase, kdy plati z(t) = 0. Cas, ve kterém tak nastane, vyjadiime jako

x1
tmeet - .
V1 + Vo COS (g
Dostavame tedy nerovnici
1 < 29 sin g
v1 4+ vpcosag g ’

kterou opét numericky vyfesime. V intervalu (20°,78°) tedy potkan micek podbéhne.

Nejjednodussi zpiisob, jak se vyporadat s intervaly (0°,20°) a (78°,83°) je projit je nu-
mericky. Nakonec se tedy vratime k prvni metodé obrazkové, kdy zjemnime skoky v thlu «g,
vyneseme si zdvislost ¢(t) do grafu a zjistime, jestli v néjakém case plati ¢ = g. Celkové
zi{skdvame interval™= ap € (20°,83°), kdy mic¢ek muze potkanovi zakryt Slunce.

Obé numericka feSeni jsme zvolili, protoze analyticky postup vede na rovnice 4. fadu. Moh-
li jsme se numericky vyporddat p¥imo s rovnici (f), ale jisty vyznam pfikldddme i rozboru
postacujicich a nutnych podminek.

Pfimé numerické feSeni rovnice (E) v zdsadé odpovida vytvoreni grafu @, ze kterého muzeme
rovnou ¢ist vysledny interval thlia ag. Pro zvolené ap predstavuje odpovidajici vodorovné cara
zdvislost () az do éasu dopadu micku na zem. Nasim tkolem je tedy najit obor hodnot ag
iso¢ary pro ¢ = 50°.

Komentare k doslym feSenim

Za spravny vzorec pro ¢(t) jsme udélovali 4 body a za spravny rozbor zakryti Slunce az 3
body. Sice samotny rozbor byl tézsi, ale otdzka byla mifend vice na samotnou zavislost p(t).
Protoze bylo potfeba udélat bodové rozdily mezi fesiteli, udélovali jsme za vétu , mize zakryt*
vychézejici ze zkousky dvou hodnot ap 1 bod ze 3 moznych. Za graf, ze kterého slo vycist uplné
feSeni (zdvér ho neobsahoval) jsme udélovali plny pocet bodii, vzhledem k nejednoznacnosti
zaddni (mze zastinit kvili velikosti micku, nebo jestli 1ze najit alespon jeden dhel ap).

Mmnoho lidi se snazilo vyjadrit tthel ag podle vlastniho pravidla, ze potkan musi micek chyt-
nout okamzité pti dopadu. Spravnym postupem ale bylo pouze vysetrit vysku Slunce v zavislosti
na vSech moznych hodnotach thlu «p.

10V nagem pripadé ap € (0°,83°) C (0°,90°) viak redlné mitze nastat pouze druhy pifpad.
Ve skuteénosti je dolni mez pfesnéji 20,17°, proto na obr. [ vidime spravné, Ze pro rovngch 20,00° micek
nevystoupd dostateéné vysoko.
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180 S 0
[ 50— |
160 |~ — -20
140 +— — -40
120 — -60
@ 100 i 7 -80 ¥
° 80 . 8 °
60 — 60
40 — 40
20 - — 20
o L | | | | L] 0
0 1 2 3 4 5
t
s

Obr. 10: Zavislost vysky Slunce na case a ihlu «p.

Neékdo resil, jestli vysledna funkce () ma ddvat hodnoty z intervalu (—90°,90°), (0°,180°)
nebo to vyfesili absolutni hodnotou a dostali interval (0°,90°). Pokud vysledky spravné repre-
zentujete, pak na formé v zasadé nezalezi. Nicméné feseni tohoto piikladu obsahovalo v urcitém
bodé zadit Fesit (ne-)rovnice numericky. V tuto chvili poéita¢ nejspis $patné vyhodnoti vysledky
v absolutn{ hodnoté (kdy mi¢ek potkanovi zakryje Slunce, a kdy je naopak micek za potkanem).
Toto Spatné vyhodnoceni se povedlo i nékterym z vés.

Cést fesitelt uvazovala, ze pokud mi¢ek zakryje Slunce, musi tak nastat béhem stoupéni
micku (potkan ale mezitim pfibéhne bliZ) nebo ze micek potkanovi zakryje Slunce pouze pokud
potkan mi¢ek podbéhne (protiptikladem je napft. ap = 80°).

Uplné Yeeni by mélo obsahovat i variantu, kdy Katka hézi mic¢ek za sebe. Pokud by byl
potkan dostatecné rychly nebo Slunce bylo nize, stejné by mi¢ek mohl potkanovi Slunce zastinit.

Jakub Dolejsi
dolejsi@fykos.cz

Uloha I.P ... nebe ndm pada na hlavu 8 bodti; priumér 4,78; fesilo 67 studentit

Uz jste se nékdy zamysleli nad tim, pro¢ mraky nespadnou na zem, kdyz jsou z vody, kterd
ma prece vyrazné vétsi hustotu nez vzduch? Destové kapky dopadnou na zem v radech minut,
tak proc¢ ne i mraky? Zkuste tuto skutecnost fyzikalné objasnit. Veskera sva tvrzeni podlozte
vypoctem. Mirek se zadival na nebe a dostal strach.

Chrabii Galové se nebali nikoho o niceho, snad jen toho, ze by jim nebe mohlo spadnout na hla-
vu. Ukézeme si, ze a¢ tfeba nejsme tak statecni jako galsti vilecnici, rozhodné se nemusime bat
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toho, Ze by nas nebe neboli obloha zamécklo do zemé. Pojem obloha neni tplné jednoznacny,
budeme ho proto pouzivat z pohledu meteorologie jako oznaceni pro troposféru, tedy dolni vrst-
vu atmosféry, ve které se ,,odehrava pocasi®. Zde musime priznat, Ze atmosféra nas do zemé sice
zamackava pomérné velkym tlakem (jehoz velikosti se ze zfejmych divodu k4 1 atmosféra), ale
na tento tlak je lidské télo zvyklé a nepocituje ho jako zatéz. Co by tedy na nés z oblohy mohlo
spadnout? Prvni véc, kterd nds na nebi kromé Slunce upoutd, jsou mraky. A témi se budeme
nadale zabyvat.

Jak zadani pfipomind, mraky jsou tvofeny priméarné vodou. Kdyz se podivame do tabulek,
tak zjistime, ze hustota vody je za béznych atmosférickych podminek zhruba tisickrat vyssi nez
hustota vzduchu. Kdyz si nalijeme do rukou vodu a hodime ji do vzduchu, tak spadne k zemi
velmi rychle. Stejné tak vsak ze zkusSenosti vime, ze padani mrakt nepozorujeme. Podivejme se
proto, co presné mraky jsou a jak vznikaji.

Kdyz za chladného pocasi vydechnete, vytlacite tak ze svych plic horky, vlhky vzduch
do prostiedi s nizsi teplotou, kterd je ﬁro vydechnuty vzduch pod tzv. rosnym bodem. Za ta-
kovych podminek nastane kondenzace™ vodnich par a vy pred svymi sty pozorujete nabélaly
oblacek. A presné tak vznikaji i velkd oblaka na obloze — vlhky vzduch se z rozehfaté zemé
dostéava do vyssich vrstev atmosféry s nizsi teplotou a kondenzovanou paru vnimame jako bilé
mraky. Oblaka se mohou nalézat v rizné vysce, dokonce i mlha neni ve své podstaté nic jiné-
ho nez oblak, ktery je velmi nizko. Dolni hranici velikost kulovitych kapicek, z nichz se mrak
skladd, lze na zakladé Mieova rozptylu= odhadnout na zhruba na 1ym, bézné rozméry= se
pohybuji mezi 10 az 20 ym.

Jak Galileo experimentalné ovéril, zrychleni objektd pii pddu nezavisi na jejich hmotnosti,
kapicka vody by tedy méla z vysky feknéme 10 km dopadnout na zem pti konstantnim zrych-
leni g = 10m-s~2 za necelou minutu. Opét ale ze zkuSenosti vime, ze malé &astecky z relativné
hustého materidlu, napriklad prach, pada&k zemi pomérné pomalu (spiS se tak vznaseji). Pri-
¢inou pomalého padu je odpor prostieditd Ackoli je vzduch velmi Fidky, dokdze v zavislosti
na rozmérech objektu a jeho rychlosti piisobit nezanedbatelnymi odporovymi silami. V zasadé
nam staci védét pouze to, ze odpor vzduchu je zavisly na horizontalnim prirezu objektu a na
jeho hmotnosti nikoli. Potom uz si stac¢i jenom uvédomit, ze kdyz zmensujeme polomér homo-
genni kulicky, tak jeji hmotnost klesa rychleji nez obsah jejiho povrchu. Z toho jiz plyne, ze
¢im bude kulicka mensi, tim vétsi bude mit odpor vzduchu vliv v porovnani s tihovou silou
a kulicka proto bude zrychlovat pomaleji.

Chceme-li byt presnéjsi, pak musime védét, ze na kulicku pfi zacatku jejtho pohybu zacne
pusobit Stokesova odporovi sila dand vztahem (skaldrné)

F, = 6nrnu,

kde r je polomér kulicky, n dynamicka viskozita vzduchu a v rychlost kulicky. Pro jedno-
duchost budeme pocitat se zaokrouhlenou hodnotou dynamické viskozity suchého vzduchu

127 molekularniho hlediska znamené kondenzace vznik vodikovych mustki mezi molekulami vody, pricemsz
energie tepelného pohybu molekul je natolik nizka, aby nedochézelo k okamzitému zpretrhavani téchto vazeb.

3Rozptyl elektromagnetického vinéni na dokonalych sférach. Pro objekty vétsi nez vinova délka slibne
zévislost na konkrétni vinové délce, a protoze mraky jsou bilé, musi byt ¢astice v nich vétsi nez 350 az 750 nm
(rozsah vlnovych délek viditelného svétla).

Velmi presné méfeni rozmért ¢astic v oblacich (konkrétné v cirrech, vysokd obla¢nost) za pomoci lidaru
je popsano napftiklad zde: http://www.atmos-chem-phys.net/7/3507/2007/acp-7-3507-2007 . pdf.

5 Tento poznatek ndm mimo jiné ¥ika, ze kdybychom byli v prostiedi bez atmosféry, tj. kdybychom vytvorili
mrak naptiklad na Meésici, tak by spadl dost rychle.

6Obecné bychom se museli potykat se zavislosti na tlaku, teploté a vlhkosti.
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n=2-10""kg-m~'-s7! hustotu vody ¢ zaokrouhlime na ¢ = 1000kg-m 3. Bude-li mit kulicka
rozmér r = 10° m, dojde k vyrovnani odporové sily F, a tihové sily F, = mg pii rychlosti

L= M9 _ 2r’ge
6mrn 9n

=10 2ms'.

Touto rychlosti by kapka dopadla na zem z vysky 10km za cas

10 km

6 . - ,
ZWZIO s = 10dni.

t
Pokud by se jednalo o jesté mensi kapky s rozmérem r = 1 um, padaly by na zem stokrat déle,
tedy zhruba 3 roky.

Jak jste si ale jisté béhem svych let na tomto svété vsimli, mraky stale na zem nespadly.
Mize za to opét vzduch — tentokrat ne Cisté jeho pritomnost, ale jeho pohyb. Celd atmosféra
je neustale v pohybu, a to jak v horizontdlnim, tak vertikdlnim. Pfedevsim konvekce vzduchu
(stoupéni teplejsich oblasti) zajistuje, Ze mraky vznikajic{ vyparem vody z povrchu zemé vy-
stoupaji do velkych vysek, kde postupné chladnou (adiabatické rozpinani) a jsou vytlacovany
novymi mraky s vyssi teplotou. Cela atmosféra je rozdélena do tzv. bunék, ve kterych vzduch,
a tedy i mraky, cirkuluji. Podrobnéjsi informace naleznete naptiklad pod heslem ,,globalni cir-
kulace atmosféry“. Pro nés je dulezité, ze rychlost tohoto pohybu se pohybuje v fddu jednotek
a7 desftekt® km-h~?!, coZ je s rychlosti volného padu vodnich &astedek zcela nesrovnatelné.

Prece jen vsak nastava chvile, kdy mrak v urcitém smyslu spadne. Kdyz se oblak stéle vice
ochlazuje, tak se mikroskopické kapicky Castéji srdzeji (je jich vice v dané prostorové oblasti)
a spojuji ve vétsi utvary, vzestupné proudy vzduchu je proto nedokazi tlacit vzhiru tak snadno
jako jemngjsi Castecky a mrak klesi. Vétsi kapicky ve velkém mnozstvi hure propoustéji svétlo
a mraky se jevi jako Sedé. Dosdhne-li polomér kapek kritické velikosti, zacnou se vzrustajici
rychlosti nabirat stéle vice vlhkosti z okoli, ddle rostou a nakonec rychlosti kolem 10m-s~!
dopadnou na zem$ prsi. V mracich se vSak nevyskytuji pouze Castecky vody, ale také ¢astecky
ledu, nebot teplota v horni atmosfée je hluboko pod bodem mrazu. V takovém ptipadé pak
padaji kroupy, které jsou budto malé a jesté pred dopadem roztaji&= nebo v mracich se silny-
mi turbulencemi vydrzi tak dlouho, dokud nenabudou velk%h rozméru a padaji pak na zem
ve formé ledovych kouli, nékdy s opravdu velkym priameérems®

K zavéru jesté pripomenme, ze dokud se nezacnou v mraku formovat kapicky a jedna se
tedy o smés vody a vzduchu v plynném stavu (vlhky vzduch), mé tato smés mensi hustotu
nez suchy vzduch. Vzduch se totiz sklada prevazné z molekul dusiku a kysliku, které maji
vétsi hmotnost nez molekula vody. To jen dale podporuje stoupani vlhkého vzduchu do hornich
vrstev atmosféry. Dojde-li vsak ke kondenzaci, vznikne aerosol a na néj jiz nelze aplikovat
tvrzeni platici pro plynné latky.

17Vypoétenzi velikost rychlosti ndm také zarucuje, Ze jsme spravné zvolili Stokesiv vzorec, nebot s rostouci
rychlosti by se zacala ménit zavislost odporové sily na rychlosti samotné. Neuvazujeme zde, ze se kapka
pohybuje ze zacatku zrychlené, nebot je to na casovych skalach, se kterymi pracujeme, zanedbatelné.

8https://wwwé.uwsp.edu/geo/faculty/lemke/geogl01/lectures/05_pressure_wind.html

9http://hypertextbook.com/facts/2007/EvanKaplan. shtml

200beas i kapky vody nedopadnou na zem — vidime tedy nad sebou dést, ale nedopada. Tento jev se nazyva
virga. Dochézi k nému vlastné neustdle v tésné blizkosti mrakt, nebot kapky, které jsou prilis§ malé, se odpari
velmi rychle a vraceji se okamzité zpatky do mraku. Proto casto mraky vypadaji pred destém a béhem néj
tak ,rozcuchané“

21Kroupy obvykle vznikaji v bouikovych mracich, kde vzestupné proudy mohou mit rychlost az pies
100km-h~?!, https://en.wikipedia.org/wiki/Hail. Za mirn&jsich podminek vznikaji snéhové vlocky.
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Suma sumarum tedy muzeme Fict, Ze mraky na zem nespadnou diky zemské atmosfére
a vubec kvili jeji pfitomnosti vlastné existuji. Nelze vSak vyloucit, ze na nés z mrakd obcas
spadne néjaky ten hydrometeor.

Komentare k doslym reSenim

Mraky z nebe nepadaji a uceni také ne, pokud se vam tedy néco nepovedlo dobfe vysvétlit
a nedostali jste plny pocet bodu, nic si z toho nedélejte. Ve vasich feSenich se opakované
vyskytovali nékteré vice ¢i méné zavazné chyby.

Nem3d dobry smysl pocitat vztlakovou silu pusobici na mrak, nebot mrak je heterogenni
systém. Vztlak pusobici na jednotlivé kapicky je zanedbatelny, stac¢i porovnat hustoty vody
a vzduchu. Odporovou silu je pro malé kapicky (pfesnéji pro obtékani kapicek vzduchem s ma-
lym Reynoldsovym ¢islem) potieba pocitat pres Stokestv vzorec, nikoli pfes Newtonuv F, =
= cpSv* /2, vysledky se lisi fddové. Nemald ¢ast z vds zapomnéla na vzestupné proudy, nebo
naopak feSila pouze proudéni a nezminila silu (odpor), kterym proudy vzduchu na kapicky
pusobi. NapiSseme-li explicitné do zaddni, ze chceme vypocty, tak nemuzete ¢ekat, Ze reseni bez
jediné rovnice bude ohodnoceno plnym poctem bodu — ale nemusite zase prepisovat vsechny
vzorecky z Wikipedie.

Nakonec jesté podotknéme, ze u problémové tlohy se vzdy ocekava, ze ji pojmete Siroce,
ackoli zadéni je strucné. Takze bavime-li se zde o stabilité mraki, je vhodné zminit, jak vlastné
mraky vznikly, ze jsou velmi podobné mlze, ze mohou ,spadnout® pti desti apod. Jakékoli
relevantni informace jsou vzdy vitdny.

Miroslav Hanzelka
mirek@fykos.cz

Uloha L.E ... Pechschnitte 12 bodu; prumér 7,02; fesilo 56 studentt

Pada krajic namazanou stranou dolii? Zkoumejte experimentalné tento Murphyho zakon s di-
razem na statistiku! Zalezi na rozmérech krajice, slozeni a typu vrstvy? K experimentalnim
vysledkiim hledejte teoretickd zdiivodnéni. Pro vase méreni pouzijte toastovy chléb.

Terka md stiul ve $patné vysce.

Snad kazdy z néds uz se nad timto podivnym tvrzenim nékolikrat pozastavil a chtél védét, zda
na tom opravdu néco je nebo je to jen mytus. V této experimentalni tloze padani chlebu na
namazanou stranu podrobime dukladné fyzikalni zkousSce a na zavér rozhodneme, zda je na
tomto Murphyho zakoné néco pravdy.

Teorie

Tento experiment je diky velkému mnozstvi volnych parametrt (napfiklad vyska dopadu, zpi-
sob upusténi chleba, po¢atecni rotace chleba, tloustka vrstvy namazéani, rozméry krajice atd.)
velice komplikovany. Abychom se do toho nezamotali, je nutné na zacatku stanovit omezujici
podminky, kterych bude hned nékolik. Budeme mérit ¢etnost dopadu chleba na namazanou
stranu jen v zavislosti na nasledujicich parametrech:

1. Rozmeér krajice.

2. Tloustka namazané vrstvy.

3. Typ pomazanky.
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4. Vyska, ze které bude krajic chleba padat.
5. Zpusob upusténi chleba.

Jisté by mohl kazdy namitat, Ze svou roli bude hrat jesté velké mnozstvi jinych paramet-
ru, ale vzhledem k rozsahu této tlohy zavislost na ostatnich parametrech zkoumat nebudeme
(pokud to nékdo ve své vzorovém feSeni udélal, mize ziskat bonusové body).

Teoreticky popis padu chleba je z hlediska fyziky velice komplikovany (zejména z divodu
mnoha vstupnich parametri). Chleba bychom mohli p¥i trose zjednoduseni popsat jako neho-
mogenni kvadr a potom by bylo potifeba fesit pad tohoto nehomogenniho kvadru v homogennim
gravitaénim poli s vlivem odporu prostied{ (véetné rotace pii pddu) a jesté néjakym zpisobem
fyzikalné popsat dopad chleba na podlozku. Ptresny fyzikdlni popis tohoto procesu je prili§ kom-
plikovany, proto se jim nebudeme dale zabyvat. Tento experiment bude zaméfen na samotné
méreni a nasledné statistické zpracovani namérenych hodnot.

Experiment

Dalsim krokem je urceni zptisobu méreni a popis mérici aparatury.

V nasem experimentu budeme pouzivat pouze ¢tvercovy toustovy chléb standardni velikosti.
Pr¥i mérfeni, zda strana dopadu zavisi na velikosti chleba, budeme potom pouzivat toustovy
chléb, ktery v kazdém ze dvou rozméru (tloustku ponechdme stejnou) rozpulime (tedy obsah
bude ¢étvrtinovy oproti pivodnimu stavu). Pivodni velikost krajice toustového chleba budeme
oznacovat jako ,velkd“ a zmensenou velikost budeme oznacovat ,,mala“.

Tloustku namazané vrstvy na krajici chleba budeme mérit pomoci hmotnosti rovnomérné
rozetfené pomazanky na celém krajici chleba. Pfed opakovanim experimentu vzdy prevazenim
zajistime, aby na chlebu bylo stejné mnozstvi pomazanky. Méfeni budeme provadét pro 2 ruzné
vrstvy pomazanky na chlebu. Jako ,malou vrstvu oznac¢ime piipad, kdy na cely krajic chle-
ba namazeme 5g pomazinky a jako ,velkou“ vrstvu budeme oznacovat ptipad, kdy na cely
krajic chleba namazeme 15g pomazanky. V pripadé ,malé“ velikosti chleba bude tedy ,mala“
vrstva pomazanky znamenat 1,25g pomazanky a ,velkd“ vrstva pomazanky bude znamenat
3,75 g pomazanky.

V nasem experimentu budeme zkouset jen 2 typy pomazanky, a sice klasické méslo a luéinu.

Budeme poustét chleba z rtzné vysky, abychom promérili také zavislost orientace chleba
pti dopadu na vysce, ze které byl chleba upustén. Nejvice se zaméfime na vysku odpovidajici
vysce bézného kuchytiského stolu (80 cm), vysku, kde se nachdz{ Gsta bézné urostlého sediciho
¢lovéka (110 cm) a vysku, ve které mé bézné urostly stojici élovek tsta (150 cm). Tyto 3 vysky
pracovné oznacime jako ,mald“,  stfedni“ a ,velkd“ vyska. Pravé z téchto tfech vysek bude
v praktickém zivoté namazany chleba nejcastéji padat.

Dulezitou véci je spravné popsani upousténi namazaného chleba a dodrzovani tohoto postu-
pu pfi vSech mérenich. V celém nasem experimentu budeme namazany chleba pomalu sunout
pres hranu stolu (nebo jiné vodorovné plochy). Timto se zajisti, Ze chleba nebude mit na po-
¢atku pddu zddnou (nebo jen zanedbatelnou) vodorovnou slozku rychlosti ani zddnou rotaci.
Orientace chleba budeme ménit a budeme mérit zavislost na orientaci. Budeme zkouset pouze 2
polohy. Prvnf poloha bude takova, Ze hrana chleba bude rovnobézn4 s hranou desky (pracovné
tuto polohu oznacime jako ,rovnobézna“) a druhd poloha bude takova, ze hrana desky a hrana
chleba budou svirat tthel 45° (pracovné tuto polohu oznacime jako ,pfes roh®).
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Tab. 1: Nameérené cetnosti dopadu chleba na namazanou a nenamazanou stranu v zavislosti
na zvolenych parametrech (prvni polovina méfeny).

vyska  vrstva mazani velikost shazovani namaz. | odhad smeér.
stranou | psti. odch.
mald mald maéslo velka rovnobézné 10 1 -
mald mald maéslo velka pres roh 10 1 -
stfedni  mald maéslo velkd rovnobézné 8 0,8 0,13
stfedni  mala méslo velkd pres roh 7 0,7 0,15
velka mald maéslo velkd rovnobézné 0 0 -
velka mald méslo velkd ptes roh 0 0 -
malé velka maéslo velka rovnobézné 10 1 -
mald velka maéslo velkd pres roh 10 1 -
stfedni  velka méslo velka rovnobézné 5 0,5 0,17
stfedni  velkd maéslo velkd pres roh 5 0,5 0,17
velka velka méslo velkd rovnobézné 0 0 -
velka velka maéslo velkd pres roh 0 0 —
mald mald  lucina velkd  rovnobézné 10 1 -
malé malé luc¢ina velka pres roh 10 1 -
stfedni  mald lucina velkd rovnobézné 8 0,8 0,13
stfedni  mala luc¢ina velkd pres roh 8 0,8 0,13
velka mald  lucina velkd  rovnobézné 0 0 -
velka mald  lucina velké, pies roh 0 0 -
malé velka lucina velka rovnobézné 10 1 -
mald velka luéina velkd pres roh 10 1 -
stfedni  velka luc¢ina velkd rovnobézné 5 0,5 0,17
stfedni  velkd lucéina velkd pres roh 6 0,6 0,16
velka velka luc¢ina velkd rovnobézné 0 0 -
velka velka lucina velka pres roh 0 0 —
Meéreni

Pro jednotlivé konfigurace vstupnich parametri, jak jsou popsiny vyse, jsme provedli vzdy
10 pokusiu upusténi chleba. Jelikoz pokus mohl dopadnout vzdy jen dvéma zpusoby, jimiz
jsou pad na namazanou stranu nebo pad na nenamazanou stranu, neni nutné uvadét vysledky
jednotlivych pokust, postac¢i pokazdé uvést pocet padi na namazanou stranu. Vysledky méreni
vcetné odhadt pravdépodobnosti padu chleba na namazanou stranu a jeji smérodatné odchylky
muzeme vidét v tabulkach [l a

Diskuze

Z namérenych vysledku je vidét, ze hlavnim faktorem, ktery m4 vliv na dopad chleba, je vyska,
ze které chléb upustime. Je to diky tomu, ze chléb pfi paddu rotuje a vyska upusténi rozhodu-
je o dobé trvani pddu a ta rozhoduje o podtu otacek (nebo pilotacek), které chléb pfi paddu
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Tab. 2: Nameérené cetnosti dopadu chleba na namazanou a nenamazanou stranu v zavislosti
na zvolenych parametrech (druhd polovina méfeni).

vyska  vrstva mazani velikost shazovani namaz. | odhad smeér.
stranou | psti. odch.
mald mald maéslo mald rovnobézné 10 1 -
mald mald maéslo malé pres roh 10 1 -
stfedni  mald maéslo malé rovnobézné 7 0,7 0,15
stfedni  mala méslo malé pres roh 6 0,6 0,16
velka mald maéslo malé rovnobézné 0 0 -
velka mald méslo malé ptes roh 0 0 -
mald velka maéslo mala rovnobézné 10 1 -
mald velka maéslo malé pres roh 10 1 -
stfedni  velka méslo malé rovnobézné 5 0,5 0,17
stfedni  velké maslo malé pres roh 5 0,5 0,17
velka velkd méslo malé rovnobézné 0 0 -
velka velka maéslo malé pres roh 0 0 —
mald mald lucina mald rovnobézné 10 1 -
mald mald luc¢ina mala pres roh 10 1 -
stfedni  mald lucina malé rovnobézné 7 0,7 0,15
stfedni  mala luc¢ina malé pres roh 6 0,6 0,16
velka mald lucina malé rovnobézné 0 0 -
velka mald luc¢ina malé pres roh 0 0 -
mald velka lucina mala rovnobézné 10 1 -
mald velka luéina malé pres roh 10 1 -
stfedni  velka luc¢ina malé rovnobézné 6 0,6 0,16
stfedni  velkd lucéina malé pres roh 6 0,6 0,16
velka velkd luc¢ina malé rovnobézné 0 0 -
velka velka lucina malé pres roh 0 0 —

vykond. Rotaci chléb ziska diky zpusobu upousténi, kdy se prevali pres hranu stolu. Jedinym
dalsim faktorem, ktery ovliviioval Cetnost padu chleba na namazanou stranu vyznamnéji nez
v rdmci smérodatné odchylky, byla tloustka namazané vrstvy (pouze v pfipadé stiedni vysky
upusténi), kdy se ukazuje, ze chleba s velkou vrstvou pomazinky mé mensi ¢etnost paddu na
namazanou stranu nez chleba s malou vrstvou pomazdnky (tento efekt je ovSem pozorovatelny
pouze u velké velikosti chleba, pfi pouziti malého chleba neni tolik vyznamny). Toto je pravdé-
podobné zpiisobeno tim, ze chléb s vétsi vrstvou pomazanky pti pddu rotuje rychleji, a proto
je zde vétsi pravdépodobnost, ze béhem padu vykond celou jednu otacku, a dopadne tedy na
nenamazanou stranu zatimco chléb s malou vrstvou pomazanky diky pomalejsi rotaci pravdé-
podobné vykond jen polovinu otécky a dopadé tedy cCastéji na namazanou stranu. Vl1iv tohoto
parametru je ale v porovnani s vlivem vysky upusténi chleba maly. Ostatni zkoumané parame-
try podle namérenych vysledki nemaji na stranu dopadu chleba zadny statisticky vyznamny
vliv (v8echny rozdily v ¢etnostech pddi na namazanou
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stranu jsou v ramci statistické chyby a nemohou tedy byt povazovény za statisticky vyznamné).

Na zavér musime uvést, ze nase naméfend data potvrzuji doporuceni kucharského guru Ladi
Hrusky, ze pokud nechcete, aby vam pfi snidani spadl namazany chléb namazanou stranou doli,
méli byste snidat bud na podlaze, nebo u stropu (zdroj: https://www.youtube.com/watch?v=
4r7SGCA2fLE).

Michal NozZicka
nozicka@fykos.cz

Uloha L.S ... nahodnéa 10 bodii; primér 6,96; fesilo 47 studentt

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, co je to ndhodnd veli¢ina a jaké md vlastnosti (postaci vilast-
nimi slovy objasnit nasledujici pojmy: nahodna velicina, rozdéleni nahodné veliciny, realizace
néhodné velidiny, stfedni hodnota, rozptyl, histogram).

b) Vygenerujte grafy hustot pravdépodobnosti (pripadné pravdépodobnosti nabyvani jednotli-
vych hodnot) vSech v seridlu popsanych rozdéleni ndhodnych veli¢in pro rizné typy para-
metri daného rozdéleni a popiste, jaky md zména parametru/d vliv na tvar hustoty prav-
dépodobnosti (pripadné pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych hodnot).

¢) Vygenerujte z priloZzenych dat histogramy a pokuste se urcit, ze kterého rozdéleni tato data
pochazeji.

d) Definujme si ndhodnou velicinu X jako vysledek hodu ,férovou® Sestisténnou kostkou (vSech-
na disla padaji se stejnou pravdépodobnosti). Urdete rozdéleni ndhodné veli¢iny X a ddle
spocitejte EX a varX.

Bonus Uvedte priklad dvou nahodnych veli¢in, které maji stejnou stredni hodnotu i stejny

rozptyl, ale maji riiznéa rozdéleni.

Pro prdci s daty a vykreslovani grafu pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vyreseni téchto
tkolt postaci drobné upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu vysveétlena
potrebna syntaxe jazyka R. Michal stanovil zaddni ulohy nahodné, snad nebude moc tézka.

a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostanete prectenim 1. dilu seridlu, na tomto misté si
tickému modelovani situaci, u kterych nemtizeme dopfedu s jistotou znat presny vysledek.
N&éhodnou veli¢inu si mizeme predstavovat jako proménnou, kterd ale nemé jednu pevnou
hodnotu (at uz zndmou ¢i nezndmou), ale mize nabyvat (s riznymi pravdépodobnostmi)
raznych hodnot.

Rozdéleni ndhodné veli¢iny je potom to, ¢im je ndhodnd veli¢ina uréend (podobné jako je
klasickd proménnd uréend svoji hodnotou). Rozdéleni ndhodné veli¢iny muze byt bud dis-
krétni (potom je toto rozdéleni urceno pravdépodobnostmi nabyvani jednotlivych hodnot),
nebo spojité (potom je toto rozdéleni urceno hustotou pravdépodobnosti).

Realizace ndhodné veli¢iny je hodnota, kterou dostaneme v konkrétnim pripadé, kdy budeme
nédhodnou veli¢inu méfit.

Stredni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny predstavuji jakysi zjednoduseny popis ndhodné

22


https://www.youtube.com/watch?v=4r7SGcA2fLE
https://www.youtube.com/watch?v=4r7SGcA2fLE
mailto:nozicka@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXX ¢islo 2/7

veli¢iny (plny popis je pravé rozdéleni ndhodné veli¢iny), jsou uréeny nasledujicimi vzorci
EX =Y kP(X =k),
k=1
oo
varX = Y kP(X = k) (k - EX)*
k=1

pokud se jedné o diskrétni ndhodnou veli¢inu, pripadné vzorci

EX = /xf(ﬂc)dm,

varX = / (z —EX)? f(z)dz

— o0

v pripadé, Ze se jedné o spojitou ndhodnou veli¢inu s hustotou f. Stfedni hodnota vyjadiuje,
jakou hodnotu bychom méli v priméru ocekavat pii konkrétni realizaci ndhodné veli¢iny
a rozptyl vyjadiuje miru rozptylenosti ndhodné veliciny kolem jeji stfedni hodnoty.
Histogram je potom typ grafu, ktery vykresluje naméfend data (tedy realizace néjaké né-
hodné veli¢iny) a slouzi k odhadovani typu rozdéleni, ze kterého namérena data pochézeji.
b) V seridlu byly uvedeny celkem Ctyfi nejcéastéji se vyskytujici rozdéleni ndhodnych veli¢in
(normalni, exponencidlni, Poissonovo a rovnomérné rozdéleni). Budeme postupné vykreslo-
vat hustoty pravdépodobnosti (pfipadné pravdépodobnosti nabyvéni jednotlivych hodnot)
pro tato ¢tyti rozdéleni.
Zacneme normalnim rozdélenim, které, jak bylo uvedeno v serialu, zavisi na dvou paramet-
rech ;1 € R, 02 > 0. Hustota pravdépodobnosti normélniho rozdélen{ je déna vztahem

() 1 ,%@
x) = e o
V2no2

Grafy hustot normélnfho rozdéleni pro rtizné hodnoty parametrl p,c? miZeme vidét na
obrazcich @ a @ Jak je z téchto obrazku patrné, parametr p ovliviiuje pouze posun po
ose ¢ a parametr o2 $kdluje graf hustoty v horizontalnim sméru (laicky Feceno graf rozsifuje
nebo zuzuje).

Dalsi v seridlu uvedené rozdéleni je exponencialni rozdéleni, které zavisi na jednom parame-
tru A > 0. Hustota pravdépodobnosti exponencidlniho rozdéleni je urcend vztahem

flz) = { Ae ™ proz >0

0 jinak.

Grafy hustot _exponencidlniho rozdéleni pro rizné hodnoty parametru A jsou vykresleny

na obrazku [I3. Jak je na obrazku vidét, tvar hustoty pravdépodobnosti exponencidlniho
rozdéleni zustava stéle stejny, parametr A je zodpovédny pouze za Skalovani v horizontalnim
smeéru.
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Obr. 11: Graf hustoty pravdépodobnosti normélniho rozdéleni pro rizné hodnoty parametru u

Poslednim v seridlu uvedenym spojitym rozdélenim je rovnomérné rozdéleni, které zavisi na
dvou parametrech —oco < a < b < co. Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni je

urcena vztahem )
_J = proze(ab)
fla) = { 0 jinak.

Grafy hustot rovnomérného rozdéleni pro ruzné hodnoty parametri a,b si muzeme pro-
hlédnout na obrazku [L4. Jak je z obrazku vidét, hustota pravdépodobnosti rovnomérného
rozdélen{ je nulovd mimo interval (a,b) a na intervalu (a,b) nabyva takové konstantni hod-
noty, aby platilo P(a < X <b) = 1.

Jedingm v seridlu uvedenym diskrétnim rozdélim je Poissonovo rozdéleni, které je urceno
jednim parametrem A > 0. Pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych hodnot jsou urceny
vztahem

k
P(X = k) =e 2 keN.

H:
Grafy pravdépodobnosti_nabyvani jednotlivych hodnot pro rizné hodnoty parametru miu-
zeme vidét na obrazku [L5. Opét je vidét, ze se tvar zavislosti pravdépodobnosti nabyvani

jednotlivych hodnot pfi zméné parametru A neméni, ale pouze skédluje v horizontalnim smé-
ru.

Vygenerované histogramy muzeme vidét na obrazcich @7 @, @ a E 7 téchto obrazku lze
odhadovat, ze prvni vzorek dat pochézi z rovnomérného rozdéleni, druhy vzorek z Poissonova
rozdéleni, treti vzorek z normalniho rozdéleni a ¢tvrty vzorek z exponencialniho rozdéleni. Je
nutno poznamenat, ze toto jsou pouze odhady, nelze to chapat jako rigorézni matematicky
postup urcovani typu rozdéleni.
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Obr. 12: Graf hustoty pravdépodobnosti norméalniho rozdéleni pro rtuzné hodnoty
parametru o2

d) Takovéato ndhodn4 veli¢ina mize nabyvat jen konecné mnoha hodnot (jen hodnot 1,2,3,4,5
nebo 6), proto se bude jednat o diskrétni ndhodnou veli¢inu. Rozdéleni ndhodné veli¢iny X
tedy bude urceno vyctem pravdépodobnosti nabyvani téchto jednotlivych hodnot, jelikoz
podle zadani budou vsechny vysledky hodu touto kostkou stejné pravdépodobné, musi platit

Toto je rozdéleni ndhodné veliciny X.
Pro vypocet stfedni hodnoty a rozptylu pouze dosadime do vzorci uvedenych vyse. Dosta-
vame, ze stfedni hodnota X je rovna

1 1 1
EX=1--42-Z4... .= .
6+ 6+ + 6 5 3,5

Kdyz nyni zndme stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny X, muZzeme spocitat i jeji rozptyl, ktery
je roven
1 2 1 > 1 35
varX = (1-3,5)> =+ (2-3,5)> = 4+---+(6—-3,5)> = = .

(13,5 ¢ +(2-3,5)" g+ +(6-3,57 ¢ =
Bonus: Tento tkol je velice jednoduchy, staci ze seznamu nejcastéji se vyskytujicich rozdéleni
ndhodnych veli¢in vybrat dvé vhodnd rozdéleni (rtiznd) a vhodné navolit jejich parametry
tak, aby se jejich stfedni hodnota i rozptyl rovnaly. Jako priklad mizeme uvést ndhodné
veli¢iny X a Y, kde X bude mit exponencidlni rozdéleni Fzp(2) a ndhodné veli¢ina Y bude
mit rozdéleni N (%, i) Pomoci vzorcu uvedenych v seridlu si kazdy muze ovérit, ze stiedni
hodnota obou téchto ndhodnych veli¢in jsou rovny % a rozptyl obou téchto ndhodnych veli¢in
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Obr. 13: Graf hustoty pravdépodobnosti exponencidlniho rozdéleni pro rtzné hodnoty
parametru A.

je roven i. Takovychto prikladu lze samoziejmé vymyslet mnoho, pro udéleni bonusovych

bodt staci uvést jeden.

Michal NoZicka

nozicka@fykos.cz

26


mailto:nozicka@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXX ¢islo 2/7

e
- — a=0,b=1
--- a=-1,b=1
a=-1,b=5
-- a=-5b=5
@
[S)
e
[S]
2 R A
< | |
° |
o '
© )
i { @
i . i
=) i i
[S)
T T T T T
-4 -2 0 2 4
X

Obr. 14: Grafy hustot pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni pro riazné hodnoty
parametri a, b.
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Obr. 15: Pravdépodobnosti nabyvéani jednotlivych hodnot Poissonova rozdéleni pro riazné
hodnoty parametru A.

27



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXX ¢islo 2/7

Histogram: Vzorek 1

35
|

30
1
|

|

pocet
20
1

15

10

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

hodnota

Obr. 16: Histogram prvniho vzorku dat.
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Obr. 17: Histogram druhého vzorku dat.
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Obr. 18: Histogram tretiho vzorku dat.

Histogram: Vzorek 4
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Obr. 19: Histogram ¢tvrtého vzorku dat.
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Serial: Zpracovani dat fyzikalnich méreni

V minulém dile seridlu jsme se seznamili s tim, co je to ndhodn4d veli¢ina, hustota pravdépodob-
nosti a jak se d4 v nékterych pfipadech odhadnout typ rozdéleni ndhodné veli¢iny z naméfrenych
dat pomoci histogramu. V tomto dile se zaméfime na odhadovani stfedni hodnoty a rozptylu
z naméfenych dat.

Pro¢ je dobré z naméfenych dat odhadovat stfedni hodnotu, pripadné rozptyl ndhodné
veli¢iny, ze které namérend data pochdzeji? Odpovéd je jednoduchd: protoze to je presné to,
o co fyzikovi pri experimentu predevsim jde. Toto potiebuje trochu hlubsi vysvétleni.

Fyzikalni interpretace

V tomto odstavci uvedeme zakladni matematicky model, ktery se pfi fyzikalnich méfenich pou-
ziva. Pfedstavme si, Ze méfime néjakou fyzikalni veli¢inu (napf. dobu kyvu kyvadla) a pro rizna
méfeni dostaneme rtzné hodnoty mérené fyzikdlni veli¢iny (v nasem piikladé rtizné hodnoty
naméteného ¢asu). Jak toto interpretovat?

Je to naprosto jednoduché, v zékladnim modelu uvazujeme, ze ona fyzikalni veli¢ina, kterou
mérime, je po celou dobu neménnd a pti pouziti dokonalych méricich pristroji a dokonalého
postupu méreni bychom vzdy namérili pravé tuto jednu neménnou hodnotu. Vlivem riaznych
nepfesnosti (nedokonaly mérici piistroj, nedokonald mérici aparatura, vngjsi vlivy prostiedi,
lidsky faktor atd.), ale tohoto nejsme schopni dosdhnout a pfi kazdém méfeni naméfime trochu
odlisnou hodnotu. V zdkladnim modelu mtizeme povazovat vysledek méreni za ndhodnou ve-
licinu (protoze dopfedu nevime, jakou hodnotu naméfime, podobné jako u hodu kostkou). Pfi
nésledném statistickém zpracovani namétfenych dat se potom snazime pomoci namétenych dat
(tedy vlastné realizaci ndhodné veli¢iny) zjistit co nejvice informaci o skuteéné hodnoté mérené
fyzikalni veliciny.

Udélame dalsi dilezity predpoklad o tom, jaké mohou byt ty vlivy, které zpusobuji, Ze nejsme
schopni méfenou fyzikalni veli¢inu mérit presné. V nasem zdkladnim modelu budeme uvazovat,
Ze neexistuje zaddny systematicky posun namérenych hodnot oproti skute¢né hodnoté. Jinymi
slovy mérime sice nepresné hodnoty, ale tyto hodnoty nejsou systematicky vétsi nebo mensi nez
skutecna hodnota, kterou chceme mérit. V nasem prikladu pfi méfeni doby kyvu kyvadla mize
uvazovat poryvy okolniho vzduchu, které zpusobi nepiesnosti métreni, ale budeme predpokladat,
ze nefouka vitr jednim smérem ale vSemi sméry priblizné stejné. Podobné pro ostatni zdroje
nepresnosti. Je potom odpovédnosti experimentatora, aby zajistil platnost tohoto predpokladu
pri samotném méfeni (pokud toho experimentdtor neni schopen dosdhnout, coz se nékdy stévé,
je potfeba tyto nepresnosti Fesit zv1ast, o tom vice na konci tohoto dilu seridlu). Diky tomuto
predpokladu muzeme tvrdit, Ze hodnota fyzikalni veliciny, kterou chceme naméfit, se rovna
stredni hodnoté ndhodné veli¢iny predstavujici vysledek jednoho méfeni. Jediny problém je, ze
tuto stfedni hodnotu nezname, budeme ji tedy muset odhadovat z naméfenych dat. Uz doptedu
se musime pripravit na to, Ze z namérenych dat nikdy nebudeme schopni ptresné zjistit hodnotu
mérené fyzikalni velic¢iny.
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Pokud si vzpomeneme, jaky vyznam mé rozptyl ndhodné veliiny (mira rozptylenosti okolo
stfedni hodnoty), uvédomime si, ze rozptyl ndhodné veli¢iny predstavujici vysledek jednoho
méfeni vlastné vypovidd o presnosti naseho méfeni (o tom jak moc jsou naméfené hodnoty
rozptyleny kolem skute¢né hodnoty méfené fyzikdlni velidiny).

Dalsi predpoklad, ktery si zavedeme je, Ze jednotliva méreni jsou na sobé nezavisla. Intuitivni
predstava, co to znamena, je, ze vysledek jednoho méfeni nijak neovlivni vysledky ostatnich
méreni. Experimentator opét musi zajistit, ze tento predpoklad bude splnén.

Odhadovani parametrii normalniho rozdéleni z namérenych dat

V tomto dile seridlu se budeme zabyvat pouze ptipadem, kdy ndhodné veli¢ina predstavuji-
ci vysledek jednoho méfeni ma normaélni rozdéleni. Tento predpoklad je témér vzdy splnén,
norméalni rozdéleni se vyskytuje opravdu téméi vsude. Jak postupovat v ptipadé, ze je tento
predpoklad porusen, si rozebereme v pristim dile serialu.

Na tomto misté jen v rychlosti pfipomeneme, Ze normdlni rozdéleni, které znacime N (u, 02),
je spojité rozdéleni uréené dvéma parametry p, o2, jehoz hustota mé tvar

@) = e
2no?

Déle plati, ze stfedni hodnota tohoto rozdéleni je rovna p a rozptyl tohoto rozdéleni je ro-
ven ¢2. Casto se navic definuje jesté tzv. smérodatni odchylka jako odmocnina z rozptylu, tedy
v ptripadé normalniho rozdéleni plati, Ze smérodatna odchylka je rovna o.

Nasim cilem bude z namérenych dat odhadovat skute¢né hodnoty stfedni hodnoty, rozptylu
a smérodatné odchylky. Jak uz bylo uvedeno diive, musime se smitit s faktem, ze nikdy nemu-
zeme tyto hodnoty z naméfenych dat odhadnout presné (o tom vice pozdéji). Ve zbytku seridlu
budeme skuteéné (pfi méfeni nezndmé) hodnoty znacit feckymi pismeny p, o, 0% a z naméfe-
nych dat odhadnuté hodnoty budeme znacit stejnymi pismeny se stf/iékou a dolnim indexem

uvadéjicim z kolika méfeni jsme tuto hodnotu odhadli (tedy fin, on, 02). Odhadnuté hodnoty
budeme nazyvat jako vybérova stfedni hodnota, vybérovd smérodatnd odchylka a vybérovy
rozptyl.

Odhad stredni hodnoty

Uvazujme, ze mame k dispozici vysledky naseho méteni z1,..., 2y, o kterych budeme ptredpo-
klddat, Ze jsou vzajemné nezévislé a ze pochézeji z norméalniho rozdéleni N (p, 0?) s neznamymi
parametry. Odhadem stfedni hodnoty bude vybérova stfedni hodnota definovana jako

n
— 1
MHn = — i
n E )
=1

kde vyraz na pravé strané casto zkracené zapisujeme jen jako .

Nyni se zaméfime na analyzu vlastnosti vybérového pruméru. Musime si uvédomit, ze jed-
notlivd méteni jsou ndhodné veli¢iny (neni dopfedu zndme, jakym vysledkem dopadnou — jakou
hodnotu naméfime) a v dusledku toho je i vybérova stfedni hodnota ndhodné veli¢ina (také
neni dopfedu zndmé, jaké Cislo ndm vyjde). Pfi analyze vlastnosti vybérové stfedni hodnoty
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néas bude zajimat zejména jeji rozdéleni. Na vybérovou stfedni hodnotu se mizeme divat ja-
ko na soucet n nezdavislych nahodnych veli¢in vydélenych cislem n. Nyni si musime odvodit,
jaké bude rozdéleni souc¢tu dvou nezdvislych ndhodnych velic¢in. (Poznamenejme, Ze zde je ve-
lice dilezité, ze ndhodné veliciny jsou opravdu nezavislé, jinak by nésledujici odvozeni nebylo
spravné.)

Necht mame ndhodnou velicinu X se zndmym rozdélenim a druhou ndhodnou veli¢inu Y
se znamym rozdélenim a tyto dvé ndhodné veli¢iny jsou nezavislé. Nyni nés zajima, jaké bude
rozdéleni nahodné veliciny Z = X + Y. Uvazujme nejprve jednodussi pripad, kdy maji obé
nidhodné veli¢iny diskrétni rozdéleni. Napiiklad X predstavuje vysledek hodu kostkou a Y
predstavuje vysledek hodu jinou kostkou a nas zajimé, jaké mé rozdéleni soucet hodi na obou
kostkach, tedy ndhodna velicina Z = X + Y. V tomto jednoduchém piipadé staci rozepsat si
pravdépodobnosti, Ze nastanou vsechny mozné dvojice vysledki a seéist pravdépodobnosti téch
dvojic, které vedou na stejny soucet, a toto bude pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X +Y
nabyde pravé této hodnoty. Matematicky zapsano

P(Z=k)= i P(X=nY=k—n)= f: P(X =n)P(Y =k —n),

n=—oo n=-—oo

kde v prostfednim vyrazu P(X = n,Y = k — n) znaéi pravdépodobnost, Ze nastanou oba
piipady zaroven (tedy ze bude platit X = n a zarovenn Y = k — n). Tento vyraz lze rozepsat
na souc¢in dvou dil¢ich pravdépodobnosti diky nezévislosti ndhodnych velicin X a Y. Vyraz
na pravé strané si potom lze predstavovat jako soucet pravdépodobnosti téch pripada, kdy je
soucet ndhodnych veli¢in X a Y roven k (to nastane pravé tehdy, kdyz bude pro néjaké n bude
platit X =n a zdroven Y = k — n).

Ac tento vzorec vypada slozité, je dobré si uvédomit, Ze je vlastné trividlni. V nasem piikladé
se souctem hodi na dvou kostkéch je dosazeni do tohoto vzorce velmi jednoduché, nebot pro n
nelezici v mnoziné {1,2,3,4,5,6} plati P(X =n) = 0 a také vime, Ze za k ma smysl dosazovat
jen ¢isla z mnoziny {2,...,12}, nebot jinych hodnot nemiize ndhodné veli¢ina Z nabyvat. Kdyz
si dosadime opravdu vyjde spravny vysledek.

Pro ptipad, ze X a Y jsou spojité ndhodné veli¢iny s hustotami f a g, plati obdoba pred-
choziho vzorce, jen je potfeba nahradit sumy pomoci integrali=d. Bude tedy platit

oo}

hz) = / F@)g(z — )da,

—oo

kde h bude hustota ndhodné veli¢iny Z. Této operaci se fikd konvoluce funkci f a g a znaci
se fxg.

Je dulezité veédét, ze soucet dvou nezavislych nahodnych veli¢in s normalnim rozdélenim
(feknéme X s rozdélenim N(u1,0%) a Y s rozdélenim N (uz2,03)) ma opét normaln{ rozdélent
s parametry, které se rovnaji sou¢tu puvodnich parametru (tedy Z = X + Y mé rozdéleni
N(u1 + pz2,0%7 + 03)). Tento fakt plyne z pouhého dosazeni do vzorce na konvoluci. Zdatngjst
Ctendri si mohou platnost tohoto faktu sami ovéfit vypoctem, méné zdatni ¢tendfi mohou pro
ovéreni tohoto faktu vyuzit néjaky matematicky software nebo tomu prosté vérit.

22pokud nevite, co je to integril, nezoufejte. Stadi pouze prijmout nékolik zde uvedenych fakti, pro pochopeni
vykladané latky neni nutné znat dokonale integralni pocet.
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Dalsi dulezitd véc je uvédomit si, co se stane s rozdélenim nidhodné veli¢iny, pokud tuto
veli¢inu vyndsobime konstantou. Ze vzorci na sttedni hodnotu a rozptyl (viz minuly dil seridlu)
ihned plynou nésledujici vztahy (zdatnéjsi ¢tenaii si opét mohou tento fakt ovéfit vypodtem)

E(aX) =aE(X),
var(aX) = a’var(X) .

Jako posledni si musime rozmyslet, ze pokud ndhodnou veli¢inu s normélnim rozdélenim
vyndsobime konstantou, jeji rozdéleni bude opét normélni (samoziejmeé s jinymi paramatry).
Toto neni iplné jednoduché. Intuitivni predstava muze byt takovd, ze po vyndsobeni ndhodné
veli¢iny s normélnim rozdélenim konstantou se pouze natdhne (nebo smrskne) funkce hustoty,
ale ztstane zachovan typ rozdéleni.

Potom, co jsme si uvedli téchto par tvrzeni, mizeme jejich jednoduchym zkombinovanim
dostat dusledek, ze za predpokladu, Zze nase namérend data pochézeji z normélniho rozdéleni
N(p, 0?), mé vibérovéa stfedni hodnota normaln{ rozdéleni N(u,o?/n). Nyni si musime uvédo-
mit, co to vlastné znamend. S vétsim poc¢tem naméfenych dat (tedy s vétsim n) se vybérové
stredni hodnoté snizuje rozptyl, ale stfedni hodnota zustavd porad stejnd a to sice ta, kterou
maji také jednotlivé ndhodné veli¢iny (tedy vlastné hodnota méfené fyzikalni veli¢iny). To zna-
mend, ze pro velky pocet méreni bude vybérova stiedni hodnota s nejvétsi pravdépodobnosti
¢im dal blize ke stiedni hodnoté, kterou chceme odhadovat (dusledek toho, ze rozptyl vybé-
rové stredni hodnoty bude ¢im dal mensi, tedy vybérova stiedni hodnota bude ¢im dal méné
rozptylena okolo své stfedni hodnoty ).

Na zavér tohoto odstavce jen uvedme, ze vybérova stredni hodnota se nékdy také oznacuje
jako vybérovy prumeér, ale v tomto seridlu se budeme drzet oznaceni vybérova stfedni hodnota.

Odhad rozptylu

Podobné jako vybérova stfedni hodnota odhaduje stfedni hodnotlébudeme odhadovat rozptyl
pomoci vybérového rozptylu. Vybérovy rozptyl je definovany jako

Ve fyzice se také Casto potkdme s vybérovou smérodatnou odchylkou

1 n
— . 2
Sn = n_1 E (xz -T'n) 5
=1

ktera odhaduje smérodatnou odchylku.

Je dulezité si uvédomit, ze vybérovy prumér i vybérovd smérodatnd odchylka jsou opét
ndhodné veli¢iny (dopfedu nezndme jejich hodnotu). Podobné jako u vybérové sttedn{ hodnoty
by se dalo ukdzat, Ze vybérovy rozptyl (resp. vybérovd smérodatnd odchylka) ma takové roz-

s w2

déleni, ze pro velky pocet méfeni je jeho hodnota s nejvétsi pravdépodobnosti ¢im dal blizsi

23Na prvn{ pohled se mize zdat trochu divné, pro¢ délime &islem (n — 1) a nikoliv ¢&islem n. Je to z toho
divodu, aby tento odhad byl nestranny (tzn. aby stfedni hodnota vybérového rozptylu — opét pfipominame, ze
vybérovy rozptyl je ndhodnd veli¢ina — byla rovna skute¢nému rozptylu). Pokud bychom délili pouze ¢islem n,
tento odhad by nebyl nestranny.
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skute¢nému rozptylu (resp. skuteéné smérodatné odchylce). Ukdzat tuto vlastnost uz je ovsem

v tomto ptipadé o dost slozitéjsi, proto to na tomto misté délat nebudeme, pouze to uvedeme
jako fakt.

Interval spolehlivosti

Nyni jsme si popsali, jak z namérenych dat odhadovat stfedni hodnotu (o tu ndm ve fyzikdlni
aplikaci jde pfedevsim) a rozptyl ndhodné veli¢iny, ze které namérend data pochézeji. Odvodili
jsme si, ze nase odhady (vybérova stiedni hodnota, vybérovd smérodatnd odchylka a vybérovy
rozptyl) maji tu vlastnost, Ze pro velky pocCet méfeni jsou ¢im dal presnéjsi (tj. jsou s nejveétsi
pravdépodobnosti ¢im dal blize skutecnym hodnotdm stredni hodnoty, resp. smérodatné od-
chylky, resp. rozptylu). Je sice hezké, ze vime, Ze pro velky poc¢et méfeni bude nas odhad velmi
presny, ale v praxi obvykle nemdme moc méfeni (velky pocet mize znamenat tfeba 1 000 méfeni
nebo i vice).

Pokud chceme odhadovat sttedni hodnotu z relativné malého po¢tu méfeni (tato situace na-
stane prakticky u kazdého fyzikdlniho experimentu) budeme postupovat tak, Ze zkonstruujeme
interval spolehlivosti, ktery nam bude fikat, v jakém intervalu se s nejvétsi pravdépodobnosti
nachéazi skutecnd hodnota stredni hodnoty.

Vyjdeme z toho, Ze si uréime, jaké rozdéleni mé néasledujici transformace nasich namérenych
dat (opét si uvédomme, Ze se jednd o ndhodnou veli¢inu, nebot dopredu nezname jeji hodnotu)

T —
n )
Vn 5

kde p je skuteénd (ale pro nds nezndma) hodnota stfedni hodnoty rozdéleni, ze kterého po-
chézi naméfend data (pfipomindme predpoklad, Ze se jednd o normdlni rozdéleni) a n je pocet
naméfenych dat. Bez dikazu na tomto misté uvedeme, ze rozdéleni takovéto ndhodné veliciny
je tzv. Studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti (znac¢ime ¢,—1). Studentovo rozdéleni
méd pomérné slozitou hustotu, jejiz presny predpis je zde zbyteéné uvadét (zdjemci si mohou
tuto hustotu vykreslit v matematickém softwaru). Je dobré si povS§imnout, ze pro velké n je
studentovo rozdéleni o n stupnich volnosti ¢im dél vice podobné rozdéleni N (0, 1) (tohoto fak-
tu budeme pozdéji vyuzivat). Dalsi dilezitou vlastnosti hustoty studentova rozdéleni je, Ze je
symetrické okolo nuly.

Kdyz nyni vime, Ze nase transformovand data maji Studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich
volnosti, muzeme si pro toto rozdéleni uréit tzv. kvantily. Pokud si zvolime ¢islo « z interva-
lu (0,1), potom a-kvantilem Studentova rozdéleni o n stupnich volnosti (zna¢ime ho t,,) bude
takové cislo, které splnuje podminku, ze pravdépodobnost, Ze nase ndhodnd veli¢ina fidici se
rozdélenim ¢, bude mensi nez t, o, bude rovna o. Matematicky zapsano

P(X < tn,a) = .

Dobre je vyznam toho, co znamend kvantil, vidét z obrazku @

Na tomto misté poznamenejme, ze pfesné hodnoty kvantilii Studentova rozdéleni (pro riz-
né kombinace parametri n a «) lze najit v kazdych lepsich matematickych tabulkdch nebo
na internetu.

Cely postup konstrukce intervalového odhadu pro stredni hodnotu bude nésleduji. Nejprve
si zvolime tzv. hladinu spolehlivosti, kterd musi lezet v intervalu (0, 1). Nésledné urc¢ime takové
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Obr. 20: Graficky vyznam kvantild spojité ndhodné veliciny.

¢islo a € (0,1), aby nase hladina spolehlivosti byla rovna 1 — . Nas{m cilem bude zkonstru-
ovat interval s vlastnosti, ze pravdépodobnost pokryti skutec¢né stredni hodnoty intervalem
spolehlivosti bude pravé 1 — a. Tedy « lze interpretovat jako pravdépodobnost omylu.

Samotny interval spolehlivosti budeme konstruovat nasledujicim zpusobem. Diky znalosti
rozdéleni nasich transformovanych dat a vlastnosti kvantili Studentova t,_1 rozdéleni musi
platit

P (tn—l,% < \/Tilxnsi_ﬂ < tn—l,l—%) =1—«.

Nyni uz jenom ekvivalentnimi dpravami upravujeme nerovnosti uvnit pravdépodobnostifE

24Uvédomme si, Ze takto opravdu lze postupovat, nebot pokud neménime mnozinu feseni dvojice nerovnosti
uvniti pravdépodobnosti (coz ekvivalentnimi ipravami neménime), neméni se ani hodnota samotné pravdé-
podobnosti.
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S
=Pz — o 2n o o 2n
=P <SL‘n tn—1,1—§ \/ﬁ < 1% < ZTp+ tn—l,l—j ﬁ) .
Vsechny upravy byly viceméné trividlni, iprava mezi 4. a 5. fddkem spocivala v nahrazeni
kvantilu tn-1,2 pomoci kvantilu —tpo1,1-g, coz lze udélat diky symetrii hustoty Studentova
rozdéleni (rozmyslete si sami).
Nyni si musime uvédomit, co jsme vlastné dostali.

Sn
1—a—P<xn—tn11a<,u<1:n—|—tn11a
T2 /n C

Sl

Tento vyraz vlastné rika, ze pravdépodobnost, ze interval

<x t S T, +t Sn
n n,lfgﬁy n n717%%

pokryvd skutecnou stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny, ze které pochézeji naméfend data (tedy
vlastné mérenou fyzikalni veli¢inu), je presné 1 — . Toto je interval spolehlivosti (nékdy se také
fiké intervalovy odhad) pro méfenou fyzikalni veli¢inu.

Tento interval se nékdy zkricené zapisuje jako

S

Vi

Protoze fyzikové maji radi co nejkratsi zapisy a i tento zapis jim ptijde moc dlouhy, vétsinou
pisou jen

Tntiln_11-g

Tn £ VTR
tedy vynechaji v intervalovém odhadu hodnotu kvantilu tn—1,1—g, takZe to uz neni zapis inter-
valového odhadu v obecném tvaru, ale velice snadnym zpisobem (jen doplnénim piislusného
kvantilu Studentova rozdélen{) ho lze zpétné zrekonstruovat.

Hodnota S—\/% se Casto oznacuje pouze s, a Iikd se ji vybérova smérodatnd odchylka praméru
(protoze odhaduje smérodatnou odchylku vybérového priméru). Toto je to, co se u fyzikdlniho
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experimentu vyzaduje, tedy spocitat hodnotu vybérové stredni hodnoty Z,, a hodnotu vybérové
smérodatné odchylky primeéru s,. Vysledek se zapise ve tvaru

Tn L Sn

a jednoduchym doplnénim hodnoty prislusného kvantilu se z tohoto zapisu necha vyrobit in-
tervalovy odhad pro mérenou fyzikélni veli¢inu.

Vybérova smérodatnd odchylka priméru se pouzivd jako méritko toho, jak presné jsme
fyzikalni veli¢inu zmérili, nebot udava, jak siroké budou prislusné intervaly spolehlivosti. Pfi
fyzikéalnich experimentech se vzdy pozaduje, aby byla hodnota vybérové smérodatné odchylky
pruméru co mozné nejmensi. Nékdy se také o vybérové smérodatné odchylce priméru mluvi
jako o nejistoté méreni typu A.

Nazvoslovi a typy nejistot

Nyni uz mame zcela popsany zédkladni model statistického zpracovani namétrenych dat a nakonec
si ho zasadime do Sirsiho kontextu. Obecné se definuji 2 typy nejistot méreni a sice nejistota
typu A a nejistota typu B.

Nejistota typu A je nejistota uréeni métfené fyzikalni veli¢iny, kterd prameni z ndhodnosti
namétrenych dat. Tuto nejistotu ziskame statistickym zpracovanim dat, o tom se psalo na pred-
chozich 7-8 strankich a umime se s tim vyporadat.

Nejistota typu B je nejistota urc¢eni mérené fyzikdalni veliciny, kterd prameni z jinych davo-
di nez nejistota typu A. Zejména se jedné o néjaky systematicky posun méfenych hodnot vuci
skute¢né hodnoté (o tomto se psalo na zacatku tohoto dilu seridlu v odstavci Fyzikdlni inter-
pretace). S nejistotou typu B se vypordddme tak, ze ji bud pfipo¢teme k nejistoté typu A (to
se déla hlavné v pfipadé nejistoty vyplyvajici z nepfesnosti méfidla®) nebo ji pouze zminime
v diskuzi (to se déld ve vét$iné ostatnich pripadi).

Pro pripocitani nejistoty typu B k nejistoté typu A se pouziva vzorce

sk = /5% + 5%,

kde sa je nejistota typu A a s je nejistota typu B. Déle se pracuje s kombinovanou nejistotou
sk stejné jako jsme predtim pracovali s nejistotou typu A. Ve vsSech intervalovych odhadech
(i ve findlnim zdpisu naméfenych hodnot) tedy musime misto hodnoty s, uvddét hodnotu sk,
¢imz tyto intervalové odhady rozsitime, abychom vzali v tivahu také ostatni zdroje nepresnosti.
Kombinovand nejistota méreni tedy vyjadruje, jak presné jsme fyzikdlni veli¢inu uré¢ili. Ve fy-
zikalnich experimentech je cilem dosidhnout co mozna nejmensi kombinované nejistoty méreni
(tj. uréit métrenou fyzikdlni veli¢inu co mozné nejpresnéji).

Na zavér tohoto odstavce uvedeme, ze jsme v textu seridlu zdmérné pouzivali pouze slovo
nejistota a vyhybali jsme se pouziti slova chyba. Na tomto misté objasnime pro¢. Chyba méreni
je definovana jako absolutni hodnota rozdilu odhadnuté hodnoty a skute¢né hodnoty mérené
fyzikalni veli¢iny, tedy jako

e=Tn — pl.

25Nepresnost méridla byva Casto uvedend na pouzitém méfidlu a jeji vyznam je takovy, ze méridlo muize
zpusobovat systematicky posun zobrazovanych hodnot vici skuteénym hodnotdm az do uvedené miry. Pokud
neni na méridle nic uvedeno, uvazuje se za nepresnost méridla obvykle polovina nejmensiho dilku na stunici,
na které méridlo zobrazuje hodnoty.
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Chyba méfeni vyjadfuje o kolik se ndmi odhadnutd hodnota méfené fyzikalni veli¢iny (tedy
Tr) lis{ od jeji skuteéné hodnoty (tedy ). Je ale naprosto nutné si uvédomit, ze chybu méfeni
v praxi nikdy znét nebudeme (k tomu bychom totiz potfebovali znét skuteénou hodnotu métrené
fyzikdlni veliciny). Nanestésti se ale ¢asto muzeme potkat s tim, Ze se vyznam slov nejistota
a chyba zaménuje nebo se povazuji za ekvivalentni oznaceni. V tomto textu seridlu se ale budeme
drzet spravného znaceni a stejné to délejte i vy pri feseni tloh.

Dilezité poznamky na zavér

Na zavér tohoto dilu seridlu uvedeme nékolik dulezitych poznamek k odhadim mérené fyzikalni
veli¢iny za predpokladu normaélniho rozdéleni ndhodné veli¢iny popisujici vysledek jednoho
méreni.

1. V tomto dilu seridlu se vyskytlo znacné mnozstvi novych pojmi, z nichz nékteré maji
velmi podobnd oznaceni. Pro spravné pochopeni této problematiky je ale nutné mezi té-
mito pojmy dusledné rozliSovat (napf. chyba vs. nejistota, stfedni hodnota vs. vybérova
stfedni hodnota atd.). Proto bychom na tomto misté chtéli upozornit, abyste v feSeni seri-
alové tlohy (a ve vSech budoucich zpracovanich experimentii) vénovali zvlastni pozornost
jazykovym formulacim, které mohou zpusobovat zbytecnd nedorozumeéni.

2. Je naprosto nutné pochopit tcel intervalu spolehlivosti a jeho vztah k odhadim parametri
ua o2. Utelem odhadii parametrii je odhadnout z naméfenych dat skuteénou hodnotu
stfedni hodnoty (pfipadné rozptylu nebo smérodatné odchylky) a je proto sém nahodnou
veli¢inou. Tato ndhodné veli¢ina mé tu vlastnost, ze pti velkém poctu pozorovani bude jeji
hodnota s velkou pravdépodobnosti velmi blizkd skute¢né hodnoté stfedni hodnoty (resp.
rozptylu nebo smérodatné odchylky). Pro opravdu velky pocet méfen{ je takovyto odhad
dostacujici. V praxi ovsem skoro nikdy nemame velky pocet méfeni, proto konstruujeme
intervalové odhady. Intervalovy odhad je vlastné mnozina (interval), kde bude s uréitou
predem libovolné zvolenou pravdépodobnosti (s pravdépodobnosti 1—a) skuteénd hodnota
stfedni hodnoty lezet.

3. Fyzikové s oblibou fikavaji nasledujici:

»Pravdépodobnost, ze skutecnd hodnota mérené veliciny lezi v intervalu

Tn £ iln1-gsK,

je 1 — af Toto je v podstaté pravdivé tvrzeni, ale je ponékud nestastné a zmatecné
formulované. Je nutné si uvédomit, ze skuteénd hodnota mérené fyzikalni velic¢iny je de-
terministickd (neni ndhodnd), jenom ji vét$inou nezndme. To, co je ndhodné, jsou meze
intervalu spolehlivosti (vzpomerite si, Ze T, a s, jsou ndhodné veliCiny). Lepsi formulace
je proto nésledujici: ,,Pravdépodobnost, ze interval spolehlivosti pokryva skute¢nou hod-
notu mérené fyzikalni veliCiny, je 1 — o V tomto seridlu se budeme drzet této presnéjsi
formulace, stejné to délejte i vy v feseni tloh.

4. Vsimnéme si, co ovliviiuje podobu (zejména $itku) intervalu spolehlivosti. Vybérovy pri-
mér T, odhaduje stfedni hodnotu a vybérovy rozptyl S,, odhaduje rozptyl. Obé tyto na-
hodné veli¢iny budou pfi velkém poctu pozorovani velice pravdépodobné nabyvat pouze
hodnot blizkych skuteénym hodnotam stredni hodnoty, resp. rozptylu. Jediné, co potom
bude ovliviiovat $ffku naseho intervalu spolehlivosti (tedy vlastné pfesnost, se kterou jsme
pozadovanou fyzikalni veli¢inu namérili), bude ¢len y/n ve jmenovateli zlomku. Tedy po-
kud chceme mit namérenou fyzikalni veli¢inu co nejpfesnéji, mizeme postupovat dvéma
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zpusoby. Bud co nejvice sniZit rozptyl méfenych dat (tedy snizit ¢len Sy), ¢ehoz dosdh-
neme leps$im postupem méfeni (presnéjsi ptistroje, omezeni vnéjsich vlivu prostredi atd.),
nebo mizeme provést vice méfeni (tedy zvétsime n).
5. Specidln{ volbou parametru o dostaneme pomérné jednoduse zajimavé vysledky.
o Pokud zvolime o = 0,32 (tedy budeme mit intervalovy odhad o spolehlivosti 0,68)
a budeme mit dostateéné velké n (vice nez 30), potom budou kvantily lno1,1-g
vychazet velmi blizko 1 (ovéite si v tabulkdach). Muzeme tedy Fici, ze pro dostateéné
velky pocCet méfeni (vice nez 30) je interval

Tn L SK

intervalem spolehlivosti o spolehlivosti ptiblizné 0,68.

e Podobné pro volbu a = 0,05, tedy pro spolehlivost 0,95 budou kvantily ln—1,1—g Pro
dostatec¢né velké n (vice nez 30) vychézet blizko 2 (ovéfte si v tabulkdch). Muzeme
tedy Fici, Ze pro dostateéné velky pocet pozorovani (vice nez 30) je interval

Tn + 25K

intervalem spolehlivosti o spolehlivosti ptiblizné 0,95.

e Podobné pro volbu o = 0,003, tedy pro spolehlivost 0,997 budou kvantily tho11-9
pro dostatecné velké n (vice nez 30) vychézet blizko 3 (ovéfte si v tabulkach). Muzeme
tedy Fici, ze pro dostatecné velky pocet pozorovani (vice nez 30) je interval

Tn + 38K

intervalem spolehlivosti o spolehlivosti priblizné 0,997.
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Poradi resitelii po I. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno Skola 12345PE S I , %% %
Student Pilng MFF UK 66567 81210 60 100 60
1. Martin Vavrik G, Sumperk 66246 6 912 51 8551
2. Vidclav Zvonicek G Brno, t¥. Kpt. Jarose 66545 6 810 50 8350
3.—4. Radka KriZovd G J. Heyrovského, Praha 66535 810 3 46 7746
3.—4. Matéj Prokop G Dasickd, Pardubice 66525 7 7 8 46 7746
5. Jakub Jobus G PdC, Piestany 66555 6 8 — 41 8241
6. Martin Schmied G Jihlava 665—-52 7 7 38 70838
7. Matéj Krdatky PORG, Praha 6 82—-45 —10 35 8335
8. Miroslav Macko SpMNDaG, Bratislava 665—-—45 8 — 34 7738
9. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose 645 —-—-6 7 4 32 6832
10. Petr Doubravsky Akademické G, Praha 66 -—-——-—3 6 9 30 7130
11. Filip Novoilny G Jihlava 665 —-44 — 4 29 6929
12.-14. Richard Hamerlik SpMNDaG, Bratislava 665 —-—-1 7 3 28 6028
12.-14. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 665 —-—-2 6 3 28 6028
12.-14. Adam Vavrecka G P. Bezruce, Frydek-Mistek 66 -—-66 4 — 28 7228
15.-16. Simon Brdzda G, Hlinsko 463-51 5 2 26 4826
15.—16. Eva Vochozkovd Biskupské G, Brno 66 --34 7 — 26 6726
17.—18. Viktor Vareka G P. Bezruce, Frydek-Mistek 66 -256 — — 25 7625
17.—18. Filip Wagner G Tisnov 664—-—-4 5 — 25 6825
19. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejc¢in 6651~~~ — — 18 7818
20. Lucia Krajcéoviechovd G Jura Hronca, Bratislava 6 6 —— — - 5 17 7717
21.—-22. Jdn Srejbr G J. Jungmanna, Litoméfice 461113 - — 16 4216
21.—22. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 6 -3 - - — - 16 70 16
23. Vojtéch Jezek G Legionéaru, Pribram 86 — — — - - 14 117 14
24. Milan Tichavsky Slezské G, Opava 66 -—-—- - — — 1210012
25.—26. Anna Hollmannovd SG Dr. Randy, Jablonec n. N. — — — — — 6 4 10 50 10
25.—-26. Bohumir Zirek G Volgogradska 6a, Ostrava 021001 4 2 10 1710
27.—29. Sona Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. 26 -——- — — 8 67 8
27.—29. Tomds Salavec BG B. Balbina, Hradec Kralové 6 - 2 - - - — - 8 73 8
27.—29. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 22 -—-—- - - 8 33 8
30.—-31. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. 6 -—-——-- - - — 6100 6
30.-31. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina 6 -—-——-- - - — 6100 6
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 12345PE S I ,%“% =
Student Pilng MFF UK 66567 81210 60 100 60
1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 66547 61210 56 9356
2. Josef Minarik G Brno, tf. Kpt. Jarose 66556 610 7 51 8551
3.—4. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 66545 5 7 8 46 7746
3.—4. Ladislav Trnka G, Havlickuv Brod 6 82 -5 5 812 46 85 46
5.—6. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 665373 7 6 43 7243
5.—6. Jakub Ruzicka G, Nymburk 665—-36 8 9 43 8043
7. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikulas 665—-67 —10 40 9540
8. Jiri Blaha G, Uherské Hradisté 665 —-46 7 — 34 77384
9. Kristian Matustik G, Benesov 663 -54 7 - 31 7031
10.—12. Marie Grunovd G Moravsky Krumlov 46 -—-—-—2 8 3 23 5523
10.—12. Tereza Pavlisovd G, Olomouc-Hej¢in 265 -5 - 3 2 23 50238
10.—12. Jakub Smolka Slezské G, Opava 66434 - — — 23 7723
13. Katerina Charvdtovda G B. Némcové, HK 66 -—-——-—- 6 — 18 7518
14.—-16. Martin Dinh G, T¥inec 6 65— - - — 17 100 17
14.-16. Daniel Martynek G, Ttinec 665—--—- — — 17 100 17
14.-16. Stépdn Stryja G, Ttinec 663 - -2 — — 17 6817
17.—18. Dominik Berno G L. Svobodu, Humenné 66 -—-4 - — — 16 84 16
17.-18. Simon Kondrk SPS Dubnica nad Vdhom -6325 - - — 16 6716
19. Jakub Rajnstajn G F. M. Pelcla, Rychnovn.Kn. 6 6 3 0 - — — — 15 6515
20. Jakub Zemek G, Uherské Hradistée 62—---5 - - 13 6513
21.—-23. Karel Balej G a SOS, Rokycany 6 6 - — — - — 12 100 12
21.—23. Andrea Binovd G, Ceska Lipa 66 —-—-- - — — 1210012
21.—23. Josef Sabol G Chotébor 66 -—-—- - — — 12100 12
24.—25. Mdté Fke Gymnézium, sSOS a jazykovd 6 — — 1 4 — — — 11 58 11

skola

24.—25. Michal Jires G F. M. Pelcla, Rychnovn. Kn. 6 — - -5 - - — 11 85 11
26.—27. Kldra Nechanickd G Neumannova, Zdar n. S. 64—--- - - — 10 8310
26.—27. Veronika Vohnikovdi  Novy PORG, Praha 46 --—- - — — 10 8310
28. Viclav Bulin G, Plasy 6-3--- - - 9 8 9
29. Marie Vandkovd G Botic¢ska, Praha 4 - ——-—- - — - 4 67 4
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 12345PE S I ,%“% =
Student Pilng MFF UK 33567 81210 54 10054
1. Vit Beran Masarykovo G, Plzen 33567 81010 52 96 52
2.—3. Ondrej Knopp G Christiana Dopplera, Praha 3 3 56 7 8 10 9 51 9/ 51
2.-3. Martin Okdnik G Tajovského, B. Bystrica 34567 7 811 51 9451
4. David Kostak G, Josefska, Praha 33525 8 910 45 8345
5. Tomds Dulava Maticni G, Ostrava 435145 9 9 40 74 40
6. Viktor Rosman G, Pelhfimov 43535 7 7 5 39 7239
7.—8. John Richard Ritter = G Masarykovo ndm., Trebic 335-76 - 9 33 9233
7.—8. Dominik Stary G, Benesov 335-5 7 —10 33 9238
9. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov 335153 7 4 31 5731
10.—11. Katarina Castulikovd 1. stkromné G v Bratislave 333246 2 — 23 5228
10.—11. Dawvid Dvordk 7S a G, Konice 33--56 - 6 23 7423
12. Jiri Loffelmann G, Litoméricka, Praha 33537 - — — 21 8821
13.—14. Jaroslav Paidar SPS Masarykova, Liberec 33--61 4 17 52 17
13.—14. Matej Parada G Jura Hronca, Bratislava 435—-—- -5 - 17 7417
15. Katarina Zatkovd Evanjelické G JAK, Kosice 34-—--3 6 — 16 6216
16.—17. Ondrej Bucek G Brno, tf. Kpt. Jarose 335--4 - - 15 7915
16.—17. Veronika Funkovd G L. Jarose, Holesov 33-3 - 6 — 15 6315
18.—19. Andrej Holmes G Ruzomberok 215--5 - — 13 6813
18.-19. Pavla Trembulakovd G Jirovcova, Ceské Budéjovice 2 3 — — 4 2 — 2 13 4213
20.—22. Daniela Hrbdcovd Wichterlovo G, Ostrava 3-30-1 5 — 12 3512
20.—22. Ondrej Komora G Mikulasské n. 23, Plzen 3333- - - — 12 7112
20.—22. Martina Kopeckd G J. Barranda, Beroun 33--6 - - 12 9212
23. Kristyna Davidkovd Biskupské G, Brno 34--4 - - — 11 8511
24. Filip Keller G P. de Coubertina, Tabor 33--3 - - - 9 69 9
25.—27. Tomds Hudcovic Jirdskovo G, Nachod 34—-—-—- - - - T117 7
25.-27. Stépdn Kastowsky G, Hluc¢in 3 - —-———-—4 - - 7T 64 7
25.—27. Petr Semerdk Jirdskovo G, Nachod 34-—-- - - - T117 7
28.—33. Ondrej Bilek SPS7 Vlasim 33 - — - - - 6 100 6
28.—33. Miroslav Hrabal G, Olomouc-Hejc¢in 33 -—-—- - - — 6100 6
28.—33. Stépdn Kohl Klasické a spanélské G, Brno 33--- - - — 6100 6
28.—33. David Némec G, Tanvald 33 -—-—- - - — 6100 6
28.—33. Jdn Pavlech G sv. Jozefa Nové Meston. V. 3 3 — — — — 6 100 6
28.-33. Martin Repcik G, Olomouc-Hejc¢in 33 -—-- - - - 6100 6
34. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen ~  — — — — — 1 1 2 4 18 4
35.—38. Ondrej Hajnys G, Dvir Kréalové n. L. 3-—-—-- - - — 3100 38
35.—38. Jakub Kovdrik G, Hodonin 3-—-——-——- - - — 3100 3
35.-38. Jan Lindauer Prvni ceské G, Karlovy Vary 3-—-——-- - - - 3100 8
35.—38. Aneta Némcovd G, Boskovice 3-—-——-—- - - — 3100 3
39. Filip Geib G M. M. Hodz%u, Liptovsky Mi- 2 — — — — — — — 2 67 2

kulas
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno skola 12345PE S I ,%“% =
Student Pilny MFF UK 33567 81210 54 100 54
1. Stépdn Stenchldk G, Ttinec 33557 71212 54 100 54
2. Matéj Mezera G, Havlickav Brod 33565 811 9 50 9350
3. Jachym Bartik G, Havlickuv Brod 33567 6 810 48 8948
4. Kldra Sevéikovd G, Uherské Hradisté 335 -7 7 710 42 8842
5. Daniela Pittnerovad G L. Svobodu, Humenné 32435 510 9 41 76 41
6. Jan Strelecek G J. V. Jirsika, C. Budéjovice 33536 4 1 9 34 6334
7. Premysl Stastny G, Zamberk 335-75 —10 33 9233
8. Branislav Belko G Milana Riufusa 233--612 2 28 6828
9. Lucie Hronovd G Brno, tr. Kpt. Jarose 333174 5 — 26 5926
10. Samuel Sipikal G Milana Riufusa 315-44 6 2 25 5225
11. Karel Jokai G, Spitélska, Praha, 235 -7 7T — 24 7724
12. Filip Novotny G Masarykovo nam., Kromériz 3 3 2 -5 7 — 23 64 23
13.—14. Alzbéta Andryskovd G, Olomouc-Hejc¢in 23---T79 21 8121
13.—14. Jond$ Fuksa PORG, Praha 33555 - — — 21 8821
15. Petr Siminek G, SOS, SOU a VOS, Hotice 33--7- -7 20 8720
16. Frantisek Zach G, Litomysl 335-7 - — — 18 100 18
17. Matéj Rzehulka Wichterlovo G, Ostrava 34---1 - 8 16 6716
18. Katerina Stodolovd G Dasickd, Pardubice 3-----10 - 13 8713
19. Martin Vejvoda G Dobruska 335--1 - - 12 6312
20. Petra Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava, 334-- - — 10 91 10
21.—-22. Veronika Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina 33-—-——-— - - — 6100 6
21.—22. Viclav Mikeska G F. Palackého, Val. Mez. 33 -———-— - - — 6100 6

e-mail:

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta

Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2
18000 Praha 8

http://fykos.cz
fykos@fykos.cz

WWWwW:

FYKOS je také na Facebooku E
http://www.facebook.com/FYKOS

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

44


http://fykos.cz
mailto:fykos@fykos.cz
http://www.facebook.com/FYKOS
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

	Úvodem
	Zadání II. série
	1: rande na pláži
	2: hypervysokoteplotní supravodivost
	3: looping
	4: kulička
	5: várnice potřetí
	P: efektivní (ná)stroj
	E: jedno plnotučné, prosím
	S: odhadnutelná

	Řešení I. série
	1: s rumem či bez?
	2: brzdná
	3: hopsa hejsa
	4: něco je tu nakřivo
	Komentáře k došlým řešením

	5: na procházce
	Komentáře k došlým řešením

	P: nebe nám padá na hlavu
	Komentáře k došlým řešením

	E: Pechschnitte
	S: náhodná

	Seriál: Zpracování dat fyzikálních měření
	Pořadí řešitelů po I. sérii
	Kategorie prvních ročníků
	Kategorie druhých ročníků
	Kategorie třetích ročníků
	Kategorie čtvrtých ročníků


