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Uloha V.5 ... Rolling Stones 5 bodii; priamér 2,44; fesilo 27 studentt

Na naklonéné roviné stoji koule s nehomogennim rozlozenim hustoty. Zname tihel sklonu naklo-

lou k roviné) a smérem z kopce dolii. V zdvislosti na téchto parametrech podrobné rozeberte,
jak se bude dal vyvijet pohybovy stav koule. Koule na roviné neprokluzuje.
Tohle si chtel Kuba spocitat uz odmala.

Pristupme k problému rozborem momentu sil pusobiciho na kouli vzhledem k ose prochézejici
bodem dotyku s rovinou (bod D) a kolmé k obrdzku 1. Ze znaménka tohoto momentu budeme
soudit, jakym smérem se zacne koule valit. Protoze na kouli pusobi pouze jeji tiha a podlozka,
volime jako vztazny bod (resp. osu) takovy, kde do momentu mluvi pouze tihova sila. V bodé D
na néj totiz pusobi jesté normalova reakéni sila od podlozky a tec¢nd treci sila. Vzhledem ke
stfedu koule bychom tedy museli do celkového ptisobiciho momentu sil zapocitat jesté vliv treci
sily. Treci silu nelze zanedbat — bez ni by se koule nemohla otécet, ale pouze klouzat.

Nejprve si rozeberme, kde je jaky thel na obrazku 1. Spojnice SD se od svislého sméru
odklan{ o a, a tedy od vodorovného sméru o /2 — a.

D

Obr. 1: N&ért situace. Cést a) ukazuje pocateéni parametry, ¢ast b) dopoétené vyznamné
uhly. Velikosti tihlu jsou pouze orientacni.

k bodu dotyku D (kladnd smérem do kopce). Tu si mizeme vyjidfit jako
r:=—Rsina+tsin(p + a).

Pokud bude pro vsechny ¢ platit » < 0, bude se koule urcité uz jen valit doli. Pokud neplati
ostra nerovnost, muze rovnost nastat pouze v izolovanych bodech (konkrétné pouze v jednom,
a to ve ¢ = t/2 — ). V tomto bodé je koule ve vratké rovnovédze - pfi sebemensi vychylce na
libovolnou stranu bude platit 7 < 0 a koule se rozjede dolu.

Hledejme, jakym nastavenim parametri doséhneme toho, aby alespon na néjakém interva-
Iu ¢ bylo r > 0. Do vyrazu pro r prispivd kladnou hodnotou pouze druhy c¢len, ktery bude
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maximdlni pro sin(¢ + a) = 1. Odtud dostdvdme prvni vysledek, Ze zajimavé véci se mohou dit
pouze, pokud plati
t> Rsina.

Déle tedy rozebirejme jen tento ptripad, protoZe jinak koule prosté sjede dola.
Nyni najdéme hodnoty ¢, ve kterych nastava rovnovaha, jinak feceno r = 0. ReSenim této
rovnice dostdvame dvé Feseni (otoceni o 2 nés nezajimd), které si oznacime jako 8 a v,

. (R .
B := 1 = arcsin ?sma —a,
. (R. )
7i=¢2=mn—a-—arcsin | sina) .

Z oboru hodnot funkce arcsin je vidét 8 < v a z obrazku je zfejmé, ze 8 € (0,7/2 — «), a tedy
plati také v € (/2 —, n—2a). Nyni miizeme ¥ici, Ze pro ¢ € (3,7) je r kladné, jinak je zaporné
(pohybujeme se pouze na intervalu (—4,21 — §), kde thel § € (0, ) pozdéji Sikovné zvolime,
abychom mohli fikat, co je déje pro ¢ na intervalech, nikoli jejich sjednocenich).

Pro ¢ € (0,7/2 — «) se pii valeni doll zvySuje r a pro ¢ € (n/2 — a,® — 2a) se pii valeni
dolt snizuje r. Rozmyslete si, ze proto plati, ze v 8 je stabilni rovnovdaha a v - vratka.

Pokud ¢o € (8,7), pojede koule nahoru, bude zrychlovat, po prekroceni hranice r = 0 bude
zpomalovat, az zastavi. Ndsledné se rozjede doli, bude zrychlovat, zpomalovat a nakonec zastavi
opé&t ve o (ZZE). Proto pro vSechny ¢o mezi 8 a v bude koule kmitat. Také pro né&jaky interval
zapornych o bude koule kmitat (pravé zde poprvé zastavila koule v pfedchozim mysleném
pokusu).

Naleznéme zaporny mezni tthel —§, do kterého bude jesté koule kmitat. Urcité plati —6 € (—=, 0),

. R .
sma<?sma,
. (R. )
a < arcsin ?sma .

ci ¢ = a dale pokracovalo ve sjezdu dola.

Pokud se koule rozjede z —d, bude zrychlovat z kopce dolt, pak zpomalovat, az zastavi
mezi B a ~. Protoze pro vSechny thly mezi 8 a v vCetné, existuje néjaky thel ¢ € (—mx,0),
kde se koule zastavi a obrati, musi —§ odpovidat pravé ~. Nyni kouli vypustime z bodu ¢o =
= —0 a ona zastavi v «, mezi obéma stavy se tedy zachovava potencidlni energie (kinetickd je
nulovd). To také znamend, Ze téZisté je ve stejné vysce. Pfi prechodu od —4 ke v sjede koule
rovnici pro

R(y+d)sina —t(cos(d — a) — cos(a+7v)) =0.

Levou stranu rovnice ozna¢me jako h(d). Kvili linedrnimu ¢élenu plati, ze pro vysokd kladna
¢isla h(d) roste do nekonecna a pro vysoka zdpornd ¢isla (v absolutni hodnoté) klesd h(d) do
minus nekonecna. Pro derivaci h(§) plati

h'(§) = Rsina + tsin(d — @) > Rsina(l +sin(§ — a)) > 0.
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Tedy h(J) je rostouci na (0, ) a rovnice h(d) = 0 mé prévé jedno feseni. Protoze pii vypusténi
koule z 7 se koule nékde zastavi a obrét{ (a to nékde je pfesné —d), musi to FeSeni byt z piipust-
ného intervalu. Rovnici sice nelze vyresit obecné, ale pro libovolné konkrétni hodnoty ¢, o, o
z ni numericky dostaneme pozadovanou dolni mez —d (resp. dostaneme §).
Pri rozjezdu z thlu —9 se koule zastavi v thlu «, ktery predstavuje vratkou rovnovahu mezi
kmitdnim a sjezdem z kopce dolt. Proto je i —¢ vratkou pozici, nicméné ne pozici rovnovaznou.
Ted uz mame vsechny tdaje potrebné k findlnimu rozboru.

1. t < Rsina koule pojede dolu
2. t> Rsina

o o € (—6,7) koule bude kmitat okolo ¢ = 3
e o =—0 vratkd pozice mezi kmitdnim okolo 5 a sjezdem dolu
e Yo =1 vratkd rovnovdha mezi kmitdnim okolo § a sjezdem dolu

e o € (v,2n —0) koule pojede doli

Nezapomerte vsak, ze (3,7, jsou parametry zavislé na t, «, R.

Nyni si jesté rozeberme limitni piipady z naseho rozboru. Pro o = 0 bude koule kmitat
na misté (zkuste si vypocitat hodnoty 6 a v). Pro a = n/2 sjede koule dola pro libovolné ¢,
protoze musi byt nutné mensi nez R. Pro t = 0 pojede koule doli a pro t = R bude koule
kmitat nezavisle na sklonu kopce.

Zvl1ast musime vzit ptipady, kdy maji oba dva parametry svou limitni hodnotu. V pripadé t =
= 0,a = 0 se nic dit nebude a pro t = R,a = 1n/2 koule sjede doli. Zbylé dva pripady uz
odpovidaji predchozimu rozboru, a sice pro t = R, = 0 bude koule kmitat a prot = 0, =
= 1/2 sjede koule dola.

Komentare k doslym resenim

Chteéli bychom upozornit na takovou klasickou chybu, ze na kouli nepiisobi tieni. Je tomu vSak
naopak, tfeni hraje v pohybu koule velmi zdsadni roli. Bez tifeni by se koule viibec neotacela
a pouze klouzala doli. Tteni pusobi v bodé dotyku s naklonénou rovinou smérem proti po-
hybu koule (podél kopce) takovym zpusobem, Ze méni hybnost a moment hybnosti koule, ale
zachovava jeji energii. Zanedbéani valivého tfeni a odporu prostredi uz je na misté.

Toto je duvod, pro¢ je vyhodné pocitat rotaci kolem bodu dotyku, protoze vici nému mé
tieci sila nulovy moment. Pokud pocitate moment sil pusobici na kouli vudi jejimu stiedu,
musite vyjadiit z dalsich pohybovych rovnic).

Dalsim ,nesvarem® v doslych feSenich bylo, ze jste pouze okomentovali situace, které mohou
nastat. V tloze 5 se vSak oCekdva pocitani pii jejim feSeni (na rozdil od tloh P, popf. nékterych
jednoduchych). Z toho divodu neslo udélit za slovni rozbor vice nez jeden bod.
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