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Uloha V.2 ... mnohoéasticova 2 body; prumér 2,00; fesilo 38 studenti

Meéjme nadobu, ktera je pomyslné rozdélena na dvé shodné disjunktni oblasti A a B. V nddobé
je n céstic, z nichz se kazdd nachdzi s pravdépodobnosti 50 % v c¢asti A a s pravdépodobnos-
t150 % v ¢dsti B. Urcete, s jakou pravdépodobnosti bude v ¢dsti A na = 0,6n, resp. na = 1+n/2
Géstic. Reste promn =10 an = Na, kde Na = 6-10%® je Avogadrova konstanta.

Mirek md rdd zdkon velkijch cisel.

O tloze se 1épe premysli jako o posloupnosti bitd, jeden bit pro kazdou c¢astici. Kdyz je Castice
v ¢asti A, je hodnota 1, pro ¢astici v ¢asti B bude hodnota pfislusného bitu 0.

Pripad n = 10

Obé otazky se slily do jedné: ,Kdy je v Casti A 6 castic z 107 Predpoklddame, ze Castice
jsou navzdjem odliSitelné. Potom vSech moznych rozdéleni ¢astic mezi ¢asti A a B je 20 =
= 1024 (pocet vSech moznosti pro 10 bitll) a vSech moznych Sestic, které mohou v ¢asti A byt,
je (10) = 210. Tomuto se fikd kombinaéni ¢islo, které je definovano

(Z) —nl/[k - (n— k)],

kde symbol ! znamena faktoridl. Tedy pravdépodobnost, ze v ¢asti A bude pravé 6 céstic,
je p=210/1024 = 0,205.

Pripad n = Na

Prvni otdzka: ,Kdy je v ¢asti A pocet ¢astic roven 0,6 NA7“, druhd ,Kdy je v ¢asti A pocet
¢astic roven Na/2 + 17¢ Radi bychom pouzili stejny postup, ale ¢isla, kterd vychdzeji pfi
mezivypoctech, jsou moc velkd (zkuste si napiiklad spocitat 2Na to je mnohem vétsi &slo,
nez je kalkulacka schopna si zapamatovat). Musime tedy postupovat opatrné.

V prvnim pfipadu mé byt v ¢ésti A celkem 3N, /5 Eastic a v druhém piipadu je v ¢4sti A cel-
kem Ny /2+1 éastic. Pravdépodobnosti, ze tyto situace nastanou, jsou mensi nez pravdépodob-
nost, ze ¢astice budou rovnomérné rozdéleny (z vlastnosti kombinaénich ¢isel). Budeme tedy
pocitat pravdépodobnost, ze jsou ¢astice rovnomérné rozdéleny mezi obé poloviny. Spocitame
to stejné jako v prvni ¢asti, jen si budeme muset davat vétsi pozor.

Nejprve si povézme, jakou pouzijeme strategii. Radi bychom si shora omezili kombinacni
¢islo (2:) pro n jdouci k nekoneénu (pro jednoduchost), pokud mozno aby se ndm v tomto
odhadu vyskytovala néjakd mocnina dvojky, pak se pravdépodobnost bude hezky kratit. Tedy
si vyraz napiSme a upravujme:

(2n> _ (2n)! 1-2---2n 227(1-2---2n)

nln! (1.2...n)2.22" T (2-4---2n)2

n brio

To si jesté mizeme upravit:

227(1.2---2n) _22n1-3-5~~~(2n—1)_22n
(2-4---2n)(2-4---2n) 2.4.6---2n - P

Nyni budeme p odhadovat shora. Uvazme soucin:
1 1 1, 1-3 3.5 2n—-1)2n+1)

12 (1= 55) (1= ) (1=

42 =@2n+1)p°.
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Tedy:
1

1
PSS ———= < —.
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Tak jsme si Sikovné omezili p. Tedy pravdépodobnost, kterou chceme spocitat, je:
2n
)
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=p<
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Pro velkd n je 1/v/2n opravdu malé &islo, presnéji pro Na je to zhruba 9,1 - 1073, Tedy
i obé pravdépodobnosti v druhé ¢asti se blizi nule, nebot jsou mensi nez pravdépodobnost, ze
rozdéleni je rovhomérné.

Je také uziteéné si uvédomit, v jakém pomeéru jsou viuci sobé pravdépodobnosti pro 0,6 Na
a Na/2+ 1. Kdyz si tyto pravdépodobnosti rozepiSeme podle vyse uvedeného vzorecku a po-
délime, dostaneme, ze pomér prvni pravdépodobnosti ku druhé je

(0,5Ns — 1)(0,5N5 —2)---(0,4Na +1)  0,5Na —1 05Ny —2 04Na +1
0,6NA(0,6Ny —1)---(0,5Na +2)  0,6Na  0,6Na—1 05Nx+2°

Vsimneme si, ze kazdy ze zlomk je mensi nez 5/6, tedy pomér pravdépodobnosti se d shora od-
hadnout &slem (5/6)% VA~ 10710227 coz je také malické. Tedy pravdépodobnost pro Na + 1
je fadové mnohem vétsi nez pravdépodobnost pro 0,6 Na.

Uloha se také dala pékné spoditat s vyuzitim Stirlingova vzorce pro odhad faktoridlu, ktery
odhaduje n! jako

o)

Po dosazeni by se vyrazy pokratily a vysly pravdépodobnosti blizici se nule — uz jenom jejich
(desitkové) logaritmy jsou p¥iblizné —2 - 1023, tedy jejich hodnoty jsou kolem 107219" Toto
feSeni je samoziejmé také uplné spravné, zde jsme ale chtéli ukazat, ze to jde spocitat i stie-
doskolskymi metodami. Stejné je ale tloha tézsi, nez je u jednoduchych tloh bézné, a to pri
opravovani samoziejmé bude zohlednéno.

Koment4¥ k bodovému hodnoceni: Uloha byla dost obtizna, proto bylo bodovéni upraveno.
Kdo spocital jen prvni jednodussi ¢ast, dostal jeden bod, za netplné reseni nebo pokus o spoc-
teni druhé Césti jsme déavali body dva. Kdo se zdarné dostal az do konce, dostal bonus, dva
bonusy dostalo jen nékolik mélo feSeni, kterd byla opravdu dobra (respektive byla lepsi nez
vzordk). Vsichni Fesitelé, kteff se o tlohu pokusili, si zaslouz{ pochvalu.
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