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Uloha L.E ... malé gé 8 bodii; priamér 5,42; Fesilo 86 studentt

Zmérte mistni tihové zrychleni alespon dvéma odlisnymi metodami. Tyto metody ndsledné
zevrubné porovnejte. Viktor slysel namitku resitelu, Ze je nebavi se pordd cvachtat ve vodé.

Na kazdé téleso na povrchu Zemé plisobi gravitacni sila Zemé F; a sila odstiediva F, zplisobenda
rotaci Zemé kolem své osy. Vyslednici téchto dvou sil je sila tithovd Fg (viz obrézek 1).

Obr. 1: Tihova sila Fg je vyslednici gravitacni sily F, a odstiedivé sily F,. Pomeér velikosti
obou sil na obrazku neodpovida skutec¢nosti.

Jelikoz velikost odsttredivé sily zavisi na vzdalenosti r od osy rotace, a tedy na zemépisné
$itce, i velikost tthové sily zavisi na zemépisné $itce ). Velikost gravitacéni sily pusobici na téleso

o hmotnosti m je
mMz

RZ '’
kde G = 6,674 - 101 m3-kg 1572 je gravitaén{ konstanta, Mz = 5,973 - 10** kg je hmotnost
Zemé a Rz = 6,371 - 10°m je jeji stiedni polomér! Velikost odstiedivé sily je

F,=G

2
Fy=mrw® = mRz% cosV,
kde w je tihlova rychlost, kterou vypoéitdme z periody T = 8,6 - 10* s (stfedni sidericky den?)
a vzdélenost r jsme urcili z obrdzku 1. Vektory téchto dvou sil sviraji ithel 180° — o, velikost
vyslednice (tthové sily) zjistime z kosinové véty jako

Fg = /F2+ F2 — 2F,Fycos? .

‘https://cs.wikipedia.org/wiki/Zems
?https://cs.wikipedia.org/wiki/Hvézdny_&as


https://cs.wikipedia.org/wiki/Země
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Velikost tihového zrychleni g pusobici na téleso o hmotnosti m pak vypocitame jako

Fa
g=—-.
m
Pro naSi zemépisnou Siftku 9 = 50° pak po dosazeni vychazi bézné uddvand hodnota g =

=981ms 2.
Jesté poznamenejme, ze bylo stanoveno tzv. normélni tthové zrychleni?® které vychézi z hod-

noty pro zemépisnou §ifku 45° u hladiny mofe, a jehoz tabulkova hodnota je go = 9,806 65 m-s™ 2.

Akcelerometr

v

Nejjednodussi metoda, kterd nds muze pro méfeni zrychleni (at uz tihového ¢i jiného) napad-
nout, je vyuziti akcelerometru, tedy zafizeni mérictho zrychleni. Akcelerometry jsou obsazeny
snad ve vSech v dnesni dobé prodévanych chytrych telefonech a tabletech (pro detekci natocend,
padu nebo i poklepani) a také ve fotoapardtech (pro detekci foceni na vysku a automatické oto-
¢eni fotografie) nebo napiiklad v nékterych noteboocich (pro detekci pddu a ochrany pevného
disku). Akcelerometry v téchto zafizenich jsou typu MEMS (micro electro-mechanical systems),
kterda méfi zrychleni ve tfech navzajem kolmych osach pomoci méfeni pohybu miniaturnich ra-
mének se zdvazim, vétsinou mérenim zmény kapacity mezi raménky.

Dulezité je poznamenat, ze vystupem vétSiny téchto malych akcelerometru (at uz maji na-
pétovy ¢i digitdlni vystup) je (pro kazdou z os) téméf vzdy zrychleni naméfené v ndsobcich g,
piicemz néktefi vyrobci navic v datasheetech udévaji, Ze tato jednotka je rovna g = 9,81 m-s™2.
Vzhledem k malé absolutni presnosti téchto zafizen{ (koneckoncti se bézné nepouzivaji k abso-
lutnimu méfen{ zrychleni) je vSak bezpfedmétné, zda jde u tuto hodnotu u vSech zafizeni nebo
se o jednotky procent lisi. Pokud nam tedy néjaka aplikace v telefonu zobrazuje zrychleni v jed-
notkéch SI (tedy m-sz), pak tato hodnota velmi pravdépodobné vznikla vynasobenim hodnoty
odectené z akcelerometru néjakou konstantou blizkou normalnimu tihovému zrychleni.

Na experiment jsme pouzili mobilni telefon se systémem Android, pfi¢emz jsem pouzili dvé
riizné aplikace — jedna zobrazuje pfimo hodnotu vy¢tenou z akcelerometru (tedy v ndsobcich g),
druhé tuto hodnotu prepocitava na jednotky SI, viz obrazek 2. Namérili jsme, Ze tthové zrychleni
je asi 0,993g nebo 9,75 m-s~2. Na obrazku 2 byl telefon v obou piipadech ponechin v klidu,
mizeme tedy vidét (zejména na levém screenshotu) Sum a rozliSen{ akcelerometru.

Abychom mohli vyhodnotit nejistoty méreni, kromé akcelerometru v mobilnim telefonu,
o kterém jsme neméli zddné podrobné informace, jsme pro experiment pouzili akcelerometr
Analog Devices ADXL345? se kterym komunikujeme pomoci sbérnice 12C. Ten naméfil hod-
notu 1,01g. V datasheetu je deklarovand jeho chyba (0g Output Deviation from Ideal) ja-
ko +3,5-1072g = 0,35m-s 2 vose z a y a +4,0- 107 2g = 0,40m-s~2 v ose z. Navic m4 tento
akcelerometr v sobé ulozené tidaje o offsetu, které je mozné upravit, a tak zatizeni kalibrovat.
Skutecny offset se miize ménit mechanickym namahéanim nebo i béhem pédjeni. Hodnota, kterou
naméfime, se tedy od skutecné miize bez predchozi kalibrace znacné lisit. Relativni nejistota
pak muze byt i v fddu desitek procent. Z tohoto je patrné, ze akcelerometry v mobilnich tele-
fonech a podobnych zatizenich se pro presné absolutni méfeni tihového zrychleni prilis nehodi,
a proto ve zbytku vzorového reseni detailné popiseme ¢tyfi jiné metody pro méfeni tihového
zrychleni.

3https://cs.wikipedia.org/wiki/Tihové_zrychleni
“http://www.analog.com/media/en/technical-documentation/data-sheets/ADXL345.pdf
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Obr. 2: Dvé aplikace pro Android pro zobrazeni zrychleni méreného akcelerometrem. Prvni
zobrazuje hodnotu v jednotkéch SI, druh4 jako nésobek g.
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Matematické kyvadlo

Méjme hmotny bod (kulicku) hmotnosti m na nehmotném zdvésu délky ! (tedy matematické
kyvadlo). Kulicku vychylime tak, ze zdvés svird se svislym smérem thel o (viz obrazek 3).
Na kulicku ptisobi svisle dolt tthova sila Fg o velikosti Fg = mg, kde g je tithové zrychleni,
a tahova sila od zdvésu. Tihovou silu rozlozime do sméru zavésu (slozka F;) a do sméru na tento
smér kolmy (slozka F,). ProtoZe se bod nepohybuje ve sméru zavésu, velikost slozky F; je rovna
tahové sile zavésu, vektorovy soucet téchto sil je tedy nulovy. Jedina sila, kterd zbyva, je Fo, jejiz
velikost vypoéitame z obrazku jako F, = Fg sina = mgsina = mgzx/l. Nyni predpoklddejme,
ze uhel « je velmi maly. Pak sila F, ptsobi ve vodorovném sméru a hmotny bod se pohybuje
po usecce. Nyni jiz muzeme napsat pohybovou rovnici
mg d2z

Fo=—7ro=mags,

kde t je cas, coz je rovnice harmonického kmitdni, jejimz feSenim je

2(t) = Tmax Sin (\/?t - cpo) ,

kde Tmax je amplituda kmiti a ¢o je faze kmiti v case t = 0. Odtud jiz vidime, ze perioda
kmitu matematického kyvadla je

l 47?1
T—2n\/; = 9= (1)

Pri znalosti délky matematického kyvadla a zméteni jeho periody kmitu tedy miizeme vypocitat
tfhové zrychleni. Pro tiplnost dopliime, %e piesné feseni® (pro libovolny rozkmit ¢, € (0; 1) dava

periodu
! 1\2 .2 [ Pm 1-3\2 . 4 (¥Pm
TQ“\/; [“(2) s (5 + (577) ' (5) + |- @

Zavislost periody na thlu rozkmitu je vynesena na obrazku 4. Vidime, zZe pro malé thly je témér
konstantni.

Tento model zanedbava odpor vzduchu. Ten je vSak pri rychlostech, které jsme pri experi-
mentech pouzivali, tak maly, ze béhem méfeni (minimédlné 10 kmit) se amplituda kmit téméf
nezménila. Lze jej tedy zanedbat, aniz bychom vyrazné ovlivnili vysledek.

Meéreni jsme provadéli pomoci optické zavory. Pro jeji konstrukei jsme pouzili LED a foto-
tranzistor, oboje pracujici na vlnové délce 940 nm, viz schéma zapojeni na obrazku 5. Proud
tekouci fototranzistorem zavisi na intenzité svétla, kterd na néj dopada. Jestlize mezi LED a fo-
totranzistor vlozime néjaky predmét, intenzita svétla dopadajiciho na fototranzistor se snizi,
proud jim tekouci se téz snizi, dle Ohmova zdkona se tedy snizi napéti na rezistoru o odpo-
ru 1 MQ a my pomoci analogové digitalniho prevodniku detekujeme nizsi napéti (jak se vidét
na obrazku 6). Napéti detekujeme 10bitovym AD pfevodnikem v mikrokontroléru ATmegal68
(Arduino Nano), ktery ndm naméfené hodnoty odesild do pocitace. Vzorkovaci frekvence je
asi 1 kHz.

Ukéazka casti jednoho z naméfenych signdlt je na obrazku 6. V okamziku, kdy se okraj
kulicky dostane mezi LED a fototranzistor, napéti poklesne, v okamziku, kdy kulicka spojnici

5http://fyzika.jreichl,com/main.article/view/1239—presne—reseni—matematickeho—kyvadla
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Obr. 3: Rozlozeni tihové sily pusobici na hmotny bod na nehmotném vlidkné (matematické
kyvadlo).

zdroje a detektoru opusti, napéti opét stoupne. Béhem jednoho kmitu projde optickou zavorou
kulicka dvakrat. V naméfeném signdlu najdeme vSechny sestupné hrany s danou trovni (tedy
mista, kdy kulicka fototranzistor zastinila). Ddle vybereme kazdé sudé (nebo naopak kazdé
liché) priichody a zjistime ¢as mezi nimi. Praumér téchto éasi pak budeme povazovat za periodu
kmitu.

Pro experiment budeme pouzivat kulicku o praméru d = (17,7 + 0,1) mm a hmotnosti m =
= (7,19 £ 0,02) g. Kulicka mé v sobé otvor prochdzejici skrz jejim stiedem, kterym byla prota-
zena tenkd nit, jejiz hmotnost byla mensi nez 0,1 g, tedy zanedbatelna. V piipadé, ze bychom
ji zanedbat nechtéli, mohli bychom postupovat jako v ptipadé fyzického kyvadla (viz déle)
a pro vypocet tthového zrychlenf pouzit rovnici (4). Nit zvySuje moment setrvacnosti kyvadla.
V pripadé jejtho zanedbani tedy predpokladdme, Ze moment setrvac¢nosti kyvadla je nizsi nez
skutecny, a tedy nami vypocitané tthové zrychleni je nizsi nez skutecné.

Méfeni jsme provedli pro ruzné délky kyvadla a namérenou zdvislost periody na délce vy-
nesli do grafu na obrazku 7. Naméfenou zavislost jsme poté fitovali zavislosti teoretickou dle
rovnice (1), éimz jsme dostali hodnotu tihového zrychleni (9,875 + 0,009) m-s™2 (zde uvedena
odchylka je ¢isté jen chyba fitu).

Nejistota méfeni tihového zrychleni touto metodou se sestdvd z nejistoty méfeni periody
a nejistoty méreni délky kyvadla. Dalsim zdrojem nejistoty muze byt skuteénost, Ze nit neni
dokonale ohebnad, a vraci tak kulicku do rovnovazné polohy. Abychom tuto skute¢nost ilustrovali,
nahradili jsme nit za rybafsky vlasec o pruméru 0,35mm a experiment opakovali, pricemz
jsme naméfili hodnotu tithového zrychleni 9,97 m-s™2. Pouzit4 nit je mnohem ohebnéjsi nez
vlasec, presto vsak neni dokonale ohebni. Odhadnéme nejistotu zpusobenou niti na A.g =
= 0,05m-s2. Tato nejistota vSak neni symetrickd, nebot ohyb niti zpisobuje, ze naméfime
hodnotu tihového zrychleni vyssi nez skute¢nou. S touto nejistotou je pak mozné nalozit ruznymi
zpusoby. Pro snaz§i vyhodnocen{ vysledné nejistoty a jednodussi zapis vysledku (ktery bude
symetricky) budeme tuto nejistotu povazovat za symetrickou a nalozime s ni jako se vSemi
ostatnimi v tomto méreni. Periodu mérime optickou zavorou, pricemz pri kazdém méreni mérime
minimélné dvacet period (které detekujeme jako na obrdzku 6, takze béhem méfen{ probéhne
21 kyvi). Smérodatna odchylka takto naméfenych period béhem jednoho méfeni se pohybovala
pod 1ms, pricemz hodnota napéti je zaznamendvana kazdou milisekundu. Nejistotu méreni
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Obr. 4: Zéavislost periody matematického kyvadla na rozkmitu pro délku kyvadla 2m a tihové

zrychleni 9,81 m-s™2.

periody tedy odhadujeme na AT = 2ms. Nejistotu méreni délky kyvadla odhadujeme na Al =
= 5mm. Nejistotu typu B méfeni tihového zrychleni pak ur¢ime podle zdkona Siteni nejistot
jako

B 99\ 2 9g\2 T NA A TN A )
ABg—\/<AlaZ) +<AT8—T) 4 (Aog)? = ) (T ) 2

Nejistota zavisi na délce kyvadla a jeho periodé. Protoze perioda roste s délkou kyvadla (a tedy
klesa jak relativni nejistota délky, tak relativni nejistota periody), je zfejmé, Ze nejvyssi bude
nejistota pro nejkratsi délku kyvadla, v nasem pfipadé 0,08 m-s~2. Chyba fitu (kterd vypovida
také o nejistoté typu A) byla v nasem piipadé o dd nizsi, tedy zanedbatelnd. Toto Cislo tedy
budeme povazovat za celkovou nejistotu méreni. Pii méfeni jsme pouzivali malé dhly rozkmitu,
do 5°. Podle obrazku 3 se pro tyto uhly presné feseni od nasi aproximace lisi jen mdlo. Podle
aproximace pro malé iihly (kdy se jednd o harmonické kmity) pro kyvadlo délky 2m v t{hovém
poli s tihovym zrychleni o velikosti 9,81 m-s~2 je dle rovnice (1) perioda 2,837s. Dle pfesného
feSeni v rovnici (2) je pro rozkmit 5° perioda 2,838, pro 10° je to 2,842s a pro 15° pak 2,848s.
Pri thlech do 5° je chyba mensi nez 1ms, tedy mensi nez vySe uvedend nejistota, mizeme ji
tedy zanedbat.

Mérenim periody kmitu matematického kyvadla byla uréena hodnota tihového zrychle-
ni (9,88 +0,08) m-s 2.
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Obr. 5: Schéma zapojeni optické zdvory.

Fyzické kyvadlo

Pti odvozeni periody kmitu fyzického kyvadla o hmotnosti m vyjdeme z pohybové rovnice
rota¢niho pohybu )
d «

M=J 7 3)
kde M je moment sily pusobici na téleso, J je moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose
otaceni, o je thel a t ¢as. Na kyvadlo ptsobi tithova sila Fg. Tu opét, stejné jako v pripadé
odvozeni uvedeného u matematického kyvadla, rozlozime na dvé slozky F; a F, (viz obrazek 8).
Moment sily F; vzhledem k ose v bodé O je nulovy, moment tihové sily je tedy roven momentu
sily Fo, tedy

M =rrFy =rrmgsina.

Po dosazeni do rovnice (3) dostdvame diferencidlni rovnici

. . Jd2a
romgsina = R
Jeji feSeni neni snadné, proto pouzijeme (stejné jako v pfipadé matematického kyvadla) apro-
ximaci sin a &~ «, kterd plati pro malé thly «, fekneme tedy, ze amplituda kmitt je mala. Tim
dostaneme rovnici
rormg d?a
a=—,
J de?

a(t) = Omax Sin (, / m?]th - 4,00) ,

kde amax je amplituda kmiti a ¢o je faze v ¢ase t = 0. Perioda kmitu pak je

[ J 47T
T=2 = = . 4
T mgrT g mrtT? (4)

Presné fesen{ by bylo analogické s tim pro matematické kyvadlo uvedenym v rovnici (2). VSim-
néme si, ze pokud by téleso bylo hmotnym bodem ve vzdélenosti ! (8lo by o matematické kyvadlo

jejiz teseni je

a dostali bychom skuteéné vztah (1).
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Obr. 6: Signdl naméfeny optickou zévorou pfi prichodech kulicky (matematické kyvadlo)
s vyznacenou periodou. Délka kyvadla byla | = 1544 mm, pramérné perioda kmita 7' = 2,49s.

Jako tuhé téleso jsme pouzili priuhledné plastové pravitko délky 50 cm se dvéma otvory po
kazdé strané. Témito otvory jsme postupné protahli hladkou kovovou ty¢ s mensim prumeé-
rem (asi o 0,05 mm), ¢imz vzniklo kluzné ulozeni. P¥i tomto experimentu jsme zanedbali tfeni
v ulozeni, to je vSak tak malé, Ze po deseti kmitech se amplituda kmitd zménila jen velmi
m4 kvuli riznym zkosenim pouze jednu rovinu symetrie) a zejména momentt setrvacnosti viéi
osam dvou otvoru, které budeme pouzivat jako osy otdceni, jsme pravitko diukladné zmérili oce-
lovym pravitkem a posuvnym méritkem a namodelovali v programu Autodesk Inventor, ktery
ndm po zadan{ hmotnosti momenty setrvacnosti vypocéital (viz obrdzek 9). Moment setrvacnosti
vzhledem k ose prochazejici otvorem blize okraji byl uréen jako 1,266 - 1072 kg-m?, vzhledem
otvoru byla urcena jako 249 mm, od osy druhého otvoru pak 189 mm.

Pro méfeni periody kmitl jsme opét pouzili optickou zdvoru (obréazek 5). Pouzité pravitko
je pruhledné nejen pro viditelné svétlo, ale i v okoli vinové délky 940 nm, které nase optickd
zévora pouzivd. To znamend, zZe naméfeny signal bude odlisny od obrazku 6, kde byla pou-
zita nepruhlednd kulicka, viz obrazek 10. Na signédlu je viditelné, Ze signal nejprve klesé, coz
odpovida okraji pravitka se stupnici. Dale signdl naopak naroste, coz odpovida mistu, kde na
pravitku koné¢i zkoseni. V tomto misté je povrch pravitka zaoblen a chové se tak patrné jako
cocka, ktera fokusuje svétlo z LED. Po tomto zaobleni svétlo prochazi rovnou casti pravitka
a signél se vrati priblizné na hodnotu, jakou mérime bez pravitka.

Pro kazdé ze dvou riznych os otdceni bylo provedeno deset experimentu, pfi¢emz mérie-
ni probifhalo minimélné deset kmitu, z kterych jsme ziskali minimalné dvacet hodnot periody
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Obr. 7: Namérend zévislost periody T matematického kyvadla na jeho délce [ fitovana
teoretickou zévislost{ dle rovnice (1).

kmitt (viz obrdzek 10), celkem tedy minimélné sto hodnot. Z téchto méfeni jsme vypocitali
prumérnou hodnotu, ¢imz jsme ziskali hodnotu periody 1,171s v pfipadé osy blize okraje pra-
vitka, resp. 1,117s v pfipadé osy druhé. Po dosazeni do rovnice (4) dostdvame hodnotu tithového
zrychlenf 9,828 m-s ™2, resp. 9,829 m-s~ 2.

Pro vypocet nejistoty typu A (tedy nejistota projevujici se drobnymi odchylkami p¥i opa-
kovanych méfenich) méfeni periody jsme nejprve za pomoci N naméfenych hodnot perio-
dy Th, T, ..., TN vypocitali vybérovou smérodatnou odchylku aritmetického priméru

o () =\ yw—p 2 @ - 1)’ 6)

a tuto hodnotu poté vynasobili 0,975-kvantilem Studentova rozdéleni pro N stupni volnosti.
Timto zajistime, ze s pravdépodobnosti 95% se skutecnd hodnota nachdz{ v intervalu daném
vyslednou nejistotou. V nasem pripadé pro 30 hodnot pouzijeme 0,975-kvantil Studentova roz-
déleni pro 30 stupiii volnosti, tedy to,075(30) = 2,04, kterym jsme vybérovou smérodatnou
odchylku aritmetického priaméru vynasobili, ¢imz jsme ziskali rozsifenou nejistotu A, 7. Tato
hodnota ndm po zaokrouhleni na jednu platnou ¢islici v obou pripadech vysla AaT = 1ms.
Co se tyce nejistot typu B (tedy nejistot zohlediiujici nepfesnosti pouzitych méridel), tak nejis-
totu typu B méfeni periody opét odhadujeme na AT = 2ms. Kombinovana nejistota méreni
periody je tedy

AT = \/(AAT)? + (ApT)? = 2ms.
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bodu O (fyzické kyvadlo).

Chyba zpusobena aproximaci pohybové rovnice bude v pfipadé malych thla, které jsme pouzi-
ocelovym pravitkem (neboli méfen{ rozméru pravitka) stanovime na Arr = 1mm. Nejistota
hmotnosti je jiz vyse zminéna jako Am = 0,1 g. Nejistotu momentu setrvac¢nosti mizeme pouze
odhadnout, nebot byla uréena na zakladé CAM modelu pravitka a méreni hmotnosti. Spravny
a plesny postup by byl vypocitat nejistoty metodou Monte Carlo, tedy ndhodné (s Gaussovym
rozdélenim dle piislusnych nejistot) ménit rozméry modelu pravitka a sledovat, jak se méni jeho
moment setrvacnosti. To by vSak znamenalo nutnost vytvorit model pravitka v jiném progra-
mu, proto se spokojime s odhadem nejistoty. Aproximujeme proto pravitko za kvadr o stejné
hmotnosti m jako méa nase pravitko a rozmérech a = 530 mm, b = 51 mm, ¢ = 16 mm, coz jsou
vnéjsi rozméry naseho pravitka (jde tedy o nejmensi kvadr, do jakého se nase pravitko vejde).

Jk7T = %m (a2 + b2> .

moment setrva¢nosti viuci této ose

Jr,a = Ji +m(g—d)2*m i(aQ—l—b2)—§—(g—d>2 =
fod = T 2 ~ 12 2 -

a2 b2 2
m(3+12ad+d .

Nejistotu momentu setrvacnosti pak vypocitame podle zdkona sifeni nejistot jako

_ i\ x> 0Ja\>
M= (20 20 (P (naa )

m\/[Aa (%“ - d)} ‘i (Ab%)Q +[Ad(—a +2d)2,

10
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3D model Nadt Kontrola ‘Néstroje

Obecné | Souhm | Projekt| Stav | Usivatelské | Uost  Fyaikdini |

Télesa

[ouez=e =] | A
Materidl Schrénka |
[polykarbenzt, &ry |
Hustota PoZadovand pfesnost
[ 1,2089/am"3  [nicks =
Obecné viastnost
TEgEE®
Hmotnest [ 0,149 kg @I x [0,472 mm Relatvn
Povrch [ 56640,504mm~2( v [-242,000 mm (Rela
Objem | 123017,240 mm~3 7 [2,566 mm (Relativn

Vlastnosti setrvadn.
Havni [ Gobami TasEE
Momenty hmotnosti
1ox [12639,991kgn  Vypodteno pomosi negativiiho mtegraly

oy [17,963kgmm” Iy [25,835kgmm”

be [0,024kgmm~  Tyz [94,935kgmm~ 1z [12657,670kgm

*Hodnoty nevyjadfujf ufivatelem predepsanou hmotu nebo objem

.

Obr. 9: Z modelu kyvadla (pravitka) v programu Autodesk Inventor mﬁieme pri znalosti

@l oK Storno | Pouiit |

kde Aa, Ab, resp. Ad jsou nejistoty métreni vzdéalenosti a, b, d, tedy Aa = Ab = Ad = 1 mm.
Po dosazeni &fselnych hodnot dostaneme Ji 4, = (1,276 & 0,008) - 10~ 2kg-m?, resp. Jia, =
= (8,84 £ 0,07) - 10~ *kg-m?, coZ jsou podobné hodnoty jako hodnoty ziskané z piesndjsich
modelt. Vypocitané nejistoty tedy poslouzi jako dobry odhad nejistot momenti setrvacnosti
ziskanych z modelu. Pro vypocet celkové nejistoty méreni tthového zrychleni pouzijeme zakon

sifeni nejistot, tedy
0= (o) (ane) s o) ()
9= a.J P " orr ar) =
2 2 2
41':2J 4n2J 8n2J
- <AerTT2> < ) + (ATTmr?FTQ) + (ATmTTT3> -

_a2d (AT Am 2+ Are\" (24T
T mrrT? J m T T ’

zjistujeme, Ze nejistota je po zaokrouhleni 0,08 m-s~2 v piipadé pouz1t1 osy blize okraji pravitka
a 0,10m-s~2 (zde zaokrouhlujeme na dvé platné &islice, jelikoz prvni Eislici je 1) v piipadé
druhém.

Meéfenim periody kmitu fyzického kyvadla jsme naméfili tihové zrychleni (9,83+0,08) m-s~ 2
resp. (9,83 £0,10) m-s~2.

)

11
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Obr. 10: Signal naméfeny optickou zdvorou pfi pouziti fyzického kyvadla (prthledného
pravitka) s vyznacenou periodou.

Volny pad

M34-li téleso v homogennim tihovém poli s tthovym zrychlenim o velikosti g v ¢ase to rychlost vg
(kladng rychlost je smérem nahoru, zdpornd smérem doli) a nachézi-li se ve vysce ho, pak se
v obecném Case t nachazi ve vysce

h(t):ho—&—vo(t—to)—w. 6)

Tento vztah ziskdme, zintegrujeme-li dvakrat druhy Newtonuv pohybovy zdkon.

Pro experiment budeme pouzivat kulicku o praméru d = (17,2 £ 0,1) mm a hmotnosti m =
= (7,25+0,02) g.

Tento model opét zanedbava odpor vzduchu. Méli bychom tedy zhodnotit, do jaké miry muze
odpor vzduchu ovlivnit namérené hodnoty tihového zrychleni. Nejprve vypocitdme maximalni

hodnotu Reynoldsova ¢isla
maxd
Re = Jmaxd ,
v
kde vmax je maximélni rychlost kulicky, a v = 1,57 - 107% m2-s kinematickd viskozita vzduchu.
Toto ¢islo nam 1{k4, zda je proudéni kolem kulicky lamindrn{ (Re je malé) nebo turbulentni
(Re je velké ¢islo). Maximdlni rychlost kulicky pfi pddu z vysSky Amax = 2m (tj. maximélni
visky, kterou budeme p¥i experimentu pouzivat) odhadneme jako Umax = v2hmaxg = 6,3 m-s "
(tedy rychlost pfi zanedbéni odporu vzduchu). Po dosazeni dostaneme Re = 7- 10%, coz je vysokéa

12
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hodnota, proudéni pti maximalni rychlosti tedy bude turbulentni. Pak je odporova sila ddna
Newtonovym vztahem

1 1
FOdP = ng?naxs = gﬁghmaxng ;

kde o = 1,19kg-m~3 je hustota vzduchu, S = T[d2/4 je plocha prumétu kulicky. Zpomaleni
kulicky pri maximalni rychlosti dané odporem prostiedi pak vypocitdme jako

Fodp _ TEAthaxgd2
m 8&m

Godp = =38-10 'ms ", (7)
coz je hodnota o vice nez rad nizsi nez hodnota, kterou mérime. Odpor vzduchu tedy muzeme
zanedbat, avSak pfi vyssich rychlostech jiz bude vysledek ovliviiovat (na coz musime pamatovat
pri vyhodnocovani nejistot méfent).

Rovnice (6) muZzeme vyuzit pro vypocet tihového zrychleni, jestlize upustime téleso (pak
je vo = 0) a zméfime c¢as, za jaky spadne z dané vysky ho. Aby bylo nase méfeni presnéj-
§i, zaznamendme vysku télesa h v mnoha ruznych Casech ¢t zméfenou zdvislost h(t) fitujeme
teoretickym modelem dle rovnice (6). V tomto pfipadé se nemusime ani omezovat na pohyb
s nulovou pocatecni rychlosti.

Pohyb télesa v tthovém poli jsme zaznamenali na video digitdlnim fotoapardtem (se snimko-
vaci frekvenci 50 fps) a videa analyzovali v programu Tracker® Ten umoZiiuje ve videu trasovat
vybrany objekt, vystupem je tedy zavislost polohy predmétu na case. Naméfenou zavislost
vysky na Case jsme poté fitovali pomoci programu gnuplot” (viz graf na obrazku 12), ¢imz
jsme pro kazdé méreni ziskali hodnotu zrychleni, s jakou se téleso pohybovalo. Cely experiment
jsme opakovali desetkrét, pri¢emz v poloviné méreni $lo o pouhé upusténi télesa (tedy vo = 0),
v druhé poloviné §lo o vrh svisle vzhiru (vo > 0).

Poznamenejme, Ze stejny experiment lze realizovat i s pomoci stroboskopu (viz obrazek 13),
kdy pohyb kulicky fotografujeme s dlouhou expozici. Pak mame na jediném snimku zazname-
nanu polohu kulicky v mnoha ruznych ¢asech (dle frekvence stroboskopu).

Nejistoty tohoto méfeni budou dany zejména nejistotou méreni polohy a téz zanedbanim
odporu vzduchu. Nejistota méfeni polohy na videu se sklada z nejistoty kalibrace délky v ob-
razu a z nejistoty uréeni polohy kulicky v obrazu. Celkem nejistotu uréeni polohy odhadujeme
na asi 2cm. V rovnici (7) jsme vypodéitali, ze pro maximdln{ rychlost, kterou pouzivime, je sku-
te¢né zrychleni mens{ asi o 0,38 m-s~2 nez tthové. Pii nulové rychlosti je vsak zrychleni piimo
rovno tihovému. Proto odhadnéme, zZe zanedbani odporu vzduchu pridava do vysledku nejisto-
tu asi 0,2m-s~2. Celkovou nejistotu méfeni tthového zrychleni touto metodou odhadujeme na
asi 0,3m-s2.

Pomoci analyzy pohybu kulicky pfi volném padu bylo naméfena hodnota tihového zrychle-
nig=(99+03)ms 2

Pohyb po kruznici

Méjme hmotny bod o hmotnosti m na nehmotném zavésu délky [. Tento bod rozpohybujme
tak, Zze bude konat rovnomérny pohyb po kruznici o poloméru r s thlovou frekvenci w (a tedy
periodou T' = 2n/w). Na tento hmotny bod pusobi tihova sila Fg smérem svisle dol a tahova
sila od zévésu F;, kterd ptsobi ve sméru zavésu, tedy se svislym smérem svird tthel o takovy,

Shttp://physlets.org/tracker
“http://www.gnuplot.info
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Obr. 11: Screenshot programu Tracker, ktery dokaze ve videu sledovat pohyb vybraného
télesa. Zde sledujeme pohyb télesa vrzeného svisle vzhiru v tithovém poli.

Ze sina = r/l (viz obrdzek 14). Vime, Ze hmotny bod se pohybuje po vodorovné kruznici,
ve svislém sméru tedy musi byt vyslednice sil nulova a ve vodorovném musi byt jeji velikost
rovna Fy = mrw? (dostfediva sila). NapiSeme si velikosti obou sil ve slozkach (ve vélcovych
soufadnicich, prvni slozka je ve sméru r, druhd ve svislém sméru):

viz—r?
l

F. = (Fysino; Fycosa) = th;Ft

Fa

mg = (0; —myg) .
Jak jsme jiz fekli, vzhledem k pohybu po kruznici musi platit
F. 4+ Fc = (mer;O) ,
coz prepiseme pro kazdou slozku zvlast jako soustavu dvou rovnic

r 2
th = mrw”,

/12 _ 2
Ft%—mg:[).

Z druhé rovnice vyjadiime Fi, dosadime do prvni a vyjadiime tihové zrychleni

2
g:wQ\/lz—rzzﬂ 2—r2. (8)

T2

Pri zméfeni periody a poloméru obéhu a délky zavésu tedy mizeme vypocitat tthové zrychleni.

14
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Obr. 12: Namérend zavislost vysky kulicky pti vrhu svisle vzhuru fitovana teoretickou
zévislosti danou rovnici (6). Z tohoto konkrétniho méfeni bylo naméfeno tihové
zrychleni g = 10,1 m-s~2.

Pro méfeni jsme pouzili opét kulicku zavésenou na tenké niti (se zanedbatelnou hmotnos-
ti oproti hmotnosti kulicky), kterou jsme pouzivali jako matematické kyvadlo. Kulicku jsme
otéacel. Pod tento bod jsme umistili fotoaparat a pohyb kulicky zaznamenali jako video, které
jsme opét zpracovali v programu Tracker (obrézek 15).

Ukézka namérené trajektorie je na obrazku 16. Vidime, Ze kulicka se bohuzel nepohybuje
presné po kruznici, ale spiSe po elipse. Lépe se nam bohuzel kulicku rozpohybovat nepodatilo,
a tak tuto nedokonalost zahrneme do nejistot méreni. Polomér trajektorie se navic postupné
vlivem odporu vzduchu zmensuje, podle rovnice (8) se tedy i méni perioda. Pro kazdy jeden
obéh kulicky tedy periodu a polomér zmérime samostatné, ¢imz vliv odporu vzduchu v podstaté
eliminujeme, protoze nejistota zpusobend odlisnost{ trajektorie od kruznice poté bude mnohem
vyssi nez nejistota zpusobena zanedbanim odporu vzduchu a z néj vyplyvajici zmény poloméru
a periody béhem jednoho obéhu.

Nejistota méfeni se bude sklddat z nejistoty méreni periody obéhu, délky zavésu a polo-
méru obéhu. Periodu odecitdme z namérenych poloh, nejistotu odhadneme na dva snimky,
= 5mm. Do nejistoty méfeni poloméru obéhu musime zahrnout i fakt, ze kulicka neopisuje
presné kruznici. Vypocitame tedy vybérovou smérodatnou odchylku aritmetického primeéru po-
loméru obéhu béhem kazdé periody podle rovnice (5) a jeji nejvyssi hodnotu budeme povazovat
za nejistotu typu B méfeni poloméru obéhu. Tato byla u nasich méfeni nejvyse Agr = 14 mm
(opét zaokrouhlujeme nejistotu na dvé platné ¢islice, protoze prvni ¢éislice je 1). Nejistota dand

15
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Obr. 13: Pohyb kulicky osvétlené stroboskopem (frekvence 50 Hz) v tihovém poli (tthové
zrychleni smétuje doprava).

Obr. 14: Hmotny bod na nehmotném zévésu konajici rovnomérny pohyb po kruznici.

nepresnosti méreni polohy je pak vuéi této nejistoté zanedbatelnd. Vyslednou nejistotu ty-
pu B méteni tihového zrychleni vypocitame podle zdkona Sifeni nejistot jako

B ag 2 ag 2 ag 2 B
Apg = \/(ABTBT) + (ABla) + (ABTE) + =
2 2 2
82 4n2] 4n2r
W )+ (o) e (ae )
4 —— (22887’ I \2 roo\2
= e VE=r[(5F) o+ (aetm) o+ (derat)

Je ziejmé, Ze nejistota bude nejvyssi pro nejmensi periodu a polomér, proto jsme dosadili
préavé tyto hodnoty, ¢imz jsme dostali Apg = 0,19m-s~2. Co se tyce nejistoty typu A, tu
jsme pro vSechny naméfené hodnoty tihového zrychleni vypocéitali dle rovnice (5) a nasledného
textu, pfiemz ndm vyslo Axg = 0,04m-s~2. V¥slednd nejistota méfeni tihového zrychleni je
tedy Ag = 1/(Aag)? + (Apg)? = 0,19 m-s~2.

Touto metodou tedy bylo naméfené tihové zrychleni g = (9,77 £0,19) m-s™ 2.
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Obr. 15: Video kulicky pohybujici se na zavésu po kruznici v programu Tracker.

Zavér
Zmérili jsme velikost tthového zrychleni péti riznymi metodami:

« akcelerometrem (ten se vSak pro presné absolutni méren{ tfhového zrychlen{ prilis nehodi),

naméiend hodnota byla 9,75 m-s 2

« matematickym kyvadlem: (9,88 & 0,08) m-s~2,

o fyzickym kyvadlem: (9,83 & 0,10) m-s™2,

« pomoci volného padu: (9,9 +0,3) m-s~2,

« pomoci pohybu hmotného bodu po kruznici: (9,77 & 0,19) m-s™2.
V ramci nejistot méreni se hodnoty namétfené pomoci riznych metod shoduji, pficemz nejnizsi
nejistota méreni byla stanovena u méfeni pomoci matematického kyvadla, pomoci kterého byla
naméfena hodnota g = (9,88 £ 0,08) m-s~2, kterd v ramci nejistot méFeni odpovidé bé&zné

udévané a teoreticky vypoéitané hodnoté 9,81 m-s~2.

Komentare k doslym reSenim

Vzhledem k tomu, Ze se jednalo o experimentalni tilohu prvni série, bylo hodnoceni pomérné
mirné, urcité ale lze doporucit, abyste mrkli do sekce Experimenty na FYKOSich strankich
a nastudovali, co vsechno by feSeni experimentalni tlohy mélo zahrnovat. Mnohdy se totiz
neda fict, ze byste méli ilohu Spatné, ale pouze vam v ni néco chybi na to, abyste mohli dostat
plny pocet bodu.

Vétsina z vas si nasla vhodné dvé metody, jak zmérit tithové zrychleni, presto se v fesenich
objevovaly ruzné nedostatky. Velmi mélo feseni se napriklad vénovalo tomu, co to vlastné tihové
zrychleni je, coz neni na skodu v teoretickém tvodu zminit, kdyz uz se jeho méfenim chceme
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Obr. 16: Naméfend trajektorie kulicky na zdvésu.

zabyvat, nékomu to moznd muze pripadat triviadlni a zbytecné, ale alespon by pak tieba tolik
z vas netrvalo na tom, ze méri gravitacni zrychleni, nebo dokonce gravita¢ni konstantu. K dalsim
tradi¢nim zlozvykam patii opisovani spousty desetinnych mist z kalkulacky. To, co napisete jako
vysledek, by mélo odrézet presnost, jaké vase méreni dosahuje. S tim souvisi to, ze byste neméli
zapominat urcit nejistoty méfeni.

Posledn{ véc, na kterou bychom vés radi upozornili, uz vlastné s fyzikou ani nesouvisi. Ctéte
si po sobé, co napisete. Muzete tak eliminovat netrividlni mnozstvi hrubek, ptreklepti, nesmy-
slnych vét, nedokoncenych myslenek a podobné. Ve FYKOSu sice tohle v podstaté neresime,
treba se i radi zasméjeme tomu, ze chcete méfit tihové zrychleni pomoci matematického kladiva,
ale jinde vds muze docela shodit, kdyz si podobné véci nepohlidate.

Tomds Pikdlek
pikos@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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