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FYKOS, XXVIII. rocnik

Predmluva

Mila ctenarko, mily Ctendri!

Do rukou se Ti dostala publikace, ktera shrnuje veskerou ¢innost Fyzikalniho kore-
spondenc¢niho seminare Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze
v jeho XXVIII. ro¢niku, ktery probihal ve skolnim roce 2014/15.

FYKOS je nejstarsi a také nejvétsi fyzikalné zamérenou korespondenéni soute-
71 pro zéky stiednich kol v Ceské republice. Je organizovan studenty predevsim
Matematicko-fyzikalni fakulty UK, ale i jinjch fakult a $kol v Ceské republice
i zahranic¢i, a podporovan zaméstnanci Matematicko-fyzikalni fakulty UK. Snazi
se oslovit studenty se zdjmem o fyziku, matematiku, techniku, zkrétka svét kolem
néas. Nasim cilem je rozvijet talent a fyzikalni mysleni, protoze véfime, ze ¢lovek,
ktery se umi zastavit a zamyslet (nejen nad fyzikdlnimi problémy) a citi touhu
dobrat se Teseni, se v zivoté vzdy velmi dobie uplatni.

Béhem skolniho roku kazdy z fesitelt obdrzi celkem sedm brozur, v nichz nalez-
ne Sest sérif po osmi tlohéch, z nichz dvé jsou ,,jednoduché” (zamérené predevsim
na prvni dva roéniky stfednich $kol), jedna vice problémova, jedna experimentdl-
ni a jedna tzv. seridlova. Zbylé tii tlohy se tykaji libovolného fyzikdlniho tématu
a tvori jadro série. Zaddvané tulohy vSak nejsou prilis podobné tém, které znate
z hodin fyziky. Vyzaduji mnohdy ponékud hlubsi tivahu, trochu diévtipu nebo né-
co z vyssi matematiky. Neziidka je tfeba zapatrat na internetu nebo v odborné
literatufe. Uastnici si mohou vybrat, které tlohy nakonec vypracuji a poslou ndm
k opraveni, at uz klasicky postou, nebo pres internet. Opravujici pak jejich rese-
ni okomentuji a vysvétli pripadné chyby. To vSe poSleme zpét resSitelim, vietné
vysledkovych listin, kde se kazdy mize podivat, jak obstdl v konkurenci svych
vrstevniktu. Na konci ro¢niku jsou nejlepsi fesitelé nalezité odménéni.

Mimo samotnou korespondenc¢ni soutéz pro feSitele pripravujeme i dalsi akce.
Bezesporu nejpopularnéjsimi jsou dvé tydenni soustiedéni v nékterém z malebnych
koutii ceské zemé. Jejich tcastnici si uziji bohaty program, zalozeny na dopolednich
fyzikalnich nebo matematickych prednaskach a odpolednich aktivitach v prirodeé.
Nechybi ani prostor pro fyzikalni experimenty a vylety na atraktivni mista.

Dalsi akci je Den s experimentalni fyzikou, na kterém se spolupodileji jednotlivé
katedry MFF, ale i pracovisté Akademie véd CR, resp. Ustav jaderného vyzku-
mu v Rezi. Nagim Fesitelim tak umoziiujeme navstivit velmi zajimava vyzkumna
pracovisté, kde se déld opravdovéa fyzika.

FYKOS umoznuje svym resitelim podivat se také na Spickové zahranicni ve-
decké instituce formou poznévaciho zéjezdu, ktery se nazyva Tyden s aplikovanou
fyzikou. V letosnim roc¢niku této nepravidelné porddané akce jsme se zamérili pre-
dev§im na vyzkumné centra v Némecku.

Probeéhl jiz devaty ro¢nik tradicniho FYKOSiho Fyziklani, soutéze péticlennych
tymu v feSeni fyzikdlnich dloh na ¢as. Vyhrava tym s nejvétsim bodovym ziskem,



Predmluva

pficemz rozhoduje jak spravnost, tak i rychlost. V letosnim roce se soutéze ztcast-
nilo 81 druzstev z CR i ze Slovenska. To je pro nis skvélym dikazem, 7e se fyzika
a prirodni védy obecné mezi stfedoskolskymi studenty stale tési popularité.

FYKOSim Fyzikldnim je inspirovana internetova soutéz Fyziklan{ online (v za-
hraniéni verzi Online Physics Brawl). V prosinci 2014 probéhl jeji ¢tvrty roénik
a opét zaznamenala velky uspéch. Soutéz byla diky jeji elektronické formé otevie-
na vSem zajemcum, nejenom stifedoskolakum, pro které je vytvorena predevsim.
Ctvrtého roéniku se ztéastnilo 103 stfedoskolskych a 61 jingch tymf. To svédéd
o narustajici popularité soutéze, a nyni se jiz fadi mezi tradi¢ni FYKOSI akce.

Kromé toho FYKOS organizuje i dalsi mensi akce, o nichz se dozvite dale v této
publikaci nebo na nasich webovych strankach.

Tato roc¢enka obsahuje kompletni zadani i feseni jednotlivych tloh XXVIII. ro¢-
niku FYKOSu. Zadani jsou zdmérné oddélena od reseni, abychom podnitili ¢tenate
k samostatnému zamysleni nad moznym feSenim problému. Priklady jsou navic pro
snazsi orientaci rozdéleny na teoretické a experimentalni. Dalsi ¢asti knihy je Seridl
o teorii chaosu, ktery je rovnéz doplnén tlohami. Na konci publikace se nachdazi
kratké ohlédnuti za letosnimi soustiedénimi a jinymi akcemi a seznam nejlepsich
fesitelt ro¢niku.

Pokud Té FYKOS zaujal natolik, ze by ses chtél stat resitelem nebo se pouze
na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky, ¢i studia na MFF, nevahej a napis nam.

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

A jak vypadal XXVIIIL. ro¢nik oc¢ima statistika? FYKOS fesilo 147 studentu
z 102 stiednich kol z Ceské a Slovenské republiky. P¥ehled $kol podle tispéSnosti
jejich studentt uvddime nize. Pro zajimavost jesté dodejme, Ze organizatori opravili
celkem 2253 doslych feseni a udélili 6 147 bodd.


http://fykos.cz
mailto:fykos@fykos.cz
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Poradi skol
Skola Pocet resiteld Primér Celkem
G Jana Keplera, Praha 4 109 435
G, Havlickuv Brod 2 166 332
G J. Ressela, Chrudim 3 80 239
Wichterlovo G, Ostrava 2 107 213
G Opatov, Praha 3 68 205
G Dasické, Pardubice 3 60 181
Masarykovo G, Plzen 2 85 169
G J. Skody, Pterov 5 33 164
G Golianova, Nitra 2 80 159
G Brno, tr. Kpt. Jarose 4 34 134
@G, Pelhfimov 1 129 129
G, Zamberk 1 128 128
G, Lovosice 1 126 126
G L. Svobodu, Humenné 1 123 123
G, Trebon 1 122 122
G, Tiinec 1 122 122
G J. Stowackiego, Cesky Té&sin 2 54 107
G, Tanvald 1 107 107
G A. Bernoldka, Namestovo 1 97 97
G P. de Coubertina, Tabor 2 48 96
G dr. A. Hrdlicky, Humpolec 1 92 92
G Z. Wintra, Rakovnik 2 46 91
G, Uherské Hradisté 4 23 90
G B. Némcové, HK 2 43 86
G, Kysucké Nové Mesto 1 86 86
G Komenského, Havifov 1 85 85
G PdC, Piestany 1 85 85
G A. H. Skultétyho, V. Krtis 2 42 84
G Ludovita Stira, Trenéin 1 83 83
G, Nymburk 1 83 83
G, SOS, SOU a VOS, Hofice 2 41 82
Cirkevni G, Plzen 1 81 81
G, Olomouc-Hejéin 3 27 81
G a SOSZZE, Vyskov 1 63 63
G O. Havlové, Ostrava 1 63 63
G F. Palackého, Val. Mez. 2 29 58
G, Benesov 1 58 58
G, Mostecka, Chomutov 1 52 52
G, Brandys n. L. 2 26 51
G, Dvuar Kralové n. L. 1 51 51
G, Nové Zamky 1 51 51
G, Litomysl 2 25 50



Zadani teoretickijch iloh

Zadan(i teoretickych tloh

Uloha 1.1 ... spotfeba antihmoty 2 body

Jakou hmotnost antihmoty bychom potfebovali rocné, abychom pokryli spotfebu
elektrické energie Ceské republiky? Normélni hmoty méame dost a uvazujme, Ze b
se ndm energii podarilo na elektrickou prevadét beze ztrat. (Tesend str. @

Uloha 1.2 ... proudivé proudnice 2 body

Nakreslete do obrazku proudnice. Do obou otvori s Sip- |

kou vtéka stejné mnozstvi vody, vSsechna voda pak vyté- R/
ké jedinym, tfetim otvorem. Proudéni je ustdlené a pro-

biha dostatecné pomalu, abychom ho mohli povazovat 7
za nevirivé. Pri kresleni dbejte na pravidla, jimiz se tvar

proudnic fidi, a tato pravidla napiste jako komentar
k obrazku. Neocekdvame, ze bude problém spocitan. (resend str. @)

Uloha 1.3 ... zrychlujeme 3 body

Vysvétlete, pro¢ a jak se odehraji nésledujici situace:

a) V cisterné tvaru kvadru s vodou plove na hladiné mic¢ek. Popiste pohyb micku,
zacne-li se cisterna rozjizdét s konstantnim zrychlenim dostatecné malym, aby
voda nepretekla pres okraj.

b) V cisterné tvaru kvadru naplnéné vodou se vzndsi balonek naplnény vodou.
Popiste pohyb balonku, zacne-li se cisterna rozjizdét s konstantnim zrychlenim
dostatecné malym, aby voda nepretekla pres okraj.

¢) V uzavieném autobusu se vznasi u stropu balonek. Popiste jeho pohyb, zac¢ne-li
se autobus rozjizdét s konstantnim zrychlenim. (tesend str. |19)

Uloha 1.4 ... zkaza Titaniku 4 body

Nary si vzdy pral mit lodku, a tak si jednoho krasného dne potidil jednu ve tvaru
kvddru bez horni podstavy (jako vana) s vnéj$imi rozméry a, b, ¢ a tloustkou
stény d, kterd byla vyrobena z vonavého dreva o hustoté o (véts{ nez hustota
vody). Druhého krdsného dne lodku spustil na vodu, ale zjistil, Ze ma na dné
dirku, kterou voda pritékd s prutokem @1. To bylo nemilé, a protoze je muzem
¢inu, zacal pocitat, za jak dlouho se mu do lodky zac¢ne valit voda vrchem. Stejnou
otazku klade i tato tloha. Zvazte i situaci, kdy by Nary o hmotnosti m v lodce
sedél a mezi vypocty zoufale vyléval vodu svou botou s prutokem Q2. Lodka je
celou dobu vodorovné. (Tesend str. @)
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Uloha 1.5 ... tisicro¢na véela 5 bodii
Spocitejte, jaky vykon potfebuje vcela, aby se udrzela ve vzduchu, a odhadnéte,
jak dlouho se vydrzi najedend vcela vznaset v konstantni vysce. (Tesent str. {19)
Uloha I.P ... Mé&sic z Marsu 5 bodu
Miuze byt nékdy vidét Mésic z Marsu pouhym okem? Svou odpovéd podpoite
nalezitymi vypocty. (tesend str. |29)
Uloha II.1 ... svatd Anna chladna z rana 2 body

V chladném rannim oparu odchézite z domu a zahradni branka funguje tak, jak
méa — na zmdacknuti kliky se otevie, po zavieni a pusténi kliky ztstane zaviend,
zaklapnuta. Odpoledne se vracite a tikate si, ktery lump zase nezaviel... A ejhle,
ono zaviit nejde. Ani po stisknuti kliky nezaleze ocelovy jazycek natolik, aby prosel
kolem hlinikového ramu. Branka je také z hliniku. Kde je problém? Co zapomnél
vyrobce pfi navrhovani branky uvazovat? Navrhnéte, jaké rozméry by méla mit
branka pfi 20 °C, jestlize uvazujeme, Ze teplota béhem roku neklesé pod —30°C
a nepresahuje 50 °C. (Tesent str. |24)

Uloha I1.2 ... poZiva¢ni buiika 2 body

Odhadnéte na zdkladé znalosti pouze makroskopicky méritelnych veli¢in, poctu
bunék v lidském téle a poctu Céstic v latkovém mnozstvi jednoho molu, kolik
molekul kysliku ,,spotfebuje“ denné jedna lidska bunka. Potiebné udaje k vypoctu
si naleznéte a svoje zdroje nezapomerte citovat. (Tesent str. |27)

Uloha I1.3 ... nedoékavé jadro 4 body

Jadro bismutu 2°°Bi sedi nedoc¢kavé v pokoji na misté. V jednom okamZiku to
nevydrzi a rozpadne se. Zistane nadm z néj jadro thalia 2°°Tl a od ného leti pryé
a castice. Jakou rychlosti by se pohybovala a castice, pokud by se energie uvol-
nénd pri rozpadu preménila pouze na jeji kinetickou energii? Jakou rychlosti se
bude « castice pohybovat ve skutecnosti? Vysledky porovnejte. Klidové hmotnos-
ti atomt jsou M = m(**?Bi) = 208,980399u, M’ = m(*°°T1) = 204,974428 u,
m = m(4He) = 4,002 602 u. Nezapomente ovérit, jestli neni potfeba pouzivat rela-
tivistické vztahy. (Tesend str. |29)

Uloha I1.4 ... Boeing 4 body

Uvazujte pneumatiku valcovitého tvaru o poloméru R s vnitfnim otvorem o polo-
méru r sitky d husténou na tlak p. Pneumatiku zatizime silou F'. P¥i tomto zatiZeni
se zméni tvar pneumatiky z vilce na valcovou tseC se stejnym vnitinim i vnéjsim
polomérem. Predpokladejte, ze se teplota pneumatiky zatizenim nezméni. Urcete
plochu styku pneumatiky s vozovkou. (Tesend str. |31)
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Uloha IL.5 ... gravitaéni manévry 5 bodii

Mame druzici, kterd obihd Slunce po eliptické draze. Pokud zmensime rychlost
v afelu v, na 4/5 pivodni rychlosti (tj. na (4/5)va), jak se zmén{ rychlost druzice
v periheliu? Vyjadfete novou rychlost za pomoci ptivodn{ rychlosti v, a parametri
elipsy (hlavni poloosa a a relativni excentricita €). (Tesent str. |34)

Uloha IL.P ... problém obchodniho cestujiciho 5 bod

Kdyz se zacinaly prosazovat digitalni mobilni telefony, byl casto problém se pii-
jmem hovortu v automobilu. Nyni se to nejvice tyka vlaka. Jaké faktory ovlivnuji
prenos dat v GSM siti a jak mohou ovlivnit dostupnost signdlu operatora? Jak b

se proti tomu dalo bojovat? (tesend str. ﬁ;

Uloha IIL.1 ... té%ky vzduch 2 body

Jakou hmotnost ma zemska atmosféra? Jakou ¢ast hmotnosti Zemé tvori? Pro
potfeby vypoctu znate pouze hmotnost Zemé My a polomér Zemé Ry, gravitac-
ni zrychleni a; na povrchu Zemé, hustotu vody g a vite, ze blizko povrchu Zemé
v hloubce h1 = 10m mé hydrostaticky tlak vody hodnotu zhruba jedné atmosfé-

ry pa = 10° Pa.

Ndpovéeda Jednd se o jednoduchou tlohu. Nejde ndm o dokonale presné reseni,
ale o kvalifikovany odhad podloZeny vypoctem. (tesend str. |39)
Uloha II1.2 ... bubliny 2 body

Urcete rozdil potencidlni povrchové energie blany kulaté bubliny a bubliny ve tvaru
pravidelného ¢tyfsténu. Oba dtvary maji stejny vnitini objem V. (Tesend str. |39)

Uloha IIL.3 ... jedeme do zatacky 4 body

Jak znamo, vlaky nemaji diferencial, tedy pri prijezdu zatickou se obé kola musi
otacet stejnou thlovou rychlosti. Predpokladejte nyni, ze kola maji vilcovy tvar.
Proto pfi jizdé zatackou pojede jedno kolo po delsi trajektorii nez druhé. Osicka
bude namahéna na krut a v jisty okamzik jiz tfeci sila mezi kolem a kolejnici nebude
dostatecné velkd a dojde k prokluzu jednoho z kol, ¢imz napéti v osicce klesne
na nulu. Uréete vzdalenost mezi jednotlivymi prokluzy v zavislosti na poloméru
zatacky R,. Kolo ma polomér R, osa ma polomér r, délka osy je L, modul pruznosti
materidlu osy ve smyku je G (ocel), vagon s N koly ma hmotnost M a koeficient
statického treni mezi kolem a kolejnici je f. Nakonec miizete dosadit realistické
hodnoty.

Ndpovéda Pro zkrut ¢ véalce o poloméru R, délce | a modulu pruznosti ve smy-
ku G, na ktery pusobime momentem M, plati

oMl
Y= GrRY

(Tesend str. @)
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Uloha II1.4 ... rychla kraska 4 body

Terka se ve svém auté blizi relativistickou rychlosti v k rovinnému zrcadlu. Blizi se
kolmo na rovinu zrcadla v koliznim kurzu. Pfitom se samoziejmé diva na sebe, jak
se k zrcadlu blizi. Jaka je rychlost, kterou se Terka bliz{ ke svému neskutecnému
obrazu, a jakou rychlost ona pozoruje svym zrakem?

Bonus Zrcadlo neni rovinné, ale kulové. (Tesend str. @)

Uloha IIL.5 ... sféricky symetrické kufe ve vakuu 5 bodu

Do nadoby o objemu V = 1m?, ve které je velmi nizky tlak (prakticky dokonalé
vakuum), umistime Vy = 11 vody o pokojové teploté ¢g. Jaky bude kone¢ny stav, ve
kterém se bude nachazet nddoba a voda v ni? Pro tcely vypoctu predpokladejte,
ze nadoba je dokonale tepelné izolovana od okolniho prostiedi a mé zanedbatelnou
tepelnou kapacitu. (Tesent str. Y4)

Uloha IIL.P ... zahvizdej mi néco 5 bodii

Vysvétlete, na jakém principu funguje hvizdani pomoci tst. Uvazujte pfitom nej-
z nich a na zékladé néj odhadnéte, v jakém rozsahu se muze pohybovat zdkladni
frekvence hvizdu. (Pokud umite hvizdat, muzete zkusit posoudit pfesnost vaseho
odhadu pomoci experimentu.) (tesend str. 44§)

Uloha IV.1 ... &tvercaty odpor 2 body

Jak zavisi elektricky odpor ¢tverce na délce jeho strany a? VSechny ¢tverce, o kte-
ré se zajimame, jsou samoziejmé vodiCe vyrobené z tenkého materidlu o tloust-
ce h a mérném elektrickém odporu p. Zajimame se o odpor mezi protilehlymi
stranami ¢tverce. (resend str. pg)

Uloha IV.2 ... rychla kraska reloaded 2 body

Terka si zase jednou vyjela na vylet. Tentokrat se prochézi o rovnodennosti v pravé
poledne na zemském rovniku. Jakou vzajemnou rychlost by méla viuci Alesovi,
pokud by ji Ales chtél (bldhové) pozorovat z povrchu Slunce na rovniku v bodé
nejbliz$im jeho objektu zadjmu (Terce)? Sklon slunecni osy vuéi roviné ekliptik

miizete povazovat za zanedbatelné maly. (resend str. g}

Uloha IV.3 ... nerozluéné pouto 4 body

Dva sesity 460 zasuneme do sebe tak, zZe se stfidaji listy jednoho a druhého sesitu,
a polozime je na vodorovny stil. Jakou praci musime vykonat, abychom sesity od
sebe oddélili, jestlize na sebe listy plisobi pouze vlastni vahou? Predpokladejte, ze
tahdme v roviné sesitt kolmo na hibet jednoho z nich a ze se na zac¢atku listy zcela
prekryvaji. (resend str. 1)

10
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Uloha IV.4 ... ach ta tize 4 body

Urcete, jaké je tihové zrychleni na povrchu neutronové hvézdy v zavislosti na rov-
nobézce. Jak velka slapova sila by pusobila na predmét vysoky h = 1 m a s hmot-
nosti m = 1kg v blizkosti jejiho povrchu? S jakou energii by dopadl na povrch
neutronové hvézdy marshmallow upustény z vysky h? Neutronova hvézda ma po-
lomér R a rotuje s periodou rotace T'. Muzete ji povazovat za kulovou, i kdyz
presné kulova neni. Najdéte si hodnoty pro typickou neutronovou hvézdu a udejte
jak obecné, tak konkrétni ¢iselné vysledky. (tesend str. pg)

Uloha IV.5 ... vrha¢ noza 4 body

rizontalni slozku rychlosti vo. Jakou musi mit dhlovou rychlost rotace w, aby se
zasekl do svislé desky vzdalené d od mista vypusténi? Pro zjednoduseni uvazujte,

jeho éepel dotkne desky drive nez rukojet. (tesend str. 169)

Uloha IV.P ... nejmenovana tyé¢inka 4 body

Na zdkladé biochemickych déju v lidském téle a jeho mechaniky odhadnéte, kolik
energie spotfebuje cyklista na prekonani tisice vyskovych metri, je-li pramérné
stoupani 5 %. (Tesent str. |6§)

Uloha V.1 ... tuhost pana Plancka 2 body

Mozné jste uz nékdy slyseli o takzvanych Planckovych jednotkéch, tj. jednotkach
vyjadienych na zikladé fundamentalnich fyzikdlnich konstant — rychlosti svétla ¢ =
= 3,00 - 108 m-s™!, gravita¢ni konstanty G = 6,67 - 10~ m3.kg='-s7? a reduko-
vané Planckovy konstanty /i = 1,05 - 1073% kg-m?.s~!. Takto byva &asto zmifiovan
Planckuv ¢as, Planckova délka a Planckova hmotnost. Co kdyby nés ale zajimala
»Planckova tuhost pruziny“? Sestavte na zdkladé rozmérové analyzy z ¢, G a h vzo-
rec jednotky odpovidajici tuhosti pruziny [k] = kg-s~2. Pro uréenf vzorce uvazujte,
7Ze nezndmé a z rozmérové analyzy neurcitelnd multiplikativni bezrozmérnd kon-

stanta je rovna 1. (Fesent str. [72)
Uloha V.2 ... slySim dobre, to nemohu rFict 2 body

Ve vzdalenosti d = 5m od bodového zdroje zvuku slysime zvuk o hladiné inten-
zity L1 = 90dB. V jaké vzdalenosti od zdroje je hladina intenzity tohoto zvu-

ku Ly = 50dB? (fesent str. [13)
Uloha V.3 ... matfyzicka honicka 4 body

N lidi se rozhodne hrat na honénou, ale ne jen tak ledajakou. Na zacatku se
rozmisti do vrcholu pravidelného N-tihelniku o strané délky a. Hra poté probiha
tak, ze kazdy honi (to znamend béz{ primo za nim) svého souseda po pravé ruce
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(proti sméru hodinovych ruciéek). Kazdy se pfitom pohybuje rychlosti o konstantni
velikosti v. Popiste prubéh hry (trajektorie, po kterych se hraci pohybuji) a zjistéte,
za jak dlouho hra skon¢i v zavislosti na parametrech N, a, v. (Tesend str. )

Uloha V.4 ... lijavec 4 body

Podzimni pocasi je obcas stejné rozmarilé, jako to jarni, a tak nas neziidka muze na
cesté zastihnout necekany lijak. Nékteri stastlivci s sebou nosi destnik. Odhadnéte,
jak velkym tlakem dokaze husty dést na destnik ptisobit a porovnejte tihovou silu
destniku s tlakovou silou desté. Parametry destniku vhodné zvolte.

(Tesend str. )

Uloha V.5 ... plavala ¢ocka po vodé 5 bodu

Na hladiné vody plove tenkd bikonvexni (dvojvypukld) ¢ocka z lehkého materidlu.
Poloméry kiivosti obou povrchi jsou R = 20cm. Urcete vzdalenost mezi obra-
zovym a predmétovym ohniskem cocky, jestlize index lomu vzduchu nad cockou
je na = 1, index lomu materidlu ¢ocky je m1 = 1,5 a index lomu vody je nw = 1,3.

Bonus Predpokladejte, ze se jednd o ¢ocku tloustky T' = 3cm, uvnitf niz je
symetricky umisténa vzduchova dutina tvaru bikonkavni ¢ocky s poloméry ktivos-
ti 7 = 50cm a tloustkou t = 1cm. (tesend str. |81)
Uloha V.P ... vycikana 5 bodu

Bylo by mozné plavat v bazénu, kdyby se voda v ném chovala jako dokonale ne-
stlacitelnd kapalina, jejiz viskozita se limitné blizi nule? Jak by se pohyb plavce
odlisoval od plavani v bézné vodé? Co by se délo s energii soustavy plavec a bazén
v piipadé, ze voda z bazénu muze vytékat pres okraj? Na pocatku je hladina vod

zarovnand s okrajem. (Tesent str. @3

Uloha VIL.1 ... ... au 2 body

Zelva, A'Tuin, na jejimz kruny¥i stoji étyfi sloni nesouci na svych hibetech Zemé-
plochu, neni zadny drobecek. Predpokladejme, ze bychom byli znudéni kulatosti
nasi Zemé a chtéli ji vyménit za kruhovou placku se stejnou hmotnosti a husto-
tou a s tloustkou A = 1km nesenou vlastni Zelvo-sloni partou. V pripadé, ze by
nase zelva cestou vesmirem vrazila Spickou ocasu do planetky, za jak dlouho by
si uvédomila bolestivy podnét, jestlize jeji ocas s centralni nervovou soustavou
spojuje jediny dlouhy neuron a délka tohoto neuronu je pfiblizné stejné jako pri-
mér nasi placky? O kolik dfive/pozdéji by si bolest ve stejném p¥ipadé uvédomila
A'Tuin (délku neuronu povazujte za ekvivalentni jeji délce, kterd ¢ini 18 000 km)?
Pro ¢iselny odhad predpoklddejme, ze rychlost Siteni vzruchu v nervové soustavé
ponékud nadmérnych tvoru je stejnd jako u pozemskych zivoc¢ichti, u nichz ¢ini v =
=120m-s~t. (tresend str. 194)
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Uloha VI.2 ... dychej zhluboka 2 body

Mig Sedomil oslavil sté narozeniny jiz pred drahnou dobou a zaéini se pomalu
obéavat, ze ho Smrt pocti svou dlouho odklddanou navstévou. Rozhodne se proto,
ze se neché zatlouct do kouzelné truhly, kam se k nému Smrt nedostane. Bohuzel
zapomnél femeslniktim fici, aby pfidali dychaci otvory. Vzduch v truhle zaujima
objem Vp = 4001, objemovy zlomek kysliku je ¢o = 0,21. Pti kazdém nadechu
a vydechu se zuzitkuje pouze kK = 20% objemovych kysliku v dechovém obje-
mu Vq = 0,51. Dechové frekvence méga po uzavieni truhly postupné roste podle
vztahu f(t) = fopo/e(t), kde fo = 15dech-min™! je podatecni dechovs frekvence
a @(t) objemovy zlomek kysliku v ¢ase t. Urcete, za jak dlouho si pro Sedomi-
la pfijde Smrt, jestlize minimalni obsah kysliku ve vzduchu potiebny pro preziti
je ps = 0,06. (Tesend str. @)

Uloha VIL.3 ... pracovni pohovor 4 body

Jedna z pracoven lorda Vetinariho ma kruhovy ptidorys o poloméru R a je umisténa
na loziscich, diky nimz se muze otacet kolem své osy. Pro zajisténi otacCeni se
pouziva motor, ktery muze pusobit libovolnym momentem sily. Pfi otaceni ptisobi
na podlahu mistnosti tfeci moment My, nezdvisly na rychlosti, ktery je shodny se
statickym tfecim momentem. Zidle pro nivitévy je umisténa tak, ze ¢lovék na ni
sedici pociti uéinky rotace pouze tehdy, presdhne-li tthlové zrychleni hodnotu &o.
Urcete, za jakou nejkrat$i dobu se muze mistnost otocit o 180°, aby névstéva nic
nepoznala, a jaka préce je k tomuto otoceni potteba. Celkovd hmotnost mistnosti,
kterou muzete povazovat za homogenni disk, je m.

Bonus Predpokladejte, ze navstévnik pociti vliv rotace tehdy, presahne-li ihlovy
ryv (zména zrychleni) hodnotu jo. (Tesend str. @‘),

Uloha V1.4 ... té%kotonaZni deska na Zelvé 5 bodt

Predtim, nez byl dosazen a prekrocen okraj Zeméplochy a zacaly byt podnikany
védecké vypravy za potvrzenim existence ¢tyt slonu, zelvy a uréeni jejiho pohlavi,
si nékteré primitivni kmeny myslely, ze sila, ktera je drzi na Zeméplose, je dana
superhustou deskou z koncentrovaného bylonebylia. Byla to opravdu velice pri-
mitivni predstava, protoze jak dnes jiz vime, napiiklad vyprava, kterd potvrdila
existenci zelvy, neslavné dopadla tak, ze se jejich ¢lun utrhl a upadl. Tedy vlastné
nedopadl. . .

Nicméné by nés zajimalo — jakou plosnou hustotu o by byvala byla musela
takova deska mit, aby na povrchu Zeméplochy blizko jejimu stfedu byl obycejny
predmét, pri zanedbani magie, pritahovan stejnou silou, jakou je gravitacéni sila
na povrchu Zemneplochy? Uvazujte, ze superhusta deska je opravdu velice tenka,
a jak tvrdi povésti, je umisténa H = 8*m = 4096 m pod povrchem Zeméplochy.
Deska ma byt dle baji homogenni a hmotnosti jinych téles zanedbatelné.

Zanedbejte pohyby zZelvy a slont. Za Zemneplochu si dosadte slovo Zemé, pokud
jste necetli dilo autora, pro kterého si pfisel Smrt. Zeméplocha mé pro tucely této
tlohy pramér priblizné presné d = 10000 km. (resend str. 194)
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Uloha VL5 ... hospodska rvacka 5 bodu

P1i svém pobytu v Ankh-Morporku Dvoukvitek navstivil také hospodu. Nebyla by
to dobra hospoda, kdyby se tam nestrhla vSeobecna rvacka, pti které 1étaji zidle,
flasky a dalsi véci z jedné strany hospody na druhou. Dvoukvitek musi samoziejmé
vSechno poradné zdokumentovat svym fotoaparatem. Ted zrovna foti kulicku o po-
lomeéru R, kterd leti rychlosti v blizkou rychlosti svétla c. I v takovych hospodach
plati teorie relativity, ze které vyplyva, ze Dvoukvitek by ve své klidové soustavé
zmé&¥il kontrakei kulicky ve sméru pohybu o faktor /1 — v2/c?. Jaky polomér ku-
licky ve sméru pohybu zaznamend na fotografii se zanedbatelné kratkou expozici?

Fotoaparat zaujim4 vici kulicce obecnou polohu. (TeSend str. )
Uloha VL.P ... vody Zeméplochy 5 bodt

Vsichni moc dobte vime, Ze je dobfe zafizeno zédsobovani Zeméplochy vodou. A ni-
kdo z nés nepotiebuje védét jak. Co kdyby se ale stalo néco zévazného a magie
by prestala dobre fungovat? Za jak dlouho by se ocitla Zeméplocha bez vody?
Pro jednoduchost muzete uvazovat pesimistickou situaci, kdy by nikdo vodu nijak
nezadrzoval. Dobfe vite, ze Zeméplocha ma primér d = 10000 km, panuje na ni
homogenni tihové zrychleni g = 10m-s~2 a je dokonale kruhové. Opravdovy celko-
vy objem a rozlozeni vody na Zeméplose ve skutecnosti nikdo stejné neznéa, takze
miizete uvazovat, ze voda homogenné pokryva Zeméplochu, kterd je rovna a voda
mé vySku H = 5m (to je hodné pesimistické, protoze by pak vSechno muselo stét
pod vodou, nebo na kiilech nad vodou). Cilem tlohy je nalézt uspokojivé priblizny
model, ktery dava dobry odhad hledaného casu — necekdme presné reseni.

(Tesend str. )
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Resen teoretickych tiloh

Uloha I.1 ... spotfeba antihmoty

Jakou hmotnost antihmoty bychom potiebovali roc¢né, abychom pokryli spotiebu
elektrické energie Ceské republiky? Normalni hmoty mame dost a uvazujme, Ze by
se nam energii podarilo na elektrickou prevadét beze ztrat.

Pro zjisténi, jaké mnozstvi antihmoty by bylo potfeba na roc¢ni pokryti spotieby
elektrické energie Ceské republiky, je tieba vyhledat alespoii pfiblizny idaj o tom,
kolik tato spotfeba vlastné ¢ini. Podle internetovych zdroji® se pro rok 2013 jednalo
pfiblizné o E = 70177 GWh = 2,53 - 107 J.

Vime, ze pii anihilaci hmoty s antihmotou dojde k jejich tplné preméné na
energii dle notoricky zndmého vztahu E = mc?, kde m je hmotnost toho, co
anihiluje a ¢ je rychlost svétla. Nesmime zapomenout pouze na to, ze v naSem
pfipadé m predstavuje soucet hmotnosti antihmoty i hmoty, ¢ili to, co vlastné
chceme znét (jelikoz se ptdme pouze na hmotnost antihmoty), bude z = m/2.

Méme tedy
E

T=55,
¢iselné x = 1,40kg.

Na pokryti ro¢ni spotieby elektrické energie CR by bylo teoreticky potieba
asi 1,40 kg antihmoty.

Uloha 1.2 ... proudivé proudnice

Nakreslete do obrazku proudnice. Do obou otvorti s Sip- |
kou vtéka stejné mnozstvi vody, vsechna voda pak vyté- R/
ka jedinym, tretim otvorem. Proudéni je ustalené a pro-

bihd dostatecéné pomalu, abychom ho mohli povazovat — 7
za nevirivé. Pri kresleni dbejte na pravidla, jimiz se tvar v
proudnic ridi, a tato pravidla napiste jako komentar

k obrazku. Neocekdavame, Ze bude problém spocitan.

Nejprve si musime uvédomit, co je to vlastné proudnice. Za predpokladu, ze teku-
tina, ve které proudnice pozorujeme, je nestlacitelnd a proudéni v ni je ustdlené
(jako v nasem pfipadé, kdy vodu povazujeme za nestlacitelnou), potom je proudni-
ce trajektorii pohybu ¢astice v proudici kapaliné. Kazdym bodem proudici kapaliny
prochézi pravé jedna proudnice a vektor rychlosti ¢astice je vzdy tecnou k prislusné
proudnici.

lhttp://energostat.cz/elektrina.htnl
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Kdyz nyni vime, co to proudnice je, musime si uvédomit, ze plati nékolik za-
kladnich podminek, které v zadném ptipadé nesmi byt poruseny:

e Proudnice se nesmi vzajemneé ktizit ani dotykat, protoze castice kapaliny skrz
sebe nemohou prostupovat (nesmi se dotykat ani okraju, jimiz je kapalina
ohranicena).

e Proudnice jsou spojité a ,hladké* krivky, rozhodné na nich nemohou byt
ostré zlomy (kapalina zataci postupné, ne skokové).

e Proudnice nikde nevznikaji ani nezanikaji, na zacitku vstoupi do zkouma-
ného prostoru a stejny pocet jich musi vystoupit. Jinak by to znamenalo, ze
se nékde kapalina ztraci a jinde se tvori, kdyz jako v nasem piipadé neuva-
Zujeme kapacitu prostfedi (tzn. ze by se nékde mohla voda hromadit, aniz
by odtud odtékala). Proudnice také nikdy neutvoi{ uzavienou kfivku (to by
odpovidalo viru v kapalinég).

e V uzsich mistech jsou proudnice vice nahusténé, coz odpovida vétsi rychlosti
proudéni kapaliny.

Kazdému je jasné, ze nemizeme do obrazku zakreslit vSechny proudnice (je jich
prilis mnoho). Pocet zakreslenych proudnic proto volime tak, aby byl obrazek pre-
hledny a zaroven mél dostatecnou vypovidaci hodnotu, pfi¢emz proudnice musime
na vstupu do zkoumané oblasti rovhomérné rozdélit, ¢imz zvysSujeme vypovidaci
hodnotu nékresu. V nasem ptipadé jsme zvolili osm proudnic, coz je tak akorat
(s mensim pocet uz by ndkres nemél moc velkou vypovidaci hodnotu a s vét$im
poctem uz za¢ind byt neprehledny).

Posledni dilezita véc je, ze kdyz kazdym otvorem pritéka stejné mnozstvi vody,
musi kazdym otvorem také vstupovat stejné mnozstvi proudnic (protoze ty jsou
na za¢dtku rovnomérné rozlozeny).

Obtékani predmétt kapalinou je obecné velmi tézka tloha, neni vilbec snadné
vyresit, jak presné budou vypadat proudnice v zatackach nebo v okoli prekazek,
ale to ani nebylo smyslem této tlohy. Pro udéleni plného poctu bodu staci, kdyz
se pri kresleni obrazku budete drzet vSech pravidel, ktera jsme doposud zminili.

Nyni uz mizeme zacit kreslit obrazek. Proudnice kreslime od ruky, zadna velka
presnost se nevyzaduje. Vysledek muze vypadat naptiklad jako na obrazku [l.

V obrazku ﬂ je ostrtivek vprostied obtékdn rovnomérné (nad nim i pod nim
vedou 4 proudnice), je mozné, ze ve skutecnosti by tomu tak nebylo (provedeni
presného vypoctu nebo simulace by bylo velmi néroc¢né), proto bude za spravné
feSeni povazovano i nerovnomérné obtékani ostruvku, pokud se dodrzi vsechna uz
zminénd pravidla.

Pfi nasi Gvaze jsme nebrali v potaz tfeni kapaliny o hrany (uvazujeme, ze je
velmi malé a jeho efekt mizeme tedy zanedbat), viskozitu kapaliny (pfedpokla-
dame, ze je mald a rozméry trubic na obrazku dostatecné velké, aby se jeji vliv
neprojevil), povrchové napéti kapaliny (jeho efekty budou velmi malé a také je
zanedbdme) a mnoho dalsich pro nas nedtlezitych vlastnosti redlnych kapalin.
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Obr. 1: Znazornéni vybranych proudnic.

Uloha 1.3 ... zrychlujeme

Vysvétlete, proc a jak se odehraji nasledujici situace:

a) V cisterné tvaru kvddru s vodou plove na hladiné micek. Popiste pohyb micku,
zacne-li se cisterna rozjizdét s konstantnim zrychlenim dostatecné malym, aby
voda nepretekla pres okraj.

b) V cisterné tvaru kvddru naplnéné vodou se vzndsi balonek naplnény vodou.
Popiste pohyb balonku, zacne-li se cisterna rozjizdét s konstantnim zrychlenim
dostatecné malym, aby voda nepretekla pres okraj.

¢) V uzavieném autobusu se vzndsi u stropu balonek. Popiste jeho pohyb, zac¢ne-li
se autobus rozjizdét s konstantnim zrychlenim.

Abyste mohli vyfesit tuto tlohu, je tfeba znat 1. Newtonuv zakon, jenz zni: Jestlize
na téleso nepusobi Zadné vnéjsi sily nebo vislednice sil je nulovd, pak téleso setrvdvd
v klidu nebo v pohybu rovnomeérném primocarém. Tedy jestlize se snazime zménit
stav télesa z klidu nebo z pohybu rovnomérného primocarého, ptisobi proti ndm
setrvaéna, sila télesa. Uloha nam nabizi t¥i rizné situace.

V prvnim pripadé balének plove na hladiné cisterny s vodou. Vzhledem k tomu,
ze plati Archiméduv zdkon, je jeho hustota nizsi nez hustota vody, a tedy ztstane
po celou dobu na hladiné. Hladina se pod vlivem konstantniho zrychleni nakloni
tak, aby byla kolmé na vyslednici tthového zrychleni a zrychleni ptisobici proti
sméru pohybu. Balének bude v indiferentni poloze a nedojde k dalsimu pohybu.
Predpokladé se, ze nedoslo k vyraznému ,Splouchnuti“ v cisterné pii rozjizdéni.

Druhé cast tlohy ndm zadava balének, ktery se vznasi v kapaliné v cisterné
zaplnéné po okraj. Dle Archimédova zdkona ma vznasejici se balének a kapalina
identickou hustotu. Z toho vyplyva, Ze setrvacnd sila pusobi stejnou mérou jak
na baldnek, tak i na okolni prostiedi. Balének naplnény vodou mizeme brat jako
element kapaliny (velkou molekulu vody). A tak ani v tomto pfipadé nedojde
k pohybu.
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V posledni ¢éasti ilohy se balonek vznasi u stropu v uzavieném autobusu. Je
tedy spravné predpoklddat, Zze ma nizsi hustotu nezli okolni vzduch. Zacne-li se
autobus rozjizdét s konstantnim zrychlenim, muizeme si predstavit, ze potencidlo-
va hladina vzduchu se stejné jako v prvnim piipadé nakloni a balének bude mit
tendenci stoupat kolmo na ni, tedy bude tlacen dopredu.

Uloha 1.4 ... zkaza Titaniku

Nary si vzdy pral mit lodku, a tak si jednoho krasného dne poridil jednu ve tvaru
kvddru bez horni podstavy (jako vana) s vnéjsimi rozméry a, b, ¢ a tloustkou
stény d, kterd byla vyrobena z vonavého dieva o hustoté o (vétsi nez hustota
vody). Druhého krdsného dne lodku spustil na vodu, ale zjistil, Ze md na dné
dirku, kterou voda pritéka s pritokem Q1. To bylo nemilé, a protoze je muzem
¢inu, zacal pocitat, za jak dlouho se mu do lodky zacne valit voda vrchem. Stejnou
otazku klade i tato tloha. Zvazte i situaci, kdy by Nary o hmotnosti m v lodce
sedél a mezi vypocty zoufale vyléval vodu svou botou s pritokem Q2. Lodka je
celou dobu vodorovné.

Na Néryho lodku pésobia dve délezité sily, tthova a vztlakova. Rovno vieme po-
vedat, ze lod sa bude postupne ponarat, az kym sa nedostane jej horny okraj na
droven hladiny. V tomto momente je vztlakova sila rovna

Fo, = VQvodagy

kde gsme oznacili V' = abc vonkajsi objem lode. Ak zanedbdme vertikélne zrychlenie
lode? plati v tomto momente pre tiazovi silu Fy

Fo,+Fy=0. (1)
Hmotnost lode M sa skladd z dreva a natecenej vody. Drevo méa hmotnos‘éE
olabe — (a — 2d)(b — 2d)(c — d)] = 0Virevo -
NatecCena voda v Case t vazi jednoducho Q19vodat. Tiazova sila je
Fy = g(Q10vodat + 0Virevo)
a z podmienky (m) dostavame vztah pre ¢as potopenia t1

Qvodaabc = Ql Ovodal1 + QVdrevo s

alebo
abe — 2Vdrevo
tl — @voda
Q1
28pravne by pohybova rovnica vyzerala Fy, + Fy; = Mapore. My diifame, e plati aproximé-

cia Fg > Mayore, €0 sa stane napriklad pre malé Q1.
3Rozmer ¢ sme si zvolili ako vysku lode. Uvedomte si, ze vnitrajsok lode ma vo vodorovnych
smeroch stenu hribky d na oboch stranach, no vo zvislom smere ho zmensuje len dno.
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Tiez vidime, ze ak je drevo prili§ tazké (0Varevo > 0vodaabc), lod sa hned potopi.
V pripade s Narym na palube je pridana tiaz mg, no pritok vody je len Q1 — Q2
(pripad Q2 > Q1 je trividlny). Naryho hmotnost priddme ku hmotnosti dreva
a rovno mozeme teda napisat, ze sa lod potopi za cCas

abC _ oVdrevotm
tQ — Qvoda
Q1 — Q2

Pre zaujimavost este dodajme, ze podmienka to > t; sa dd upravit na

2
m < g(@vodaabc - derevo) .

Q1
Uloha I.5 ... tisicro¢na vcela

Spocitejte, jaky vykon potrebuje vcela, aby se udrzela ve vzduchu, a odhadnéte,
jak dlouho se vydrzi najedend vcela vznaset v konstantni vysce.

Ackoli se v zadani hovoti o véele, mnozi z vés si jisté pti ¢teni vzpomnéli na v laic-
kych kruzich populdrni tvrzeni, Ze neni fyzikdlné mozné, aby ¢meldk létal. Jelikoz
¢melék zjevné je schopen letu, dalo by se usuzovat, Ze je s nasimi poznatky v oblas-
ti aerodynamiky néco v neporadku. Nebudeme zde zastirat, ze dynamika tekutin
se jako obor fyziky stéle rozviji a dokdzeme v ni najit mnoho jevi, které nejsme
schopni exaktné popsat — hlubsi vhled do této problematiky dokaze poskytnout
teorie chaosu, jak ukézi budouci dily letosniho seridlu. Mytus o ¢meldkovi vsak
vznikl na zékladé nékolikaminutového vypoctu, ktery provedl béhem vecefe né-
mecky fyzik (jméno se nedochovalo) ve tFicatych letech minulého stoleti na pran{
jednoho biologa. Za predpokladu, zZe jsou kiidla dokonale tuhéd a hladka, dosel
k zavéru, ze ¢meldk neni schopen vytvorit dostatecny vztlak, aby se mohl vznaset
na misté. Pfitom potifebné tdaje o anatomii ¢meldka na misté odhadlt

My se zde pokusime ukazat, ze pri¢inou chybného zévéru nebylo fyzikalni zjed-
noduseni, ale Spatné odhady hodnot potiebnych parametri. Pritom zcela zane-
dbéame efekty tvorby vzdusnych virti a pohyby v mezni vrstvé vzduchu, kterd je
,prilepend” k télesu (Magnusiv jev). Tvorba virtt na jednu stranu spotifebovava
energii generovanou mavanim, na druhou stranu je mozné pri rychlych zménach
thlu ndbéhu tyto viry zuzitkovat k vytvoreni vétsiho vztlaku. Ackoli se tyto jevy
vyznamneé projevuji na vysledné efektivité letu, musi byt i v pripadé jejich zane-
dbani mozné ziskat radové spravny vysledek. Jakmile budeme schopni urcit vztlak
kiidel, snadno dopocteme i energetické ztraty spojené s jejich pohybem. Toliko
tvod a nyni k vlastnimu vypoctu.

Nejprve si musime uvédomit, jak se vlastné kiidla vcel béhem letu pohybuji.
Predstava, ze se v zasadé jedna o dvé horizontalni plosky pohybujici se nahoru
a doli, je mylné. Je zde divod domnivat se, ze tato chybné predstava byla po-
uzita i pri puvodnim vypoctu, ktery dal za vznik mytu. Pfed necelymi sto lety

4 http://www.snopes.com/science/bumblebees.asp
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neexistoval zptsob, jak detailné zachytit pohyb hmyzich kridel béhem letu. V do-
bé vysokorychlostnich kamer a Internetu sta¢i zadat na YouTube® heslo ,Bee in
flight slow motion* a ihned méme pfistup k videim zachycujicim vznésejici se véely
v 7000 fps. Vidime, zZe kiidla maji velmi vysoky tihel ndbéhu «a, tj. véela mava kii-
dly spise dopredu. Vertikalni slozka odporovych sil tedy bude tvorit pouze malou
cast celkové sily, jak je zndzornéno na obrazku E Uhel ndbéhu pti pohybu vpred
uvazujeme konstantni. Pro zjednodusSeni vypoctu pritom budeme piredpokladat
(v souladu s videem), ze se pred zpétnym pohybem kiidla prudce prevrati tak, ze
thel ndbéhu zustane stile stejny. Také si zde uvédomme, ze zména thlu ndbéhu
vcele umoznuje regulovat svoji horizontéalni rychlost a setrvavat tak na misté.

Viiidlo

Obr. 2: Rozbor sil pusobicich na tuhé kiidlo pfi mavani.

Déle si na videu vsimneme, ze kridla pfi rotacnim pohybu v horizontalni ro-
viné kolem téla hmyzu neopisuji plny thel, ale jenom jeho ¢ast. Tuto skute¢nost
zohlednime koeficientem ¢; < 1, ktery bude vyjadrovat opsany thel jako zlomek
plného thlu, viz obrazek B. Dalsi aproximaci bude predpoklad konstantni thlové
rychlosti ktidla, ackoli ve skutecnosti se ihlova rychlost méni spiSe harmonicky.

Vztah pro vypocet vztlakové sily vcelich kiidel odvodime nésledovné. Pri rych-
lych kmitech vcelich kiidel je Reynoldsovo ¢islo Re nejméné v fadech tisici, a uva-
zime-li, Ze na Re lze pohlizet jako na pomér celkové zmény hybnosti masy vzduchu
a zmény hybnosti molekul, mizeme psat

F=p= %(va) = %(gSvldx) = oSv7 ,
kde S je plocha kridla, ¢ hustota vzduchu a v, slozka rychlosti kiidla kolma na
jeho plochu. Ve vztahu by mél spravné jesté vystupovat odporovy koeficient, ktery

je pro tenkou desku > 0,6. V dalsich vypoctech ho pro jednoduchost polozime
roven jedné. S vyuzitim velikosti celkové rychlosti v potom

F = pSv?sin® a.

57de vychdzime z videi http://www.youtube.com/watch?v=2z9F6pVhR5C a http://www.youtube.
com/watch?v=k3VPfZ6MHeE.
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Obr. 3: Znazornéni uhlu, ktery kiidlo pfi mavnuti opise (pohled shora).

Velikost horizontédlni slozky sily budeme nazyvat Furag a vertikalni Fiig a plati

Fiige = QS’UQ sin? a cos o ,
Farag = gSv2 sin® .
Celkovy vztlak vypocteme integraci sil pusobicich na infinitesiméalni elementy kii-
dla pres délku kiidla I. Dokonale tuhé kiidlo ma po celé délce ihlovou rychlost w,
takze rychlost daného elementu vzdaleného r od osy rotace je v = wr. Pro jed-
noduchost si nyni predstavujme kiidlo jako obdélnik sitky b, potom dS = bdr.
Element vztlakové sily je vyjadien vztahem

2 2 . 2
dFligy = bow r” sin” acos ardr .

Integraci pres obé kiidla dostaneme
: 2
Fig =2 / bgw2r2 sin® acos aodr = gbgcflg sin acosa.
0

Pro lepsi srovnani s pozorovanimi budeme pracovat s frekvenci kmiti fes = w/2n
(zde jsme vzpomnéli na koeficient vyjadiujici dhel opsany kiidly). Vztah pro veli-
kost vztlakové sily pak nabyde tvaru

8 2
Fig = %bgcsjals sin® acos .

Nyni pozadujme, aby se vztlak rovnal tize véely Mg. Jelikoz je frekvence mavani
dobte méritelnym parametrem vceliho letu, vyjadiime

3Mg
= . 2
/ \/87:21190313 sin? o cos o (2)

Zbyva ndam uz jen vyjadrit energetické ztraty zpusobené mavanim, tj. vykon po-
tfebny k tomu, aby se vcela vznasela. Pro element odporové sily méame

dFarag = bgw2r2 sin® acdr .
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Budeme integrovat ztratovy vykon Faragv = Faragwr pies obé kiidla a dostaneme

l M3a3

Ploss = 2/ bgw3r3 sin® adr = 4Tc3l4bgc§f3 sinfar ) —9 (3)
o Socosd «

Tim jsme odvodili vztah potrebny pro vyreseni zadané otazky. Dostavame se tak
do ¢asti tlohy, kterd nemd s fyzikou mnoho spole¢ného — je potieba zjistit hmot-
nost vcely, rozméry vcéeliho kiidla, thel jeho zdbéru a jesté odhadnout kalorickou
hodnotu véeli potravy. Lze dohledat velké mnozstvi vice ¢i méné duavéryhodnych
zdroju, ale i tak neni mozné dohledat uspokojiva ¢isla, protoze parametry vcéeliho
téla se i u délnic vnitrodruhové (Apis mellifera) dosti lisi. Budeme prevazné vyché-
zet z informaci na strankach University of Michigan¥ avsSak ziskané idaje budeme
brat pouze jako odhad.

o Délka kridla: ] = 12 mm,

« plocha kifdlall: § = 50 mm?,

¢ hmotnost véely: M = 100 mg,

e hmotnost nasbiraného pylu a nektaru: m = 40 mg,

« kaloricks hodnota, véel! potravy®: 13000kJ-kg™*,

¢ thel ndbéhu: a = 50°,

o parametr opravujici délku oblouku, po kterém kmita kiidlo je priblizné: ¢ =

= 0,45.

Pro vypocet doby, po kterou se véela vydrzi vznaset, vyjdeme z ponékud naiv-
ni predstavy, ze se bude zivit nektarem, ktery sama nasbirala¥ Za jeji hmotnost
pritom budeme povazovat aritmeticky primér hmotnosti téla a hmotnosti téla
plus nasbiraného pylu (vzhledem k tomu, Ze provddime velmi hrubé odhady, ne-
dojde linearizaci k zaddné zdsadni chybé). Hustota vzduchu pfi pokojové teploté je
s dostate¢nou presnosti o = 1,2kg-m 3.

Nejprve ale spoctéme frekvenci kmiti vcelich kiidel. Z vyse zminénych videi
odhadneme, ze kiidla kmitaji s f]rekvenciE 80 Hz—120 Hz. Po dosazeni odhadnutych
hodnot potfebnych veli¢in dostaneme na zdkladé vztahu (B) vysledek

f=230Hz.

Shttp://animaldiversity.ummz.umich.edu/accounts/Apis_mellifera/

"Vam obezndmenym s anatomii blanokfi{dlych se mize zdat divné, pro¢ stidle mluvime o dvou
ktidlech, kdyz ma vcela ve skutecnosti ctyri kfidla. Uvazujeme prosté, ze zadni kridlo je prilo-
zené k prednimu, takze jejich celkovd plocha je soucet minus prekryv a uvedend délka piislusi
prednimu kridlu.

8Mize se nezanedbatelné lisit podle kvetouci rostliny. Zde zminény odhad se vsak zaklada
na kalorické hodnoté medu podle stranky http://en.wikipedia.org/wiki/Honey#Nutrition.

9Veeli délnice je ve skutecnosti zivena v ile, a to pouze tak, aby dokdzala létat Fddové
hodinu, pficemz podévéa extrémni vykony a zhruba po mésici uhyne kvili celkovému vycerpani
organismu.

19Riazni autofi uvadéji i vyssi hodnoty (viz http://hypertextbook.com/facts/1999/
MichelleFinnegan.shtml), je vSak pravdépodobné, ze béhem letu musi véela kmitat kiidly s vyssi
frekvenci, nez kdyz se pouze vznasi.
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Vypoctena frekvence je oproti skutecnosti zhruba dvojnésobna. To je vyborny vy-
sledek, uvdzime-li, Zze jsme parametry vceliho téla pouze velmi hrubé odhadovali.
Z rovnice (B) ur¢ime, ze vykon potfebny ke vznaseni je

Pioss = 10mW .

A konecné z energie dostupné z 40 mg potravy ziskame ¢as, po ktery se véela dokaze
vznaset

2Shover =14h.
To se muze zdat jako lehce nadhodnoceny odhad, ale jak uz jsme zminili, vcela

nekonzumuje nektar, ktery nese. Smysluplnéjsi je spocist hmotnost potravy po-
tfebnou ke vznaseni po jednotku casu, vychézi

Mfood -3 mg.hfl )

thover

Pokud by vcela pracovala osm hodin denné po jeden meésic, spotiebovala by na
let (pfedpokladejme pro ted, Ze je stejné energeticky ndroc¢ny jako vznéseni se)
asi 0,8 g potravy. Pfitom za zivot vyprodukuje priblizné 0,5g medu$= takze 1l
nasich fyzikalné zjednodusenych vcel by pracoval na dluh. Spotieba vSak prevysuje
vyrobu méné nez dvojnisobné, coz je vzhledem k hrubosti nasich odhada velmi
dobry vysledek.

Uloha I.P ... Mé&sic z Marsu

Mize byt nékdy vidét Meésic z Marsu pouhym okem? Svou odpovéd podporte
nalezitymi vypocty.

Ulohu si rozdélime na nékolik podbodii:

a) Bude Mésic dostateéné jasny?

b) Bude Mésic thlové rozlisitelny od Zemé?

¢) Nebude Mésic presvicen Zemi?

d) Bude Mésic pfi pozorovani dostateéné thlové vzdélen od Slunce?

Bude Mésic dostatecné jasny?

Meésic i Mars pro potieby Feseni posadime na kruhové drahy kolem Slunce lezici
v jedné roviné. Oznac¢me si polomér drahy Mésice a;, polomér drahy Marsu am
a thel mezi pruvodici téles a. Pak pro vzdélenost Mésice a Marsu ai, plati dle
kosinové véty

aim = /a2 + a2, — 2amai cos a.
Déle pro thel ¢ sevieny mezi a1 a aim plati

a’12 + a’12m - ar2n
p = arccos ———2—=
2aimar

http://www.captainjohnshoney.com/trivia.htn
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Pomér osvétlené ¢asti povrchu Mésice viditelné z Marsu ku povrchu osvétlené casti
Meésice pri upliiku je roven
T—@
T

Nyni mutzeme sestavit Pogsonovu rovnici a zjistit hvézdnou velikost Mésice pri
pozorovani z Marsu. Pro svételny tok dopadajici ze Slunce na jednotkovou plochu
ve vzdalenosti Zemé plati

q)S LSQ ’

- 4na;
kde Lg je celkovy svételny vykon Slunce.

Pro svételny tok prichézejici od Mésice k Marsu plati
A n—op

2 b
2na;, ™

O = PR}

kde R; je polomér Mésice a A; = 0,136 je Bondovo albedo Mésice?E Po dosazeni
do Pogsonovy rovnice dostaneme
2na?,

m) = ms -+ 2,510gm

)

kde mg je zdanliva hvézdna velikost Slunce pti pozorovani ze Zemé. Nyni muzeme
zkusit nalézt minimum v zdvislosti na parametru «. Analytické nalezeni minima by
ale bylo velmi pracné, ne-li nemozné, urcime jej tedy numericky, naptiklad pomoci
excelové funkce Resitel. Po vypoétu vyjde m; = 1,4mag pro a = 19,6°, coz je
dostatecna jasnost na pozorovani okem.

Model, ktery jsme pouzili, je sice jednoduch%v prirodé se ale nevyskytuje, proto
zde jesté ukdzeme fyzikdlné spravnéjsi model™ Pro rozptyl svétla na mési¢nim
povrchu pouzijeme lambertovsky model, ktery fika

I(a) = I(0)cos

kde I(0) je intenzita rozptylena do stejného sméru, ze kterého paprsek pfisel, a « je
fazovy thel, tedy hel mezi dopadajicim paprskem a smérem, do kterého nés roz-
ptyl zajima.

Odvozeni pro nas pripad je slozité, omezime se zde pouze na vysledny vzorec.
Pro svételny tok dopadajici z Mésice na jednotkovou plochu ve vzdélenosti Marsu

plati
2 1
P = dg (ﬂ) Ag {(1 - f) cosp + (7) sin@] ,
Alm T T

kde R; je polomér Mésice a Ag je geometrické albedo Mésice, coz je pomér mezi
skutecnou jasnosti télesa pfi nulovém fazovém thlu a jasnosti lambertovského disku
o stejném prufezu.

127de uvazujeme zjednoduseny model, kdy Mésic rozptyluje svétlo rovnomérné do poloprosto-
ru a plosna jasnost mési¢niho disku klesd rovnomérné s rostoucim fazovym thlem.

13Ktery ale v pripadé malych téles slunedni soustavy, kam fadime i Mésic, také neni prilis
presny.
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Pro lambertovsky rozptyl plati mezi geometrickym a Bondovym albedem vztah
2
A = - Al
g 3 1

Po dosazeni do Pogsonovy rovnice a minimalizaci hvézdné velikosti dostane-
me m; = 2,1 mag pro a = 43,5°.

Bude Mésic dhlové rozlisitelny od Zemé?
Uhlovou vzdélenost Mésice od Zemé p¥i pozorovani z Marsu uréime jako

Az]
Y,
Alm
kde a, je vzdéalenost Mésice od Zemé. Po dosazeni a prevedeni na stupné vy-
jde ¢ = 8,4/, coae vice nez rozliSovaci schopnost lidského oka, kterd je bézné
uvadéna kolem 1'%

Nebude Mésic presvicen Zemi?

Musime vySetfit, jestli nebude Mésic presvétlen blizko stojici Zemi. Jde o efekt,
kdy si vedle ¢lovéka drzictho hotici svicku stoupne ¢lovek s reflektorem, a vy svicku
prestanete vidét. Protoze tento efekt souvisi hlavné s fyziologii oka a se zpraco-
vanim obrazu v mozku, je takika nemozné na tuto otdzku podat kvantitativni
odpovéd.

Omezime se proto na pripodobnéni situace k néfemu, co zname z pozemské
oblohy, a podle toho odhadneme moznost pozorovani. Pokud vypocitame jasnost
Zemé dle postupu uvedeného v predchozi sekci, dostaneme pfi albedu A. = 0,306
hvézdnou velikost Zemé m. = —1,6 mag, coz je jasnost srovnatelnd s jasnosti Siria.
Jasnost Mésice je piiblizné srovnatelna s jasnosti Polarky. Uhel mezi Zemi a Mé-
sicem je srovnatelny s dvojnasobkem tihlové vzdalenosti slozek dvojhvézdy € Lyr.
Meésic by tedy mohl byt rozlisitelny, bude ale zalezet na zraku pozorovatele a jeho
zkusenostech.

Bude Mésic pri pozorovani dostatecné uhlové vzdalen od Slunce?

Déle se_ptdme, na jak temné obloze bude vlastné Mésic pozorovatelny. Elongaci
Mésice™ vypocéteme jako ¥ = 180° — o — ¢. Pro « z prvni ¢&sti vyjde ¢ = 41°.
Na Zemi je astronomickd noc definovdna jako doba, kdy je Slunce alespon 18° pod
obzorem, po tuto dobu je v podstaté dokonald tma, co se tyce rozptylu slune¢nich
paprskia v atmosfére. Mars mé daleko ridsi atmosféru nez Zemé, svétlo se v ni
tedy hufe rozptyluje. Pokud bychom si vhodné zvolili pozorovaci stanovisté, bylo
by mozné, aby i za podminek ,, pozemské“ astronomické noci byl Mésic az 23° nad

obzorem, byl by tedy dobfe pozorovatelny.

4 Rozlisovact schopnost oka je ddna hustotou tyc¢inek a ¢ipku a dalsimi fyziologickymi vlast-
nostmi, ne difrakénim limitem, ktery je mensi.
> Uhlovou vzdalenost od Slunce.
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Uloha Il.1 ... svatd Anna chladna z rana

V chladném rannim oparu odchézite z domu a zahradni branka funguje tak, jak
ma — na zmacknuti kliky se otevre, po zavreni a pusténi kliky zistane zavrena,
zaklapnutd. Odpoledne se vracite a rikate si, ktery lump zase nezavrel... A ejhle,
ono zavrit nejde. Ani po stisknuti kliky nezaleze ocelovy jazycek natolik, aby prosel
kolem hlinikového ramu. Branka je také z hliniku. Kde je problém? Co zapomnél
vyrobce pri navrhovani branky uvazovat? Navrhnéte, jaké rozmeéry by meéla mit
branka pri 20 °C, jestlize uvazujeme, zZe teplota béhem roku neklesd pod —30°C
a nepresahuje 50 °C.

V nédkresech branky zapomnéli uvazovat tepelnou roztaznost. Vlivy teplotnich roz-
dilt budeme studovat na konstrukci branky podle obrazku Y. Ozna¢me sitku me-
zery mezi hlintkovym rdmem a hlinikovou brankou m, délku ocelové zapadky I,
presah zapadky pres hranu branky bez stisknuté kliky [ — &, se stisknutou kli-
kou [ — &', sffku branky b a &ffku rdmu 7. To vse pfi 20 °C. Zapadka je upevnéna
tak, ze se rozdily & a ¢’ s teplotou neméni (§ < d).

b

-
Obr. 4: Konstrukce branky. Popsané rozméry odpovidaji teploté 20 °C a zatazené
zdpadce. Svétlé objekty jsou hlinikové, tmavé objekty ocelové a srafované oblasti
nepodléhaji tepelné roztaznosti.

V zimé bude hrozit, ze se branka vlivem kontrakce materialu samovolné otevre.
V 1été naopak miuze branka nédsledkem roztazeni materidlu zistat stile zaviend
i pri zatazeni zdpadky. Obecné musi vzdy platit, Ze se stisknutou klikou je presah
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zapadky mensi nez mezera mezi brankou a rdmem a s uvolnénou klikou naopak
vétsi. Z toho plyne podminka

I(1 — Atwoap) — 6 <m+ (b+71) Atwaar < 1(1 — Atyagap) — 6 (4)
pro zimu a
T(14 Atsaap) — 6" <m — (b+1) Atsan <1 (1 + Atsuap) — 6 (5)

pro léto, kde koeficienty tepelné roztaznosti hlintku a materidlu zdpadky znaci-
me qA] & Qzap. Predpoklddame, ze branka je fixovana k pantim, které jsou z ma-
teridlu se zanedbatelnou tepelnou roztaznosti. Teplotni rozdily v zimé a v 1été
znacime Aty a Ats.

Z podminek (g) a (E) vybereme vzdy tu kriti¢téjsi, neboli ten interval, ktery
je prunikem obou kritérii. Pro rozestup rdmu a branky pfi teploté 20 °C, zndme-li
pri této teploté rozmér branky, ramu a zapadky, plyne potom podminka

(1 + Atsazap) — 8 + (b+7) Atsaar < m < (1 — AtwQuap) — 6 — (b+7) Atwaa .

Je tedy vidét, ze vhodnou sitku mezery muzeme ovlivnit nejen volbou rozméra,
ale i volbou materialu.

Na zavér si pro predstavu zkusme dosadit ¢iselné hodnoty. Tepelnd roztaznost
hliniku je aa; = 2,4 - 107° K™}, zipadka necht je vyrobena z oceli, kterd ma
tepelnou roztaznost augap = 1,5-107° K~*. Maximélni rozdily teplot jsou pro zimu
a léto Aty = 50K a Aty = 30 K. Tedy pro obecné rozméry zapadky, ramu a branky

1-1,00075 — 6" + (b+7) - 0,00119 < m < 1-0,99925 — & — (b+r) - 0,001 19.

Reknéme, Ze soudet sitky branky a ramu bude (b+7r) = 1 m a zdpadka mé délku l =
= 7cm a piresahy [ — § = 5cm, | — & = 2cm. Za takto zvolenych rozmérii vychdzi
podminka na rozestup branky a ramu jako

2,12cm < m < 4,88cm.

V praxi vSak byvd mnohem vétsim problémem rozmér prostoru, do kterého se
zapadka zasouva. Prilis velka sitka vede k zanaseni necistotami, avsak zizeni muze
vést k zasekdvani zapadky, které zpusobuje pravé tepelnd roztaznost pouzitych
materiala.

Uloha 11.2 ... poziva¢na burika

Odhadnéte na zakladé znalosti pouze makroskopicky méritelnych veli¢in, poctu
bunék v lidském téle a poctu castic v latkovém mnozstvi jednoho molu, kolik
molekul kysliku ,spotrebuje“ denné jedna lidska burika. Potrebné tdaje k vypoctu
si naleznéte a svoje zdroje nezapomerite citovat.
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Uvazujme_pouze télu vlastni buflkyiE pak se jejich pocet v lidském organismu
odhadujel® na 10'% az 10'®. Vzduch, kterj vdechujeme, obsahuje pfiblizné 21 ob-
jemovych % kysliku a vydechovany vzduch 16 %, takze rozdil ¢ini 5 %8 Mnozstvi
oxidu uhli¢itého ve vydechovaném vzduchu 4,6 objemovych % se ndm mize zdat
mensi, nez bychom c¢ekali, vzhledem k tomu, ze podle zjednodusené chemické rov-
nice dychani z jednoho molu kysliku vznikéd jeden mol oxidu uhli¢itého, nicméné
oxid uhli¢ity se v krvi podili na udrzovani acidobazické rovnovahy a je castecné
vyluc¢ovan ledvinami ve formé hydrogenuhli¢itanového aniontu. Proto mtzeme zi-
stat u toho, Ze na jeden nadech a vydech se v téle na dychéani spotiebuje zhruba
5 objemovych % kysliku.

Vime, 7e objem klidového nddechu a vydechu u lidi &ini zhruba 0,5dm?® vzdu-
chu, 5% z toho predstavuje V = 0,025 dm® kysliku. Pocet molekul kysliku v tomto
objemu uréime pomoci stavové rovnice pro idealni plyn pV = nRT. Molarni ply-
nova konstanta R vznikla jako soucin Boltzmannovy konstanty k a Avogadrovy
konstanty Na, stavovou rovnici tedy muzeme pouzit ve tvaru pV = nNpKkT, pri-
¢emz soucin molarniho mnozstvi n a Avogadrovy konstanty, kterd udava pocet
Castic v jednom molu, ndm urci pocet ¢astic kysliku N. Déle do rovnice potiebu-
jeme dosadit hodnotu tlaku p = 101 kPa a teploty T' = 293 K, které jsme zvolili
tak, aby odpovidali normalnim podminkam. Nyni jiz mtizeme vyjit z rovnice pV =
= NET a urcit z ni pocet ¢astic kysliku na jeden néadech

pV . 20
N = VT = 6-107.
Pripadné mizeme vyuzit jednodussi vypocet pres takzvany molarni objem, kte-
ry udava objem jednoho molu ¢éstic idealniho plynu za standardnich podminek,
s kterymi stejné pocitame.

Nyni je potfeba dohledat idaj o tom, jaka je klidova dechové frekvence dospé-
1ého c¢lovéka, podle internetovych zdroju™ tato frekvence ¢ini asi 12-15 dechii na
minutu. Je zfejmé, Ze béhem dne dechova frekvence kolisd v zévislosti na tom, co
délame a jakou mame aktudlni potfebu kysliku, coz vsak lze zanedbat s tim, ze
zrychlené a hlubsi dychéni, ke kterému casto dojde pres den, se priblizné vyrovna
s ttlumem dychéni pri spanku, navic vzhledem k tomu, ze pouzivime pomérné
hrubé odhady veli¢in, i nyni ndm bude stacit pouze pfiblizny pocet vydechi a na-
dechii, poéitejme tedy s hodnotou 2-10* nddechti a vydechii za den. Spotiebuje se
tedy zhruba 10%° &stic kysliku, coz v prepoétu na jednu buiiku &ini asi 10 mo-
lekul kysliku pii spodnim odhadu poétu bunék a pfiblizné 10° p¥i pouzit{ horniho
odhadu®

16Jiné buiiky v nds sice prevyduji poéet nagich vlastnich bunék zhruba o ¥ad, ale v této
uloze pro nés nejsou dulezité a neni problém je zanedbat, nebot se jednd hlavné o ruzné mi-
kroorganismy, které maji obvykle o dost mensi velikost bunky, takze pokud uz néjaky kyslik
spotfebovavaji, neni to vyznamné mnozstvi.

17 http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/23829164

18http://lucero.hogaza.sweb.cz/dychaci.htr

Ohttp://en.wikipedia.org/wiki/Respiratory_rate

205amoziejmé, Ze se rizné typy bunék v téle svoji potfebou kysliku velmi lisi, ns vSak zajimala
pramérna spotfeba na bunku.
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Uloha 11.3 ... nedo&kavé jadro

Jédro bismutu 2°°Bi sedi nedockavé v pokoji na misté. V jednom okamziku to
nevydrzi a rozpadne se. Ziistane nam z néj jadro thalia 2°°T1 a od ného letf pry¢
« castice. Jakou rychlosti by se pohybovala « dastice, pokud by se energie uvol-
nénd pri rozpadu premeénila pouze na jeji kinetickou energii? Jakou rychlosti se
bude « ¢astice pohybovat ve skutecnosti? Vysledky porovnejte. Klidové hmotnos-
ti atomii jsou M = m(?°°Bi) = 208,980399u, M’ = m(***T1) = 204,974 428 u,
m = m(*He) = 4,002 602 u. Nezapomeiite ovéFit, jestli neni potieba pouZivat rela-
tivistické vztahy.

Pri rozpadu jadra bismutu dojde v systému k ubytku hrnotnostia

Am =m(**Bi) — [m(**T1) + m("He)] = 0,003369u.

Podle zndmého vztahu E = mc? se tento ibytek projevi nrtistem kinetické energie
produkttu jaderné reakce. Dle zaddni mame nejprve predpokliadat, ze se veskerd
uvolnénd energie preméni na kinetickou energii alfa ¢astice Ex. Na zakladé vztahu
pro kinetickou energii v klasické mechanice mtzeme psat

Ex = Amc® = Zmav?, (6)

kde jsme v, oznacili rychlost alfa castice a jeji hmotnost jsme preznacili na me.
@

Ze vztahu (f) snadno vyjadiime rychlost
v = ey 2A™ 21930107 mes
Ma

Ulohu neni tfeba Fesit relativisticky, nebot
2 2
mac® > Amc® (7)

tj. klidova energie alfa céastice je mnohem vyssi nez jeji kinetickd energie. Mi-
zZeme overit, ze za této podminky se relativisticky vypocet redukuje na klasicky.
Kinetickou energii vyjadiime jako rozdil celkové energie a klidové energie
Am+m
By = Amc® = mac®y —mad® = = gy
Ma

kde v oznacuje Lorentziuv faktor. Rozepsanim Lorentzova faktoru dostaneme pro
rychlost alfa ¢astice rovnici

2
1 Ya _ (L) ’
c? Am + mg ’
21Jak jste jisté v zadani postiehli, zapisujeme hmotnosti v ndsobcich atomové hmotnostni

jednotky u = 1,660538921(73) - 1027 kg, kterd je definovdna jako 1/12 klidové hmotnosti
uhliku '2C.
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ze které vyjadiime

2
Vo = C\/l - (L) £1,229-10 ms"". (8)

Am + ma

Tento vysledek dale prepiseme jako

Va = C 1_(1+Am> 9)

Ma

a vyuzijeme nerovnosti (B) ve tvaru Am/mq < 1, diky niz mtizeme s dostateénou
presnosti nahradit zdvorku v (f) rozvojem do prvniho fddu

—2
<1+Am) z1—2%.

Po dosazen{ zpét do (E) dostaneme vysledek

2Am

Ma

Vo = C (10)
ktery je shodny s virazem (H).

Stéle vSak nemuzeme pokladat vysledek (E) za spravny, nebot presunem veskeré
rozpadové energie do kinetické energie alfa Castice by doslo k naruseni zdkona
zachovani hybnosti. Jadro bismutu je na pocdtku v klidu, proto zistane nehybné

Yoy

se stejnou velikost{ hybnosti. Z toho okamzité plyne (poéitdme nerelativisticky)

vr1 = g, ) (11)
mri

a je tedy zfejmé, Ze se po zakomponovani zdkona zachovani hybnosti rychlost alfa
Castice prili§ nezméni, nebot mo < mm. Dosazenim ([LIf) do zdkona zachovéini
energie dostaneme

2 1 2 2 1 2 mi 2
Amc” = = (mavg + mmiv) = = | mavy + —=v5 | -
2 2 mri
Nyni vyjadiime v, a provedeme aproximaci

2Am \/2Am
Vo = C - ~c .
Ma (1 + —&) Ma

Opét tak dostdvame zjednodusSeny vztah (E) Bez aproximace bychom dostali ¢i-
selny vysledek

Ve =1,22-10"ms™ .

22Vyuzivame zde piiblizné vyjadieni (14+x)™ ~ 1+nz, |z| € 1, n € Z, které plyne z binomické
véty.
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Relativistické korekce jiz provadét nebudeme, nebot vidime, ze rychlost v, je pfi
presném vypoctu nizsi nez v prvnim pripadé.

Vysledek jsme ale pravé kvili relativistickym korekcim museli zaokrouhlit pouze
na t¥i platné cifry. Ridovou velikost relativistickych korekc ziskdme vyéislenim (f))
a jeho porovnanim s vyrazem (JL0).

Uloha I1.4 ... Boeing

Uvazujte pneumatiku valcovitého tvaru o poloméru R s vnitinim otvorem o polo-
méru r Sitky d husténou na tlak p. Pneumatiku zatizime silou F'. Pri tomto zatizeni
se zméni tvar pneumatiky z valce na valcovou usec se stejnym vnitrnim i vnéjsim
polomérem. Predpokladejte, ze se teplota pneumatiky zatizenim nezméni. Urcete
plochu styku pneumatiky s vozovkou.

Uvazujme idedlni plyn v pneumatice. Je-li pneumatika po zatizeni v klidu (napf. za-
parkované auto), bude platit stavovd rovnice pV = NkT, kde V je objem plynu
v pneumatice, N je pocet ¢astic plynu v pneumatice, k je Boltzmannova konstanta
a T je teplota plynu v pneumatice. Pocet ¢éstic i teplota plynu zustava konstantni,
takze bude platit

pV =p1V1,

kde p1, resp. Vi je tlak, resp. objem pneumatiky po zatizeni a V' je objem pneu-
matiky pred zatizenim. Bude se také hodit vyjadreni

V=n(R-r)d, (12)

kde d je sitka pneumatiky. Déale musi byt soustava v mechanické rovnovaze, cemuz
odpovida rovnost velikosti tlakové a zatézovaci sily F' = F},, tedy

F=(p—pa)S. (13)

Nyni diskutujme, jaké rizné pripady mohou nastat. K tomu vyuzijeme nacrt situ-
ace na obrazku E

Zaprvé teoreticky miize nastat situace, v niz by pneumatika byla zdeformovand
az za vnitini polomér r. Tato situace je vzhledem k technické realizaci vétsiny
vozidel a letount nemoznd (a navic pfindsi do problému dalsi slozitost), proto se
ji zabyvat nebudeme.

Déle je mozné, ze pneumatika bude dostateéné nahusténd vzhledem ke svym
rozmérum a zatézovaci sile. Tim je mysleno, ze deformace pneumatiky je v po-
rovnani s objemem pneumatiky zanedbatelnd, takze plyn mé témér stejny objem,
a tim pddem i tlak jako nezatiZend pneumatika (p1 =~ p). Pro tento piipad lze
nalézt feseni jednoduse z ([L3) jako
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i
i
[

Obr. 5: Nacrt pneumatiky.

Pokud tento predpoklad neni splnén nebo z néjakého duvodu potfebujeme pres-
néjsi feseni, je nutné uvazovat zménu tlaku v pneumatice. Uzijme notace podle
obrazku. Rovnici ([L3) 1ze rozepsat jako

F=(p1—pa)S = (p1—pa)ld=2Rd (p1 — pa)sing, (14)
kde d je sitka pneumatiky.
Ubytek objemu AV odpovidd védlcové (kruhové) tseci, jejiz objem lze vypo-

¢itat z obsahu prislusné kruhové vysece a obvodového trojihelniku se stfedovym
thlem 2¢ jako

AV =d (ZﬁnRz ~ Lhicos g&) )
2n 2
odkud dosazenim za [
AV = d(pR®> — R*sinpcos ) .

Po vytknuti R? a uzitim sin 2z = 2sin z cos 2 dostaneme

AV = R%*d (go - %sin 2g0) . (15)

Jak tvar této rovnice napovida, vyjadiime-li pomoci ni pres stavovou rovnici tlak p;
a dosadime-li do ([L3), dostdvame analyticky nefeSitelnou rovnici. Proto je nyni
tfeba zamyslet se nad tim, co vlastné od naseho feseni ocekdvame. Potfebujeme-li
nalézt Teseni pro konkrétni pripady velice presné, tak bude zapotiebi nejen nu-
merické reSeni, ale také zpresnéni nasich predpokladii. Napiiklad tim, ze misto
stavové rovnice pouzijeme van der Waalsovu rovnici, kterd nam déava

N2
<p + Wa) (V — Nb) = konst.
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kde a a b jsou konstanty pfislusného plynu v pneumatice (parametrizuji interakci
Castic plynu mezi sebou a objem, ktery tyto ¢astice zabiraji). Do této rovnosti
dosadime Vi =V — AV a dostivame

<p+ J\‘f;a> (V — Nb) = {pl + (V]—VZLV)?} [(V = AV) — Nb] .

Dosazenim za p1, resp. V, AV z (@)7 resp. (@)7 (@) dostaneme (tam, kde jsme
ponechali V, resp. AV, méjme na paméti, Ze tyto jsou funkei ¢)

F N2a 2 2 2 1 . _
[paJr SRdsinp + (V—AV)Q} [nd (R —r ) - R d(apf Esm2go) be} =
N2
_ (p+ V;L) [rd (B — r2) — VO] | (16)

kde pocet ¢astic N uréime z poc¢dteénich podminek (napiiklad z van der Waalsovy
rovnice pomoci teploty T numericky). Tuto rovnici je pro konkrétn{ pripady treba
vyTesit pro ¢ numericky s pozadovanou presnosti napiiklad pomoci Newtonovy
metody.

Nejsou-li ndroky na presnost tak velké, lze pokracovat ve vypoctu za pouziti
nékolika aproximaci. Nejprve se opét vratime k idedlnimu plynu (odpovidé zane-
dbéni ¢lent s a a b). Dostdvame

F 1 .
<pa + 2Rdsm<p> |:Ttd (R2 - 7’2) — R%d (gp — 5 sin 250)} = npd (R2 - 7"2) .

Nyni je tfeba aproximovat sinus. PovSimnéme si, ze pouzitim priblizeni sinx ~ x
se anuluje ¢len ¢ —sin(2¢)/2, ¢imz dostavdme FeSen{ pro konstantn{ tlak. V tomto
¢lenu je tedy tfeba rozvinout sinus do vyssiho fddu. S rozvojem do patého ¢i
dokonce jesté vyssiho fadu umiraji nase veskeré snahy o explicitni feseni a nikdy
nedostaneme presnéjsi vysledek nez numerickym fesenim (@), proto jiny rozvoj
nez do tfetitho fadu nedava smysl. Je tieba ale dbat i na to, za jakych podminek
je nase aproximace funkéni. Rozvojem sinu do tietiho fadu prejde vyse zminovany
¢len do tvaru (2/3)¢®. Porovninim aproximovanych hodnot s piivodnim ¢lenem
zjistime, Ze jiz pro ¢ = 30° se dopoustime chyby 5% (a pro vétsi ¢ rychle roste).
Dobfre nahusténd pneumatika by tuto podminku méla snadno spliiovat, nicméné
pro podhusténé pneumatiky by jiz toto priblizeni mohlo zanést zna¢nou chybu do
vysledku. Nyni vyvstava otazka, jak aproximovat ¢len sin . Pro rozvoj do prvniho
fadu je chyba této aproximace mensi nez rozvinuti ¢ — sin(2¢p)/2 do tfetiho fddu,
takze tato moznost je urcité validni, nicméné jak se ukaze dalsim postupem, rozvoj
do tretiho fadu neprinese zadnou dalsi vyznamnéjsi slozitost do vypoctu a jesté
déle tim nepfesnost snizime, proto rozvinme i sin ¢ do tfetiho fadu. Z praktickych
dfivodii jesté rovnici vydélme R?d. Ziskdme

+L m 1—ﬁ —23—1': 1—i
Pa 2Rd(g0—%§03) R2 3¢ =P RQ .

33



FYKOS, XXVIII. rocnik

Zavedme si substituce

a roznasobme. Vyjde nam

(o= )+ (4 3) w1 (o~ 14,

2 ,
3Pa¢” = 4pag” + [A(p — pa) — 4B — 64 (p — pa) 9 + 6AB =0.

neboli

Pohybujeme-li se v nasf oblasti ¢ < 30° = 0,5rad, miizeme ¢len (2/3)pa® za-
nedbat (je minimélné 20krat mensi nez &len 4pap?).

Dostavame tak kvartickou rovnici, kterou mizeme vytesit naptiklad pomoci
Cardanovych vzorca ¢i pomoci programu WolframAlpha. Pozor! Je tieba ze ¢tyt
korent identifikovat ten, ktery dava fyzikalné smysl.

Uloha II.5 ... gravitaéni manévry

Mame druzici, ktera obihd Slunce po eliptické draze. Pokud zmensime rychlost
v afelu v, na 4/5 ptivodni rychlosti (tj. na (4/5)va), jak se zméni rychlost druzice
v periheliu? Vyjadrete novou rychlost za pomoci piivodn{ rychlosti v, a parametri
elipsy (hlavni poloosa a a relativni excentricita €).

Pripomenme si niektoré vlastnosti pohybu druzice v gravita¢nom poli Slnka:

e Draha druzice je kuzelosecka — elipsa (kruznica je takd Specidlna elipsa),
parabola alebo hyperbola.

« Tazisko stistavy (v nasom pripade sa prakticky zhoduje so Slnkom) lezi v jed-
nom ohnisku kuzelosecky.

e Mechanicka energia E sa zachovava; typ kuzelosecky urc¢ime podla jej zna-
mienka: F < 0 pre elipsu, £ = 0 pre parabolu a E > 0 pre hyperbolu.

e Mechanicka energia je dand ako sucet kinetickej energie Ex a potencidlnej
energie v gravitacnom poli= E},. Ak je druzica hmotnosti m od Slnka hmot-
nosti M vzdialend r a ma rychlost v, plati

1 2 GmM

E=FE«+FE =gmv - — —. 17

e Pre elipsu existuju dva body, v ktorych je rychlost druzice kolma na jej
spojnicu so Slnkom: perihélium a afélium. Pre parabolu a hyperbolu existuje
len jeden taky bod, a to perihélium.

e Vzdialenost od Slnka v perihéliu je rp, = a(1 —¢) a v aféliu ra = a(1 + ¢€).

¢ Na druzicu pésobia sily len v smere spojnice druzica — Slnko (tzv. radidlne
sily). Gravita¢nd sila Fg posobi smerom ku Slnku, odstredivd Fo od neho.

23Uzito¢né konvencia je povazovat ju za nulovi v nekonecne.

34



Resent teoretickych tloh

e 7 predoslého bodu vyplyva, ze moment hybnosti druzice sa zachovava.

e V perihéliu plati |Fg| > |Fol|, v aféliu |Fg| < |Fol; rovnost nastdva len pre

kruznicu.

Prvé dva body st len 1. Keplerov zédkon. Platnost tretieho bodu vidime z toho,
ze v nekonecne (kde E, = 0) musi byt mechanickd energia nezdpornd, ¢o sa zho-
duje so zjavnym faktom, ze len pri pohybe po elipse druzica nedokaze uletiet do
nekonecna.

Dalgie dva body vidno z geometrie elipsy — apsidy st na opaénych koncoch
hlavnej osi a fazisko ststavy lezi tiez na tejto osi. Vyjadrenie r, a r, cez € plynie
priamo z definicie excentricity ako ,vzdialenost ohnisk/dfika hlavnej osi“. Tiez
vieme, Ze v perihéliu musi byt radidlna zlozka rychlosti druzice nulovia. Ak by
smerovala k Slnku, resp. od Slnka, druzica by sa k nemu este priblizovala, resp. bola
este blizsie pred chvilou, ¢o pre najblizsi bod drahy nie je mozné. Podobné tvaha
plati pre afélium.

Nasleduje rozbor sil. To, ze v perihéliu pésobi na druzicu vyslednica sil smerom
prec¢ od Slnka a v aféliu zasa ku Slnku, je jasné. Zo zachovania momentu hybnosti
vyplyva rovno 2. Keplerov zdkon. Ak je totiz zlozka rychlosti kolma na spojnicu
druzica — Slnko rovné v, , je moment hybnosti¥ dany vztahom

L=muv,r (18)

a plocha, ktort tato spojnica prejde za dany Cas, je priamo imernd konstantnému
vyrazu v r.

Tieto vlastnosti (plus 3. Keplerov zdkon) stacia na vyrieSenie velkej vacsiny
uloh z nebeskej mechaniky. Vratane tejto.

Zo zadania vieme, Ze draha druzice je eliptickd, teda E < 0. Slnko lezi priblizne
v jednom z ohnisk tejto elipsy. Po zmenseni rychlosti v aféliu musi druzica stéle
obiehat po elipse (lebo mechanickd energia sa len zmensi), ale uz po uplne inej.

To, ¢o majui tieto dve elipsy spolo¢né, je afélium. Ked je rychlost zmensend, je
totiz kolmé na spojnicu so Slnkom, a kolmé ostane aj po zmenseni. Perihéliom novej
elipsy sa tento bod nemdze stat, lebo platila podmienka pre afélium |Fg| > |Fol
a ak sa zmensi rychlost, zmensi sa aj odstrediva sila a podmienka pre afélium stéle
plati® Tym padom maji nase elipsy spolo¢nt aj vzdialenost od Slnka v aféliu.

Nasim hlavnym cielom je teraz vyjadrit povodné rychlosti druzice v perihéliu vy
a v aféliu v, pomocou danych parametrov. Vyjdeme zo zidkonov zachovania me-
chanickej energie a momentu hybnosti v tychto bodoch.

Z (ﬁ) dostdvame

1, GmM 1, GmM

E = —-mv; — = —-muv
2P rp 2" ra
z (@) zasa .
a
L = mvara = mupry = Up = Va—,
r
p

24Vseobecne ide o vektor, v rovine staéi uvazovat jeho zlozku kolmi na ti rovinu.
25pozor, tato ivaha sa nedd pouzit, ak by sme zmensovali rychlost v perihéliu!
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kedze v tychto bodoch je v rovna celej rychlosti. Dosadme do tychto rovnic r, =
=a(l—¢),7a = a(l +¢) a po par upravich sa dopracujeme k

v = GMLE (19)
ara
2 Ta
=GM . 20
Up ary (20)

Teraz spravme mensiu odbocku a dosadme z (@) do vyrazu pre energiu v pe-
rihéliu. Dostaneme

_ GmMr, GmM _ GmM

E

- - = )

2arp Tp 2a

energia teda zavisi len na dizke hlavnej osi.

Ale naspit k p6vodnej tlohe: ked rychlost v aféliu klesne na v, = (4/5)va,
bude druZica obiehat po elipse s hlavnou polosou a’, excentricitou £’ a rovnakou
vzdialenostou 7, = r.. Z (E; teda dostaneme

GM(1—¢) ,,\2 16 5 16GM(1—¢)
o = () = gu= Bra
, 9+ 16¢

€T 75

Vzdialenost r, sa nezmeni, preto si ju mdzeme vyjadrif pred a po zmenseni
rychlosti
ra=a(l+¢e)=d(1+¢),
/ 1+e¢ 25(1+¢)
a =a =a .
14¢ 34 + 16¢

Z (@) potom dostdvame

N2 GMr, o a*(1— £)
(Up) =57 T U 2 N
a'rp ()" (1—¢)
do éoho staéi dosadit a’ a &', odmocnit a dostaneme

/ 17+8€

Y=g )

Vidime, ze parameter a vo vysledku vobec nevystupuje, ¢o je pochopitelné z roz-
merovej analyzy.
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Uloha Il.P ... problém obchodniho cestujiciho

Kdyz se zacinaly prosazovat digitalni mobilni telefony, byl ¢asto problém se pri-
jmem hovort v automobilu. Nyni se to nejvice tyka vlaki. Jaké faktory ovliviiuji
prenos dat v GSM siti a jak mohou ovlivnit dostupnost signalu operatora? Jak by
se proti tomu dalo bojovat?

Ako véacsina Tudi, ktori cestuju dlhsi cas, tak aj organizatori FYKOSu vyuzivaja
cestu uzitoCne. Zvécsa k tomu patri ucenie, pripadne praca. Na vacsinu veci potre-
bujeme internet, a kedze WiFi sief vo vlaku funguje len po statne hranice, tak ndm
na tzemi CR neostdva ni¢ iné ako si vyrobit WiFi Hotspot. A pritom je vidno,
ako ten internet (ne)ide. Preto sa dost ¢asto zamyslame nad tym, ¢i sa to nedd
napravit.

Vozeri ako Faradayova klietka

Na vozen sa mozeme divat aj ako na Faradayovu klietku. Je to iba len velka plecho-
va Skatula na kolesich, ¢o iné by sme od toho ¢akali. Dobre vieme, ze Faradayova
klietka chréni veci umiestnene v nej pred EM ziarenim z okolia. Pravdaze, ak tato
klietka je suvisld a nemé v sebe velké diery. Bezny vagéon mé okna, prechodové
dvere a plno dostato¢ne velkych ,dier“, ktoré by EM Ziarenie (a teda pripadne aj
mobilny signél) mali prepustit dovntutra. Opak je vSak pravdou. Hlavne u novych
voziov su oknd pokované, obsahuji rozne félie alebo primesy kovov (aby dovnitra
neprepustali slne¢né ziarenie, popripade boli priehladné len z vniutra von a nie na-
opak). Préve tieto skld s primesami kovov prispievaji k problémom so signdlom.
Mozeme si vS§imnut, ze omnoho lepsi signal je v starych voznoch, napr. typu B.
V nich vSak na druht stranu nemame elektrické zasuvky. Preto moderné vozne po-
uzivaju zosilnovace mobilného signalu. Tie najdeme hlavne na novych stpravach
v Nemecku.

Vedenie trate v teréne

Vela ludi si mysli, Ze vedenie trate v horskych podmienkach zhorsuje kvalitu signa-
lu. Ceska republika je pokryta na viacej nez 90 % mobilnym signdlom. V minulosti
sa budovali trate hlavne na dopravu materialu, ¢i ludi. Logicky teda budt trate ve-
dené v blizkosti ITudskych obydli, a prave tieto miesta mobilni operdtori pokryvaji
signdlom. Takze aj na ,lokdlke“ (miestna zelezni¢nd trat, pozn. kor.) v hornatych
Castiach by ste mali mat celkom dobry signal.

GSM ako hlavny problém

GSME je tzv. inteligentna siet. A v tom je problém! GSM siet narozdiel od in-
ternetu pozaduje na jej pouzivanie prihldsené zariadenie. Zariadenie (napr. mo-
bil) sa prostrednictvom SIM karty prihldsi do siete. Tento proces netrva dlho
(10s az 30s), lenze pri vacsich rychlostiach vlaku sa zariadenie musi pravidelne
prihlasovat k novym vysielacom, pripadne pokryvacom signalu. Tu vstupuje do

26http://cs.wikipedia.org/wiki/Global_System_for_Mobile_Communications
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hry Faradayova klietka, vdaka ktorej zariadenie hlada silnejsi signal, a teda sa
stale skisa prihlasovat na nové a nové siete, o sposobuje vypadky signélu.

A este je tu fama, ze v blizkosti velkych miest je lepsi signal. Zvic¢sa sa pri
samotnej stanici nachddza zriadovacia, ndkladnd stanica alebo je vedenie trate
ovplyvnené zastavbou. Preto teda vlak v tejto oblasti spomali aj na polovi¢éni
rychlost, a tym sa mobil dokaze prihlasit od siete na dlhsie a nemusi sa tolkokrat
prihlasovaf.

LVZ, GSM-R, ETCS

Zanedbatelnym problémom je aj vplyv zabezpecovacieho zariadenia, ¢i uz ¢eského
LVZE! (LS) alebo slovenského MIREL, ktoré pracuji na frekvenciach f = 50 Hz
az 75 Hz, ¢o st frekvencie velmi vzdialené od GSM frekvencii.

ETCSH — vlakovy zabezpecova¢ — funguje na elektromagnetickej indukcii med-
zi zbernicou a balizou (zariadenie na trati, pozn. kor.). Pokial nie je baliza indu-
kovand, tak nevysiela. Teda vysiela len v okamihu prejdenia rusna.

GSM-R¥ je sikromnd mobilng siet zriadovand SZDC pre potreby Zeleznice
a pre zabezpecovacie zariadenie ETCS-L2 a jej vplyv na vysielanie GSM nie je
ziaden.

Virivé pridy a trakéné vedenie

Trakéné vedenie na elektrifikovanych tratiach spésobuje vznik virivych alebo bludi-
vych pridov. Rovnako aj tieto priady moézu ovplyvinovat kvalitu signalu. Samotné
trakéné vedenie (¢i ~ 25kV alebo = 3kV) m4é len minimdlny vplyv. Aj pri rych-
losti 160km-h™" je rozkmit vedenia tak maly, Ze indukované pridy na vozni st
zanedbatelné.

Dopplerov jav

GSM vyuziva pasmo 900 MHz. Konkrétne od 890 MHz do 960 MHz. Toto je roz-
delené na 124 kandlov. Jednoducho aproximované je na kazdy kandl vyc¢lenenych
cca 0,5MHz. Z toho vieme povedat, Ze ak by sme mali mat problém zo signa-
lov z dovodu rychlosti, musela by sa frekvencia vlnenia pésobenim Dopplerovho
javu zmenit o viac ako polovi¢ku rozsahu jedného kandlu. Najvac¢si posun zazna-
mename, ak sa pohybujeme priamo k vysielacu alebo od vysielaca. Maximalna
rychlost vlaku na tizemi CR je v = 160km/h = 44m/s (plati teda v < c). Potom
pre fo ~ 900 MHz dokézeme dopocitat rozdiel frekvencii

Af ~ %fo = 0,000 13 MHz.

Vidime, zZe rozdiel frekvencii spésobenych tymto javom je natolko maly, ze nedokaze
ovplyvnit kvalitu signalu.

2"http://cs.wikipedia.org/wiki/Liniov§_vlakovy_zabezpeova&_LS
28http://cs.wikipedia.org/wiki/European_Train_Control_System
2%http://cs.wikipedia.org/wiki/GSM-R
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Hlavny problém je skibenie dostupnosti GSM siete a pohodlia Iudi. Paradoxne,
omnoho mensie problémy so signdlom nastévaja v starych voznoch, na pomalsich
tratiach.

Takze ak si nabudtice budete vyberat, kam si sadnete, tak uvazujte, ¢i upred-
nostnite elektricki zasuvku, alebo mobilny signal.

Uloha III.1 ... té&zky vzduch

Jakou hmotnost md zemska atmosféra? Jakou c¢dst hmotnosti Zemé tvori? Pro
potreby vypoctu znate pouze hmotnost Zemé My a polomér Zemé Ry, gravitac-
ni zrychleni ag na povrchu Zemé, hustotu vody o a vite, ze blizko povrchu Zemé
v hloubce h1 = 10m ma hydrostaticky tlak vody hodnotu zhruba jedné atmosfé-
ry pa = 10° Pa.

Népovéda Jednd se o jednoduchou tlohu. Nejde ndm o dokonale presné resenti,
ale o kvalifikovany odhad podlozeny vypoctem.

Vyjdeme z informace, ze ve vodé v hloubce h; je stejny tlak jako atmosféricky
(v zadéni byl myslen samoziejmé atmosféricky tlak za standardnich podminek).
Obecné pro hydrostaticky tlak v kapaliné o hustoté ¢ v homogennim tihovém poli
plati p = phg, kde g je tthové zrychleni a h je hloubka. Soucasné muzeme vyja-
drit tlak jako silu, kterd pusobi na uréitou plochu, tedy napriklad jako tihovou
silu Fg, kterou plisobi celd atmosféra o hmotnosti M na povrch Zemé, ktery ozna-
¢ime S. Vzhledem k tomu, Ze nés zajima pouze odhad, tak Zemi povazujeme za
dokonalou homogenni kouli o poloméru Rz =~ 6 - 10°m a hustotu vody bereme
roviu ¢ ~ 10® kg-m 3. Potom

Mg

= M = 4dnphi R: ~ 5-10*% kg
Poy = noh1R7 =~ 5-10"" kg

F.
Pa = oh1g = gG

Hmotnost atmosféry jsme odhadli na 5 - 10'®kg. Pokud budete hledat hmot-
nost atmosféry na Wikipedii, tak naleznete stejnou hodnotu. Hmotnost Zemé
je Mz ~ 6 -10* kg, podil hmotnosti atmosféry na hmotnosti celé Zemé je tedy
piiblizng M/Mz ~ 8 -107° %.

Co jsme vSechno zanedbali? Napiiklad to, ze g # ag. Tihové zrychleni a, se i na
dokonalé kouli méni misto od mista, pokud jste na rotujicim objektu, coz Zemé je.
Nicméné rozdil mezi tthovym zrychlenim na rovniku a na pdlu je relativné maly.
Také jsme neuvazili zménu ag v zavislosti na vysce nad Zemi.

Jak jsme jiz zminili, neuvazovali jsme rozlozeni hmoty Zemé. Jednak méame
hory, a pak méame zase propadliny, jako je oblast Mrtvého mote. Prosté celkové jde
o hruby odhad, ktery je ale relativné dobry.

Uloha 1112 ... bubliny

Urcete rozdil potencialni povrchové energie blany kulaté bubliny a bubliny ve tvaru
pravidelného ctyrsténu. Oba ttvary maji stejny vnitrni objem V.
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Zmeéna potencidlni povrchové energie AFE je primo timérnd zméné plochy AS s kon-
stantou imérnosti o (povrchové napéti). U bublin mame povrchové vrstvy dvé,
takze vysledny rozdil je

AE =20AS.

Musime tedy spocitat rozdil povrchu koule a pravidelného ¢tyfsténu o stejném
objemu V.

Pro vypocet objemu pravidelného ¢tyrsténu o hrané délky a potiebujeme znat
nik, jehoz prepona je délka hrany a a odvésny jsou télesova vyska h a dvé tretiny
visky (téznice) stény 2v/3 = a+/3/3. Télesovou vydku ziskdme pomoci Pythago-
rovy veéty

- GQ(WE):W@
3 3

Pravidelny ctyfstén je vlastné trojboky jehlan, takze pro objem pouzijeme znamy
vzorec tretina obsahu podstavy krdt vyska

1a2 3a\@7a3\/§
3 4 3 12

V= %sph:

Povrch ¢tyrsténu je

S1 =45, =a®V3.

Zavislost povrchu na objemu ziskdme umocnénim povrchu na tieti a objemu na
druhou a vydélenim

Si% 2 3 12 : 3 2/3, 6
W:(aﬁ) =7 =6°vV3 = S =V¥%V3.
a

Pro kouli o objemu V' a obsahu Sz provedeme obdobny postup

‘ig—(zx 2)3( 3 )2—36 = S =VY36n
v = 13 ) = 30w ) = T.

Nyni uz mizeme spocitat rozdil potencidlni povrchové energie. Bubliny maji
tendenci zaujmout tvar s nejmensi potencidlni energii. Z pozorovani vime, zZe je
timto tvarem koule, a proto pro kladny vysledek odecteme povrch koule od povrchu
CtyTsténu.

AE =20(S1 — S2) = 20V (6V/3 — V/361) = 4,74 - oV*/?.

Vysledek je podle ocekavani kladny. Pro lepsi predstavu vysledek vydélime povr-
chovou energii koule E3

AE  S1— S, _6("/3—\3/367:;049

Fo Sa V/36m

Povrchova energie se tedy zvétsi zhruba o polovinu.
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Uloha I11.3 ... jedeme do zatacky

Jak znamo, vlaky nemayji diferenciél, tedy pri prijezdu zatdackou se obé kola musi
otacet stejnou thlovou rychlosti. Predpokladejte nyni, ze kola maji valcovy tvar.
Proto pri jizdé zatackou pojede jedno kolo po delsi trajektorii nez druhé. Osicka
bude nam&ahana na krut a v jisty okamzik jiz treci sila mezi kolem a kolejnici nebude
dostatecné velka a dojde k prokluzu jednoho z kol, ¢imz napéti v osicce klesne
na nulu. Urcete vzdalenost mezi jednotlivymi prokluzy v zavislosti na poloméru
zatacky R,. Kolo ma polomér R, osa ma polomér r, délka osy je L, modul pruznosti
materidlu osy ve smyku je G (ocel), vagon s N koly md hmotnost M a koeficient
statického treni mezi kolem a kolejnici je f. Nakonec miiZete dosadit realistické
hodnoty.

Néapovéda Pro zkrut ¢ vadlce o poloméru R, délce | a modulu pruznosti ve smy-
ku G, na ktery ptisobime momentem M, plati

oM
T GrR*

¥

Zamysleme se nejprve nad tim, co se v zadaném modelu déje. Kdyz vjede vlak do
oblouku, tak je vnitrni kolejnice kratsi nez kolejnice vnéjsi, proto musi vnitini kolo
vykonat méné otdcek (maji dle zadéni stejny polomér, tedy i obvod). Pokud mé
vsak vnitini kolo vykonat méné otacek nez kolo vnéjsi, musi dochézet ke krouceni
osy kol. Krouceni osy mé ale za nésledek vzrustajici moment sily pusobici na kola.
Tento moment je kompenzovan téz vzrustajici tfeci silou mezi koly a kolejnicemi.
Poznamenejme na okraj, ze tyto sily maji opacny smér, proto nezpusobuji ptimo
brzdéni vagonu. A pfi pohybu po pfimé trati maji nulovou (konstantni) velikost.
Pokud ale tyto treci sily prekonaji mezni hodnotu, dojde k prokluzu, a jak je
uvedeno v zadani, torzni napéti v ose klesne na nulu. Déale se na celou situaci
podivime matematicky.

Mezni velikost tfeci sily, kterd muze pusobit mezi koly a kolejnicemi, uréime ze
zatizeni jednotlivych kol a koeficientu statického tfeni, ddle pak maximalni moment
sil pusobicich na osu uréime z definice momentu sil a uvdzeni, Ze na ose jsou
pripevnéna kola dvé, kterd na ni pusobi v opa¢nych smérech.

1 2MgR,

Ft,max = NMgf =  Mmax = #f .
Nyni jsme urcili maximélni moment sil, ktery muze pusobit na osu, aby nedoslo
k prokluzu. Z napovédy v zadani ur¢ime maximalni zkrut osy

__ 4MgRLf
Pmax = TNGrt ’

kde jsme se nenechali zméast a do jmenovatele napsali 7 a nikoli R, abychom udrzeli
v souladu text zadani a napovédu.

K tomuto zkrutu dojde tehdy, kdyz bude rozdil urazenych trajektorii kol ro-
ven Rpmax. Rozdil drah projetych jednotlivymi koly je L2, kde €2 je obloukova mira
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projizdéného oblouku, a proto vzdalenost projetd mezi prokluzy je Az = QR,, kde
R, je polomér oblouku. Pokud ddme tyto vztahy dohromady, dostaneme

Az = Azr= Rc,pma,{& .

R max:LQ:L
v R, L

Nyni jesté dosadime za pmax a dostaneme vysledek

_ 4AMgR’R,f
T gNGrt

Vidime, ze vysledek nezavisi na rozchodu kol a na poloméru oblouku zavisi lineadrné,
tedy pro rovnou trat R, — oo nedochézi k prokluzu, coz jsme ocekavali.

Nyni mizeme jesté dosadit hodnoty odpovidajici vagonu: M = 20t, R = 46 cm,
r=10cm, N =8, f = 0,15, G = 80 GPa, R, = 300m a dostaneme pro vzdéilenost
mezi prokluzy Az = 3,7 cm.

Poznamenejme nakonec, ze aby k tomuto nezddoucimu prokluzu nedochéazelo,
jsou kola vagonu kuzelovitého tvaru a z tohoto diavodu nejsou pfi prijezdu oblou-
kem poloméry obou kol stejné. Na trati ale mizeme pozorovat pfiéné (vylesténé)
prouzky, které mohou mit tento ptivod. Na druhou stranu, pohyb vlaku po kolejich
je velmi komplexni problém, proto je potieba zapocitat i dalsi vlivy. Co ale pod-
poruje vznik pfri¢nych prouzku je to, ze pokud dojde k prokluzu, tak se kolejnice
vylesti (snizl se jeji drsnost a tim i koeficient tfen{ f) a zvysi se tim pravdépodob-
nost proklouznuti dalsiho kola. Toto je divodem, pro¢ nejsou vylesténd vSechna
mista stejné, ale vynikaji nestability.

Az

Uloha I11.4 ... rychla kraska

Terka se ve svém auté blizi relativistickou rychlosti v k rovinnému zrcadlu. Blizi se
kolmo na rovinu zrcadla v koliznim kurzu. Pritom se samozrejmé diva na sebe, jak
se k zrcadlu blizi. Jaka je rychlost, kterou se Terka blizi ke svému neskutecnému
obrazu, a jakou rychlost ona pozoruje svym zrakem?

Bonus Zrcadlo neni rovinné, ale kulové.

Prvnim krokem k vyreseni problému je pochopeni toho, co je po nas pozadovano.
Zrédné totiz je, co Ze se vlastné povazuje za obraz Terky. Co vidi Terka svyma odi-
ma je pomérné ziejmé. Podotazka ,,jak rychle se blizi ke svému obrazu“ je ponékud
zaludngjsi. Touto otdzkou je mysleno, jak se priblizuje ke svému obrazu v klidové
soustavé. AvSak pohybuje-li se Terka relativistickou rychlosti, potom poloha jejiho
obrazu zalezi na poloze pozorovatele! (Rozmyslete si: K riznym pozorovatelim
dorazi svétlo z Terky odrazené od zrcadla za riznou dobu, proto ve stejném oka-
mziku uvidi obraz Terky na jiném misté.) Zvolme si tedy néjakého vyznamného
pozorovatele v klidové soustavé. Nabizi se pozorovatel na povrchu zrcadla v misté,
kde do zrcadla Terka narazi.

Nyni si ujasnéme co se v nasi situaci déje. Uvédomme si rozdily mezi rela-
tivistickou a klasickou kinematikou. Rychlost svétla jiz neni zanedbatelné velké
a ztradcime absolutnost ¢asu.
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Resme nejprve situaci s rovinnym zrcadlem a klidovym pozorovatelem (spo-
jenym se zrcadlem). Necht Terka ma v soustavé spojené se zrcadlem rychlost v.
Jelikoz vsak tato rychlost neni v porovnani s velikosti rychlosti svétla zanedbatel-
né, bude se pozorovateli ze zrcadla jevit jeji rychlost jind. Necht v case ¢t dorazi
k pozorovateli svétlo od Terky ve vzdélenosti x. Za cas dt dorazi k pozorovateli
svétlo od Terky v poloze o dz blizsi. Uvédomime-li si pohyb Terky a konstantni
rychlost sifeni svétla, dostaneme se k rovnosti

T dex z—dz
Sdt=—+ ,
c v c
odkud dostavame ve
dx =dt .
c—v
Zdénliva rychlost Terky je tedy
, ve
= . 21
V= (21)

Jelikoz se ale pozorovatel nachézi na povrchu zrcadla, vidi ve chvili, kdy k nému
dorazi svétlo z Terky ze vzdalenosti =, v zrcadle obraz Terky z téze vzdalenosti.
A tento obraz bude od pozorovatele taktéz ve vzdalenosti x. Vzdalenost Terky od
jejitho obrazu se tedy bude snizovat rychlosti w;

2vuc

w1 = .
cC—

Z pohledu Terky situace vypada jinak. Terka je v klidu, zato se k ni ale blizi zrcadlo
rychlosti v.

Z;; Z2 Zl
Ax ,
T > T
| B |
- - v — >
z 5AT R TAY N

T

Obr. 6: Situace s rovinnym zrcadlem v soustavé spojené s Terkou. Obloukovymi
Sipkami je naznacen tok svétla (samoziejmé vSe probihd na optické ose, Sipky
jsou obloukovité pouze pro nazornost).

Doba, za kterou dorazi svétlo od Terky k zrcadlu Z2 a zpét k Terce, je stejnéd
jako doba, za kterou se zrcadlo posune z polohy Z; do polohy Z3. Dostavame tedy

2¢ + Ax  Ax
T T v
neboli
Az = 2% (22)
c—v
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kde rozméry jsou popsané podle obr. E Vzdalenost z, ve které vidi Terka sviij

obraz, je

7= 204 Az — 20 4+ 2vx _ 2cx .
c—v c—v

Zbyva nam uz tedy jen spocitat rychlost ibytku této vzdalenosti

w*ﬁ’* 2c
2T la]

dﬁ’, 2cv
de|

c—v c—v’

Nyni se zamyslime nad situaci s kulovym zrcadlem. V silni¢nim provozu se pouzi-
vaji vypukld kulova zrcadla. Pouzijeme zobrazovaci rovnici kruhového zrcadla ve

tvaru
z = =l ,
z+ f
kde z je vzdalenost objektu (Terky) od zrcadla, z’ je vzddlenost obrazu Terky od
hlavni{ roviny zrcadla (kolmd rovina na optickou osu, prochdzejici bodem priniku
optické osy a zrcadla) a f je ohniskova vzdalenost zrcadla. Pfipomenime si, Ze pro
kulové zrcadlo je ohniskova vzdalenost polovina poloméru.

Resme nejprve situaci opét z pohledu pozorovatele v soustavé spojené se zrca-
dlem na pruseciku jeho povrchu s optickou osou. Analogicky se dostaneme k rovni-
ci (R1), nicméné dale musime postupovat obeztetnéji. Vzdélenost Terky od obrazu T
mizeme vyjadrit jako

(x) =z +2'(z),
kde z je vzdélenost, ve které vidi pozorovatel Terku a z’(z) je vzdélenost obrazu
Terky, jak jej vidi pozorovatel, podle zobrazovaci rovnice. Po dosazeni zobrazovaci
rovnice tedy dostéavame
zf

x+f
Sta¢i nam tedy najit uz jen rychlost zmény této veli¢iny

sV fla+ f) ' f (z+ )+ f%)

T=x+

’ _vc (xJFf)zJFfz_

w3 = ‘@‘ =|v +

S lar (@+ /) (+ )2
Nyni se zaméfme na _situaci s kulovym zrcadlem z pohledu Terky. Situace je za-
chycena na obréazku [i.

Tiv @+)?

Zs Z Z

Az
T > '
— |
z %Ar x’ \
- 7 >

Obr. 7: Situace s kulovym zrcadlem v soustavé spojené s Terkou.
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Oproti predchozi situaci bude nyni platit

f(x—|—%Aa:) 1

~Ax.
er%Aerf 2 v

Z(z) =z +2'(z+ %AJI) + %Aw =z+

Analogicky jako v pripadé rovinného zrcadla dostaneme rovnici (@) Po dosazeni

flz+ %) v
r+ =+ f c—wv

5= = n cr f n c -
=4 f c—v rz+2f c—w

c—

r=x+

)

Upravami

a konec¢né derivaci ziskdvame

2?4 20 fx + 29 f2
Plx+pf)2

Wqg =V

kde
c—v
Y= .

c

Rozmyslete si, ze rovinné zrcadlo je limitnim pfipadem kulového zrcadla s nekonec-
nym polomérem, a tim paddem i s nekonecnymi ohniskovymi vzdalenostmi. Tudiz
limity ws, resp. ws4 musi pro f — oo dévat hodnoty wi, resp. wa.

Nakonec jesté podotykdme, ze zobrazovaci rovnice (a tvorba obrazi obecné)
nefunguje stejné pri relativistickych rychlostech jako pti téch nerelativistickych.
Na ruzné mista zrcadla dopadaji paprsky z télesa za riuzné dlouhou dobu, a tudiz
z jinych poloh télesa. Obraz se tak deformuje a rozmazava.

Uloha I11.5 ... sféricky symetrické kufe ve vakuu

Do nddoby o objemu V = 1m?, ve které je velmi nizky tlak (prakticky dokonalé
vakuum), umistime Vo = 11 vody o pokojové teploté to. Jaky bude konecny stav, ve
kterém se bude nachazet nadoba a voda v ni? Pro ucely vypoctu predpoklddejte,
ze nadoba je dokonale tepelné izolovana od okolniho prostredi a ma zanedbatelnou
tepelnou kapacitu.

Fyzikalne principy sd jasné: po vloZeni do védkua zacéne voda v takomto nizkom
tlaku prudko vriet a vyparovat sa. Tak sa bude postupne zvysSovat tlak vodnych
par a znizovat teplota vody, vyparovanie je totiz velmi energeticky narocné. Ak
bude vyparovanie pokracovat dost dlho, méze dokonca voda zacat mrznut.

Vo findlnom stave teda bude vacsina nadoby vyplnend vodnou parou, niekde
dole bude trochu vody a/alebo ladu. Takto na konci musi byt vSetko v rovnova-
he — vyparovanie vody a sublimacia ladu sa musi vyrovnat s kondenzéciou a de-
subliméciou vodnej pary. Ako vyzera takato rovnovaha?

Pozrime sa najprv na pripad len voda — vodna para. So zvysujucou sa tep-
lotou vody sa zvysSuje vyparovanie, so zvysujicim sa tlakom pary rastie miera
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kondenzécie. Pre dany tlak existuje prave jedna teplota, pri ktorej sa tieto dva
deje vyrovnaju Zistit tuto teplotu mézeme réznymi spésobmi. Na fizovom dia-
grame, ktory sa kresli prave do pT" diagramu®= je to ¢iara oddelujica vodu a vod-
ni paru (nazyva sa krivka koexistencie). Tvar tejto Ciary sa riadi Clausiusovou-
Clapeyronovou rovnicou, a dokonca existuju aj empirické zékony popisujicu tiato
zdvislost p(T) (napr. Antoinova rovnica).

Rovnovaha inych dvoch faz je o tom istom — lad a vodnd para moézu takisto
koexistovat, avSak pri nizsich teplotach a tlakoch. Rovnovaha ladu, vody a vodnej
pary je ale Specidlna. Existovat mo6ze len pri istom tlaku a teplote a nazyva sa
trojny bod. Konkrétne je tento tlak p; ~ 612 Pa a teplota Tt ~ 273,16 K.

Spét ku prikladu. Voda sa vyparuje a chladne: ak sa podari vyparit dostatok
vodnej pary pred tym, ako teplota vody klesne na teplotu tuhnutia, nastane rov-
novdha vody a vodnej pary. Ak vSak voda vychladne a stale je v okoli nizky tlak,
teplo potrebné na vyparovanie bude brat z toho, ze zacne mrznat. Tak sa moze
ustalif rovnovdaha v trojnom bode. Ak vSak zmrzne vSetka voda a tlak je stale niz-
ky, bude dalej sublimovat (uz je to samozrejme lad) a nakoniec nastane rovnovaha
vodnej pary a ladu.

Ako to bude v nasom pripade, zistime, az ked dosadime nejaké éisla?E Nayj-
prv len orientacne: ochladenim litra vody z izbovej teploty, napr. 20 °C, na tep-
lotu tuhnutia ziskame asi 20K - 4,2kJ- K~ = 84kJ. Tymto teplom vieme vypa-
rit 84/2500kg = 34g vody. To je asi (34g)/(18g-mol™") = 1,9mol v latkovom
mnozstve. Stavova rovnica idedlneho plynu hovori
nRT

v
Objem V je s dobrou presnostou prave objem nadoby, T' povedzme té teplota
tuhnutia vody. Tak dostaneme tlak priblizne 4 300 Pa, co je bezpecne nad tlakom
trojného bodu 612 Pa. Vyzera to teda, ze vysledny stav bude obsahovat len vodu
a velmi riedku vodni paru. Treba uz len zistif, aka cast vody sa skutocne vypari.

Oznacme si pomer hmotnosti vyparenej myyp, a povodnej vody mo = 1lkg
ako a = Myyp/mo. Uz vieme, Ze o bude eSte mensie ako 0,034. Na vyparenie
tohoto pomeru potrebujeme almg tepla. Ak bude vysledné teplota T3, ochladenim
vody ziskame (Tp —T1)cmo tepla. Takto vieme vyjadrit, ako bude zavisiet vyslednd
teplota na pomere «

l
Tl(Oé) = To ——.
c
Vyparenie takéhoto mnozstva pary nam vyrobi plyn s tlakom

amoRT1(a)

=nRT,/V =
p=nRh/ Mu, oV

30Preco sa teda vyparuje napr. voda z obleéenia aj pri atmosférickom tlaku? Rovnovazny tlak
vodnej pary je totiz len castou tlaku atmosféry, ktord je zlozend prevazne z inych plynov. Tlak
samotnej vodnej pary je teda pokojne mensi ako kilopascal. To isté plati aj pre subliméaciu ladu.

31 pekny diagram maji na wikipedii attp://en.wikipedia.org/wiki/File:Phase_diagram_of |
water.svg.

32Pouzijeme orientaéni tepelnt kapacitu ¢ = 4,2kJ-kg7*-K~! a merné skupenské teplo
vyparovania pri izbovej teplote | = 2500kJ-kg~! prevzaté z http://en.wikipedia.org/wiki/
Properties_of_water#Heat_capacity_and_heats_of_vaporization_and_fusion.
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Ak budeme menit «, budeme dostavat dvojice hodndt teploty a tlaku. Tieto hod-
noty popisuju rovnovahu vzhladom na prenesené teplo a na rovnovazny stav vodnej
pary, no nemusia popisovat rovnovihu vyparovania a kondenzacie vody a vodnej
pary. Na to musime najst také hodnoty, ktoré tito rovnovahu spliiajt, o mozeme
spravit réznymi spésobmi: numerické rieSenie Antoinovej rovnice alebo grafické
rieSenie pomocou fazového diagramu vody.

100000

10000

- Priesecnik na (286 K, 1500 Pa)

Krivka (T(a),p(@)) eeeeeeeeee

1000

100 Il Il -
260 270 280 290 300 310 320 330 340
T

K
Obr. 8: Fazovy diagram a krivka (T'(a), p(«)).

V druhom pripade postupujeme nasledovne: do fazového diagramu nakresli-
me mnozinu moznych stavov (T'(«), p(er)) v zévislosti na parametri o. Této ¢iara
pretne hranicu medzi vodou a vodnou parou, no a tento bod je prave nas hladany
rovnovazny stav — lezi na krivke koexistencie vody a vodnej pary.

Zvolme si cesttEgraﬁckého rieSenia. Krivku koexistencie vykreslime pomocou
Antoinovej rovnice®? Pre pociatocnu teplotu Ty = 293 K numericky vychadza prie-
sefnik na teplote T =~ 286 K = 13°C a tlaku p; ~ 1500 Pa. Parameter « zodpo-
vedajuci tejto hodnote je priblizne 0,011, vyparend hmotnost vody je asi mvyp =
=amg ~ 1llg.

Ako to vyzerd, si mozete pozrief na obrazku E Vidime trojny bod a tri fazové
oblasti. Proces vyparovania prebieha od a = 1, ¢o je spodok prerusovanej krivky
a zastavi sa, ked dosiahneme rovnovahu dvoch faz — teda krivku oddelujicu vodu
a vodnu paru. Prerusovana krivka sice pokracuje dalej a pretina aj rozhranie vody
a ladu, ale tento bod je nefyzikélny, lebo proces na krivke predpokladal iba premenu
vody na paru.

33Parametre aj tvar rovnice si na http://en.wikipedia.org/wiki/Antoine_equation.
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Este dva komentare na zaver. Po prvé, urcite ste si vSimli, kolko zanedbani sme
urobili. Hlavne v pocitani energetickej bilancie sme neuvazovali vntatorni energiu
plynu, ¢ to, ze ochladzovat sa nebude celd, ale len nevyparend voda (tieto dve
zanedbania sa Ciasto¢ne rusia). Taktiez sme neuvazovali zmeny tepelnej kapacity
vody na danom intervale. VSetko je to ospravedlnené tym, ze ako «, tak relativna
zmena teploty st velmi malé. Pocitanie s vysSou presnostou by ndm neprinieslo
ziadnu novu fyziku, no postup by bol vyrazne komplikovanejsi.

Po druhé, vieme priblizne popisat zavislost koncového stavu na pociatocnej
teplote Tp. Pri vyssej teplote by sa vyparilo viac vody, lebo tlak nasytenych vodnych
par rastie s teplotou, a to celkom rychlo. Skiisanim rychlo zistime, ze na druhu
stranu by sa pri pévodnej teplote vody 3 °C rovnovaha ustalila v trojnom bode.
Pre este nizsiu teplotu by sme zacali pozorovat aj tvorbu ladu.

Uloha IIl.P ... zahvizdej mi néco

Vysvétlete, na jakém principu funguje hvizdani pomoci ust. Uvazujte pritom nej-
z nich a na zakladé néj odhadnéte, v jakém rozsahu se miize pohybovat zakladni
frekvence hvizdu. (Pokud umite hvizdat, mizete zkusit posoudit presnost vaseho
odhadu pomoci experimentu.)

Tato tloha méa plné pravo nazyvat se problémovou. Jak si ukdzeme, zakladni fyzi-
kalni principy hvizdani nejsou prilis slozité, nicméné presny popis jevu neni mozny
kvili komplikované stavbé tstni dutiny. Budeme se snazit spiSe o srozumitelné
vysvétleni zkoumanych jevi nez o podrobny matematicky popis.

V nasledujicim textu si zopakujeme, co to je vlastné zvuk, podivdme se na stoja-
té vinéni ve vzduchovém valci, nauc¢ime se néco mélo z hudebni teorie a sezndmime
se s principem akustickych resonatortu, konkrétné Helmholtzova resonatoru. Nako-
nec zkusime nabyté poznatky aplikovat na samotné hvizdani usty a zamyslime se
nad rozdily mezi modelem a skutecnosti.

Zvuk

Jako zvuk v bézném zivoté oznacujeme vjem, ktery jsme schopni vnimat pomoci
sluchu. Ve fyzice pod timto pojmem obvykle rozumime longitudinalni (podélné)
mechanické vinéni ve hmotném prostiedi, nehledé na to, zda se jedna o slysitel-
nou frekvenci. Akustickou (zvukovou) vlnu si muzeme predstavit jako periodické
zhustovani a rozpindni latkového prostiedi, v nasem pripadé vzduchu. Pfi popi-
su vInéni se divime budto na vychylku jednotlivych ¢astic kolem jejich stfednich
poloh, nebo na okamzitou vychylku objemového elementu

y(z,t) = yo cos {w (t — E)] , (23)

Cs

34 Misto vychylky objemového elementu ¢i ¢astic mizeme vilnéni také popsat pomoci lokalni

odchylky tlaku plynu
T
p(z,t) = po cos |:w (t — —)i| .
Cs

48



Resent teoretickych tloh

kde yo je amplituda a cs rychlost zvuku v daném prostfedi. Uvazujeme zde rovin-
nou vinu, kde x urcuje vzdalenost daného bodu viny od bodového zdroje zvuku.
Rychlost zvuku v plynném prostredi je priblizné dana vztahem

o=,/ 2 (24)

Q

kde k je Poissonova konstanta idedlniho plynu a g je jeho hustota. Amplitudou zvu-
kového vInéni se zde zabyvat nebudeme (zdvisi na ni predevsim intensita zvuku),
dtlezitd pro nés bude frekvence, resp. vinova délka. Jednak proto, ze podle frek-
vence urcujeme vysku ténu, a jednak proto, ze vinova délka urcuje mody stojatého
vinéni, které mohou existovat v resonan¢nim véalci danych rozméru.

Stojaté vinéni ve vzduchovém valci

Nyni se podivime na to, jak se chova zvukové vinéni v dlouhé vélcové dutiné
naplnéné vzduchem. Pro jistotu zde pfipomenme vztahy mezi vinovou délkou A,
frekvenci f a thlovou frekvenci w
W _&

I= 2n A
Stojaté vinéni vznikd interferenci dvou shodnych vin, pfichozi a odrazené. Su-
perpozici dvou vin popsanych rovnici (RJ) dostaneme v jednorozmérném piipadé
vztah

y(z,t) = 2yo cos (wt) sin (wac
¢

) = 2yo cos (2nft) sin (27:;) ,

S

kde 2yo sin (2rx/A) je amplituda stojatého vinéni. Pro lepsi predstavu si nejprve
mysleme, Ze misto vzduchového vilce mame strunu. Pevné uchyceny konec struny
odpovida uzavienému valci, volny konec struny otevienému. Pii odrazu na volném
konci ma odrazena vlna stejnou fazi jako vlna pfichozi, dochazi tedy ke konstruk-
tivnimu sklddani a v bodé vznikne kmitna, tj. misto s maximélni amplitudou. Pfi
odrazu na pevném konci je faze odrazené viny opacnd, skladani je pak destruktivni
a v bodé vznikne nehybny uzel.

Chovani struny odpovidd harmonickému pohybu ¢astic pri Siteni zvuku. Na
uzavieném konci zrejmé nemuze dochézet k posunu objemovych elementt vzduchu,
Castice se zde pruzné odrazeji, coz odpovida opacné fazi viny. Na pevném konci je
tedy uzel. Pro zmény tlaku vsak dostaneme opac¢ny vysledek, nebof odrazy castic
predstavuji harmonické zmény tlaku v oblasti uzavieného konce (uzavieny konec
plisobi silou proti pohybu ¢dstic), mame zde tedy ,,tlakovou kmitnu® Na otevieném
konci vzduch volné proudi, z pohledu ¢astic zde bude kmitna, zatimco tlak se
vyrovnava s okolim, bude mit proto na otevieném konci uzel*™ Faze harmonickych
zmén tlaku a polohy ¢astic jsou tedy posunuty ve fazi o /2.

Zajimat nés bude predevsim pripad, kdy jsou oba konce oteviené. Jeden konec
predstavuje dychaci ustroji, druhy konec jsou usta. Je ziejmé, Ze aproximovat tistni
dutinu trubici neni mozné, predstavujme si proto pro ted, ze se nesnazime hvizdat,

35Ve skuteénosti se tlak vyrovnd az vné trubice, uzel tedy neni pifmo v roviné otevieného
konce, ale tuto skutec¢nost si tady dovolime zanedbat.
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ale hrajeme tieba na pistalu. Jaké stojaté vinéni mtze v pistale vznikat? Jestlize
jsou oba konce oteviené, musi se v nich nachdzet kmitny. Pokud jsou to jediné
kmitny v celém vélci o délce L, plati pak L = X/2. Mezi kmitnami se v tomto
pripadé nachédzi pouze jeden uzel. Bude-li uzli n € N, bude platit obecné L =
= nA/2. Frekvence vln je potom

nCs

T

(25)

Jesté poznamenejme, Ze Sirka valce musi byt mensi nez vlnova délka, abychom
mohli zanedbat kolmé sifeni.

Trocha hudebni nauky

Nyni si musime objasnit, pro¢ vlastné chceme, aby byl zvuk tvoren stojatym viné-
nim urcité frekvence a ne smési libovolnych vin s proménnymi frekvencemi. Akus-
tické kmity, které nemaji konstantni frekvenci, vnimame jako hluk. Oproti tomu
pravidelné kmitéani nase sluchova centra prelozi jako tén. Sami vSak mozna vite,
ze pokud si nechate na pocitaci vygenerovat tén jedné frekvence, mize byt jeho
poslech pomérné nepfijemny (zv14sté jedna-li se o vysoké frekvence). Kazdy hudeb-
ni tén totiz obsahuje dalsi, tzv. alikvotni neboli vyssi harmonické tény. V pripadé
pistaly se jedna o ty frekvence, pro néz je v rovnici () n = 2,3, ... Pokud budeme
hledat frekvenci hvizdu, bude nds vZdy zajimat prvni harmonické, tj. n = 1.

Také budeme chtit pozdéji urcit ténovy rozsah hvizdu. K tomu potrebujeme
védét, ze v evropské hudbé se pouziva rovnomérné temperované ladéni, které roz-
déli kazdou oktdvu (rozdil mezi dvéma sousednimi harmonickymi frekvencemi) na
dvandct tént. Frekvence kazdého ténu je vidy rovna '¥/2-nisobku frekvence ténu
pod nim. Pfi pfifazovani tént frekvencim pak _mtzeme vyjit z komorniho A (nej-
Castéji 440 Hz), nebo pouzit pfevodni tabulku®

Jak jsme uz ale zminili vysSe, pomoci chvéni vzduchu ve vzduchové trubici
hvizdani modelovat nelze. Jaky vhodny model tedy miizeme pouzit?

Helmholtziiv resonator

Resonancemi vzduchu v dutindch se zabyval vyznamny némecky fyzik a fyziolog
Hermann von Helmholtz, po némz jsou tyto resonance také pojmenovany. Helmhol-
tz pti svém vyzkumu v oblasti akustiky pouzival k identifikaci frekvenci jednotli-
vych ténti_mosaznou banku s dzkym hrdlem, kterou dnes nazyvame Helmholtztv
resonator™! Princip funkce Helmholtzova resonédtoru je podobny jako v pripadé hry
na sklenéné lahve. Vnéjsi silou je dovniti dutiny vtlacen vzduch, ktery po zeslabeni
vnéjsi sily opét unika ven. Tlak v dutiné se snizi az na hodnotu mensi, nez je okol-
ni tlak, proto je vzduch opét vztazen dovniti a proces se opakuje, pouze s mensi
intenzitou.

36 http://www.phy.mtu.edu/~suits/notefreqs.html
37http://en.wikipedia.org/wiki/Helmholtz_resonance
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Oscilace vzduchu v resondtoru budeme modelovat pomoci harmonického osci-
latoru (pruziny). V hrdle se nachazi masa vzduchu o hmotnosti m, tuhost systému
definujeme jako

_dF
dy

y=v0
kde y je vychylka od ekvilibria yo a F' je okamzita sila ptisobici na masu vzduchu
v hrdle. Pro thlovou frekvenci oscilaci plati

s  k 1 dF
w=—=—— —
m m dy

; (26)

Y=Yo

kde S je prutez hrdla a p = F/S je okamzity tlak vzduchu. Nyni zavedeme pied-
poklad, Ze se jednd o adiabaticky déj. Tento predpoklad je nutny také pro platnost
vztahu (R4). P¥i odvozovani Poissonova zdkona pro adiabaticky déj dojdeme pfes
prvni vétu termodynamickou, stavovou rovnici idealniho plynu a vztah pro vypocet
vnitini energie idedlntho plynu*™ k rovnici

dp p
£ = gL, 27

av - @7)
kde k je Poissonova konstanta idedlniho plynu a V' je objem celé resonan¢ni komory
véetné hrdla. V rovnici (R6) mizeme psit dy = dV/S, nebot ke zméné objemu
dochdz{ ve valcovitém hrdle komory, kde zfejmé V (y) o y. Po této dpravé dosadime
z (R7), dostaneme

2
W= KkS“po .
mVo
Velic¢iny po a Vo opét oznacuji rovnovazné hodnoty.
Déle si miizeme hmotnost masy vzduchu v hrdle vyjadtit pomoci hustoty vzdu-
chu g, délky hrdla L a prufezu hrdla jako

2 KSPo

= oSL = . 28
m=e oLVy (28)
Umocnénim vztahu (@) dostaneme
2 _ Pbo
cs = K—
[
a dosazenim do (@) ziskdme
2
2 CSS
=T

Tento vztah nakonec prepiSeme pomoci w = 2nf jako

Cs S
fzﬁ\’fvo' (29)

380dvozen{ nenf tézké, ale jiz bychom prilis odbocili. Vipodet najdete napf. na eské i anglické
Wikipedii v ¢lanku Adiabaticky dé&j (Adiabatic process).
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Empirickd méfeni ukazuji,E ze misto délky L je presnéjsi uvazovat ekvivalentni
délku Leq = L 4+ 0,4D, kde D je hydraulicky prumér hrdla. Proto pokud nepla-
ti L > D, méli bychom ve vztahu (@) psdt Leq misto L.

Hvizdani

Nyni se uz konecné podivejme na samotné hvizdani. Na rozdil od Helmholtzova
resondtoru ma resonanéni dutina (ustni dutina) jesté jeden otvor (hrtan), ze kte-
rého proudi dovnitt dutiny vzduch hnany z plic. To pro nas vSak neni podstatné,
dulezité je, ze méa vzduch v dutiné vyssi tlak a unikd ven tzkym otvorem (dsty).
Navic lze také hvizdat i pfi nasavani vzduchu, potom je princip zcela identicky.

Podle ¢lanku Whistling na anglické Wikipedii™ mohou pti hvizdani tsty zusta-
vat rty v témér neménné pozici, pricemz vysku ténu ménime pouze pozici jazyka*
Rty a zuby mén{ pouze barvu ténu. Potom by ve vztahu (RY) byl jedinou promén-
nou objem Vj. Velikost objemu vzduchu, ktery se podili na resonanci v Gistni dutiné,
zavisi na tom, jak moc priblizime jazyk k hornimu patru. Teoreticky bychom moh-
li snizit objem témér na nulu, frekvence by potom nebyla shora omezena. Dolnim
limitem je objem tstni dutiny.

Podle lorda Rayleigho® se frekvence hvizdu mize pohybovat v rozsahu 500 Hz
az 4200 Hz. Zkusme rozumné zvolit hodnoty veli¢in v (@)), a provést dolni odhad.
Rychlost zvuku je pfiblizné ¢s &~ 300 m-s~*, otvor mezi rty nebude mit mensi prifez
nez S ~ 0,5 cm?, objem tst s jazykem u dolniho patra odhadneme na Vg &~ 50 ml.
Nejhure se odhaduje délka L, predpoklddejme, Ze je rovna tloustce rtu L &~ 5 mm.

fmin A~ 700 Hz .

Zahrneme-li hydraulicky primér D = 5mm, dostaneme o néco nizsi frekven-
ci fmin &~ 500 Hz. N4§ odhad je spise fddovy, hodnoty S i L jsou $patné méfitelné
a lisi se clovék od cloveéka, takze s vysledkem muzeme byt velmi spokojeni. Pri
hornim odhadu snizujeme Vj, dolni mez je vSak tézké stanovit. Resonancéni objem
urcité mize poklesnout az na jednotky mililitrti, pro Vo = 2ml dostaneme pétkrat
vyssi frekvenci

fmax ~ 2500 Hz.

To je méné, nez tvrdi Rayleigh, ale vzhledem k hrubosti odhadi je to stéle vyborny
vysledek.

Podle naseho odhadu se téonovy rozsah hvizdani pohybuje v rozmezi Hy az Df .
Pro srovnani, rozsah sopranu je priblizné C4 az Cg™ Zajimavé je, ze pokud se
vratime k modelu vzduchové trubice a pouzijeme pro urceni frekvence hvizdu

3%ttp://www.lightandmatter.com/html_books/Osn/ch05/ch05.html#Section5.§

40http://en.wikipedia.org/wiki/Whistling

4lhttp://en.wikipedia.org/wiki/Whistling. Pozici rti nemuZeme piili§ ménit proto, Ze pii
zmenseni otvoru dochazi k zaduseni téni, zatimco pfi zvétseni otvoru neni tén Cisty a rychle
prechédzi v sum.

42http://mysite.du.edu/~jcalvert/waves/pipes.htr

43http://en.wikipedia.org/wiki/Vocal_range. Oktavy znac¢ime dolnim indexem podle polohy
na modernim piané od Ag po Cg, komorni A je Ay.
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vztah (@), do néjz dosadime hloubku tstni dutiny L ~ 10cm, dostaneme frek-
venci f ~ 1500 Hz, coz je také fadové dobry vysledek. Fyzikalné vSak nemuze byt
spravny, protoze Sifka tstni dutiny je srovnatelnd s jeji hloubkou (transversalni
sffeni) a také vime, Ze pri zméné polohy jazyka v tstech nechdvdme vzduch sta-
le volné proudit, nedochazi tedy ke zkréceni délky L. Vysku ténu by pak nebylo
mozné modulovat.

Experimentalni ovéreni

Co se tyce experimentalniho ovéreni vysledku, tak autor tohoto textu hvizdat ne-
umi, nicméné se nalezl dobrovolny experimentédlni subjekt, jehoz ténovy rozsah
hvizdu byl zméfen pomoci programu Audacity. Nejnizsi namérend zakladni frek-
vence byla 440 Hz (A4), nejvyssi 1400 Hz (~Fs). Na dolni hranici byl zdznam jiz
dost zasumély a neslo jiz dost dobre rozliSit mezi zdkladni frekvenci a druhou
harmonickou, proto byl nejnizsi tén dodatecné stanoven poslechem oproti klaviru.
Meéfeni je v souladu s nasim i Rayleighovym odhadem, spiSe nizsi rozsah (méné nez
dvé oktdvy) je Cisté otdzkou trénovanosti subjektu. Pro zajimavost — podle Gui-
nessovy knihy rekordi™ je v souCasnosti nejvyssim ténem dosazenym pri hvizdani
nota Hr (3951 Hz). Nejniz§im zahvizdanym ténem je Fs (174,6 Hz)E

Zaver

Co Tici zavérem? V tvodu jsme predesilali, ze se pokusime spise o kvalitativni
popis, nakonec se nam vsak zkoumany dé&j povedlo i docela dobre kvantifikovat.
Musime vsak mit na paméti, ze jsme si spoustu véci zjednodusili a nemame zaruku,
ze je nas model skutecné fyzikalné spravny. Podrobny rozbor by vyzadoval exaktni
vypocty a pravdépodobné bychom skoncili u modelovani proudéni vzduchu v tstni
dutiné. O modelovani naleznete vice v odkazu v poznamcet= kde se autor préace
zabyva proudénim vzduchu ve flétnach.

Uloha IV.1 ... ¢tvercaty odpor

Jak zavisi elektricky odpor ¢tverce na délce jeho strany a? Vsechny ctverce, o kte-
ré se zajimame, jsou samozrejmé vodice vyrobené z tenkého materidlu o tloust-
ce h a mérném elektrickém odporu p. Zajimame se o odpor mezi protilehlymi
stranami ctverce.

Téleso, které nas zajimé, je hranol s podstavou tvaru obdélniku o hranéich délek a
a h a vysce a, kde h je oproti a velmi malé. Budeme u ného chtit spocitat elektricky
odpor mezi podstavami. Predpokladame, ze téleso predstavuje pro elektricky proud
homogenni, izotropni prostredi, tj. ma ve vSech bodech stejné, smérové nezavislé
dielektrické vlastnosti. Pii feseni tohoto problému potom mutzeme vychazet ze
vzorce pro vypocet elektrického odporu vodice ve tvaru

ol
R = g 5
44 http://www.guinnessworldrecords.com/world-records/highest-note-whistled
45 http://www.guinnessworldrecords.com/world-records/lowest-note-whistled
46http://www.lam. jussieu.fr/Publications/Theses/these-patricio-de-1la-cuadra.pdf
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kde p je mérny elektricky odpor materialu, ! je délka vodice a S je obsah jeho
prurezu. Prufez naseho vodice je obdélnik o stranich a a h, jeho obsah je tedy

S =ah.

Délka naseho vodice je a. Nyni ndm staci tyto veli¢iny dosadit do ptivodniho vztahu
a dostavame vysledek
ea @

ah R’
ktery je nezavisly na délce hrany a. Elektricky odpor ¢tverce tedy nezavisi na délce
jeho strany.

Uloha IV.2 ... rychla kraska reloaded

Terka si zase jednou vyjela na vylet. Tentokrat se prochazi o rovnodennosti v pravé
poledne na zemském rovniku. Jakou vzdjemnou rychlost by méla vici Alesovi,
pokud by ji Ales chtél (bldhové) pozorovat z povrchu Slunce na rovniku v bodé
nejblizsim jeho objektu zdjmu (Terce)? Sklon slune¢ni osy viidi roviné ekliptiky
muzZete povazovat za zanedbatelné maly.

Zakladni reSeni

Ulohu lze Yesit rizné slozité, podle toho, jaké viechny pohyby se rozhodneme uva-
zovat. Je to jednoduché tiloha, neni tedy ocekdvan zadny slozity vypocet, ale je
potfeba sviij postup zdivodnit.

Nejprve si rozmyslime, které pohyby Zemé/Slunce, a tim padem Terky a Alese,
by mohly mit vliv na jejich vzédjemnou rychlost. Vzhledem k tomu, ze jde o jedno-
duchou tlohu a ne problémovou, tak se budeme zajimat o urceni velikosti rychlosti
pouze na dvé platné cifry, coz ndm umozni nékteré pohyby zanedbat.

Prvnim pohybem, ktery by nds mohl zajimat, je obéh Zemé kolem Slunce.
Vzhledem k tomu, ze hmotnost Zemé je mald vuci Slunci, budeme uvazovat, ze
Zemé obiha Slunce po kruznici, jejiz stied lezi ve stfedu Slunce. Obéznou rychlost
si mizeme najit v tabulkach nebo si ji mizeme vypoditat z jinych idajia. Zkusme si
ji instruktivné vypocitat, nicméné pro dosla feseni bude stacit ocitovany zdroj. Vy-
jdeme z rovnosti velikosti sily dostfedivé Fyq = mvz/r a gravitacéni Fy = GmM/r2,
kde m je hmotnost Zemé, v je jeji obézna rychlost, 7 je vzdalenost hmotnych stie-
df (t&zist) Zemé a Slunce, G = 6,67 kg™ '-m>s™2 je gravita¢n{ konstanta a M je
hmotnost Slunce.

muv? mM GM
=G = wv= .

Fq = F, =
o T r2 r

Pokud dosadime hodnoty@ M =20-10kg a r = 1,5 - 10! m, dostdvime
obé&znou rychlost v = 3,0 - 10* m-s~* = 30km-s~'. Stejnou hodnotu nalézdme jako
orbitalni rychlostt

47nttp://cs.wikipedia.org/wiki/Slunce
48http://cs.wikipedia.org/wiki/Zemé
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Dalsi pohyby, které by mohly mit vliv na vzdjemnou rychlost Terky a Alese,
jsou rotace Zemé a Slunce kolem vlastni osy. Je vidét, Ze i pokud by se oni sami
pohybovali, pak by jejich vlastni pohyb byl nejspiSe zanedbatelny (tedy tvrdit to
muzeme_u Terky, Ales je pravdépodobné v néjakém super odolném a vykonném
plavidlet® ale i u néj predpokladame, ze pohyb bude zanedbatelny, protoze chce
preci uptené sledovat Terku).

Rychlost pohybu bodu na rovniku v; ptiblizné kulového télesa mizeme urcit
z jeho periody rotace T; (vuci vzddlenym hvézddm). Index ¢ znac¢i bud Slunce S ¢
Zemi Z. 1

v; = Riw; = 2KRZE ,
kde w; je uhlova rychlost rotace a R; polomér daného télesa. Opét si nalezneme
potfebné ddaje na Wikipedii (mohli bychom opét rovnou najit rychlosti) Rz =
=6380km, Rs = 6,96 - 108 m, Tz = 23,9h a Ts = 25,4 dne na rovniku?¥ Vych4zi
ndm vz =470m-s” ! a vg = 2,0 km-s~!.

Nyni mame pohromadé vsechny dilezité rychlosti pro nas vypocet. Je pravdou,
ze se nejednd o vsSechny pohyby, které bychom mohli uvazovat. Ale dalsi jsou
bud vykonavdny Sluncem i Zemi spole¢né (obéh okolo jidra nasi galaxie, pohyb
spole¢né s galaxi{ v mezigalaktickém prostoru), proto je nemusime uvazovat, nebo
se jedna o pohyby pomalejsi, které jsou svou velikosti zanedbatelné vuci rychlosti
obé&hu Zemé kolem Slunce (drédha neni kruhové, ale eliptickd, ddle poruchy vyvolané
dal$imi planetami a Mésicem).

Meéli bychom si jesté uvédomit, v jakych smérech pohyby probihaji. Obé rotace
i obéh probihaji ve stejném smyslu®® Znazornéni pohybi Zemé a Slunce je na
obrazku . V nasem usporadani by tedy vysledna rychlost byla v—wvz —wvs, pokud by
vSechny rotace probihaly v jedné roviné (osy rotac{ byly rovnobézné). Méli bychom
tedy zvazit, jaké nepresnosti se dopoustime, pokud bychom to takto zjednodusili.

Rovina obéhu Zemé kolem Slunce je rovina ekliptiky. Slune¢ni rovnik je vuci
roviné ekliptiky sklonény o § = 7,3°. Vzhledem k tomu, Ze cosd = 0,992, takze
bychom mohli v rdmci pfesnosti na dvé platné cifry tento sklon zanedbat. O divod
vice, pro¢ tuto veli¢inu zanedbat je, Ze nevime, jakou presnou polohu mé sluneéni
rovnik viiéi poloze Zemé. Uhel mezi zemskym rovnikem rovinou ekliptiky je viak
vétsi: a = 23,5°, coz odpovidd cosa = 0,92. To uz nevypadd na prvni pohled
zanedbatelné, pokud se zajimadme o presnost na dvé platné cifry. Pokud si ale

49 Muselo by byt opravdu velice odolné. Dokonce z dnesniho hlediska zcela nedostizné. Pokud
by se plavidlo ,vznaselo“ v konstantni vysSce na ,povrchu“ Slunce, pak by na osoby v ném
umisténé pusobilo gravitacni zrychleni cca 28g, coz by Ales zcela jisté neprezil. Pfitom zatim
nezndme metodu, jak gravita¢ni pusobeni odstinit, kromé moznosti nechat téleso v gravita¢nim
poli padat.

Povrchova teplota 5800 K také nebude pro techniku zrovna jednoducha na zvladnuti.

Radéji také nebudeme uvazovat, jak to, ze Alesovi nevadi v pozorovani Zemé svétlo, které je
vSude kolem néj.

50Slunce m4 diferencialni rotaci, tj. otoci se kolem své osy na rovniku za jinou dobu nez na
jinych rovnobézkach. Nas zajiméa doba rotace na rovniku.

51To plati pro viechny planety s vyjimkou Venuse, kterd ,retrogradni“ rotaci.
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o

Obr. 9: Schematické znazornéni tlohy, nedodrzujici méfitko.

uvédomime, ze vz je o zhruba dva rady nizsi, pak bychom mohli zanedbat bud
i vz, ale zanedbame v tuto chvili pouze sklon. Dostdvame se tedy k vysledku

M . _ _
W=V — vz — Vs = —G —Qn(—Rz—&——RS) = 27,4km-s b~ 27kms™!.
T TZ Ts

Vysledns velikost rychlosti Terky vid AleSovi bude zhruba 27km-s~!. Nicméné
vz se projevi na druhé platné ciffe jenom diky zaokrouhleni, takze bychom se
nedopustili velké chyby, pokud nas zajimé jenom priblizna rychlost, pokud bychom
vz, zanedbali.

Pozniamka ke zméné vzdalenosti

Ulohou bylo uréit rychlost jednoho viiéi druhému. Pokud bychom se viak zajimali
o zménu jejich vzajemné vzdélenosti, pak si v nasem priblizeni, kde mame kru-
hovou dréhu Zemé kolem Slunce a mlcky predpokladdme, ze Zemé a Slunce jsou
kulaté a ze Slunce sedi ve stfedu sluneéni soustavy (nejsou nutné ani tplné vsechny
predpoklady soudasné), muzeme si uvédomit, ze uréit zménu vzdalenosti je trividl-
ni, protoze se zrovna v tomto okamziku neméni. Vidime to ihned z toho, Ze pokud
nechdvame na Slunci a na Zemi oba pozorovatele stat, tak zrovna v poledne, kdy
je soucasné Ales na nejblizsim misté k Zemi, nastane okamzik, kdy jejich vzdale-
nost bude minimélni. Predtim se zmensovala a pozdéji se bude zvétsovat. OvSem
v daném okamziku je zména jejich vzdalenosti nulova.

Pokud bychom uvazili, ze draha Zemé je elipticka, pak uz vysledek takto tri-
vidlni nebude, pokud by zrovna o rovnodennosti nenastala situace, pti niz by byla
Terka v perihelu, nebo v afelu. To ovSem v soucasné dobé nenastiava. Nejblize
Slunci je Zemé, kdyz je na severni polokouli zima. Mohli bychom tedy vytvo-
fit alespon fadovy odhad velikosti zmény vzdalenosti Zemé od Slunce pravé na
zékladé eliptického pohybu. Nalezneme si rozdil afelu a perihelu. Ten je dle Wiki-
pedie A = 5-10° m. Pokud bychom uvazovali, Zze se Zemé od Slunce rovnomérné
vzdaluje po dobu poloviny roku a poté opét priblizuje, pak dostavame odhad rych-
losti vzdalovan{ & piiblizovani w = 2A/P ~ 3-10* m-s™', kde P je perioda ob&hu
Zemé kolem Slunce. Tato rychlost v prubéhu roku sice stoupa a klesi, nicméné
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radové by se méla rychlost pohybovat kolem stovek az maximalné tisicovek metra
za sekundu.

Uloha IV.3 ... nerozluéné pouto

Dva sesity 460 zasuneme do sebe tak, Ze se stridaji listy jednoho a druhého sesitu,
a polozime je na vodorovny stil. Jakou praci musime vykonat, abychom sesity od
sebe oddélili, jestlize na sebe listy ptisobi pouze vlastni vahou? Predpokladejte, ze
tahame v roviné sesitii kolmo na hrbet jednoho z nich a Ze se na zacatku listy zcela
prekryvaji.

Cilem tlohy bude zjistit, jakou tfeci silou na sebe listy sesiti pii pohybu ptsobi
a jak se tato sila béhem pohybu méni. Z této informace potom urcime praci vyko-
nanou béhem celého pohybu. Nez vsak za¢neme tlohu resit, zavedeme si nékolik
predpokladi. Jednak nebudeme uvazovat tlak vazby seSitu (pfedstavujme si na-
piiklad dva krouzkové bloky) a vlastni tihu vazby. Déle budeme pfedpoklddat, ze
je treci koeficient mezi vazbou a listy stejny jako mezi listy navzdjem. Nakonec
uvazujme, ze jsou listy velmi tenké, a proto kazdy z nich nese pouze ¢ast vahy listu
nad nim, tmérnou sty¢né plose zminénych listi.

Oznac¢me dynamicky treci koeficient mezi listy f; zrychleni na poc¢atku pohybu,
zpusobené vyssim koeficientem statického tfeni, zanedbame. Necht ma kazdy list
hmotnost m, tthové zrychleni je g. Potom bude na vrchni list na zac¢atku pohybu
pusobit tfeci sila F1 = mgf. Nésledujici list stejného sesitu (tedy tieti list celkem)
bude na vrchni sty¢né plose pocitovat tieci silu Fo = 2mgf, nebot na ném lezi dva
listy o hmotnosti m. Na spodni sty¢né plose jiz bude mit sila velikost F3 = 3mgf
atd. Sesit 460 ma 62 listd vcetné desek, mdme proto celkem n = 123 stycnych
ploch, nebot vrchni plocha se zddné dalsi nedotykd. Na i-té styéné plose pusobi
treci sila F; = imgf, celkova sila je potom

p=Y R =00
=1

pricemz jsme zanedbali tfeni o stul.
Pti vzadjemném posunuti listi y ve sméru kolmém na hranu listd bude klesat
ttha, kterou listy nesou. Celkova sila bude

Fly) = n(n2—|— 1)a ; y

mgf,

kde a je délka hrany v daném sméru. Praci vykonanou pii oddélovani listi muze-
me urc¢it bud jako plochu trojuhelniku v grafu zavislosti F' na y, nebo ji spocist
z definice jakoZzto integral

W(a)I/ F(y)dy=/ wa;ymgfdyzwmgfa-
0 0
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Zamysleme se nyni nad smysluplnosti nasich predpokladi. Je pravdépodobné, ze
tfeni mezi deskami a tfeni mezi listy bude mit razné hodnoty treciho koeficien-
tu. Vrchni desky celkovou silu prili§ neovlivni, zajimaji nas pfedevsim ty spodni.
Potom by posledni élen sumy mél obsahovat jisté f’ obecné rizné od f. Jednd
se o posledni ¢len aritmetické fady — bude-li pomér koeficientt f'/f = &, bude
pomér celkovych sil, a tedy i praci, roven W’ /W =~ 1+ 2(k — 1)/n pro velkd n. Lze
piedpoklddat, Ze hodnoty f, f’ se nelisi vice neZ dvojnidsobné, zanedbani tedy bylo
opravnéné. Podobny odhad bychom mohli provést pro tfeni mezi deskami a listy,
tj. predposledni ¢len.

Pokud bychom chtéli byt precizni, museli bychom také zapocist tfeci silu mezi
vazbou a stolem, kterd navic v prubéhu tazeni muze zustavat konstantni, tAhneme-
li ,spodnim“ sesitem (a v pfipadé vrchniho seSitu tato sila roste, misto aby klesala).
Jednalo by se vSak pouze o pri¢teni specidlniho ¢lenu na konec fady, resp. rozsiteni
sc¢itactho indexu. Vysledné vztahy by byly méné prehledné a relativni zména by
byla fadové v jednotkach procent.

Pfedpoklad timérnosti F(y) « (a — y)/a Gzce souvisi s vlivem vazby seSitu.
V pripadé krouzkového bloku je oblast ohybu jednoho z listi doléhajiciho na hranu
listu pod nim velmi mald, tiha pak bude skutec¢né dobte odpovidat sty¢né plose.
U bézného sesitu zpusobi vazba ohnuti listd, na hrané v blizkosti vazby proto bude
tlak vyssi a bude se s rostoucim y ménit. Charakter této zavislosti je vsak obtizné

popsatelny.
Zkusme nakonec jesté provést ¢iselny odhad. Sesit 460 mé rozméry a = 21,0 cm,
b = 29,7cm a _gramdz listi ¢ = 80gm™2. Pro g = 9,81m-s~2 a dynamicky

koeficient tfeni®d f = 0,4 dostaneme F(0) = 150N a W(a) = 16J. Hodno-
ta F(0) ndm fikd, Zze pro roztazeni seSiti musime vyvolat silu odpovidajici tize
télesa o hmotnosti 15kg, a to neni tplné méalo*™ Také si uvédomme, ze sila po-
tiebnd k oddéleni seitd roste s kvadratem poétu listtl. Ze k oddéleni dvou tele-
fonnich seznami o nékolika stech strandch jiz lidska sila nestaci, ukazuje video
https://www.youtube.com/watch?v=h0t-D_ee-JE.

Uloha IV.4 ... ach ta tize

Urcete, jaké je tihové zrychleni na povrchu neutronové hvézdy v zavislosti na rov-
nobézce. Jak velkd slapova sila by piisobila na predmét vysoky h = 1m a s hmot-
nosti m = 1kg v blizkosti jejiho povrchu? S jakou energii by dopadl na povrch
neutronové hvézdy marshmallow upustény z vysky h? Neutronova hvézda ma po-
lomér R a rotuje s periodou rotace T. Miizete ji povazovat za kulovou, i kdyz
presné kulova neni. Najdéte si hodnoty pro typickou neutronovou hvézdu a udejte
Jjak obecné, tak konkrétni ciselné vysledky.

V celém TeSeni budeme predpokladat, ze gravitac¢ni tcinky lze popsat newtonovsky
a ze vSechny rychlosti jsou nerelativistické.

52http://www.paperonweb.com/paperpro.htn
53Navic bychom zde méli pouzit staticky koeficient tfeni, ktery by odhad jesté zvysil.
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Zapoc¢néme s tthovym zrychlenim na povrchu. Na testovaci téleso spojené s hvé-
zdou (rotuje s nf) pusobi dvé sily — skutecnd gravita¢ni a zdanlivd odstiediva.
Uvazujme kulovou neutronovou hvézdu s polomérem R a hmotnosti M a testovaci
Castici na rovnobézce ¥ s hmotnosti m, tj. situace jako na obrazku [1(.

Obr. 10: Rozbor situace.

7 geometrie situace lze nahlédnout, ze pro velikosti sil pusobicich na testovaci
téleso bude platit kosinova véta

|Fol” = |Fa|” + |Fo|* — 2cos ¢ |Fal | Fol

kde F4 je celkova tihova sila piisobici na téleso, Fg je gravitacni sila a Fo je od-
strediva sila.
Pro velikost |Fc| bude platit z Newtonova gravitaéniho zdkona

GMm
Fal= "%
a pro velikost odstiedivé sily dostaneme

5 4An®mr  4n’mRcos
|Fo| = mrw” = T2 = T2 ,
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kde w je thlova rychlost rotace hvézdy a G je Newtonova gravitacni konstanta.
Pro velikost tihového zrychleni tedy dostdvame

g()

m R* T4 RT?

_ |Fgl _ \/G2M2 n 16m* R? cos?1p  8n*GM cos? ¢
Specialné na pdlech
on _ |Fe| GM

a na rovniku
ooy _ [Fal = |Fo(0°)| _ GM _ 7R
g( )_ m - R2 - T2 .
Nyni se zaméime na slapovou silu. Slapova sila je zptusobena riznymi silovymi
uc¢inky na blizsi a vzdalenéjsi casti télesa. Je-li h <« R, pak lze téleso aproximo-
vat dvéma bodovymi hmotnostmi na koncich télesa (pro malé homogenni téleso).
A velikost slapové sily potom lze priblizit jako

1, dF
FS:Fg(@7R+h>—Fg(E7R>z7h— .
2 2 2 dy
y=R
kde uvazujeme velikost sily jako funkci hmotnosti a polohové souradnice y — v ra-
didlnim sméru.
Po vypoctu lze zapsat slapovou silu jako

F, =

gR) \ R° T4 R2T?

kde znaenim g¢g(R) vyjadifujeme, Ze zde tihové zrychleni povazujeme za funkci
poloméru hvézdy a s ¢ nakldddme jako s konstantou. Tento vztah pro silu Fj
zaslouzi blizsi komentar. Pfedpoklad h < R je splnén pro malé predméty, poloméry
neutronovych hvézd se ale pohybuji i v radech kilometrii, takze pro jind kosmické
télesa tento predpoklad platit nemusi. Déle jsme vychézeli z toho, Ze je téleso
spojené s hvézdou. Napi. kdyby se jednalo diive zminény cizi objekt, tak by slapova
sila odpovidala pouze gravitac¢ni slapové sile. Nakonec v zdvislosti na parametrech
muze mit slapova sila rtizné znaménko (téleso je stla¢ovino ¢i roztahovano).

Co se tyce treti podotazky, z formulace ,,upustime marshmallow* neni jasné,
zda jsme pii upousténi spojeni s hvézdou ¢i nikoliv (rotujeme ¢i nerotujeme). Dalsi
otazkou je, zda mame v situaci zohlednovat slapové sily a prislusné deformace
marshmallow. Tyto deformace budou ale silné zéviset na rozmérech marshmallow,
které nejsou specifikovany, proto je zde nebudeme uvazovat.

At uz uvazujeme rotujici ¢i nerotujici marhsmallow, jako nejsnazsi cesta k vy-
sledku se jevi pocitat pohyb marshmallow v inercialni soustavé a poté pouze pohyb
prevést do rotujici soustavy (odkud zjistime dopadovou energii).

Pada-li marshmallow z klidu, jeho kineticka energie pii dosazeni povrchu hvézdy
bude v inercidlni soustavé

mh (GQM2 + 8n* R cos? ¢ + 212G M cos? 1/))

L w? = _ 1
5 =E,(R+h) Ep(R)—GMm<R R+h)’
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kde m je hmotnost marshmallow. Tedy

h

vo =4[ 20M By

pro malé vysky h mizeme aproximovat R + h =~ R. Nicméné ,povrch“ hvézdy se
vici klidové soustavé pohybuje rychlosti

_ 2nRcosy

==

Protoze jsou ale tyto dvé rychlosti na sebe kolmé, bude pro dopadovou energii
platit

!
v = Rw

Fo— Lm (v%; +U,2) _ [ GMh  2r°R’cos®
2 R(R+h) T2

Pro rotujici marshmallow je situace pro mald h obdobnd, pouze te¢na rychlost
povrchu viéi marshmallow bude hw cos ¥ namisto Rw cosvy. Pro vétsi h jiz toto
nemusi byt splnéno. Zaprvé se muze stit, ze marshmallow viibec nedopadne (jeho
orbita neprotne povrch hvézdy), nicméné toto by se muselo dit pro znaéné vys-
ky h (zkuste si odhadnout polomér stacionarni kruhové orbity), pro které je spojeni
s hvézdou velice problematické; jediny rozumny scénai (krom silenych konstrukei
typu vytah do vesmiru na neutronové hvézdé) je staciondrni druzice, na které by
po upusténi marshmallow nekonal urychleny pohyb (vaéi druzici by byl v klidu).
Proto predpoklddejme, ze marshmallow dopadne.

Provedeme priblizny vypocet pro ,mensi“ h (nemusi byt malé v porovnani s R,
ale ne tak velké, aby se vyrazné projevilo zakfiveni orbity — viz nize).

Opét postupujme jako diive. Musi byt zachovana mechanicka energie, tudiz
GMm 1 5 GMm
R+h 2" TR
v} = [(R+ h)wcosy)® + QGML ,

R(R+ h)

kde v; je rychlost marshmallow vici klidové soustavé pti dosazeni povrchu hvézdy.
Tentokrat ale vektor rychlosti v klidové soustavé pti dosazeni povrchu nebude na

povrch kolmy, proto musime jesté spocitat te¢né a kolmé slozky vy k povrchu.
Musi rovnéz platit zdkon zachovani momentu hybnosti, proto

%m [(R+ h)wcos]® —

mw cos” (R + h)2 = mRuv; cosv,
(R4 h)*wcosp

t= 5,
R

kde v je tefnd slozka (rovnobéznd s povrchem) rychlosti marshmallow v klidové
soustavé pri dosazeni povrchu.

Necht w je rychlost marshmallow vici povrchu pri dopadu. Potom pro dopa-
dovou energii E; plati

1 1 1 1

Fi = imw2 = §m ’vl — v"2 = §m |:’U3 + (vt — 1/)2} = Em [Uf — 21}&/ +U'2] N
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kde v, je radidlni slozka rychlosti marshmallow pfi dosazeni povrchu. Po dosazeni
za v', v1 a vy dostaneme

_m 2 2GMh  4n(R+ h)*wcos?y  4n’R%cos? ¢
E, = 5 {[(RJrh)wcosw] +R(R+h) T + T2

a kone¢né po dosazeni w = 2rn/T méme

h 22

E, —m{GMR + 75 [R* — (R + h)]?] cosQw}.

(R+h)
Pro uspokojeni obecnosti je tieba dodat, uvedeny postup vypoctu dopadové
energie nebyl Uplné korektni, protoze existuji takové polohy upousténého mar-
shmallow, kdy marshmallow dopadne, ale pouzita aproximace neni spravna. Jedné
se o takové polohy, kdy jiz orbita upusténého marshmallow neméa v dobrém pfi-
blizeni trividlni tvar (je nutno ji povazovat za elipsu, ne za tsecku), ale orbita
povrch neutronové hvézdy protne. V takovémto ptipadé jiz neni stelarni sitka do-
padu shodné s ,,upoustéci“ sitkou a vektor rychlosti pfi dopadu jiz obecné nebude
rovnobézny s mistn{ rovnobézkou (dopadu). V takovémto pfipadé by bylo nutno
spocitat misto dopadu a poté rychlost rozlozit do t¥i sméri misto dvou, a pocitat
s riznymi steldrnimi Sifkami. Postup by byl velice pracny, ale typové ne az tak
odlisny od pouzitého.
Nyni aplikujme vysledky na néjakou neutronovou hvézdu, napf. na pulsar
PSR J0348+0432 (dvojhvézda s bilym trpaslikem)?d Ta mé parametry (data uve-
dena bez nepfesnosti, polomér je uveden stiedni)

M = 2,01Mg = 4,00-10° kg,
R=13km =1,3-10"m,
T =39 1ms=391-10"2s.

Podotykame, ze se jednd o pomérné mohutnou neutronovou hvézdu. Dostavame
pro ni s presnosti na tfi platné ¢islice hodnoty

g(90°) = 1,58 - 10" m-s > = g(0°).

Vidime, ze zavislost na rovnobézce je slabd, proto pro jednoduchost budeme pocitat
slapovou silu pfi p6lu, pro 1 m vysoké téleso o hmotnosti 20 kg (pefinac)
. GMmh
= —F5
coz je pomérné hodné. Zkuste si porovnat slapové sily pusobici na atom se silou,
kterou jsou vazany elektrony.

A konecné dopadové energie marshmallow pusténého z vysky h = 1 m (zafize-
nim spojenym s hvézdou) o hmotnosti m = 5g je zhruba

FE1=7,89-10°7J.

F, =9243.10°N,

Se stejnou energii by na Zemi dopadlo téleso s hmotnosti témér milion tun.

54http://en.wikipedia.org/wiki/PSR_J0348+0432
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Uloha IV.5 ... vrha& noZi

rizontalni slozku rychlosti vg. Jakou musi mit ithlovou rychlost rotace w, aby se
zasekl do svislé desky vzdalené d od mista vypusténi? Pro zjednoduseni uvazujte,
Ze tézisté noze je presné v poloviné jeho délky | a ze se niiz zasekne vzdy, kdyz se
jeho cepel dotkne desky drive nez rukojet.

Pti feseni této tlohy si nejprve musime uvédomit, jaké trajektorie Spicka noze muze
opisovat a jaké z toho mohou vzniknout situace. V zdsadé mame t¥i moznosti:
pohybuje vuci terci stale vpred, coz ndm usnadni vypocet.
o Nastane mezni piipad, kdy se Spicka noze v tvrati vuci terci zastavi.
o Po jisty casovy tsek se bude Spicka noze od terce vzdalovat.
Trajektorie $picky noze pro jednotlivé pripady je vykreslena na obrazku EI

w < 20/l A w=|2v/l I w>2v/lI
0,10 |- X 72NN X\ X 7N ]
0,05 |/ -
L 000 | ]
m
—0,05 E
/"‘“ ““\
—0,10 F N
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2.5

Bls

Obr. 11: Trajektorie $picky noze.

Pro pripad w < 2v/l budeme postupovat tak, ze si nejprve vyjadiime vzd4d-
lenost Spicky noze od tercCe jako funkci ¢asu. Jak je patrné z obrazku pujde
o periodickou funkci. Kazdou periodu muzeme pomyslné rozdélit na dvé polovi-
terce. V té druhé ma tézisté naskok pred spickou a niiz se tedy zaseknout nemize.

Spocteme tedy Cas, za ktery nuz narazi do stény a poté vyhodnotime, ve které
Casti periody se nachdzime, abychom urc¢ili, zda se niiz zaseknul, nebo ne.
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Nejprve si napiSme parametrické vyjadreni pohybu Spicky noze pro pripad, ze
na pocatku svého pohybu je Spicka v dolni Gvrati a rotuje smérem od terce

y= —écos(wt),
x=vt— ésin(wt),

kde jsme jako parametr pouzili ¢as t. Nyni nis zajimé cas f, za ktery ntz do
stény narazi. Pro lepsi predstavu o vypoctu tohoto casu si napiSme jesté zavislost
soufadnice = na case t pro druhy konec noze

=t + %sin (wt) .

Jelikoz jako naraz do stény se pocita stiet s libovolnym z obou koncu noze, urazi

d=d— é |sin(wf)‘ .
Nuz tedy narazi do stény za cas

d—1% ’sin (wf)|

I

t

v

coz je implicitni rovnice, kterou nejsme schopni béznymi metodami vytesit. Uve-
domme si ovSem, co dél4 ¢len !|sin (wt)|/2 — jednd se o korekci na vodorovnou
vzdalenost od pocdtecni polohy, kterd se zmensuje ¢i zvétsuje tim, ze se nuz otaci.
Nejvice se projevi v okamziku, kdy wt = 90°. Pro obé krajni polohy, tzn. wt = 0°
a wt = 180° se neprojevi viibec. Pro nas ptipad w < 2v/l ji vSak viilbec nemusime
uvazovat, jediné ze by nds zajimal presny cas zdsahu, ¢i pod jakym thlem se nuz
zasekne.

Zaciname s nozem, jehoz spicka mir{ doli. Pozadujeme, aby jeho tihel natoceni
od ptvodniho stavu ve chvili srdzky se sténou byl z intervalu (n + 2kmw, 21 + 2kn),
kde k € Ny. Z odstavce vyse muzeme soudit, ze pokud pro kazdé k najdeme
spodni a horni frekvenci, pti které k zaseknuti dojde, dojde k zaseknuti pro vSechny
mezilehlé frekvence. Pro viechna k € No hleddme tedy wF;, a wk,. (jde o horni
index, ne mocninu) takové, ze

wﬁ]inf =

kn+n=(2k+ Dm,
Wiaxl = 2k + 21 = (2k + 2)7.

Sinus celoéiselnych nasobki © je oviem nulovy. Pro wk;, tedy dostdvdme rovnici

A k 7
wﬁ,inf:w,’;ind : ‘Slz(wmmtﬂ =w§m% = (2k + )=,

tedy
wxl;in§ =(2k+
v
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a pro wk,, dostdvdme rovnici

wr’;ax% = (2k+2)x.

Jesté nam zbyva urcit, jakou podminku si klademe predpokladem, zZe se Spicka

je v, chceme tedy, aby bylo splnéno

w < T
Pokud je tato podminka splnéna, muzeme psat, ze w € (wfmn, w,’;ax).

Uvazme nyni piipad w = 2v/l — Ze se Spicka noze v jednu chvili zastavi. Jedna
se vlastné pouze o krajni pripad prvni situace, coz znamend, ze se niz zasekne,
pokud najdeme takové k, ze 2v/l € (whi,, wk.). Tento pifpad je oviem zajimavy
tim, Ze takto se noze skutecné VrhaujifEﬂ

Jesté je potieba vyfesit otdzku — jak vime, ze krajni mozné polohy jsou 180°
a 360°7 Staci se podivat na obr. [L1. V prvnich dvou pfipadech existuje pro kazdy
pad w > 2v/l toto jiz neplati. Horni mezni thel budeme hledat tak, Ze najdeme
misto, ve kterém se Spicka zaCne vracet — Spicka, ktera se od stény vzdaluje, se do
ni uz nezasekne. Musime tedy najit okamzik, kdy je jeji rychlost vuci sténé nulova
(vSimnéme si, ze pro druhy piipad to byl dhel 360°). Pro nalezeni spodni hranice
budeme hledat v podstaté horni hranici pro naraz do zdi rukojeti noze. Vime totiz,
ze pokud tuto hranici prekroc¢ime, tak rukojet nenarazi a naopak se zasekne spicka.

Pro tyto pfipady vyuzijeme diferencidlni pocet, ktery nam ze vztahu pro sou-
fadnici x umoznuje spocitat slozku rychlosti v, Spicky noze pomoci derivace, tedy

—d—x—vfw—lcos(wt)
Codt 2 '

Vg

Z pozadavku, aby ¥, = 0 ziskdvame vztah

- 2v
maxt -
cos (w ) o
- 2 2
w,’;axt S {arccos (kiv) + 2km, 2m — arccos (%) + an} .
Wmaxl Wmaxl

7 téchto dvou moznych reseni je pro nds podstatné to druhé, jelikoz Spicka noze se

¢emuz odpovidéd druhy piiklad. Nyni vyuzijeme vztah

d— é ‘sin (wmaxf)|
. .

=

55http://www.knifethrowing.info/physics_of_knife_throwing.html
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Prondsobenim wmax ziskdvame pro dané k rovnici
d—1L.]1— ( 2v )2
k 2 whhax! 20

Wmax = 21 — arccos ( m ) + 2km,
v wtnaxl

kde jsme vyuzili toho, ze
|sing| = 4/1 — cos? ¢.

Pro wmin, tedy naraz rukojeti, lze postupovat podobné. Derivaci vztahu pro
slozku rychlosti rukojeti ve sméru z ziskdme vztah pro rychlost

, _dz wl
Ve = o =v+ 3 cos (wt) .

a z pozadavku na vynulovani této rychlosti ziskdvame

2v

wmaxl

- 2 2
whint € {arccos (kqjl) + (2k — 1)n, 2n — arccos (kvl> + (2k — 1)11} .
Whin Whin

Opét je pro nds podstatné druhé feseni, jelikoz pozadavek je nyni ¢ € (0, ).

Zvolme nyni néjaké ukazkové hodnoty, pro které se podivame, jak by reSeni
mohlo vypadat, jelikoz na papife tyto rovnice nevytesime. Zvolme tedy d = 10m,
1 =02m, v = 50m-s~'. Uvédomme si, ze pokud méme niZ roztocit dostate¢nd
rychle, musi pred zasazenim terce prodélat urcity pocet otacek. Tento pocet otacek
predstavuje hodnota k. Musime tedy nejprve najit minimélni k& potfebné k tomu,
abychom museli fesit rovnice pro treti pripad — ¢im vétsi k, tim rychlejsi rotace.

Nuz poleti odhadem po dobu ¢ = d/v, nds zajimé pocet otacek pro frekvenci
blizkou w = 2v/l. Minimdlni hodnotu k tedy mizeme odhadnout jako kmin =
= wt/2n = d/nl = 16. Pro nizsi k jiz plati rovnice z prvniho a druhého pfipadu.
Numericky tedy spocteme feSeni pro k = 16 a vyssi. V tabulce [l| jsou mezni hodno-
ty w pro jednotliva k < 16, tedy pro pripad, ze nuz rotuje dostatecné pomalu na to,
aby se Spicka noze nikdy nepohybovala smérem od stény a platily rovnice pro prvni
a druhy pripad. V tomto ptipadé je sitka pasu thlovych rychlosti pro kazdé k rov-
na vr/d = 15,71rad-s~*. V tabulce P jsou pak mezni hodnoty w pro k > 16.

cos (wmaxf) =—

)
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Tab. 1: Mezni frekvence pro prvni a druhy pripad.

Tab. 2: Mezni frekvence pro tieti pripad.

N

Wmin

Wmax

rad-s—1 rad-s—1!

0 15,708 31,416
1 47,124 62,832
2 78540 94,248
3 109,956 125,664
4 141,372 157,080
5 172,788 188,496
6 204,204 219,911
7 235,619 251,327
8 267,035 282,743
9 298,451 314,159
10 329,867 345,575
11 361,283 376,991
12 392,699 408,407
13 424,115 439,823
14 455,531 471,239
15 486,947 502,655

Wmin

Wmax

Wmax — Wmin

rad-s—?! rad-s—1 rad-s—1!
16 518,396 534,152 15,756
17 549,921 565,699 15,778
18 581,484 597,276 15,792
19 613,073 628,874 15,801
20 644,680 660,490 15,810
21 676,303 692,119 15,816
22 707,937 723,758 15,821
23 739,582 755,407 15,825
24 771,235 787,064 15,829
25 802,895 818,728 15,833
26 834,562 850,397 15,835
27 866,234 882,072 15,838
28 897,911 913,751 15,840
29 929,592 945,434 15,842
30 961277 977,121 15,844
31 992,965 1008,810 15,845
32 1024,660 1040,500 15,846

Resent teoretickych tloh
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Uloha IV.P ... nejmenovana ty&inka

Na zékladé biochemickych déju v lidském téle a jeho mechaniky odhadnéte, kolik
energie spotrebuje cyklista na prekonani tisice vyskovych metri, je-li priimérné
stoupani 5 %.

Najprv si ujasnime, ¢o budeme mysliet pod pojmom energia (pri stravovani). Nazov
ulohy napoved4, Ze by sa hodilo daco ako to ¢islo (energetickd hodnota), ktoré je
napisané na obaloch od jedla. Proste maximalna energia, ktord vieme z jedla ziskat.
V organizme sa ziskava spalovanim uhlikatych zli¢enin s O, na H,O (kvapalni)
a CO,, je teda rozumné priradit jedlu energiu rovni teplu uvolnenému v reakcii

20 +y — 2

CzH2yOz (5) + 2

0,(g) — 2 CO0,(g) +y H,0(1).

Kazdej latke vieme priradif tzv. Standardnt zlucovaciu entalpiu AHY, ktord
vyjadruje reakcéné teplo spotrebované pri jej vzniku z prvkov pri standardnych
podmienkach — obvykle atmosféricky tlak a izbovd teplota — (v Iudskom tele st
tlak a teplota trochu iné, ale to moézeme zanedbat). Reakcii potom mdzeme prira-
dit jej standardni reakénd entalpiu AHY ako stechiometricky stucdet Standardnych
zlucovacich entalpif produktov minus reaktantov. Takze AH;;(C,H,,O,) je prave
reakéné teplo spotrebované pri spaleni daného mnozstva (typicky jedného molu)
latky CxHQyOz; s minusom dostaneme uvolnené reakéné teplo.

Prevyseniu 1 km zo zadania zodpoveda vzdialenost zhruba 20 km a navyse to je
dost do kopca. Predpokladajme, Ze cyklista je chytry a nechce sa tiplne zabit. Sprint
a dlhsia jazda totiz vyuzivaji tplne iné zdroje energie a mechanizmy ich premeny
na energiu (tzv. metabolické drahy). Dokonca sa na ne Specializuji aj rézne druhy
svalovych vldkien. Mens{ vykon, ale via¢siu vydrz mé aerébne (v reakcii vystupuje
kyslik) spalovanie tukov. Zvolme si teda ako zdroj energie bezny tripalmitoylgly-
cerol. Entalpia jeho spalenia jeE AH?,(C5HggOg) = —32MJ-mol ™. Kedze je
zapornd, uvolni sa z 1 molu spaleného C;;HggOg4 teplo 32 MJ. Teraz potrebujeme
zistit, aka praca sa z neho da vykonat.

Biochémia
Zakladnou ,energetickou jednotkou“ v metabolickych dréhach je adenozintrifosfat
uvolniuje energia pre iné energeticky ndroc¢né biochemické reakcie, alebo sa z ADP
a Pi skladd pomocou energie uvolnenej v biochemickych reakcidch. Niekedy sa
naraz odtrhni dve fosfadtové skupiny ako difosfat (PPi), ¢o je ale energeticky ekvi-
valentné dvom reakcidm ATP + H,0 —— ADP + Pi. A niekedy sa pouzije iny
nukleotid, napr. guanozintrifosfat (GTP), ale prenédsa prakticky rovnaké mnozstvo
energie. Mozeme preto hovorit o ekvivalentoch ATP potrebnych/vzniknutych pri
reakcii z ADP ako o jednotkach energie.

Okrem ATP sa casto objavuji aj dalsie pomocné latky (kofaktory), napr. ni-
kotinamidadenindinukleotid (NAD+) a jeho analégy ako flavinadenindinukleotid

56https://archive.today/rwFII
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(FAD). Maji aj svoje redukované formy (NADH, FADH,), ktoré st stcastou
tzv. elektrénového transportného retazca, kde sa redukuje kyslik a vznikd voda.
Pri tom sa uvolni energia, ktord sa v pripade NADH vyuzije na vznik 2,5 ekv. ATP
(v pripade FADH,, vznikne 1,5 ekv. ATP). Dalsim délezitym biochemickym kofak-
torom je koenzym A (CoA).

Pri traveni sa tuk rozlozi na glycerol a mastné kyseliny, v nasom pripade
3 ekv. kyseliny palmitovej (C,;—COOH; uhlovodikovy retazec budeme len strucne
znadit poctom uhlikov). Tieto l4tky sa nejako musia dostat do bunky. Pritom sa si-
ce regeneruje a zasa rozkladé tuk, ale tento proces nie je podstatny pre energetické
tvahy. Pozrime sa na metabolizmus kyseliny palmitovej v bunke.

Prvy krok, v ktorom sa energia spotrebuje, je ,aktivicia“ mastnej kyseliny
jej pripojenim na CoA. To si vyziada spotrebu 2 ekvivalentov ATP (toto je pri-
klad reakcie, v ktorej z ATP vznikd AMP). Vzniknuty C,;CO—CoA pokracuje
do B-oxiddcie — cyklického procesu, v ktorom sa vzdy z C,,,,CO—CoA odtrhne
acetylkoenzym A (Ac—CoA, v nasom znaceni C; CO—CoA) za vzniku 1 ekv. FADH,,
1 ekv. NADH (teda 4 ekv. ATP) a C,,,_;CO—CoA. Teraz vidime, ze sme si dob-
re zvolili kyselinu s parnym poctom uhlikov: uhl’ovodikOé;'f retazec sa vzdy skrati
02 az C;;CO-CoA vznikne 8 Ac—CoA a 32 ekv. ATP*

Ac-CoA pokracuje do citratového cyklu, v ktorom z neho vznikne CO,, H,O,
3 ekv. NADH, 1 ekv. GTP a 1 ekv. FADH,. Celkovy energeticky zisk z kys. pal-
mitovej je 110 ekv. ATP. Glycerol méze byt prevedeny na glyceraldehyd-3-fosfat
(spotrebuje sa 1 ekv. ATP a vznikne 1 ekv. NADH). Z neho vznikne v glykolyze
Ac—CoA (uvolni sa 1 ekv. ATP a 2 ekv. NADH), ktory zas pokrac¢uje do citrdto-
vého cyklu. Z glycerolu ziskame teda 17,5 ekv. ATP a z tripalmitoylglycerolu asi
350 ekv. ATP.

Termodynamika

Teraz sa naskytuje otdzka: akt pracu vedia svaly vykonat pomocou daného mnoz-
stva ATP?

Najprv si ujasnime, ako sa vyrata entalpia. Nestaci zobrat len stcet energif
chemickych vézieb produktov minus reaktantov — zmenu vnitornej energie molek-
il AU v reakcii — lebo v reakcii vznikaji aj plyny, ktoré sa eventudlne uvolnuji
do vzduchu. Pri uvolneni plynov s objemom V do prostredia s tlakom p (ktory
mézeme povazovat za atmosféricky) treba vykonat pracu pV, teplo spotrebované
pri reakcii teda ziskame ako AH = AU + pV ~ AH®.

Minus entalpia sice vyjadruje teplo, ktoré sa uvolni v reakcii, ale nie vsetko
sa d& premenif na pracu. Problém je v zmene entropie. Entropia sa totiz meni
jednak tym, Ze sa uvolnuje alebo spotrebuje teplo v prostredi, ale aj vznikanim
a zanikanim vézieb v molekuldch. Entropia je ,miera neusporiadanosti systému*,
takze informécia o tom, Ze dva atémy sd spojené, do nej urcite prispieva. 2. ter-
modynamicky zakon hovori, ze na to, aby entropia neklesala, sa musi ¢ast energie
uvolnenej premenit na teplo, a nie na pracu.

57Pri odburavani mastnych kyselin s nepadrnym pocétom uhlikov sa S-oxidécia zastavi na tro-
juhlikovom konci — propionylkoenyme A (v nasom znaceni C,CO—CoA). Ten dalej prechadza
biochemickymi drdhami trojuhlikatych a stvoruhlikatych kyselin.
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Maximélnu pricu (zasa s opaénym znamienkom, ako pri entalpii), ktord sa
moéze uvolnit v reakcii, popisuje tzv. reakénd Gibbsova energia AG. V reakcii
ADP + Pi — ATP + H, 0 sa da vyjadrit ako

AG = AH —TAS = AH — TAS®° + RTIng ~ AG® + RTInq,

kde ¢ = [ADP][Pi]/[ATP] je stechiometricky stéin bezrozmernych koncentrécii
(v jednotkéch mol-17; koncentrécia rozpustadla — vody — sa dotiho neréta). Vy-
raz AH® — TAS® pri teplote 25°C (T' = 298 K) potom oznacujeme ako Stan-
dardni zmenu Gibbsovej energie v danej reakcii. Pre hydrolyzu ATP pozndme
AG° = —31kJ-mol™*.

Entropia AS(M) jedného molu jedného typu molekil M (teda hodnota, o ktort
sa zmeni entropia tym, ze tieto molekuly zaniknt) sa totiz d4 rozpisat do dvoch ¢le-
nov — ¢len AS° zodpoved4 entropii, ktori by mali, ak by sa mohli volne pohybovat
v objeme 11 a ¢len —R1In g prepoctu entropie na iny objem, v ktorom budi po-
tom mat ind koncentraciu. AS°® zdlezi zlozito aj na vniitornom usporiadani tychto
molekul, ide teda o experimentélne namerané hodnoty. Zmenu entropie v reakcii
potom vypocitame z AS jednotlivych molekiil rovnako ako zmenu entalpie.

Vidime, ze AGarp zéavisi vyrazne na koncentracidch ATP, ADP a Pi, ale aj
roznych latkach, ktoré tieto koncentracie ovplyviuji. Jej hodnotu je treba prOé
te namerat. Vac¢sina hodnét AGarp nameranych v svaloch sa pohybuje okolo
—50kJ-mol ™!, z &oho vieme prepoditat, ze na pracu (teda AG, ktoré sa da ziskat
z 350 ekv. ATP) sa méze premenif maximdalne zhruba polovica tepla uvolneného
pri spéleni C5; HggO4 (teda zmeny entalpie), AG1 = 18 MJ-mol~!. Takd dokonald
ucéinnost sval samozrejme nemd. Ten isty zdroj uvadza, ze v skuto¢nosti je ziskané
praca len zhruba 30 % AG, teda 5,5MJ z 1 molu tripalmitoylglycerolu.

Pozor, spocitali sme len max. pracu, ktord sa da teoreticky z ATP vytazit.
V skutocnosti svaly nepremienaji ATP na pracu, ale na napétie 7. Doslova na
to, aby sa posunuli svalové proteiny. Sila F', ktoru vie sval zloZeny z rovnakych
vldkien vyvinuit, teda rastie s jeho prierezom S, lebo F = T'S. Ak by sme ¢loveka
zvicsili k-krat, jeho objem a hmotnost narastie k>-krdt a max. sila len k?-krat.
VAcsi, resp. tazsi, ¢lovek teda na svoju hmotnost vyvinie mensiu silu ako mensi
a tazsie sa utiahne do kopca. To je ddvod, preco su profesionalni cyklisti relativne
chudi.

Mechanika

Aké sily cyklistu brzdia? Samozrejme tiazova, potom nejaky odpor vzduchu, trenie
v loziskéch a valivy odpor. Odporova sila vzduchu rastie s rychlostou cyklistu, ktord
do kopca nie je velmi velkd. Konkrétne ak by tych 20 km mal nas cyklista prejst
pohodovym tempom za 4 hodiny, bude mat rychlost v = 5km-h~'. Pri tomto
tempe moézeme vyuzit vyssie spomenuty mechanizmus ziskavania energie. Plochu

58https://archive.today/jjCfY
59Nicholas P. Smith, Christopher J. Barclay, Denis S. Loiselle: The efficiency of muscle con-
traction. Progress in Biophysics and Molecular Biology 2005.
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cyklistu odhadnime na S = 0,5m?, koeficient odporu vzduchu nech je C' = 1,
hustota vzduchu ¢ = 1kg-m 3. Podla vzorca

_ CSpv?

Fo
2

dostaneme odhadom F, = 0,5N. Ak méa cyklista s bicyklom hmotnost m =
= 80kg a uhol stipania (pre malé hodnoty je uhol v rad. priblizne rovny stipaniu
v percentich) a = 0,05, zlozka tiazovej sily, ktord ho tahd dozadu, je Fy ) =
= mgsina = 40N, odpor vzduchu je teda tplne zanedbatelny. Straty energie
v loziskéach sa daja é’/razne minimalizovat dobrym namazanim a valivy odpor do-
fakanim pneumatik®™ (predpokladdme, ze cyklista je chytry), takze mézeme vplyv
vsetkych sil okrem tiazovej zanedbat.

Existuje vela technik bicyklovania do kopca. Niektoré su lepsie (efektivnejsie),
iné horsie. Nie vSetka praca svalov sa totiz vyuzije na prekonanie spomenutych sil.
Cast sa spotrebuje na zrychlovanie/spomalovanie néh, ¢ast na udrzanie polohy tela
a bicykla (napr. ak cyklista na pedaloch stoji a bicykel sa viac kyve zo strany na
stranu) a taktiez noha netla¢{ iplne kolmo na pedale, takze sa energia spotrebuje
aj na napinanie svalov neuzito¢nym tlacenim rovnobezne s klukou pedélov:

Tento treti efekt sa mozeme pokisit odhadnut. Zoberme si jednoduchy model
kratenia pedalov: uhlova rychlost pedalov je konstantnd, cyklista tlac¢i na pedal
v rozsahu uhlov (peddlu od kolmice) ¢ € (20°,160°) konStantnou silou F zvislo
dole. Mozeme predpokladat, ze svaly spotrebuji rovnako vela energie v oboch
pripadoch. Akud pracu (Wh) vykond oproti pripadu (W), ked by tlaéil silou F' vzdy
kolmo na kluku pedalov?

Je jasné, ze Wy = F's = 140°RF = 2,4RF, kde R je vzdialenost pedélu od osi
otacania. Ak F posobi dole, analogicky s potencidlnou energiou v tiazovom poli
mézeme povedat, ze sa peddl pohol o Ah = R(cos20° — cos160°) = 1,9R dole
a vykonand praca Wi = AhF = 1,9RF, ¢o je asi 80% Wy. Skutocné straty energie
zévisia dost na sposobe peddlovania, ale pouzime tento vysledok pre findlny odhad.

Zaver

Prevyseniu H = 1km zodpovedd potencidlna energia E, = Hmg = 0,7MJ. Od-
hadli sme, ze svaly musia spalit aspon E,/0,8 = 0,9MJ. To zodpoveda 0,15 mol
tripalmitoylglycerolu, resp. hladanej energii £ = 5MJ = 1 - 10°kecal energie,
resp. Styrom 50gramovym nemenovanym tyc¢inkdm s energetickou hodnotou zhru-
ba 250 kcal.

To je stéle len pre dost idealizovany pripad. Ak by stipanie nebolo rovnomerné,
teda s kratkymi prudkymi stiipaniami a rovinkami alebo sa cyklista ponahlal, musel
by zapojit anaerébne dychanie, ktoré je menej efektivne, lebo nie je mozné vyuzit
elektrénovy transportny retazec. V skutocnosti aj pri miernom tempe budu svaly
spalovat aj glukézu. Cely organizmus potrebuje viac energie atd., proste je kopa
bodov, v ktorych sa este moze stratit energia. Jedna platna cifra v E je vela, odhad
je skor zopar MJ a zopar tyciniek.

80https://archive.today/JfUUv
8lhttps://archive.today/uXn0g
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Uloha V.1 ... tuhost pana Plancka

Mozna jste uz nékdy slyseli o takzvanych Planckovych jednotkach, tj. jednotkach
vyjadrenych na zakladé fundamentalnich fyzikalnich konstant — rychlosti svétla ¢ =
=3,00-10% m-s~!, gravitaéni konstanty G = 6,67-10"** m3-kg~*-s72 a redukované
Planckovy konstanty h = 1,05-1073* kg-m?-s~!. Takto byva ¢asto zmiriovan Planc-
kiiv cas, Planckova délka a Planckova hmotnost. Co kdyby nds ale zajimala ,,Planc-
kova tuhost pruziny“? Sestavte na zakladé rozmérové analyzy z ¢, G a h vzorec
jednotky odpovidajici tuhosti pruziny [k] = kg-s~2. Pro uréeni vzorce uvazujte, ze
neznama a z rozmérové analyzy neurcitelna multiplikativni bezrozmérna konstanta
je rovna 1.

V zadani jsou k dispozici fundamentdlni konstanty v zékladnich jednotkach SI,
proto neni potieba jednotky dél prevadét. Zapisme si Planckovu tuhost pomoci,
zatim nezndmych, mocnin «, 8 a v téchto konstant

kp = Cc*GP 1Y,
kde C je v zadani zminéna multiplikativni konstanta, kterou povazujeme za C' = 1.
Prepisme si rovnici pomoci jednotek prislusnych velicin
kgs 2 =m®s *m* kg #.s7 kg”m? s
Vzhledem k tomu, Ze se musi rovnat mocniny u kazdé jednotky na levé i pravé
strané rovnice, ziskdvame t¥i rovnice o tfech neznamych, které mizeme snadno
vyresit.
1= _/6 + v
0=a+38+2y,
—2=—a—-280—17.
Sectenim vsSech t¥i rovnic eliminujeme nezndmé «, 8 a vypocteme 7. Dosaze-

nim « do prvni rovnice ziskdme § a dosazenim napiiklad do druhé rovnice ziska-
me o

1= 2’77
6 =7 - 17
a=-38—2v;
1 3 11
7—*55 5—*5» a—?.
Hledané vyjadreni tuhosti tedy je
Cll
kp = .
v Gh

Po dosazeni vyjde Planckova tuhost pruziny kp = 7,54 - 10" kg-s 2.
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K Teseni tlohy lze také vyuzit pfimo soustavy Planckovych jednotek. Obdob-
nym zpusobem jako vyse lze ziskat Planckovu hmotnost mp a cas tp

>t

C

me =\ & =218-10 kg,
tp = hCG =5,39-10""s.

Aplikaci rozmérové analyzy, tj. porovndnim mocnin jednotek hmotnosti a ¢asu
u tuhosti, jednoduse ziskdme vzorec pro vypocet tuhosti pomoci Planckovych jed-
notek. Ciselny vysledek samoziejmé vyjde stejné.
mp . 78 -2
P

K poslednimu vzorci lze také dojit ivahou: Planckova energie oscilatoru Ep
souvisi s Planckovou délkou a Planckovou tuhosti vztahem Ep = ]ﬂpl% /2. Proto-
ze budeme tlohu fesit rozmérovou analyzou a v zadani je hodnota bezrozmérné
konstanty volena 1, budeme polovinu ve vzorci ignorovat. Vyjadiime z néj tuhost
a energii vyjadiime pomoc{ zndmého Einsteinova vzorecku E = mc?. Déle vyuzi-
jeme vztahu mezi rychlost{, vzdélenosti a ¢asem ¢ = lp/tp. Témito Upravami se
dostavame ke stejnému vysledku jako vyse
- EP mp02 mpe

he= = g =g S TH- 107 kes 0
P P P

Na zévér poznamenejme, ze Planckova soustava méa vyuziti predevsim v kvanto-
vé teorii gravitace a v teorii strun, kde pomoci Planckovych jednotek prevedeme
rovnice do bezrozmérného tvaru, ktery casto vyrazné zjednodusi algebraicky zapis.

Uloha V.2 ... slyéim dob¥e, to nemohu Fict

Ve vzdalenosti d = 5m od bodového zdroje zvuku slysime zvuk o hladiné inten-
zity L1 = 90dB. V jaké vzdalenosti od zdroje je hladina intenzity tohoto zvu-
ku L, =50dB?

Ak mé zvuk intenzitu I, potom mézeme vyjadrit hladinu intenzity zvuku L vzta-
hom v
L= 10log,, (—) , (30)
I

&istého ténu frekvencie 1 kHz. Cinitel 10 vo vztahu zabezpecuje prevod na decibely.
Jednoduchou tpravou dostdvame vztah

I=1Ip-10%/%, (31)

Intenzita zvuku I je definovand ako podiel vykonu P zvukového vinenia a plochy S,
ktorou vlnenie prechddza, ¢ize

=5 (32)
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V nasom pripade mdzeme plochu S povazovat za gulovi plochu s polomerom d, ¢o
je vzdialenost od bodového zdroja. Zo vztahov (@) a (@) a zo zndmeho vztahu
na vypocet povrchu gule dostavame vztah

gz = T 1077 (33)
Zakladnym poznatkom potrebnym k vyrieseniu tohto prikladu je ten, ze vykon P
zvukového vlnenia sa nemeni. Cize plati Py = P», kde indexmi 1 a 2 ozna¢ujeme
situacie 1 a 2 rovnako ako v zadani. Toto oznacCenie budeme pouzivat aj pre na-
sledujice vypocty. Zo vztahu (B3) si vyjadrime P. Vyuzitim poznatku o rovnosti
vykonov pre obe situdcie a po upraveni dostdvame vztah

do =dj - 10(L1*L2)/20 .

Po dosadeni zndmych hodnét dostdvame, Ze hladina intenzity od daného zdroja
ma velkost 50dB vo vzdialenosti di = 500 m. To je vsak ¢isto teoretickd hodnota.
V skutoc¢nosti dochddza k interakcii vinenia s prekdzkami a zvuk sa tlmi. Preto
tato vzdialenost v realite (ked existuje tlmenie) bude mensia. Ovplyvnit to méze
aj Sum prostredia, v ktorom sa nachadzame.

Téato tloha sa dala riesit aj vyuzitim akustického tlaku p namiesto akustickej
intenzity. Nakolko vieme, ze akusticka intenzita je priamo iimerna druhej mocnine
akustického tlaku I ~ p?, mozeme vztah (B() prepisat na tvar

P
L =20lo — 1,
210 (po)

kde po je hodnota akustického tlaku definovand podobne ako hodnota Ip.

Uloha V.3 ... matfyzacka honicka

N lidi se rozhodne hrat na honénou, ale ne jen tak ledajakou. Na zacatku se
rozmisti do vrcholii pravidelného N-thelniku o strané délky a. Hra poté probihd
tak, ze kazdy honi (to znamend bézi pfimo za nim) svého souseda po pravé ruce
(proti sméru hodinovych rucicek). Kazdy se pritom pohybuje rychlosti o konstantni
velikosti v. Popiste priibéh hry (trajektorie, po kterych se hraci pohybuji) a zjistéte,
za jak dlouho hra skonci v zavislosti na parametrech N, a, v.

Prva vec, ktort treba v rieseni vyuzif, je symetria. VSimnime si, ze ak oto¢ime
svet o 360°/N okolo stredu S pociatoéného N-uholnika, situdcia sa nezmeni —
stale budeme mat na zaciatku N Tudi vo vrcholoch rovnakého N-uholnika, ktori sa
nahanaju podla tplne rovnakych pravidiel. Ale to znamend, ze aj v kazdom case
budd hraci tvorit pravidelny N-uholnik so stredom v bode S a hra skondi, az ked
vsetci dobehnd do bodu S.

Jediné, ¢o sa meni, je vzdialenost Iudi 7 od bodu S a uhol ¢, o ktory sa
N-uholnik otoéil (vSetky pohyby okolo stredu S budeme uvazovat proti smeru
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Obr. 12: NA4crt situacie s dvomi susednymi hrac¢mi.

pohybu hodinovych ruci¢iek). Sta¢i ndm teda hladat trajektériu jedného hraca
v polarnych suradniciach (r, ). Trajektérie ostatnych dostaneme jednoducho jej
otoCenim o celoéiselné nasobky uhla a = 360°/N.

Uvazujme c¢loveka A, ktory nahana cloveka B, pociato¢ni polohu cloveka A
oznaCme | ako na obrazku [L12. Rychlost v ¢loveka A vieme rozlozif na radidlnu
zlozku v, (rovnobezni s priamkou SA), zodpovedajicu pohybu ku stredu, a na
nu kolmu tangencidlnu zlozku v, zodpovedajicu obehu okolo stredu. Kedze troju-
holnik SAB je vzdy rovnoramenny so zdkladiiou AB a ZASB = «, bude ZSAB =
=90° — /2 a dostadvame

Vr = U COS (90° — %) = vsin (%) ,

vy = vsin (90c> — %) EX (%) .

Radialna zlozka je vlastne rychlost, ktorou klesa r, tangencidlna zlozka je spojené
s uhlovou rychlostou w obehu hraca okolo stredu vzfahom wr = w.

Obe zlozky rychlosti si konstantné. Pre radidlnu zlozku to znamend, ze pohyb
ku stredu sa tvari ako rovnomerne priamodiary (do stredu teda vsetci dobehnii
v kone¢nom ¢ase) a vzdialenost hraca od stredu r vieme v zdvislosti na Case vyjadrit
ako

r =179 — Ut.

Pociatoént vzdialenost ro sice explicitne nepozndme, ale vieme si ju vyjadrit —
v rovnoramennom trojuholniku SAB totiz plati pre dlzku zdkladne a = 2r¢ sin(«a/2),

teda
a

«a
r = ———— —vtsin (—) .
2sin (%) 2
Cas, za ktory hra skonéi, teda vsetci dobehni do stredu, potom néjdeme Iahko ako

a a

foin = 20 sin? (%) "~ 2usin? (13530) '
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Na to, aby sme urcili trajektorie, uz potrebujeme vediet integrovat. Chceme
néjst zavislost uhla ¢ od ¢asu. Pre uhlovi rychlost w plati

Ut UVt
r ro — Url

a ked si uvedomime, ze uhlova rychlost je len derivicia uhla ¢ podla ¢asu, dosta-
neme zdvislost (t) integrovanim

t r(t) r(t)
/ Ldt:/ = [—Elnr} =
o To—urt ro Ty Uy o
% In (T—()) = cotg (g) In (77«0 ) ,
Ur r 2 ro — Urt

kde sme najprv vyuzili, ze dr = —v, dt, potom sme pre pohodlie polozili poc¢iatoént
siuradnicu ¢ rovnu nule (to, ¢o dostaneme integrovanim, je len zmena uhla ¢ za
dany ¢as) a nakoniec identitu In (a/b) = Ina — In b, pomocou ktorej sme previedli
rozdiel logaritmov na ich podiel.

V podstate sme rovno dostali zdvislost ¢(r), ktord popisuje trajektériu, tzv. lo-
garitmicku spirdlu

« 0 180° a
r) = cot, (—) In (—) = cot In S
() &\2 T E\N 2r sin (%)

Vsimnime si, Zze ak r klesd do nuly, rastie logaritmus z nuly do nekonec¢na. Kedze
uhol ¢ + 360° zodpoved4 rovnakej polohe ako uhol ¢, znamen4 to, ze ako pravi
matfyzici obehni vsetci okolo stredu nekonecne velakrat. Ak je ale hracov malo,
bude éozorovatel’nych len velmi mélo obehov; priklad trajektorie pre velké N je na

w(t)

obr.

76



Resent teoretickych tloh

0,8
0,6
0,4
0,2

Y
m 0

—0,2
—0,4
_076 1 1 1 1 1 1 1
-06-04-02 0 02 04 06 08 1
xr
m

Obr. 13: Trajektéria hraca pre N = 1000,7 = 1.

Uloha V.4 ... lijavec

Podzimni pocast je obcas stejné rozmarilé, jako to jarni, a tak nds nezridka miize na
cesté zastihnout necekany lijak. Nékteri stastlivci s sebou nosi destnik. Odhadnéte,
Jjak velkym tlakem dokaze husty dést na destnik piisobit a porovnejte tihovou silu

destniku s tlakovou silou desté. Parametry destniku vhodné zvolte.

Najprv si vysvetlime, ako moze dazd tlacit na dazdnik, a nasledne pristipime k od-
hadom potrebnych veli¢in. Dopad dazdovej kvapky na dazdnik je klasickd zrazka.
Ale neveSajme hlavu, nebudeme musiet komplikovane ratat zrazku dvoch telies.
Predpokladdme, ze v nasom pripade drzime dazdnik viac-menej pevne v rukach
a stojime pevne na zemi, teda ide iba o odraz telesa od rovinného povrchu.

Pri rieSeni zrazok ndm casto nezdlezi na priebehu zrazky, ale iba na stave
pred zrazkou a po zrazke. Preto si Casto vystacime iba so zdkonmi zachovania.
Za kazdych okolnosti plati zdkon zachovania hybnosti (dalej ZZH). Na moment si
predstavme, Ze kvapka je tuhé teleso a dopadd smerom nadol na nakloneny rovin-
ny povrch. V pripade takejto zrazky dvoch telies existuji dva extrémne pripady:
dokonale pruznd zrizka a dokonale nepruznd zrdzka.

Pri dokonale pruznej zrazke (predstavte si, Ze na zem hodite gumenu skakajicu
loptu) nie je ziadne trenie, ziadna tepelnd ¢i ind nevratnd strata energie, slovom
zachovdva sa celkovd mechanickd energia (zdkon zachovania mechanickej energie,
dalej ZZME). Klamal som, trochu si jednu zrdzku zratame. Pred zrdzkou méme
jedno teleso hmotnosti m (tuhd kvapka) s rychlostou vy a druhé teleso hmotnos-
ti M (Zem) s nulovou rychlostou. Po zrdzke ma kvapka rychlost v a Zem rychlost w.
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Zo zékonov zachovania dostiavame

mvo=mv+ Mw,
1 1 1
imvg = iva + EMwQ.

Pre rychlost w zo ZZH dostaneme

m
w = M (VO - V) )
ktora v pripade M — +oo je rovna nulefE Ciastoénym dosadenim do ZZME do-

staneme

Lo = Lo 1 o — v
—Mvyg = —Mv —-m — w .
20T 2 10

V pripade M — +oo je rychlost w nulovd, a preto dostavame jednoduchy
vysledok
Vo ="0.

Teda v pripade dokonale pruzného odrazu od povrchu sa nezmeni velkost rych-
losti telesa, iba jej smer. Pri dopade na naklonent rovinu sa odrazi rovnakou rych-
lostou, ale ktorym smerom? Ak nepdsobi trenie, posobi rovina na teleso iba nor-
malovou (kolmou na rovinu) silou. Zlozka rychlosti rovnobezna s rovinou preto
ostava konstantna. Jednoducho teda zistime, ze na to, aby bola zachovana velkost
rychlosti, sa teleso musi odrazit pod rovnakym uhlom, pod akym dopadlo (rovnako
ako v pripade odrazu svetla na rovinnom zrkadle).

Podme sa pozriet na druhy extrém, dokonale nepruzni zrdzku (predstavte si, ze
na zem hodite lepivi slizkud loptu). Vtedy nastdva nevratna strata energie a telesé
sa po_zrazke pohybuju spoloc¢ne, rovnakou rychlostou. V takom pripade plati len
7ZZH%™ Riesit tuto zrazku je vSak jednoduché. Po zrazke sa telesd musia pohybovat
spolu, preto mé po zrazke kvapka nulovi rychlost a je ,prilepena“ k povrchu.

Skutocné zrazky sa vsak vzdy niekde medzi tymito dvoma extrémami. Nazyvaju
sa nedokonale pruzné zrdzky. Vtedy zdroven existuje nejaké trenie (pre ktoré neplati
Z7ZME), ale zaroven trenie nespdsobi pri¢apenie telesa na povrch.

Ako vsak z toho ziskame tlakovi silu? Sila je spojend so zmenou hybnosti. Ked-
ze ZZH plati stale, staci zistit, ako sa zmenila hybnost kvapky, a zo ZZH pozndme,
aktl hybnost preniesla na dazdnik + cloveka + Zem. Pri dokonale pruznom odraze
od roviny pod uhlom « je zmena hybnosti Ap

Ap = mv —mvy = m (0, vo sin 2a, v cos 2a) — (0,0, —vo)]

Ap = muy (0,sin 2, 1 + cos 2av) .

52Pre tplnost treba este dodat, ze vektor (vo — v) je koneény. Rychlost na zaciatku vo je
konec¢na a rychlost v nemoéze byt nekonecnd, lebo by bol poruseny zakon zachovania energie
(pred zrazkou je energia sistavy koneénd, po zrazke musi byt tiez rovnakd, kone¢nd). Zo ZZME
mozeme dokonca priamo povedat, ze v < vg.

637ZME neplati. Plati viak vieobecnejsi princip, zadkon zachovania energie. ZZME nezahfiial
napriklad tepelnd energiu a iné.
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V pripade déidnikaE je uhol a odhadom v rozsahu (0°,45°).
Pri dokonale nepruznom odraze je zmena hybnosti

Ap =mv —mvy = m[(0,0,0) — (0,0, —vo)] = mwo(0,0,1).
Potom sila posobiaca na dazdnik je

Ap
F=—
At

kde je znamienko minus, lebo celkovd zmena hybnosti je nulovd a zaujima néas
zmena hybnosti sustavy dazdnika, ¢loveka a Zeme; At je Cas, za ktory na ddzdnik
dopadli kvapky hmotnosti m. Takisto sa zameriame iba na silu pésobiacu v smere
nadol®™ Dostavame teda pre velkost zvislej zlozky

| |_mvok
TOA

kde sme zaviedli konstantny faktor k. V pripade dokonale pruzného odrazu pre a =
=0° je k = 2, pre a = 45° je k = 1, pre dokonale nepruzny odraz je pre vSetky
uhly k£ = 1.

Teraz nasleduje maléd diskusia ku spravnej hodnote faktora k. V pripade sku-
toénych odrazov (nedokonale pruznych) sa bude k pohybovat medzi extrémnymi
osi dazdnika, ¢o rovnako ovplyvni strednii hodnotu k.

Tu vsak este treba dodat, ze zatial sme vsetko ratali pre tuha kvapku. Dyna-
mika zrdzky moze byt komplikovand (rozne sily povrchového napétia na povrchu
kvapky; deformacné, tlakové sily posobiace vo vnutri kvapky. . . ) Po zrdzke sa kvap-
ka moze rozpadnit na viacero drobnych kvapiek, ktoré mézu este rotovat. Nejaka
Gast kvapky moze ostat ,prilepend” na povrchu ddzdnika (a kedze pri dazdi st
dézdniky zvyéajne mokré, tak aj nejakd ostane). Mozeme teda povedat, ze skutoc-
nost je niekde medzi tym a hodnota faktora k£ je medzi 1 a 2. To ndm na odhad
staci.

Teraz potrebujeme odhadnit, akou rychlostou padaja kvapky vo a aky je hmot-
nostny pritok kvapiek na ddzdnik m/At.

Kvapky vznikaji v mrakoch na kondenzacnych jadrach, postupne sa spajaji do
vacsich a vplyvom tiaze padaji v podobe zrazok. Pri pade na nich pésobi odporo-
vé sila vzduchu a pomerne skoro dosiahnu rovnovaznu rychlost (vtedy su tiazovd
a odporovd sila rovnako velké a pdsobia v opa¢nom smere). Velkost kvapiek je
zhora obmedzend kombindciou povrchového napétia a aerodynamiky. Kvapky sa
postupne spajaji a zvacsuju, ale od urcitej velkosti st vacsie kvapky vplyvom tur-
bulentného pridenia vzduchu rozdelené na mensie (povrchové napétie ich nestaci
drzat pokope). Polomer kondenza¢nych jadier je priblizne 0,1 um, polomer kvapiek
v oblakoch je priblizne 10 um a polomer dazdovych kvapiek je priblizne r = 1 mm.

64Samozrejme, existuju aj dadzdniky s va&sim rozsahom az ku 90°, ale ndm ide iba o odhad.
65To, ze niekedy sa nejaka kvapka odrazila do boku a stréila do dézdnika nabok, nis netrapi.
V c¢asovom priemere sa pri velkom pocte kvapiek boc¢né sily vykompenzuju.
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AKk4 je teda termindlna rychlost kvapiek? Budeme predpokladat gulaté kvapky.
Vypocitame to z rovnosti odporovej a tiazovej sily

Foa =G,
1 2
§QVZUOCS =mg,
kde ov, = 1,3kg-m™3 je hustota vzduchu, C = 0,47 odporovy koeficient gu-
le, S = nr? plosny prierez kvapky, m = 4donr® /3 hmotnost kvapky (kde o =
= 1000kg-m~? je hustota vody) a g = 9,8 m-s~2 tiazové zrychlenie. Po dosaden{
dostdvame priamo vztah pre terminalnu rychlost kvapiek

_ /8 @
Vo = 3CQVZT’g.

Pre kvapky v oblakoch vychddza priblizne 0,7m-s~!. Dynamika v oblakoch je
komplikovanejsia. V oblakoch priadia vzdusné prudy, ktoré s rychlejsie ako tato
terminalna rychlost.

Pre dazdové kvapky r = 1mm to vychadza priblizne 6,6 m-s™
priblizne 9,4m-s~!.

Aky je hmotnostny pritok kvapiek na ddzdnik m/At? To vieme uréit z hustoty
vody, thrnu zrazok na plochu pocas dazda a plochy dazdnika. Plocha dédzdnika,
na ktord dazd dopada, je priblizne Sq = nR2, kde R je polomer d4zdnika. Po ma-
lom prieskume rozmerov dézdnikov na internetovom obchode déjdeme k odhadu
polomeru 40 cm az 50 cm. Hodinovy thrn zrdzok U pri dazdi je bezne 1 mm-h~!
az 5mm-h™!; pri poriadnom lejaku, ¢ narazovo je aj niekolkondsobne vAcsi. Ale
dézd mobze byt este krutejsi. Rekord v thrne zrazok za 1 minttu namerali 26. no-
vembra 1970 na karibskom ostrove Guadeloupe, a sice Umax = 2280 mm-h~!.
Hmotnostny pritok uz potom lahko vyjadrime ako

1 pre r = 2mm

m
— = 054U .

At ©09d

Pre u nas normélny thrn zrdzok U = 5mm-h~! dostdvame 0,9g-s~!, pre karibské
,mrholenie“ 0,4kg-s™!.

Nakoniec nastava porovnanie jednotlivych sil. Na odhad tiazovej sily potrebuje-
me hmotnost dédzdnika. Po predchddzajicom malom prieskume vieme, ze hmotnost
dazdnika mgq je priblizne 0,30 kg az 0,35 kg, teda tiazova sila posobiaca na dazdnik
je

Gd =Mmqg ~ 3N.

Pre tlakovi silu pri dazdi (k ~ 1,5, vo = 6,6 m-s™*, m/At = 0,9g-s™") dosta-

vame

|F.| = Uok% ~ 10mN = 0,003Gq .

Pre tlakovi silu pri karibskom ,mrholeni® (k ~ 1,5; vo = 9,4m-s~"'; m/At =
=0,4kg-s™") dostdvame

|| :uokAﬂt ~ 6N =2Gq.
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Aky je odhad tiazovej sily dazdovej vody, ktora sa zachytila na dézdniku a spo-
sobuje zataz? Hmotnost vody na dazdniku po lejaku odhadneme™= ako myoda =
= 50g. Teda tiazova sila dazdovej vody je

C;’vod = Myodg ~ 075N = 0,15Gd .

Tlakova sila pri dazdi vyzerd pomerne mald. Dévod je ten, ze zatial je vset-
ko uvazované v pokojnej bezveternej atmosfére. Termindlna rychlost kvapiek je
rychlost kvapiek voci vzduchu. Burky, ¢i lejaky st spojené so silnym vetrom. Vie-
tor v nirazoch moéze mat 20m-s~! az 35 m-s~ !, rekordny vietor bol zas namerany
3. maja 1999 pocas torndda v Oklahome: 134 m-s™*.

Aké je samotnd odporova sila vzduchu pri vetre? Pri odporovom koeficien-
te polgule Cpo1 = 0,42, priereze ddzdnika Sq = nR? dostdvame pre silny vietor
10m-s~! hodnotu

F= %QVZU2Cp015d ~ 21N ="7Gq,

pre narazy 35m-s~ ' méme
F ~ 257N = 86Gq

a pre oklahomské tornddo v priamom zabere
F ~ 3,8kN = 1300G, .

Mozeme z toho usidit, ze tlakova sila mierneho dazda je zanedbatelne mald voci
tiazi ddzdnika, ale pri silnejucom dazdi méze dosiahnut aj porovnatelni hodnotu.
Stale vSak vyznamnejsiu rolu hraje sila vetra.

Uloha V.5 ... plavala ¢o¢ka po vodé

Na hladiné vody plove tenkd bikonvexni (dvojvypukld) ¢ocka z lehkého materidlu.
Polomery krivosti obou povrchii jsou R = 20cm. Urcete vzdalenost mezi obra-
zovym a predmétovym ohniskem cocky, jestlize index lomu vzduchu nad c¢ockou
je na =1, index lomu materialu cocky je ni = 1,5 a index lomu vody je nyw = 1,3.
Bonus Predpokladejte, Ze se jedna o c¢ocku tloustky T = 3cm, uvnitf niz je
symetricky umisténa vzduchova dutina tvaru bikonkavni cocky s poloméry kiivos-
ti r = 50cm a tloustkou t = 1 cm.

Hlavni kdmen trazu pri feSeni vétsiny tloh z geometrické optiky jsou znaménkové
chyby. Proto si hned na zacatku musime ujasnit. jakou znaménkovou konvenci bu-
deme pouzivat. Pomuze ndm pii tom obrazek [L14. Za kladné povazujeme vSechny
tsecky ve sméru sifeni paprski a od vztazného bodu smérem nahoru. Vztaznymi

86 Mozeme to odhadnit jednoducho. Ak rozlejeme na rovny povrch vodu, tak vdaka povr-
chovému napétiu méa vrstva vody nejakt vysku. Maximdlna vyska vodnej kaluze je hmax =

=24/0/(0g) = 5mm, kde o je povrchové napitie. Ak aproximujeme dazdnik gulovym vrchli-
kom, tak jeho plocha vychddza Syr = 2v/2n(v/2 — 1)R? = 0,92m?. Ak by bol d4zdnik pokryty

stvislou vrstvou vody, dostaneme hmotnost mmax = hmaxSyre = 5kg. Odhadom vsak je po-
kryté priblizne jedno percento p = 0,01, preto dostaneme Myoqa = PMmax = 50 g.
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body jsou body na kulové plose (pro polomér kiivosti) a hlavni body (v nasem
pripadé vzdy pruseéiky kulové plochy s osou), od kterych méfime ohniskové vzdé-
lenosti. Uhly jsou kladné, pokud jsou orientovdny v kladném sméru (proti sméru
hodinovych ruci¢ek). V obrazku je tedy f <0, f/ >0, a <0, o' > 0.

P_4\F H HE o~ P
-] —
f f

Obr. 14: K vysvétleni znaménkové konvence. P, P’ jsou po¢ateéni a koncovy bod
drahy paprsku, H, H’ jsou pfedmétovy a obrazovy hlavni bod, od kterych mé&ime
pfedmétovou a ohniskovou vzdalenost f, f'.

Ackoli to neni v zadani vyslovné uvedeno, automaticky predpokldddme, ze se
po nés pozaduje vypocet v paraxialni aproximaci a ze jsou splnény predpoklady
umoznujici aplikaci metod geometrické optiky™ Pro pfipomenuti: paraxidlni apro-
ximace je pouzitelnd tehdy, jsou-li veskeré optické prvky centrované na spolecné
ose a paprsky se vici této ose Siff pod malymi dhly.

Coéka, at uz tenkd, tlustd & dutd, je soustavou nékolika za sebou Fazenych
kulovych lamavych ploch, které oddéluji optickd prostredi s obecné riznymi indexy
lomu. Vétsina tabulek a ucebnic uvadi vztahy pro ohniskové vzdalenosti cocky
v jednom prostiedi, tj. neuvazuji pripad, kdy by se ¢ocka nachéazela na rozhrani
dvou prosttedi s riznymi indexy lomu. K vyfeseni tilohy proto budeme muset ¢ocku
povazovat za dvé samostatné kulové plochy.

Podivejme se, jak se zméni driaha paprsku pfi prichodu kulovou lamavou plo-
chou. Nacrt situace je na obrazku [Lj. Paprsek vychazi z bodu P, siti se prostiedim
s indexem lomu n1, ldme se na kulové plose, vchéazi do prostiedi s indexem lomu no
a opét protne optickou osu v bodé P’. Pro tihly v trojihelniku PRC plati

T—a—vy+e=n = a=-y+e¢. (34)

Vsimnéte si, ze znaménko u dhlu v je opacné, nebot jej méfime v zdporném sméru.
Podobné ziskdme z trojihelniku P'RC rovnost

B=e—90. (35)

87Konkrétné pozadujeme, aby byla vinové délka svétla Fddové mensi nez rozméry optickych
prvki v optické soustavé.
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Obr. 15: Rozbor prichodu paprsku kulovou ldmavou plochou. C je stred kulové
plochy, R jeji polomér a s, s’ jsou orientované vzddlenosti prise¢iki paprsku
s osou meérené od hlavni roviny.

Nyni vyuzijeme paraxialni aproximace. Ta 1ikd, ze se paprsky pohybuji blizko
osy, proto muzeme s dostateCnou presnosti zaménovat tangenty, siny a samotné
velikosti 1hla a zaroven muzeme polozit

s| = |PH| ~ PG|,

|s'| = |[P'H| =~ |P'G].
Jinymi slovy: kulovy vrchlik v okoli optické osy nahrazujeme (hlavn{) rovinou.
Potom muzeme psit

h h h
-, In—, ex —. 36
TR 7 7 (36)
Nakonec si uvédomime, ze v aproximaci nabyva Snelliv zdkon lomu tvaru
nia = naf3. (37)

Do né&j nyni dosadime z rovnic (@), (@) a (@) a po nékolika jednoduchych alge-
braickych tpravach dostaneme rovnici

n(D)m(ih)

Tato rovnice se pro svij symetricky tvar nazyva Abbeﬁv@ invariant.

Jak tento vysledek vyuzijeme k ziskani ohniskovych vzdalenosti cocky? Z de-
finice plati, Ze predmét umistény do predmétového ohniska se zobrazuje do neko-
necna a naopak, predmét v nekonecnu se zobrazuje do obrazového ohniska. Kdyz
na zékladé této definice do (@) dosadime 1/s = 1/f, 1/s’ = 0, snadno vyjadiime
predmétovou ohniskovou vzdélenost kulové plochy

f=—2_R. (39)

ny —n2

58Ernst K. Abbe (1840-1903), némecky fyzik zabyvajici se vyvojem optickych piistroji.
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Podobné pro 1/s =0, 1/s' = 1/f" dostaneme obrazovou ohniskovou vzdélenost

f=—"2 R (40)
n2 — N1
Na n Nw
A
fi f2
F1 F, F» F’
Rl R2
t

Obr. 16: Schéma cocky tloustky t. Vzdalenost mezi lamavymi plochami je
popsédna pomoci optického intervalu A.

Nyni tyto poznatky aplikujeme na nasi optickou soustavu ze zadani, kterd je
nacrtnuta na obrazku E Polozime prozatim ¢ = 0, vénujeme se tedy tenké cocce.
Ohniskové vzdalenosti pfislusné prvnimu rozhrani znac¢ime s indexem 1, druhému
rozhrani necht pfislusi index 2. Déle stadi pouze ve vzorcich (B9), (@) provést
nahrazeni n1 = n, = 1, ne = m pro prvni rozhrani a n1 = ny, ne = ny pro druhé
rozhrani a nezapomenout, ze v nasi konvenci je polomér druhé lamavé plochy
roven —R. Ziskdme dvé dvojice ohniskovych vzdélenosti

R, fi=—"_R (41)

mfl ’

n) Nw

R, fi=—""_g. (42)
1

fo=—"+
Nw — N ny— Nw
Nyni by méné zkuseného Fesitele mohlo napadnout, Ze staéi odeéist vzdélenost |F1F5|
a mame hotovo. To je oviem omyl. Body Fi, Fj piisluseji jednotlivym ldmavym
plochdm, nikoli celé optické soustavé. Budeme si proto jesté muset rozmyslet, jak
se skladaji ohniskové vzdélenosti pri kombinaci dvou optickych zobrazeni.

Pti odvozovani vztahu pro skladani ohniskovych vzdédlenosti ndm pomiize obra-
zek [L7. V &&sti a) zavddime pro popis optického rozhrani vzdalenosti ohniskového

bodu od pfedmétu/obrazu
Z=s—f, Z' =s—Ff. (43)

Nyni s vyuzitim Abbeova invariantu (@) a vztaht pro ohniskové vzdélenosti (@)
a (1d) odvodime Gaussovu zobrazovaci rovnici

!
i+4:1 (44)
s s
a z definice pf{éného zvétieni B = Y'/Y uréime
/
=115 (45)

n28
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Dale ziskdme prostym dosazenim z (@) do (@) a (@) uziteéné vztahy

27 = ff', (16)
7' f
B=-F==% (47)

které se nazyvaji Newtonovy zobrazovaci rovnice.

LY f f

. 1

2) F H H F

S S
-— —

z 7
7Y =Yz g,
b) Ylﬁ 47‘7 47 "

F1 1 2

A

Obr. 17: K ilustraci vztahtl mezi vzdélenostmi v optickych soustavich. Sipky Y
Y’ oznaéuji velikost pfedmétu a obrazu.

Nez pokrocime, vratme se jesté k definici hlavnich bodt a ohniskovych vzdale-
nosti. Uvedli jsme, Ze v ptripadé kulové ldmavé plochy je hlavnim bodem prusecik
plochy s optickou osou. Pro slozené optické soustavy vsak budeme potiebovat obec-
nou definici, kterd rikd, ze pro hlavni body plati § = 1, tj. nedochézi k pri¢nému
zvétseni. Ohniskové vzdalenosti se méri od téchto bodi k ohniskovym bodim.

Nyni uz jsme pfipraveni, abychom odvodili vztah pro sklddédni ohniskovych
vzdalenosti. Budeme pritom pouzivat znaceni podle obrazku [L7b. Nasim cilem je
nalézt polohy ohniskovych a hlavnich boda soustavy. Ohniskové body nalezneme
snadno. Stad{ si uvédomit, ze obraz vytvofeny prvnim prvkem v bodé Z] (zobrazu-
jeme z nekoneéna) predstavuje pro druhy prvek pfedmét. Potom staci vyuzit (46),
dosadit Z> = Z; — A a polohu Zj, obrazového ohniskového bodu soustavy vyja-
diime jako

f2f2
Topr = — 48
fer = 32 (48)
a ze symetrie rovnou napiseme i vztah pro polohu predmétového ohniska soustavy
!
e = 11 (49)

Dale vyjadrime z (@) pri¢né zvétseni

vi_ oz ovi_ %
i fi7 Y b
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a jejich vyndsobenim (nezapometite, ze Y{ = Y3) ziskdme piiéné zvétseni celé
soustavy

Yo 2373

i ffi

Vidime, ze potiebujeme vyjadiit Z5 a Z;. Nebudeme se zde uz ptili§ rozepisovat;
z obrazku plat{ Z] — Z; = A a aplikaci (]@) dostaneme

’r flf:{
A= I (50)
a !
z= L2 (51)
flfl —A
Z
7 ¢ehoz nakonec ,
Y, Al

Yi fifi - AZ
Z definice hlavniho bodu Y3 /Y; = 1 ihned dostaneme polohu pfedmétového hlav-

niho bodu ,
Zmziflflgﬁf2 (52)
a dosazenim Z; = Z1y do (a) ur¢ime polohu obrazového hlavniho bodu
! gl !
;o fafi — fafa
Doy = N (53)

Rovnice (@), (@) a (@)7 (@) ndm urcuji polohy vsSech kardindlnich bodu, které
potiebujeme k nalezeni pfedmétového ohniska F a obrazového ohniska F'. Zbyva
dosadit

F=2ZiF—Zn = fzfz ) (54)

! p!
F'=Zher — Zhyy = f% . (55)

Ted uz se pomalu blizime do findle. Pokud zapiSeme opticky interval s prihlédnutim
ke znaménkové konvenci jako A = fa — f{, mame ohniskové vzdalenosti soustavy
vyjédieny pomoci ohniskovych vzdalenosti jednotlivych l&mavych ploch f1, f1 a fa,
f3, které jsme uréili v (@) a (@) Vzdélenost mezi obrazovym a pfedmétovych
ohniskem tenké ¢ocky plovouci na vodeé je tedy

F_p_hfi-hAf  __ nwetl
fa— fi 2n1 — ny — 1
Po &iselném dosazeni vyjde F/ — F = 66 cm. Sami si miiZete zkusit dosazovat do

—1 / N

T —ny — 1 T — e — 1

ruzné hodnoty indext lomu a ovérit si, ze se vzorce chovaji podle o¢ekdvani.
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Bonus

Jak jsme v zakladni ¢asti tlohy zjistili, slozit dvé optickd zobrazeni je pomérné
naroény tkol. V bonusu jsou ctyti ldmavé plochy a tri oblasti volného sifeni. To je
celkem sedm zobrazeni.

Pokud jste se po precteni predchoziho odstavce nesli obésit, jisté radi uslysite,
ze zde existuje zachrana, a tou je linedrni algebra. Nejprve musime vymyslet, jak
vhodné popsat paprsek. Necht je optickd osa totozna s kartézskou osou z a pa-
prsek se pohybuje v roviné yz. Paprsek popiSeme parametry y;, o, které pred-
stavuji vzdélenost od optické osy a smér $ifeni (kladné vzaty thel, ktery paprsek
svird s osou). Stéle pouzivime paraxidlni aproximaci, takze sina; =~ tga; =~ «;.
Piechod paprsku ze stavu (yo, )’ do (y1,1)' realizujeme ptsobenim matice
pfrenosu 2 X 2, ktera se obvykle zapisuje ve tvaru

A B
- (& 5)

procez se ji také prezdivdi ABCD-matice. Jeji uziti je jednoduché. Chtéjme kupri-
kladu, aby se paprsek posunul ve sméru optické osy ol a stocil se o tthel 8 v kladném
sméru. Potom ma platit

y1\ _ (Yo —lao) _ Yo _ 1 -1
(0)=(a) =) = wr=(an )

V nasi tloze nas bude zajimat pouze translace a pak lom na kulovém rozhrani.
K odvozeni uzijeme znaceni z obrdzku [LJ pro odvozeni Abbeova invariantu. Poca-
tecni thel je 7, koncovy ¢, plati

_ _h o h o, R ) m
5_5 B_R n2a_R ng(a 7)_R<1 n2)+n2’y'

Abychom sjednotili znaceni, provedeme zdménu h = y1 = yo (k translaci nedocha-
7{), ¥ = ap, § = a1, n1 = n, na = n'. Matice pro lom na kulovém rozhrani m4

potom tvar
( : 0>
r(-w) @)

Zkusme nyni aplikovat nabyté poznatky na nasi zakladni dlohu. Matici lomu na
prvnim rozhrani oznac¢ime M;, na druhém rozhrani Ms>. Vyslednou matici dosta-
neme jako soudin (pozor na poradil)

1 0 1 0
n n 1 1 1 ’
-2 2)\E(0-%) %
kde jednotlivé prvky vysledné matice jsou

A=1, B=0, C:—i(1—ﬂ)+ i (1—i), p=L
R Nw

M = M>M;, =

=
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Moudi{ uZ védi, Ze ohniskovou vzdalenost z matice ziskdme jako F' = 1/C. To si
ale musime nejdrive dokazat.

Nejprve si rozmyslime, %e determinant matice lomu je roven n/n’, a jelikoz
je determinant soucinu roven soucinu determinanti, bude pro soustavu kulovych
ploch platit det M = ni/no, kde n; je index lomu ve vstupnim prostiedi a no ve
vystupnim. Déle provedeme nésledujici ivahu: jestlize paprsky vychéazejici z pred-
meétového ohniska vychézeji ze soustavy rovnobézné s osou, musi platit a, = 0.
Dostavame tedy soustavu rovnic

Yo = Ayi + Bay,
0=Cyi + Do,

ke které jesté z jednoduché geometrie (stale jsme v paraxidlni aproximaci) doplnime

vztah
Qi = & .
f
Resenim téchto rovnic dostaneme

f__AD—BC__detM_ ni 1

C C ne C
Pro obrazovou ohniskovou vzdalenost dostaneme zcela analogicky
1
!
f=

vypocet ponechdvdme na Ctendri.

Nyni uz se kone¢né presuneme k feseni bonusové otazky. Pfi pruchodu optickou
soustavou dochézi celkem ke ¢tyrem lomu a tfem translacim. Matice celé soustavy
je dana souc¢inem

M = M7 Mg M5 My Mz MM ,

1 0 1 I
R O I A U &
1 0
1 —t
e _l(l—i) s Mi=to 1)
s ny ny
1 0 1 Tt 1 0
M3 = %(lfm) n | My = 0 1 , M= %(1_7%1) nil

Nyni ndm nezbyva nez matice vyndsobit. Asociativita maticového nésobeni zde
prilis nepomahé, miizeme si vsak vSimnout, zZe pii ndsobeni zleva nas u kazdé ma-
tice vzniklé souc¢inem zajimé vzdy jen druhy fadek. Tim si muZeme pocet operaci
snizit na polovinu. I tak si ale dokdzeme rozmyslet, ze obecny vysledek nepijde
upravit do néjakého hezkého tvaru. Proto budeme pocitat jiz pfimo s dosazenymi
hodnotami ze zadani — vypocet nedoporucujeme provadét na papite. Vysledkem je

C=116m™" = f =86cm, f=—66cm.

88



Resent teoretickych tloh

Vzdélenost obrazového a pfedmétového ohniska je potom f'— f+ H, kde H je vzd4-
lenost hlavnich rovin soustavy. Ta bude nejspis porovnatelna s tloustkou 7" velké
¢ocky (ve skutecnosti je zde H v fddu milimetri), proto mizeme ptiblizné psét
pro vzdalenost ohnisek

f—f+H~f —f=150cm.

Vzdélenost je vyrazné vyssi nez v prvém pripadé, coz jsme mohli ocekdvat, ne-
bot bikonkavni cocka z materidlu s nizsim indexem lomu nez okoli funguje jako
rozptylka.

Na zavér si jesté zkusme spocitat, jak by se vysledek bonusové tlohy zménil,
kdyby cocka i dutina byly tenké. Matice dutiny mé tvar

1 0
Ma = 2 1

Tuto matici vynasobime zleva a zprava maticemi lomu vnéjsich rozhrani, dostane-
me

1 0 1 0
—H-z) 2 )M a(-8) &)
B 1 0
N\ e+ (=) (u =]
Opét se nebudeme namahat s obecnymi vypocty, &selné spoéteme f' = 87cm,

f = —67cm. Vzdélenost ohnisek je potom
f — f=154cm.

Vidime, ze se aproximace projevila az na treti platné ¢islici. To by nés nemélo
prekvapovat, jelikoz tloustka cocky je rddové mensi nez ohniskové vzdalenosti.

Uloha V.P ... vycakana

Bylo by mozné plavat v bazénu, kdyby se voda v ném chovala jako dokonale ne-
stlacitelna kapalina, jejiz viskozita se limitné blizi nule? Jak by se pohyb plavce
odlisoval od plavani v bézné vodé? Co by se délo s energii soustavy plavec a bazén
v pripadé, ze voda z bazénu miize vytékat pres okraj? Na pocatku je hladina vody
zarovnand s okrajem.

Na tvod je nutno podotknout, Ze situace popsand v zadani je nefyzikalni. Nezn4-
me totiz zadny postup, jak snizit viskozitu kapaliny bez zmény jejich ostatnich
vlastnosti. Konkrétné v pripadé vody nezname zadny jeji stav, ktery by vyka-
zoval limitné nulovou viskozitu. Navic latky, které takovéto vlastnosti vykazuji
(supratekutiny), je ziskdvaji diky jejich zvlastnimu charakteru na kvantové Grovni,
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s kterymiz maji dalsi atributy neslucitelné s pouzitim v plaveckém bazénu (Onne-
suv efekt, nizka teplota a vysokd tepelnéd vodivost). Navic bez popisu mechanizmu
ziskani nizké viskozity nejme schopni predpovédét zmény dalsich vlastnosti vody,
jako je povrchové napéti, hustota, hranice fazovych prechodu ¢i tepelnd vodivost.
Pokusime se tedy popsat systém s vodou, kterd vsemi svymi vlastnostmi odpovida
standardni vodé, pouze jeji viskozita se bude limitné blizit nule. Narazime-li na
nekonzistenci popisu, tak vime, Ze je zpusobena nefyzikalnosti naseho modelu.

Nejprve analyzujme premény energie pri plavani v bazénu s béznou vodou.
Lidské télo muzeme povazovat za stroj, ktery preménuje chemickou energii na
mechanickou (a tepelnou). Technika plaveckych styld je takovd, aby lidské télo
ziskdvalo hybnost v uréitém sméru, a to pomoci mechanické interakce s vodou.
Ziskava-li tedy télo hybnost v jednom sméru, musi béhem tohoto procesu udélo-
vat vodé hybnost opa¢nou (opa¢ného sméru). ,Bloky* vody, kterym byla plavcem
udélena hybnost a s tim i kineticka energie, jsou zpomalovany svym okolim, a do-
chézi k disipaci energie. Postupné dochdazi k preméné kinetické energie translac¢ni
na méné usporadané formy, konkrétné chaotické vinéni a teplo®™ Jak a kde ener-
gie opousti systém plavec-voda? V prvni radé dochézi k tepelné vyméné. Pochody
v lidském téle a tfeni ve vodé a na sténach vyprodukuje teplo, které se ultimatné
preda okoli. Dalsi ztraty budou zptsobeny interakci se vzduchem. Jak pohybujici
plavec, tak vzniknuvsi viny jsou tlumeny odporem vzduchu, coz je dalsi zpusob
predavani energie ze systému. Déle se vybuzené viny dostavaji na okraj bazénu
a Cast objemu nad okrajem se vylije. Nachézi-li se plavec blize kraji tak, ze proudy
vyprodukované jeho pohybem dorazi k okraji bazénu s nezanedbatelnou hybnosti,
miize se stat, ze ,odrazem® od stény bazénu bude urcité mnozstvi vody vyneseno
nad okraj, coz zpusobi dalsi vylev.

Nyni se zamysleme, v ¢em bude neviskézni voda jind. Neni pravda, ze po anu-
laci viskozity na pohybujici se télesa v kapaliné neptisobi zddné odporové sily (viz
D’Alembertovo paradoxon). Nulové budou pouze sily, které lze oznadit jako vazké,
totiz sily zpusobené ,tfenim* a ,,soudrznosti“ mezi vrstvami kapaliny — viskozitou.
Na télesa budou i nadale ptisobit sily oznacitelné jako ,setrvacné“, sily zptsobené
predavanim hybnosti ¢asticim tekutiny. Po blizsim pohledu zjistime, ze principi-
alné se lis{ (v ohledech zminénych v predchozim odstavci) pouze absenci disipace
energie. Zatimco v bézné vodé proudy a viry postupné sldbnou a mechanickd ener-
gie vody se blizi pocatecni hladiné, v nasem ptipadé bude pouze dochézet k tvorbé
a pretvareni vira, které budou sice mizet, ale pouze velmi pomalu.

Nez se pokusime alespon kvalitativné popsat chovani energie systému, je tfeba
si ujasnit nas technicky model bazénu — jestli se do néj voda prubézné dopousti
¢i nikoliv. V prvém pripadé bude bazén pln virt uz z pocatku a hladina vody by
se dlouhodobé vibec nezménila. Popisujme druhy piipad. Dale uvazujme pouze,
jak se bude ménit mechanickd energie soustavy plavec-bazén (chemickou energii
lidského téla a tepelnou energii budeme zanedbévat). Na pocdtku je plavec v bazé-
nu v klidu, voda je v klidu a vodorovnd rovinné hladina dosahuje pfesné po okraj
bazénu. Plavec zacne plavat a z pocCatku energie soustavy poroste. Plavec brzy

89Nebude-li plavec plavat na hladiné (nybrz pod hladinou), bude zvInéni hladiny vyrazné
mensi.
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dosdhne své maximalni rychlosti (viz dale), a poté energie soustavy poroste kratky
Cas linedrné (do té doby rist linedrni nebyl, protoze efektivita plavce jako stroje
je zévisld na rychlosti). Toto v8ak bude poruseno zanedlouho — totiz ve chvili, kdy
vzruchy od plavce dorazi k okraji a zacne dochazet k vylevu. VSechna voda, kterd
se vylije, s sebou ze systému vynese néjakou mechanickou energii. Tento jev zbrzdi
rust energie systému. Vzhledem k tomu, Ze v porovnani se ztratami nédsledkem
odporu vzduchu budou tyto ztrdty velké (po relevantni dobu), mé vyznam zaby-
vat se témito ztratami vice. Obecné lze ocekavat, ze energetické ztraty zptusobené
vylevem budou tim vétsi, ¢im vétsi bude kinetickd energie vody, a tim mensi, ¢im
bude rovnovdznd vyska hladiny nize (tzn. ¢im vice vody uz se vylilo). Abychom
tedy mohli 1épe popsat miru disipace timto zpusobem, musime prozkoumat, jak
se bude chovat kinetickd energie vody v zavislosti na case. Toto je samoziejmé
ovlivnéno charakterem ¢innosti plavce.

Pokud plavec poplave pouze jeden bazén, tak lze predpokléddat, ze veskerd vo-
da, se kterou plavec prisel do styku, nebyla ovlivnéna vzdalenou historii plavby
plavce, po dobu plavby bude energie rust (se zpomalujicim se rustem) a poté se
bude snizovat nejprve rychleji (disledkem vylevu), ale klesani bude postupné zpo-
malovat, casem jiz vylev nebude hrat roli a vzduch bude velice rychle systém obirat
o energii.

Nyni predpokladejme, zZe se plavec vidy po dokonceni bazénu ve vodé oto-
¢l a poplave zpét. Nyni ale jiz rychlostni pole vody pred placem bude ovlivnéno
predchozimi plavbami. Bazén se totiz bude postupné plnit viry, které budou puso-
bit na plavce. Povaha virti bude chaoticka. Jak tato okolnost zméni presun energie
od plavce do vody? To velice zalezi na chovani plavce. Pokud se bude pokouset
zachovat si ptivodn{ rychlost (a mé-li na to dost sil), bude vodé pfedédvat vice ener-
gie. V pripadé, ze bude vydavat stile stejné usili, 1ze odhadnout, ze prenos energie
bude podobné velky jako v klidné vodé.

Pokud bude mit technika plavce laterdlni asymetrii (napiiklad bude lehce za-
tacet doleva), postupné bude voda v bazénu ziskdvat moment hybnosti a nakonec
prevladne jeden velky celobazénovy vir.

Nyni se zaméime na to, v ¢em bude neviskézni voda jind pro plavce. Odhadneme-
li Reynoldsovo éislo pro plavce (pii vykondvan{ tempa), zjistime, ze se pohybujeme
v Fadech™ 10°, coz znamen4, 7e p¥i pisobeni odporovych sil prostiedi ,setrvaéné®
sily vyrazné prevysuji sily vazké. Lze proto ocekévat, ze sily ptisobici na plavce bu-
dou srovnatelné s béznou vodou= Odporové sily budou ovSem trosku mensi (pii
stejnych rychlostech), nez ty v bézné vodé. Toto bude platit jak pro celkovy hydro-
dynamicky odpor plavce, tak na hydrodynamickou odporovou silu, kterou plavec
vyuziva pri zabérech pro svoje urychlovani. Maximalni rychlost by tedy méla byt

" Robert A. Freitas Jr., Nanomedicine, Volume I: Basic Capabilities, Landes Bioscience, Ge-
orgetown, TX, 1999

"I Toto obecné neplati. Uvazte napiiklad tenky disk paralelni s vektorem rychlosti. V neviskéz-
ni kapaliné na néj bude pusobit sila velice mald (imérnd jeho tloustce), zatimco vazky odpor
i pomérné mélo (avSak nenulové) vazké tekutiny bude vyrazné vétsi. Nicméné pro piipady téles
tvara ¢asti lidského téla pro vodu tato situace nenastiava. Pro srovnani uvazte poméry para-
metra padla a jeho odpor ve vodé pfi zabéru s plochou kolmo ¢i rovnobézné ke sméru pohybu.
Césti ¢lovéka jsou navic mnohem méné ,placaté“ nez list padla.
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obdobné a télo plavce se bude chovat setrva¢néji (bude se déle zrychlovat, zpo-
malovat, hife manévrovat). Pro srovndni se mizeme podivat na experimenty, prii
kterych se clovék pokousel plavat ve viskézni kapaliné™ Zde mensi zména veli-
kosti a charakteru odporovych sil ve vysledku plavce vyrazné neovlivnila, coz je
v souhlasu s nasi ivahou o srovnani vody s limitné velmi viskézni vodou.

Uloha VI.1 ... ...au

Zelva A'Tuin, na jejimz krunyfi stoji Ctyii sloni nesouci na svych hibetech Zemé-
plochu, neni zadny drobecek. Predpokladejme, ze bychom byli znudéni kulatosti
nasi Zemé a chtéli ji vymeénit za kruhovou placku se stejnou hmotnosti a husto-
tou a s tloustkou h = 1km nesenou vlastni Zelvo-sloni partou. V pripadé, Ze by
nase zelva cestou vesmirem vrazila spickou ocasu do planetky, za jak dlouho by
si uvédomila bolestivy podnét, jestlize jeji ocas s centralni nervovou soustavou
spojuje jediny dlouhy neuron a délka tohoto neuronu je priblizné stejna jako prii-
mér nasi placky? O kolik drive/pozdéji by si bolest ve stejném pripadé uvédomila
A'Tuin (délku neuronu povazujte za ekvivalentni jeji délce, kterd ¢ini 18 000 km)?
Pro ¢iselny odhad predpokladejme, ze rychlost siteni vzruchu v nervové soustavé
ponékud nadmérnych tvort je stejnéd jako u pozemskych zivocichii, u nichz ¢ini v =
=120m-s"".

Pokud by plochd Zemé méla stejnou hustotu i hmotnost jako ta kulatd, pak by
musela mit i stejny objem. Mame tedy valec a kouli stejnych objemi, takze polomér
valce r mizeme vyjadrit jako
4R3
37 ’
kde R = 6400 km je polomér kulaté Zemé a h = 1km je vyska vélce.

Délka neuronu je ekvivalentni dvéma polomérum takového vélce a rychlost
vedeni v zndme ze zaddni. Doba vedeni vzruchu od ocasu do centralni nervové
soustavy u zZelvy nesouci takovouto placku by tedy byla

2r 4R | R .
=2 =2 2 = 114dni.

v v \ 3h m

U ATuin by tato doba byla t' = s/v, kde s je jeji délka, respektive délka
neuronu, ¢fselné bychom tedy dostali ¢ = 1,74dne. ATuin by si tedy dusledky
narazu planetky uvédomila o vice nez 112 dni dfive, nez by tomu bylo u druhé
zelvy*

t

Uloha VI.2 ... dychej zhluboka

Miég Sedomil oslavil sté narozeniny jiz pred drahnou dobou a zadind se pomalu
obdvat, ze ho Smrt pocti svou dlouho odklddanou navstévou. Rozhodne se proto,

72Gcttclﬁngcr B., Cussler E. L., Am. Inst. Chem. Eng. J., (2004)
73Tahani za ocas by viak bylo mozné provadét zcela beztrestné u obou zelv, nebot doba, za
kterou by reagovala a odpinkla vas jim daleko do vesmiru, by byla jesté jednou takova.
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ze se necha zatlouct do kouzelné truhly, kam se k nému Smrt nedostane. Bohuzel
zapomnél remesinikum rici, aby pridali dychaci otvory. Vzduch v truhle zaujima
objem Vi, = 4001, objemovy zlomek kysliku je ¢o = 0,21. Pri kazdém nadechu
a vydechu se zuzitkuje pouze k = 20% objemovych kysliku v dechovém obje-
mu Vg = 0,51. Dechova frekvence maga po uzavreni truhly postupné roste podle
vztahu f(t) = fopo/p(t), kde fo = 15dech-min™" je pocatecni dechovd frekvence
a ¢(t) objemovy zlomek kysliku v case t. Urcete, za jak dlouho si pro Sedomi-
la prijde Smrt, jestlize minimalni obsah kysliku ve vzduchu potrebny pro preziti
je ¢s = 0,06.

Najprv si rozmyslime, ze pri dychani sa typicky vymiena jedna molekula vzdus-
ného O, za jednu molekulu CO, (vodni paru zanedbdme) a vSetko prebieha pri
konstantnej teplote. Podla stavovej rovnice idedlneho plynu sa vtedy nemeni tlak
a latkové mnozstvo plynu bude vzdy priamo timerné jeho objemu, stac¢i ndm teda
pocitat s objemami namiesto latkovych mnozstiev.

Pri jednom nadychu sa do magovych plic dostane kyslik s objemom Vi 4 = ¢ Va;
objem spotrebovaného kyslika pri jednom nadychu a vydychu je kVi q.

Zoberme si teraz ¢asovy interval [t,t + At] — ¢as At by mal byt dostatoéne
kratky na to, aby sa pocas neho prilis§ nemenil objemovy zlomok kyslika. Za ten
Cas sa mag nadychne f(¢)At-krat a pri tom spotrebuje kyslik o objeme

AVi = f(t)AthVia = fO%Atkgﬁ(t)Va = (fopokVa)At .

Vsimnime si, Ze aj ked sa frekvencia dychania s ¢asom meni (alebo skdér vdaka
tomu ako sa meni), AVi je priamo imerné At, objem kyslika v truhle teda klesd
linedrne s ¢asom

Vi = Vo — fopokVat = woVo — fowokVat,

kde sme vyjadrili objem kysliku na zaciatku Vi o pomocou objemového zlomku
ako Vi,0 = poVb.
Hladame cas ts, kedy Vi klesne na hodnotu ¢sVp. Ten uz vyjadrime lahko

o+ Volpo —¢s)
Vayo fok

Smrt si prenho pride za 190 min.

= 190 min .

Uloha VI.3 ... pracovni pohovor

Jedna z pracoven lorda Vetinariho mé kruhovy piidorys o poloméru R a je umisténa
na loziscich, diky nimz se miiZze otacet kolem své osy. Pro zajisténi otaceni se
pouziva motor, ktery miiZe pusobit libovolnym momentem sily. Pri otdceni piisobi
na podlahu mistnosti treci moment My, nezavisly na rychlosti, ktery je shodny se
statickym tfecim momentem. Zidle pro navstévy je umisténa tak, Ze ¢lovék na ni
sedici pociti uc¢inky rotace pouze tehdy, presahne-li iithlové zrychleni hodnotu &o.
Urcete, za jakou nejkratsi dobu se miize mistnost otocit o 180°, aby ndvstéva nic
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nepoznala, a jaka prace je k tomuto otoceni potreba. Celkova hmotnost mistnosti,
kterou miizete povazovat za homogenni disk, je m.

Bonus Predpokladejte, ze navstévnik pociti vliv rotace tehdy, presdhne-li ihlovy
ryv (zména zrychleni) hodnotu jo.

Uloha m4 ponékud delsf zadani, rozebereme si proto nejprve jednotlivé ¢dsti a roz-
myslime si, co se po nés chce a jak budeme postupovat. Dulezité je uvédomit si, ze
motor je schopen nastavit libovolny moment sily, s nimz se mistnost bude otécet.
Pro hledani nejmensiho Casu tedy nemusime uvazovat vibec treci moment My,
ten sehraje roli az pfi vypoctu prace. Nase tloha tedy vypada nédsledovné: mame
integral

T dw
Pot, = / w(t) dt, — <& Vte [07T] s
o dt

kde pot = m a w je thlova rychlost, a nasim dkolem je minimalizovat celkovy
cas T, za ktery se mistnost otoc¢i. Zadani by slo preformulovat jako varia¢ni ilohu
na hledani minima s danymi podminkami. My si vSak vystacime s elementarnimi
tvahami, pficemz si pomtzeme nacrtky rychlostnich diagrami.

Jesté si uvédomme jednu podstatnou véc — ackoli to zadéni explicitné nezmi-
nuje, je prirozené predpokladat, ze po otocce o por = T mistnost nerotuje. Kdyby
tomu tak nebylo, Vetinariho host by po vyméreném case T" vstal a nejpozdéji pri
otevien{ dver{ by si rotace v§iml (pravdépodobné by se pred nim otécela n&jaké
Cast vnéjsi stény).

Nyni budeme predpokladat, ze feseni mé jednoduchy tvar, kdy prvni polovinu
casu zrychlujeme s konstantnim zrychlenim ¢¢ a druhou polovinu casu se stejnych
zrychlenim zpomalujeme, a ukdzeme, ze tak skutecné dosahneme minimalniho ca-
su. Podivejme se na obrazek [L8. Vime, Ze zrychleni je definovano jako prvni ¢asova
derivace rychlosti a ze si tuto derivaci muzeme v grafu zndzornit jako tecnu, jez
uddvé sklon kivky w(t) v daném bodé. Obsah plochy pod grafem je rovnen thlu,
o ktery se mistnost otoci. Zrychleni je konstantni g, resp. —eo, graf se proto skla-
da ze dvou usecek, které spolu s casovou osou vytvareji rovnoramenny trojihelnik.
Vysku tohoto trojuhelniku, tj. maximéalni rychlost, mizeme snadno spocéitat. Pro
rovnomérné zrychleny pohyb mame

2 2
T
Wmax = 505 ) (56)
z ¢ehoz snadno vyjadiime
Wmax = €0Pot -

Nyni si predstavme, ze zdkladnu trojihelniku zmensime, tj. zkratime celkovy ¢as T’
na T’ < T. Pak zfejmé klesne obsah plochy pod grafem (polovina zdkladny krat
vyska), nedojde tedy k otodeni o celé ¢or. Co kdyby plocha neméla tvar troja-
helniku, tj. zrychleni by nebylo po ¢astech konstantni? Obsah by se poté také
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nutné zmensil, aurgurnentla je snadny: pokud by kfivka v(t) protla pravou odvés-
nu trojuhelniku, jiz bychom se nestihli vratit zpét v ¢ase T, protoze sklon kiivky
nemuze byt vétsi nez sklon odvésny. Podobné, kdybychom se na zacitku nékdy
pohybovali se zrychlenim mensim nez eo, nestihli bychom v ¢ase T'/2 dosdhnout
maximalni rychlosti a pak jsme jiz omezeni pravou odvésnou. V zadném mensim
case tedy nedokazeme mistnost otoCit o ¢ot. Hledany minimalni ¢as je tedy podle

rovnice (p6)
T=2,/%".
€0

«“1
T T t

0

Obr. 18: Nadrtek zavislosti tthlové rychlosti rotace mistnosti na ¢ase. Carkovana
Céra ilustruje, pro¢ nelze dosdhnout kratsiho ¢asu T potiebného k otocce o n.

Kdyz uz nyni mame jasno v tom, jak bude vypadat pohyb mistnosti, mizeme
spocitat praci motoru, kterou musi na jednu otocku o ¢ot vykonat. Analogicky
k transla¢nimu pohybu je prace pri rotaci definovana jako integral

W = / Mmotor dﬂ@ .
0

kde Mmotor je moment sily, kterym pusobi motor. Pfi roztaceni je na mistnost
potieba pisobit momentem
M = Ieg + Mo,

jelikoz kromé roztéceni disku jesté pusobime proti brzdnému tfecimu momentu.

Plati 1

I:EmR%
kde m, R jsou hmotnost a polomér mistnosti ze zadani. Pfi zpomalovani disku
mame

]V[ZIE()*M()7

74Kdybychom chtéli byt exaktnéjsi, mohli bychom zde zuzitkovat Lagrangeovu vétu o stfedni
hodnoté diferencidlniho poctu, ale jiz jsme si slibili, ze se budeme pohybovat na elementérni
drovni.
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jelikoz zde tfeni napoméha zpomalovani. Celkova prace je potom

0

W =W+ W, = / (%mR%o n Mo) dy +/ %mR“’sO — Mo de.
0

Iz
2

Absolutni hodnota zde vyjadiuje skutecnost, ze praci motoru povazujeme vzdy
za kladnou — muze totiz dojit k situaci, kdy My > mR%e/2, mistnost by tedy
samovolné zpomalovala prilis prudce, a je proto potieba jeji rotaci i béhem brzdéni
urychlovat. Po vypoctu™ dostaneme

W= inmR%e  pro Mo < mR’e/2,
) My pro My > mRzeo/Q.

Jisté jste si vSimli, Ze nase feSeni mé ve funkci (¢) nespojitost 29 v bodé T'/2.
Tuto prudkou zménu zrychleni by navstévnik sedici na zidli dozajista pocitil. Proto
v bonusové ¢asti pozadujeme, aby thlovy ryv, tj. casova derivace tithlového zrychle-
ni, nepfesdhl hodnotu jo. Zavislost v(¢) bude nyn{ reprezentovana hladkou funkei.
Pii konstrukei grafu £(t) budeme postupovat podobné jako v prvni ¢4sti pii kon-
strukei grafu w(t) (predpokldddme nulové zrychleni na konci pohybu); zde vSak
budeme navic pozadovat rovnost plochy pod a nad ¢asovou osou, ¢imz docilime
taky nulové rychlosti na konci pohybu. Ryv a zrychleni budou

o Jo rot € [0,T/4 U [3T/4,T],
i) *{ j—jo Erzte (T/4,3T/4)

Jot prot € [0,7/4],
€(t) = joT/2 —jot prote (T/47 3T/4) s
—joT + jot  prot e [37/4,T).
Graf w(t) je naértnut na obrdzku E V obrazku je sugestivné zaznaceno, jak bu-

deme postupovat pii vypoctu integralu pro celkovy thel o¢. Jednd se o obsah
obdélniku

T
Pot = Wmax 73 » (57)
2
kde )
Wmax _ 1. (T
2 _2”(4) ' (58)

Z rovnic (a) a (@) pak snadno vyjadiime

. Soot
T=42—. 59
2j0 (59)

"5Pokud jesté neumite dobfe integrovat, uvédomte si, ze vlastné pocitdme plochu pod gra-
fem funkce e(t) = £o ndsobenou momentem setrvaénosti, pficemz jedna strana obdélniku je
zvétSena/zmensena o M.
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0

Obr. 19: Nacrtek zavislosti tthlové rychlosti na ¢ase pro podminku |j| < jo.
V obréazku je vyznaceno, jak ziskat obsah plochy pod grafem bez integrace.

Praci budeme psat nyni jako integral ve tvaru
W:/|Is(t)+M0|d<p:/|I€(t)+M0|wdt. (60)

pri¢emz stale I = mR?/2. Integrovat budeme tii tiseky o délce T/4, T/2 a T/4.
Casovy vyvoj momentu Mmotor jé pro nazornost uveden na obrazku E

M

Obr. 20: Nacrtek zavislosti momentu sily na case. Plné cara znaci vysledny
moment pusobici na mistnost, pferusovana Cara predstavuje absolutni hodnotu
momentu sily motoru.

Nyni je potfeba vyjadrit rychlosti a zrychleni v jednotlivych tsecich v zavislosti
na case. U zrychleni jsme to jiz provedli, pro rychlosti dostaneme integraci zrychleni

2Jot® pro t € [0,T/4],
wt) =13 —joT?+ LjotT — Ljot> prot € (T/4,3T/4),
10T? — jotT + %jot prot € [37/4,T].

Jak se bude chovat absolutni hodnota v integralu? Pro druhy tsek bude motor
pusobit nulovym momentem sily v case
2Mo

t1=T/2
1 /+j0mR2
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a v tfetim tseku ze symetrie podle obrazku @ v Case

2Mo
.]'()’ITLR2 '

to =T —
Pokud tieci moment M presahne hodnotu
1 . 2
Mmez = g]omR j—‘7

bude motor pusobit vzdy momentem sily pouze ve sméru thlové rychlosti. Ted uz
nezbyva nez provést integraci. Celkem integrujeme pro ptripad Mo < Mme, pres
pét tseki (druhy a tieti se rozstépily na dva pres absolutni hodnotu). Vzhledem
k poctu ¢lenu v jednotlivych integrandech a tvaru mezi se jednd o velmi pracny
vypocet, uvedeme zde proto pouze vysledek pro My > Mmes, ktery po dosazeni
Z (E) vypadé
W = ?’izjoir?’MO =M.

Tento vysledek by nas nemél prekvapovat, stejné bude vypadat pri jakémkoli po-
hybu z klidu do zastaveni, kdy po celou dobu pohybu neprekroci prislusny mezni
moment zadany brzdny tfeci moment M.

Jesté poznamka na zavér: pokud bychom i v bonusu uvazovali omezeni na &g
(coz bychom méli), museli bychom fesit situaci, kdy jo7'/4 > €o. Potom by v gra-
fu e(¢) doslo k ,urfznuti $pi¢ek® a v grafu v(t) by pribyly linedrni useky. Celkovy
cas T by se zfejmé prodlouzil. Podrobny prepocet prace motoru je jenom dalsi
umorné cviceni na integraci polynomii a nic nového do tlohy nepfinési, proto ho
zde neuvadime.

Uloha V1.4 ... t&kotonazni deska na Zelv&

Predtim, nez byl dosazen a prekrocen okraj Zeméplochy a zacaly byt podnikany
védecké vypravy za potvrzenim existence Ctyr slonti, Zelvy a urceni jejiho pohlavi,
si nékteré primitivni kmeny myslely, Ze sila, ktera je drzi na Zeméplose, je dana
superhustou deskou z koncentrovaného bylonebylia. Byla to opravdu velice pri-
mitivni predstava, protoze jak dnes jiz vime, napriklad vyprava, ktera potvrdila
existenci zelvy, neslavné dopadla tak, Ze se jejich ¢lun utrhl a upadl. Tedy vlastné
nedopadl. . .

Nicméné by nas zajimalo — jakou plosnou hustotu o by byvala byla musela
takova deska mit, aby na povrchu Zeméplochy blizko jejimu stredu byl obycejny
predmét, pri zanedbani magie, pritahovan stejnou silou, jakou je gravitacni sila
na povrchu Zemneplochy? Uvazujte, ze superhusta deska je opravdu velice tenka,
a jak tvrdi povésti, je umisténa H = 8*m = 4096 m pod povrchem Zeméplochy.
Deska ma byt dle baji homogenni a hmotnosti jinych téles zanedbatelné.

Zanedbejte pohyby zelvy a slonii. Za Zemneplochu si dosadte slovo Zemé, pokud
Jjste necetli dilo autora, pro kterého si prisel Smrt. Zeméplocha ma pro tcely této
tlohy primér priblizné presné d = 10000 km.
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Nasim dkolem je zjistit plosnou hustotu desky o, kterd je zdrojem gravitacniho
pole, o které se budeme nyni zajimat. Dle zaddni nas zajima pouze sila gravitac-
niho pole na ose desky, a to ve vysce H. Ve vypoctu budeme postupovat tak,
ze nejprve vyjadiime celkovou silu, kterou ptsobi deska na hmotny bod hmotnos-
ti m v udaném misté pomoci o, d a H, nasledné tuto silu dame do rovnosti se silou,
jakou by pusobila Zemé na stejny predmét (hmotny bod). Celkovou silu ziskdme
zintegrovanim prispévka od infinitesimalnich elementt desky.

V feSeni zanedbame vsechny dalsi vlivy, jako je hmota ostatni latky Zeméplo-
chy, jejich slonu a zelvy, rotaci Zeméplochy atd.

Element (a odted myslime jenom infinitesimalné malé elementy) sily, kterou
pusobi element desky na nas hmotny bod, muzeme dle Newtonova gravita¢niho

zékona psat jako
om

R2
kde G je gravitac¢ni konstanta, R je vzdalenost daného ¢tvercového elementu desky
od pozorovatele stojictho ve stredu Zeméplochy a x a y jsou kartézské souradnice
v roviné desky. Ovsem R je funkce x a y

dFg =G dzdy,

am

R=\/H?+ 2> +¢? dFg = G——r
+x*+y = G H2 + 22 + 12

dzdy,

Predtim, nez si to pékné zintegrujeme, si vSak muzeme uvédomit, ze nase tiloha
ma& valcovou symetrii. Mohli bychom sice tlohu fesit v kartézskych souradnicich,
ale prevedenim problému do valcovych souradnic si usnadnime hledani integrac-
nich mezi i integraci. Z kartézskych soufadnic (z,y) v desce mizeme tedy prejit
do poldrnich soufadnic (r,¢) a tfet{ soufadnice z zUstane kartézska. Vztah me-
zi soufadnicemi je (x,y) = (rcose,rsiny). Pro transformaci musime urcit jeji
jakobian= J. Zde je uveden vypocet

ox oz .

5  be cosg —rsin 2 2
J=157 9| =|. v Pl=rcos?p+rsin®p=r.

¢y singp  rcosyp

Nyni jiz muzeme vyjadrit silovy element pomoci cylindrickych souradnic

dFg = G%r drde.

H? +
Nenli to ale presné to, co bychom chtéli integrovat. Je nutné totiz jesté uvazit, ze
se uplatni pouze vertikalni slozka gravitac¢ni sily, protoze horizontalni slozka se
diky valcové symetrii, vyrusi. Pokud ozna¢ime « thel, ktery svird vektor elementu
gravitacni sily s osou z, pak muzeme psat

H
NZEET=h

"6Vice k jakobidnu naleznete napiiklad na http://en.wikipedia.org/wiki/Jacobian_matrix_
and_determinant.

cosx =
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Budeme integrovat pouze prumét elementu gravitacni sily do osy z, pro ktery plati

cosardrdp =G omH

am
dF = cosadFs =G s H 127

rdrde.
Zintegrujeme tedy celou desku.

r
/ / Gom H2 )3/2Td7’d§0 GO’?TLH/ ng/ md

2n —1 ’ 1
= GomH [¢], {\/m] 0 R m
T: 57

Abychom zjistili hodnotu o, ddme tuto silu do rovnosti s F' = mg, dostdvime

d 2
1 g 1+<ﬁ)
2nGom |1 - ———— | =mg = o=-——F "~ —

4 \2 2nG d\2

1+ (3%) 1+ (5%) -1

__9 L
T 2nG 11— =’
1+(5%)

coz vzhledem k d > H muzeme aproximovat jako

o~ % =23.10%kgm 2.
Plo$né hustota desky tedy vychazi o = 2,3 - 10! kg-m ™2 pii dosazeni tihového
zrychleni na Zemi g = 9,8 m-s~2.

Resen{ pomoci integralu bylo v zsadé presné. Na konci jsme sice pouzili apro-
ximaci, ale ta byla pri presnosti na dvé platné cifry oprdvnénda. Stejné tak jsme
pouzili hodnotu tithového zrychleni, které je slozeno z gravitacni a odstredivé sloz-
ky, pfitom bychom méli korektné pouzit hodnotu gravitaéniho zrychleni, ktera se
ovsem lisi az na tieti platné ciffe. Samozrejmé, ze feseni neni presné, protoze ne-
uvazuje pritazlivé gravitacni pusobeni dalstho materidlu, Zelvy a slont, takze nas
odhad hustoty desky je vlastné horni odhad.

Alternativni Feseni — Gaussiiv ziakon

Vzhledem k tomu, ze jsme blizko desky (d > H), tak bychom desku mohli po-
vazovat za nekonecnou rovinu a pouzit Gaussuv zdkon. Ten se obvykle zapisuje

jako
]{K-dS:—ZLTcGM,
bl

kde 3 je uzavriend plocha, pres kterou se integruje, K je intenzita gravitacniho pole
na povrchu plochy, dS element povrchu této plochy orientovany ven a M je celkova
hmotnost uzaviena plochou. Za plochu si zvolime povrch vélce, jehoz podstavy
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jsou rovnobézné s deskou. Hmotnost uzaviena timto valcem je M = o5, kde S je
obsah podstavy valce. Jelikoz uvazujeme nekone¢nou desku, bude vektor gravita¢ni
intenzity smérovat kolmo k desce. Potom miizeme uvazovat pouze tok podstavami
valce, které maji dohromady obsah 2S. Dostaneme

j{K~dS:fK-2S:f4nGUS = K =2n0G.
b

Znaménko minus za prvnim rovnitkem vzniklo ze skaldrniho souc¢inu dvou antipa-
ralelnich vektort, tj. norméaly podstavy a intenzity. JelikoZz jsme neuvazovali tok
plastém, ma vysledné pole stejnou velikost nezavisle na vzdélenosti od desky, tj. na
povrchu je stejné, jako vSude jinde. Abychom urcili o, tak si vezmeme hodnotu gra-
vita¢ni intenzity na povrchu Zemé, kterd je g, a snadnou tupravou ziskdme

g

=2moG = ===
g no g oG

Obdrzeli jsme tedy stejny vysledek, jako kdyz jsme postupovali presné a nasledné
jsme provedli aproximaci. To jsme mohli o¢ekavat, nebof aproximace d > H apli-
kovanda pri primé integraci odpovida predpokladu o nekonecnych rozmérech desky
(schvélné zkuste integrovat podle r v mezich [0, +00)).

Uloha VI.5 ... hospodska rvacka

Pri svém pobytu v Ankh-Morporku Dvoukvitek navstivil také hospodu. Nebyla by
to dobra hospoda, kdyby se tam nestrhla vseobecna rvacka, pri které létaji zidle,
flasky a dalsi véci z jedné strany hospody na druhou. Dvoukvitek musi samoziejmé
vsechno poradné zdokumentovat svym fotoaparatem. Ted zrovna foti kulicku o po-
loméru R, ktera leti rychlosti v blizkou rychlosti svétla c. I v takovych hospodach
plati teorie relativity, ze které vyplyva, ze Dvoukvitek by ve své klidové soustaveé
zméril kontrakcei kulicky ve sméru pohybu o faktor /1 — v2?/c?. Jaky polomér ku-
licky ve sméru pohybu zaznamend na fotografii se zanedbatelné kratkou expozici?
Fotoaparat zaujima vici kulicce obecnou polohu.

Nejprve popisme, co se vSechno déje v nasem problému. Jak bylo naznaceno v za-
déni, v pfipadé relativisticky se pohybujici kulicky se uplatnuje tzv. kontrakce
délky (presnéji Lorentzova transformace). Kromé toho ale jesté musime pocitat
s mechanizmem zaznamu obrazu. Fotoaparat dokaze zachytit v ur¢ity moment fo-
tony z ruznych sméru. Jenomze rychlost kulicky neni zanedbatelnd v porovnani
s rychlosti svétla, proto fotony, které dorazi do fotoapardtu ve stejny okamzik,
obecné nejsou emitovany kulickou v tutéz dobu.

Zavedme soufadny systém spojeny s kulickou (¢, x’,9’,2") a spojeny s hospo-
dou (¢,z,y, 2). Necht jsou systémy zavedeny tak, ze kulicka leti ve sméru osy =

101



FYKOS, XXVIII. rocnik

v kladném smyslu a v kazdém case se fotoaparat nachézi v bodé z =y = z = 0.
Pfechod mezi témito systémy se realizuje (specidlni Lorentzovou) transformaci

.'El:’y(:I)—'Ut),
v =y,
! _
zZ =z,
vT
t':'y(tfc—Q) , (61)

kde v = (1 — v2/62)1/2. Nyni uvazujme imagindrni fotoaparat, ktery je v klidu
viéi kuliéce a v éase t' = 0 prochazi skuteénym fotoapardtem. V tento okamzik
klapne zavérka obou fotoaparati. Uvédomme si, Ze v tento okamzik zaznamend
virtualni fotoaparat na film ty stejné fotony, které zaznamena fotoaparat skutec-
ny. Zrekonstruujme tedy svétocary fotonu zachycenych virtudlnim fotoapardtem
(coz je snadné), pretransformujme je do hospodské soustavy a zjistéme, co vlastné
skutecény fotoaparat zaznamenal.

Protoze mame k dispozici jen jeden fotoaparat, dokdzeme zachytit pouze pro-
jekci objektt (sméry polohovych vektor), proto nds bude zajimat jen obrys této
projekce. Virtualni fotoaparat, pro ktery je kulicka v klidu, bude pfijimat fotony
z oblasti kruhové projekce koule, vyznamny pro nds bude jen kruznicovy obrys.
Pokusme se zachytit polohu téchto fotonti v zévislosti na ¢ase r'(t).

Reknéme, e se fotony pohybuji rychlosti svétla ve vakuu, ¢ili maji svételnou
svétocaru a musi platit

ror =22 0) + 97 0) + 271 = AP (62)
Necht &' je jednotkovy vektor ve sméru osy symetrie (spojnice stfedu koule
s fotoapardtem). Rovnéz ale musi trajektorie fotont svirat s osou symetrie povr-
chovy pulthel. (Trajektorie hrani¢nich fotoni budou tvofit plast kuzele™) Potom
musi platit
/ Al / /
r-a =|r|cosa,

kde o je polovién{ vrcholovy thel. (@) muzeme tento vyraz prepsat jako

r-a =—ct'cosa, (63)
kde volime zdporné znaménko, protoZe v ¢ase t' = 0 jiz musi byt fotony v imagi-
narnim fotoaparatu.

Nyni transformujme rovnice (@) a (@) pomoci transformaci (EI) a ziskdme
popis svétocar fotoniu, které v hospodské soustavé zachytil skuteény fotoaparat.
Rovnice (p2) se musi transformovat pouze odstranénim ¢drek, protoze rychlost
svétla je ve vSech systémech stejnd™= Rovnici (3) si pfepiSme do slozkového tvaru

/i /i !l / /
Taz+yay,+za, =—ct cosa

"7 Povsimnéte si, ze kuzel je limitnim pripadem komolého jehlanu.
"8Kdo nevéri, at dosadi. Nicméné vzhledem k tomu, ze pravé tato vlastnost je jednim z pred-
pokladi, ze kterych se Lorentzova transformace odvozuje, je tento vypocet bezpfedmétny.
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Obr. 21: Pozorovani koule imaginarnim fotoaparatem.

a nyni jiz aplikujme transformace (EI) Dostavame
v(z — vt)a, + yay + za, = —cy (t — %) cosa’,
c
coz po upravé da vzniknout vyrazu tvaru
’ v ’ ’ ’ ’ ’
vy (az - fcosa>:r—|—yay—|—zaz :fy(vaz —ccosa)t
c
a nakonec jesté prondsobme kladnym koeficientem k, jehoz velikost uréime posléze
kv (a; _ Y os o/) z + kayy + kalz = ky (Ea; — cos o/) ct.
c c
Zavedme polohovy vektor a
’ v ’ ’ ’
a= (k’y (a.r — —cos« ),kay,kaz) .
c

Zvolme k takové, aby platilo
la| =1, (64)

a odted znaéme a = a. Z rovnice (@) vyplyva, Ze

k~y (a; — Bcosa’) <1.
c
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Nyni je cas na matematické lemmaéatko: Necht plati

—-1<AB-CD)<1,
kde

A>0,
-1<B<1,
0<C<1,
0<D<1.
Potom plati
—-1<A(CB-D)<1. (65)
Dikaz: PiepiSme prvni nerovnici na dvé nerovnice tvaru

1
D—-B< —
c <% (66)
B-cD< X (67)

pricemz méjme na paméti, ze A je kladné. Rovnéz si prepisSme dokazovanou nerov-
nici na dvé

1
— < —
CB-D<—, (68)
1
D—-CB< —.
CB < (69)

Uvédomme si, Ze nerovnice (@) a (@) jsou doln{ odhady 1/A, proto po dosazeni
za 1/A do (@) a (pY) dokazujeme silngjsi tvrzeni, a je tedy toto dosazeni korektni.
Z (pg) dostaneme

(C+1)(B-D) <0,
(C-1)(B+D)<o0,
coz vzhledem k oborum B, C, D vede na nerovnice

B<D, B>-D,

coz opét vzhledem k B, D pokryva vSechny moznosti.

Dosazeni do nerovnice (p9) ddva steiné vysledky. Dosazeni (@) do (@) davé
stejny vysledek jako dosazeni (@) do (@) a analogicky pro druhou dvojici dvojic
nerovnic.

Podivejme se, e pii dosazeni A = kv, B = a,, C = v/c, D = cosa’ a rov-
nice (@) vyhovuji predpokladim lemmatu. Dusledek lemmatu ndm zarucuje, ze
existuje takové o, ze plati

r-a= —ctcosa,

kde r = (z,vy, 2).
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Transformované rovnice (@) a (@) tedy rovnez popisuji trajektorie fotonti na
povrchu kuzele, tentokrat o vrcholovém thlu 2a. Fotoaparat tedy zachyti pro-
jekei kulicky ve tvaru kruhu. Ale vzhledem k tomu, ze v pfi¢ném sméru vzhledem
k rychlosti nedochézi ke kontrakci, je pozorovany polomér ve sméru pohybu také r.

Nutno jesté podotknouti, Ze toto vyjadieni neni iplné presné. Vzhledem k tomu,
ze bodovy pozorovatel nema zddnou pfimou moznost, jak urcit vzdalenost pred-
meétu, jediné, co dokazeme fici, je: ,,Kulicka méa stejnou tthlovou plochu, kterou by
méla kulicka v klidu v predpokladané vzdélenosti kulicky.

Toto ovSem neni jediny poznatek, ke kterému jsme dospéli. Dalsim dusledkem
nagich vysledkt je tzv. Penroseova—Terrellova rotace. Vzhledem k nerovnosti &’ # a
jsou vzdjemné polohy kulicky v dobé emise fotonu vici skuteénému a virtudlnimu
fotoaparatu rtizné, nicméné body emise fotonti na kulicce jsou stejné. To znamens,
ze kulicku v poloze pozorované redlnym fotoapardtem vidime z té strany, ze které ji
pozoruje imaginarni fotoaparat (ktery ji pozoruje v jiné vzajemné poloze). Redeno
kratce, vidime kulicku z jiné strany — pootocenou.

Uloha VI.P ... vody Zeméplochy

Vsichni moc dobre vime, ze je dobre zarizeno zasobovani Zeméplochy vodou. A ni-
kdo z nds nepotrebuje védét jak. Co kdyby se ale stalo néco zavazného a magie
by prestala dobre fungovat? Za jak dlouho by se ocitla Zeméplocha bez vody?
Pro jednoduchost miiZzete uvazovat pesimistickou situaci, kdy by nikdo vodu nijak
nezadrzoval. Dobre vite, ze Zeméplocha ma primér d = 10000 km, panuje na nf
homogenni tihové zrychleni g = 10m-s~2 a je dokonale kruhovd. Opravdovy celko-
vy objem a rozlozeni vody na Zeméplose ve skutecnosti nikdo stejné nezna, takze
muzete uvazovat, ze voda homogenné pokryva Zeméplochu, kterd je rovna a voda
méd vysku H = 5m (to je hodné pesimistické, protoze by pak vSechno muselo stat
pod vodou, nebo na kiilech nad vodou). Cilem iilohy je nalézt uspokojivé priblizny
model, ktery dava dobry odhad hledaného casu — necekame presné reseni.

Nejprve analyzujme situaci a povézme si néco o chovani takovéhoto systému. Na
vodu bude pusobit homogenni tihova sila, nasledkem které bude mit voda tendenci
dostat se ,,nize“, tedy do konfigurace s mensi potencialni energii. Voda se tedy bude
rozlévat do sife (vzhledem k nestlacitelnosti jedind moznost, jak snizi svou stfedni
nadzeméplosnou vysku), kde ovéem prijde hrana Zeméplochy a ndsledné vyliti (do
nicoty ¢i na zelvu).

Déle je nutno poznamenat, ze v redlném piipadé veskera voda nikdy neodtece,
a to z ruznych duvodu. Zkuste vylit vodu na rovny stul — troska ji vzdy zustane. Je
tedy tfeba si zvolit néjakou miru, pro kterou je pro nés veskerd voda efektivné pryc.
I z pragmatickych diavodi zvolme dolni hladinu na stfedni vysku 5cm (99 % vody
je pry¢, povrchové napéti jesté nehraje vyznamnou roli). VyFeseni této dlohy neni
vibec snadnd zdlezitost*

" Problém podobného razeni je protrhnuti prehrady. Existuje mnoho ¢lankt na to-
to téma, napr. http://www.damsafety.org/media/documents/RESEARCH/ResearchReports/
PredictPeakOutflwBrchEmbkDms2010.pdf.
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Situace je radidlné symetrickd. Také ve vodni mase neocekdvidme zadné veétsi
dutiny (bubliny), proto pro popis soustavy budeme pouzivat zavislost h(r,t) vysky
hladiny A na vzdélenosti od stiedu Zeméplochy r a Case t.

Pti tvorbé adekvatniho modelu si nejprve uvédomme, ze hladina je vzdy vSude
téméf vodorovnd — svazovani lze ocekédvat fddové metry na tisice kilometra (pod
desetitisicinu procenta). Z tohoto dtivodu lze predpokladat, ze proudnice jsou tak-
téz téméf vodorovné (a rychlosti ne prili§ velké). Pozor, nemizeme predpokladat,
ze hladina je vodorovné globdlné (tedy ze h nezéavisi na r) — svazovan{ hladiny je
sice malé, ale na vzdéalenostech tisict kilometra se projevi nezanedbatelné.

Prvni, co tedy ¢lovéka napadne, je pouzit model lamindrniho proudéni. Nicméné
po vypoctech se ukazuje, ze by rychlost proudéni byla v rddech jednotek az desitek
metri za sekundu, coz vzhledem k hodnotdm vysek hladin (fddové centimetry az
metry) neodpovidd lamindrnimu modelu. Reynoldsovo ¢islo se dostéavd do fadu
tisicti teprve pro vysky hladiny v fadu stovek pm, coz jsou oblasti, kde jiz hraje roli
povrchové napéti a dalsi jevy, coz by vedlo k dalsimu zkomplikovani modelu. Navic
jsou tyto vysky hladin hluboko pod ndmi stanovenou hranici ,,bezvodnatosti.

Mame turbulentni systém. Protoze nemdme moznosti délat vypocetné prilis
ndro¢né simulace¥ proto (vzhledem k vlastnostem naSeho systému) sdhneme po
empirickém ,cheatu®. Vzhledem k pomalé zméné hladin (po vétsinu ¢asu) budeme
modelovat systém jako kvazistaticky. Budeme predpokladat, Ze stfedni rychlost
proudéni vody v (v ¢ase t ve vzdalenosti r od stfedu) zavisi pouze na tvaru hladiny
v dany okamzik — nikoliv na jeji ¢asové zméné, predchozich rychlostech proudéni
etc. Takze ke zméndm dochazi dost pomalu na to, aby_se rychlosti proudéni vzdy
udrzely v dobrém ptibliZzeni v rovnovaznych hodnotiach®™ Nasim dalsi cilem je tedy
nalezeni zdvislosti v(r, t). Zde pouzijeme dals{ pfibliZzeni — totiz voda v segmentu se
sklonem hladiny s potede stejné jako feka se sklonem s (a konstantni hloubkou). Pro
takovy systém plati empirickd Gaucklerova—Manningova—Stricklerova formule

152 1
v=n R}s?,
kde v je stfedni rychlost vody, n je drsnost dna, Ry je hydraulicky polomér a s je
sklon hladiny (v naSem p¥ipadé, puvodné sklon dna).
Jelikoz povazujeme Zeméplochu za rovinu, uvazujme malou drsnostE

{n} ~ 0,01,

kde se uvadi hodnota 7 v jednotkéch SIEd

80Bylo by tieba sdéhnout bud po &sticovych modelech, nebo po Navier-Stokesovském mode-
lovani.

81Pomér horizontalnich a vertikalnich rychlosti bude rddoveé statisice az miliony, proto tato
aproximace je opravnénd.

82podle https://en.wikipedia.org/wiki/Manning_formula nebo http://www.fs.fed.us/rm/pubs/
rmrs_gtr147.pdf.

83 Pgorovnejte s hodnotami napt. http: //www.adv-geosci .net/5/133/2005/adgeo-5-133-2005.pdf
nebo http://wuw.fs.fed.us/rm/pubs/rmrs_gtri147.pdf.

84Nejedn4 se o bezrozmérné &islo, ale jednotka se (vzhledem k nezfetelnosti jejiho fyzikdlniho
vyznamu) zpravidla vynechdva.
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Velikost hydraulického poloméru v nasem piipadé odpovida hloubce@ h a ko-
necné sklon s odpovidd zaporné vzaté derivaci vysky hladiny podle r, kterou bu-
deme znacit h,..

Dohromady dostavame tedy

[N

v=n""h3(=h,) (70)

Nyni musime ze vztahu pro v vypocitat, jak se bude ménit vyska hladiny. Uva-
zujme mezikruzi s vnitinim polomérem r o malé sifce dr, se stfedem ve stfedu
Zeméplochy. Na tomto mezikruzi se nachazi voda o celkovém objemu dV

dV = 2nrh(r)dr.
Pro casovou zménu tohoto objemu dV; plati
dVi = 2nrhe(r) dr, (71)

kde h; je derivace vysky hladiny podle ¢asu. Nicméné casova zména objemu musi
byt také rovna rozdilu (pru)toki pfes vnitini a vnéjsi polomér. Plati tedy

dVy = 2nro(r)h(r) — 2n(r + dr)v(r + dr)h(r +dr),
coz po vhodné dpravé da
dVi = 2nr [v(r)h(r) — v(r + dr)h(r + dr)] — 2ro(r 4+ dr)h(r 4+ dr) dr
a po vytknuti dr

v(r +dr)h(r +dr) — v(r)h(r)
dr

dV; = —2ndr [7" + o(r +dr)h(r + dr):| ,

coz se pro dr jdouci k nule rovna
dVi = —2x [r% [v(r)h(r)] + v(r)h(r)} dr.
Nyni uz jen vynechdme argument a zderivujeme soucin a dostdvame
dVi = —2n(rveh + rvhy + vh) dr. (72)
Z (EI) a (@) dostédvdme rovnost

2nrhy dr = —2n(rvrh + roh, + vh) dr,

odkud
hi = —v.h — vhy — 1" '0h. (73)
Nyni se lze tplné zbavit rychlosti, a to pomocnym vypocétem z (@) Dostaneme

Vp = —%n_lh_%(—hr)% - %n_lh% (_hr)_%hrr: (74)

857 definice (viz tfeba https://cs.wikipedia.org/wiki/Hydraulicky_polomér).
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kde h, je druhd derivace h podle r. Dosazenim (@) a (@) do (@) ziskdme

he = —n 'h3 (—h,)? (%hh;lhw + ghr + r*lh) . (75)
O feseni této rovnice analyticky se nema cenu pokouset, nastésti explicitni vy-
jadreni Casové derivace ndm umoznuje snadné numerické feseni — ,simulaci po
¢asovych krocich.

Vzhledem k predpokladim o systému je simulace nachylna na zvétSovani caso-
vého kroku (zejména na zaCatku, kde jsou velké gradienty sklonu hladiny). Jako
vngjsi vstup pro simulaci je tfeba zadéni poc¢dteéniho stavu (h = ho), zvoleni ca-
sového a radidlnfho kroku, a poétu iteraci (pro simulaci, jejiz vysledky jsou nize,
byly pouzity po fadé hodnoty 50s, 50 km, 150000). Déle je tfeba zajistit ,odtok*
vody za hranu Zeméplochy, ktery v sobé ([/§) nemd _gbsazen, a také algoritmus
konéni ¢asovych iteraci a vypoctu radidlnich derivaci™= A konec¢né zpusob imple-
mentace — zde poslouzi témér libovolny jazyk ¢i dokonce tabulkovy editor, papir
a tuzku nedoporucujeme.

Vyvoj hladiny v zavislosti na ¢ase je vidét na obrazku @

5 T
4 t=50-10"s —
t=15-10°s ——
3L t=5,0-10%s
h t=1,0-10%s
m t=1,5-10%s
2 r t=25-10s —
t=4,0-10%s —
) t=7,0-10s —
0 , , , .
0 2.10% 4-10% 6-10° 8-.10° 1.107
T
m

Obr. 22: Vyvoj vysky hladiny v case.

Podle ocekavani voda nejprve odtéka z kraji, hladina ve stfednich Castech se
zacne snizovat az po néjakém case a poté se odtok vod stale zpomaluje a zpomaluje
(viz Casy v legendé obrazku R2). Co se tyce vyvoje celkového objemu vody, ten je
znizornén na obrazku R3J.

867de mal kazdy piistup svd tskali (vypocetni ¢as, nestabilita feSeni, neslucitelnost s okrajo-
vou podminkou etc.) — doporuéujeme bud vyzkouset, nebo se nechat hloubéji zasvétit do taju
numerického feseni diferencidlnich rovnic ¢i pocitacové fyziky.
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Obr. 23: Vyvoj objemu vody v case.

Na prvni pohled nés napadne otazka, jak moc je tato zavislost blizka expo-
nencidle. Tuto otdzku muzeme snadno zodpovédét, vyneseme-li hodnoty hladiny
v logaritmické skale — exponencidla by se transformovala na primku.

Ukazuje se, ze od urcité chvile mé zavislost objemu na ¢ase exponencidlni cha-
rakter, viz obrazek R§.

V nasem modelu doslo k poklesu objemu vody na 1% v ¢ase t1 o, = 7,27-10%s =
= 84,1d. Odhadnout, o jak presny vysledek se jedna, neni jednoduché — zjistovani
presnosti aproximace nahnutého dna je narocnosti srovnatelné s vyresenim celé
dlohy. Jeji maximéalni chybu odhadujeme na pul fddu (konstanta 0,3 az 3), proto
bychom skute¢nou hodnotu ocekévali v fadech nékolika méalo mésict.
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Obr. 26: V§voj objemu vody v &ase prolozeny exponencidlni funkei f(t) = Ae™ "¢,
kde A=0,751a B="7,58-10""s" .
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Obr. 25: Vyvoj objemu vody v ¢ase prolozeny exponencidlni
funkel f3(t) = aze™"3*, kde az = 0,605 a b3 = 6,22 - 10~" s~'. Fit probihal pouze
pro ¢asy od tstart = 8 - 10°s.
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Zadani experimentalnich tloh

Uloha LE ... nabitad brambora 8 bodu
Zmérte zatézovou charakteristiku brambory jako zdroje elektrického napéti se za-
pojenymi elektrodami z rtiznych kovii. (Tesent str. )
Uloha ILE ... vodni rozpad 8 bodii
V jaké hloubce pod vodovodnim kohoutkem se rozpada praminek vody na kapicky?
Jak to zavisi na prutoku vody? (TeSend str. )
Uloha IILE ... tenisky na vodé 8 bodu

Zmérte koeficient statického a dynamického tfeni mezi teniskou (botou) a vodorov-
nym hladkym povrchem v situacich, kdy je povrch suchy a kdy je mokry. Vysledk
srovnejte a interpretujte. (Tesend str. )

Uloha IV.E ... lahvované povrchové napéti 8 bodi

Mame véalcovou nadobu, ve které vytvoiime z boku kruhovy otvor. Nalijeme do
ni vodu. Voda bude postupné vytékat, ale v néjaké vysce nad otvorem se vytok
vody z nadoby zastavi. Urcete povrchové napéti vody na zdkladé zmérené vysky
nad otvorem, ve které se hladina zastavi. Pokus nékolikrat opakujte, a to alespon
se tfemi ruzné velkymi otvory. Jako vilec mtze poslouzit vhodnd PET lahev.

(Tesend str. )

Uloha V.E ... sladime 8 bodt
Zmérte zavislost teploty tuhnuti vodného roztoku sacharézy na koncentraci za
atmosférického tlaku. (Tesend str. )
Uloha VLE ... alchymisticka 8 bodit

Na Zemeéplose je regulérnim povolanim alchymie. Proto se organizatori FYKOSu
rozhodli, ze by se tcastnici méli pokusit slozit vstupni zkousku do Cechu alchy-
misti.

Ucastniktim se zaddnim série prisly tii vzorky tenkych platkovych kovii. Jejich
tkolem bylo, na zékladé dostatecné védeckych postupt, urdit, o jakou latku se
jedna. (Tesend str. )
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Uloha I.E ... nabita brambora

Zmeérte zatézovou charakteristiku brambory jako zdroje elektrického napéti se za-
pojenymi elektrodami z riiznych kovii.

Teorie

Vlozime-li kovovou elektrodu do roztoku ionti téhoz kovu v polarnim rozpousté-
dle, za¢nou se z kovu uvolnovat kationty, ¢cimz se elektroda nabiji ziporné a roztok
kladné. Dochézi také k reakci opa¢né, kdy se ionty z roztoku vylucuji na elektrodé
a predavaji ji kladny naboj. Po jistém Case vznikne dynamicka rovnovaha a ustali
se napéti mezi elektrodou a roztokem. Tato soustava se nazyva poloclanek. Napéti
nelze pfimo méfit. Propojime-li vSak dva polo¢ldnky solnym mistkem (tzv. Da-
nielliv ¢lanek), lze mezi elektrodami z riznych kovl namérit napéti. Zavadi se
tzv. elektrodovy potencidl. Rozdil elektrodovych potencidli uddva vysledné napéti
Daniellova ¢lanku.

Méjme napriiklad médénou a zinkovou elektrodu. Elektronovy potenciélE meédi
je 40,34V a zinku —0,76 V, tj. 1ze z nich vytvorit Danielltv ¢lanek s napétim 1,1 V.
Propojime-li elektrody ¢lanku vodicem, zacne téci proud ve sméru potencidlové-
ho spadu. Ze zinkové elektrody, kterd ma nizsi potencial, se uvolnuji kationty do
roztoku a prebytecné elektrony odchézeji na elektrodu s vyssim potencidlem, zde
konkrétné médénou. Na médéné elektrodé rekombinuji ionty s elektrony a vylucuje
se méd. Jak postupné pribyva zinkovych iont v roztoku a ubyvd médénych, sni-
zuje se napéti ¢lanku. Pokud dojde k nasyceni roztoku zinkovymi ionty, rozpusténi
zinkové elektrody, nebo odcerpani médénych iontu z roztoku, napéti clanku klesne
na nulu, ¢lanek je vybity.

7 brambory zapichnutim elektrod vyrobime ¢lanek, jehoz princip je podobny
jako princip Daniellova ¢lanku. Ponorenim elektrod do polarniho rozpoustédla se
vytvori roztok obsahujici ionty obou kovi. Brambora je vSak sloZzena z bunék,
jejichz stény jsou pro ionty propustné pouze Castecné, ¢imz se zvysuje jeji vnitini
odpor oproti klasickému elektrolytu.

Zatézovaci charakteristikou zdroje se mysli zavislost svorkového napéti na ode-
biraném proudu. Galvanické ¢lanky mivaji linedrni voltampérovou charakteristi-
ku, kterd je urcena jejich elektromotorickym napétim (napéti nezatizeného zdroje)
a vnitrnim odporem. Zavislost svorkového napéti na proudu je pro pouzité zapojeni
déna vztahem zndmym jako Ohmiv zdkon pro cely obvod

U(I) =U. — R, (76)

thttp://www.wikiskripta.eu — ¢ldnek elektrodovy potencial.
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kde U. je elektromotorické napéti, R; vnitini odpor a I odebirany proud. Pfipojime-
li ke zdroji zndmy odpor R,, 1ze proud I vypoéitat ze vztahu I = U/R,.

O

Obr. 27: Schéma zapojeni.

Meéreni
Bylo provedeno srovnéni pro tfi ruzné kovy. Béhem méteni bylo zjisténo, ze v du-
sledku oxidace elektrod vznikd napéti i mezi elektrodami z téhoz kovu (az 0,4 V).
Po ocisténi elektrod jemnym smirkovym papirem tento jev témér vymizel. Byly
pouzity nasledujici pristroje:
1. Digitalni multimetr Powerfix PDM 250 — na vsech napétovych rozsazich ma
vstupni odpor 10 M.
2. Ruckovy miliampérmetr — pouzit pro kontrolu pti vétsich proudech. Nejmensi
rozsah je 0,6 mA, kde na tomto rozsahu ma piistroj rozliseni 5 yA.

Nejistoty méreni

Vyrobce voltmetru uddva na rozsahu 2 V rozliseni 1 mV a presnost +(0,8 %+5). To
znamené nejistotu 0,8 % z namérené hodnoty +5krat posledni zobrazovand éislice
tedy 5mV. Presnost méfeni odporu je £(0,8 % + 3), rozlieni 1 Q. Tolerance vSech
pouzitych rezistort je 1%. Béhem méfeni napéti ¢lanku kolisalo priblizné o 2%
z namétené hodnoty.

Vysledky
Pouzité elektrody byly hiebiky z médi a zinku a cinovy drat. Drat byl do brambory
zapichnut do stejné hloubky jako hiebiky. Polomér byl méfen posuvnym méridlem,
délka a vzdéalenost pravitkem.

e Pramér hiebika: r = (2,5+0,1) mm,

e prumér dratu: » = (2,7 £ 0,1) mm,

o délka (bez hlavicky): d = (15 £ 1) mm,

o vzdalenost elektrod: d = (30 £ 1) mm.
Elektrodové potencialy:

e meéd: 40,34V,

e zinek: —0,76 V,

e cin: —0,14 V.
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Prvni byl méfen ¢lanek s elektrodami z médi a zinku. Jak je vidét z tabulky E
a na obrazku R§, zavislost je linedrni a lze z ni urcit vnitini odpor ¢lanku pomoci
linearni regrese. Koeficienty byly zjistény excelovskou funkci Linregrese (tabulku
bylo nutné pfevést na V a A). Linedrni regrese uréi koeficienty linedrn{ zavislos-
ti U = al + b, kterad nejlépe odpovidd namérenym hodnotdm. Z Ohmova zdkona
pro obvod [7§ je zfejmé, ze a = —R; a b = Uk.

Bylo zjisténo R; = (3,7 £ 0,1)kQ, U = (642 £ 10) mV. Uvedend nejistota je
pouze statisticka.

Chovéni dalsich ¢lanku bylo nelinearni kvili jejich vybijeni. Odpor 10000 k2
znamend méfeni pouze voltmetrem bez pripojené zatéze. Tato hodnota byla ode-
Ctena vzdy na zacitku. Po skonceni méreni napéti naprazdno obvykle kleslo asi
0 10 mV.

Tab. 3: V-A charakteristiky

Cu—Zn Cu—Sn Sn—7Zn
R, 1 U R, 1 U R, 1 U
kQ LA mV kQ HA mV kQ A mV
10000 0,1 640 10000 0,0 460 10000 0,0 660
130 4,8 628 260 1,2 300 50 1,2 535
100 6,2 623 130 1,8 230 30 1,8 480
80 7,7 617 100 1,9 190 23 1,9 440
50 12,0 600 50 3,1 154 156 3,1 380
30 19,0 570 30 4,0 120 11 4,0 320
11 42,7 470 11 47 52 46 4,7 221
46 80,4 370 46 59 27 1 59 74

Diskuse

Pri méfeni bylo obtizné dosdhnout vysoké presnosti, protoze bramborova baterie
se rychle vybiji a navic i pfi minimélni zatézi voltmetrem napéti stale kolisa. Ko-
lisdni se zmirni, kdyz se baterie mirné vybije. Elektrody byly pfipdjeny k dratam
pfipojenym k sonddm multimetru, aby napéti nekolisalo vlivem pohybu elektrod.
Domnivame se, ze jisty vliv na méfeni mél i kontakt elektrod s bramborou. Po-
tfeni brambory roztokem soli pro lepsi kontakt vSak nemélo prokazatelny efekt.
Tvar charakteristiky je zptusoben mérici metodou. Napéti bez zatézového odporu
bylo zméreno nejdiive a néasledovalo méreni od nejmensiho zatézového odporu po
nejveétsi a pri kazdém dalsim méreni byl clanek o néco vybitéjsi.

Zavér

Bramborova baterie je slaby zdroj zejména kvili slabému elektrolytu, bunéénym
sténdm a Spatnému kontaktu s elektrodami. Nejlepsi voltampérovou charakte-
ristiku mél ¢lanek s elektrodami z médi a zinku. Jeho vnitini odpor byl R; =

= (3,7 £ 0,1)kQ a jeho elektromotorické napéti U. = (642 £ 12) mV. U zbylych
¢lankt nebylo mozné vnitini odpor urcit, protoze se béhem méteni prilis vybijely.
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Obr. 30: V-A charakteristika Sn—Zn.

Uloha IL.E ... vodnfi rozpad

V jaké hloubce pod vodovodnim kohoutkem se rozpadéa praminek vody na kapicky?
Jak to zavisi na pritoku vody?

Jednoduchy model
Zkoumany jev rozpaddni proudu na kapicky se v literature oznacuje jako Plate-
auova-Rayleighova nestabilita, kdy je ,,prestipnuti“ proudu zpusobeno zesilovinim
amplitudy radidlnich kapildrnich vin na povrchu proudu# Vystupem tohoto modelu
pak muze byt napiiklad hloubka pod kohoutkem, kde se praminek za¢ind rozpadat,
kterou médme za tikol mérit. Nebudeme zabihat do (pomérné technickych) podrob-
nosti standardniho odvozeni Plateauovy-Rayleighovy nestability a spokojime se
s jednoduchym argumentem zaloZenym na rozmérové analyze. Rovnéz zanedbame
vliv viskozity a zrychlovani v tihovém poli (coz limituje platnost naseho mode-
lu na takové hloubky pod kohoutkem, pro které se nebude vyrazné zuzovat sirka
praminku).

Budeme hledat ¢asovou skalu 7', na které dojde k dostatecnému zesileni ampli-
tudy kapilarnich vin, aby se proud rozpadl na kapicky. Tvrdime, ze T bude funkci
hustoty kapaliny o, jejtho povrchového napéti o a poloméru praminku R, nikoli

2Podrobnosti naleznete napiiklad na http://en.wikipedia.org/wiki/Plateau-Rayleigh_
instability.
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vsak velikosti rychlosti prauminku,E kterou znacime U. Rozmérova analyza potom
rika, ze

i3

o

T x

Uvédomime-li si navic, ze pro pritok Q plati Q « UR?,
pak pro vzdalenost [ od kohoutku, kde dojde k rozpadu
praminku, mame

1= UT = CU1/4Q3/4\/§, (77)

kde C' je bezrozmérny koeficient. Za predpokladu, Ze se
ndm podai{ v prubéhu méfeni drzet U konstantni (viz
nize), mdme pro hloubku rozpadu pod kohoutkem tméru

]l QS/ 4 Pfipomefime, 7e zanedb4vdme zuzovani pramin-
ku v dusledku zrychlovani v tithovém poli, které zrejmé
produkujef v zavislosti 1(Q) klesajici trend.

Experiment

Nastavili jsme pritok kohoutkem na hodnotu, pfi kte-
ré k rozpadu praminku dochézelo v hloubce I; pod ko-
houtkem. Tuto hloubku jsme mérili opakované odecita-
nim z porizené fotografie (obr. @) Odcitali jsme vzdy
dvé hodnoty: jednak hloubku, ve které doslo k prvni vy-
razné oscilaci praminku, a jednak hloubku, ve které byla
pozorovatelnd prvni kapka. Pritok jsme mérili stopova-
nim casu, za ktery protece dany objem. Ten se pohyboval
mezi 200ml a 300 ml. Nejistotu uréeni hodnoty pritoku
jsme stanovili jako smérodatnou odchylku SE = /sf7 /n souboru prutoki, kte-
ré byly naméfeny pri vyssim prutoku, aby mohl byt tento experiment opakovin
vicekrat. Data z tohoto méfeni jsou v tabulce Y.

Hloubku, ve které se praminek rozpadé, jsme mérili s presnosti +2 cm, pricemz
zde zahrnujeme i nejistotu pfi urcovani konkrétniho bodu rozpadu. Pro kazdé
nastaveni pritoku jsme pak spocetli prumérnou hloubku rozpadu a rozptyl této
hloubky v rdmci daného prutoku

Obr. 31: Schématické
znazornéni situace
rozpadajictho se
praminku pod
kohoutkem.

Mérené i vypoctené hodnoty jsou uvedeny v tabulce a

3Zde se bohuzel musime odvolat na samotné odvozeni Plateauovy-Rayleighovy nestability,
které nam pro konstantni polomér praminku fixuje miru zesileni nejrychleji rostoucich kapi-
larnich vin (tj. téch, které zptisobi rozpad praminku). Cas, za ktery amplituda vin dostateéné
naroste, tedy nezavisi na rychlosti praminku.

4Mame pak [  T? « R®, takze | bude citlivé na zuzovani praminku.
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Obr. 32: Fotografie z méreni polohy rozpadu pomoci pravitka.

Zpracovani a diskuse vysledkii

V grafu na obr. E jsou prumérné hodnoty hloubek vyneseny v zavislosti na pru-
toku. Interval kolem bodd ve sméru vodorovné osy je smérodatnd odchylka dat
z tabulky E SE = 40,25cm. Ve sméru svislé osy to jsou smérodatné odchylky
jednotlivych sett hloubek.

Podle rovnice (ﬁ) bychom méli v naich datech hledat zévislost I = aQ>/* 4 b,
kde a a b jsou redlné parametry, a kladné® Na obr. skutecné pozorujeme stou-
pajici trend, nicméné jakykoli pokus o fit v celém rozsahu priatoku selhdva, protoze
funkce Q3/ 4 zkratka roste p¥ilis rychle. Vysvétlenim by mohlo byt pozorované vy-
razné zuzovani praminku pro velkd @, viz také obr. B3. Do zdvislosti I(Q) pak
vstoupi klesajici trend, ktery zmirni jeji rust tak, jak pozorujeme.

Dalsim predpokladem, ktery jsme v teoretickém tvodu zavedli, je, ze rychlost
proudéni v praminku byla v rdmci presnosti méfeni konstantni v intervalu pri-
toku, které jsme pouzili. Myslenkové to lze obhajit nasledovné: tlak v potrubi je

50proti (E) uvazujeme nenulovy absolutni ¢len b, ktery sice neplyne pfimo z teorie, ale pro
ucely fitu je obecné lepsi ho zaradit. Muzeme tak jednak odhalit systematickou chybu, kdy jsou
nami méfené hodnoty posunuté, a jednak tak zohlednime fakt, Ze pro malé prutoky voda pouze
odkapava primo z kohoutku.
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Tab. 4: Stanoveni nejistoty uréovani priatoku.

v t Q
ml S ml-s—!
200 14,37 13,92
200 14,24 14,04
200 14,12 14,16
200 14,02 14,27
200 12,16 16,45
200 14,19 14,09
200 14,06 14,22
250 19,22 13,01
250 18,63 13,42
250 18,40 13,59
250 19,36 12,91
250 19,69 12,70
250 19,00 13,16
250 18,19 13,74

prumeér 13,83
SE 0,245

Tab. 5: Namétené hloubky rozpadu praminku.

Q hloubky prvni oscilace I s7 SE
ml-s—! cm cm  cm  cm
2,3 16,3 14,5 170 170 16,3 14,0 15,9 1,7 0,5

48 16,0 176 139 178 16,3 3,3 09

75 19,3 243 21,3 23,0 21,9 24,1 22,3 36 08
11,2 276 26,9 234 263 254 225 258 254 34 0,7
1,8 9,0 8,0 8,7 8,5 9,4 87 0,3 0,2

53 23,5 239 21,6 233 230 20,7 22,7 15 05

Q hloubka vzniku prvni kapicky l Slg SE
ml-s—1 cm cm  cm  cm
2,3 179 17,3 21,1 21,0 20,2 18,2 19,3 2,8 0,7

4,8 250 19,2 20,9 215 21,7 59 1,2

75 30,8 294 299 290 299 28,1 295 0,8 04
11,2 30,6 288 288 326 30,7 300 31,6 304 19 0,5
1,8 11,2 12,0 11,1 8,6 10,7 87 11,5 10,5 1,7 0,6

53 26,7 274 26,0 26,5 26,0 27,0 266 0,3 0,2

120



Reseni experimentdlnich tdloh

35 T T T T T T T T T T
30 + - e
=
25 | e
}_X_<
R + - _
cm HH
5L + .
A i
10 - prvni kapka +———
posledni oscilace +——x<—
5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q
ml-s—1

Obr. 33: Graf zavislosti hloubek rozpadu a prvni vyrazné oscilace na prutoku.

priblizné 6krat az 8krat vétsi nez atmosfericky. Malé zmény pritokového otvoru,
kterym regulujeme prutok, a jimi vyvolané zmény tlaku budou vié¢i tomuto rozdilu
nékolika atmosfér zanedbatelné, a tedy i zména rychlosti se zménou priatoku bude
jen drobna.

Na zavér by se sluselo pohovoftit, co dale nami pozorovany jev ovliviiuje a pii-
tom neni popsédno modelem. Prakticky cokoli, co souvisi s kapkami, se to¢i kolem
povrchového napéti, a to je velmi citlivé na zmény koncentrace mineral ve vodé,
teplotu vody, ¢istotu usti kohoutku a vitbec material kohoutku samotny (obecné na
povrchovou energii). Déle byvaji ve vodovodnim kohoutku umisténa jemnd sitka,
ktera upravuji tvar proudu a ,pridavaji do néj bublinky*. To bude pravdépodobné
hrat vyznamnou roli v modelu Plateauovy-Rayleighovy nestability, kde pocatecni
fluktuace rozhoduji prakticky o vSem.

Samotné méreni pak mohlo byt mimo jiz uvazované efekty ovlivnéno napriklad
expozi¢ni dobou fotoaparatu. Nejproblematictéjsi c¢asti nicméné zustava subjekti-
vita uréeni bodu, kde k rozpadu dochézi. Z téchto divod bychom si mohli dovolit
udélat svislé chybové tsecky klidné 3krat vétsi, nebot nyni zahrnuji jen opakova-
telnost méreni, ale ne systematické chyby a dalsi efekty vysSe popsané.
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Uloha IIILE ... tenisky na vod&

Zmérte koeficient statického a dynamického tieni mezi teniskou (botou) a vodorov-
nym hladkym povrchem v situacich, kdy je povrch suchy a kdy je mokry. Vysledky
srovnejte a interpretujte.

Jednoduchy model

Smykové tfeni je jev, ke kterému dochézi pii posouvani jednoho télesa po povrchu
télesa jiného. Rozlisujeme treni statické a dynamické. Velikost treci sily vypocteme
ze vztahu

Fo=F.f, (78)

kde F, je pritlacna sila kolma na sty¢nou plochu téles a f je koeficient dynamic-
kého, resp. statického tifeni. O dynamickém tfeni hovorime, jsou-li smykajici se
télesa navzajem v pohybu. Pfi rovnomérném piimocarém pohybu méa tazna sila
zpusobujici pohyb télesa stejnou velikost jako tfeci sila.

Ke statickému tfeni dochdzi u téles, kterd jsou navzajem v klidu. Az do jisté
meze maji staticka tieci sila a taznd sila pusobici na téleso rovnobézné s podlozkou
stejnou velikost. Pti prekroceni této meze se téleso dava do pohybu a tfeni se méni
na dynamické. Koeficient statického treni urcuje maximalni silu, kterou je mozno
na téleso pusobit rovnobézné s podlozkou, aby jesté zustalo v klidu.

Maximalni statické tieni je vétSinou vétsi nez dynamické. Je-li mezi télesem
a podlozkou kapalina, t¥eni se obvykle snizuje (zalezi na konkrétnim povrchu a ka-
paling).

Problémy

V praxi dochazi k mnoha jevim, které situaci komplikuji. U pruznych téles dochazi
k odskakovani, kdy jejich povrchy jsou navzajem v klidu, avsak télesa se pruzné
deformuji. Kdyz je sila pruznosti vétsi nez klidova tieci sila, dojde k odskoku, pfi
kterém télesa docasné ztrati kontakt a dochazi k jejich volnému pohybu nez se
pusobenim ptitlacné sily opét dotknou a déj se opakuje. U adhezivnich povrchi se
tfeni projevuje, i kdyz je pritlacné sila nulova, treci sila muze zaviset na povrchu
atd. Treni muze déle zdviset na rychlosti a na mokrém povrchu mize dochézet
k tzv. aquaplaningu, kdy se mezi télesem a podlozkou vytvori souvisld vrstva vody
a treni se dramaticky snizuje.

Vysledky méreni

Méreni bylo provadéno pomoci elektronického siloméru systému Vernier Dual ran-
ge force sensor a vyhodnoceno v programu LoggerLite 1.7. Méfeni probihalo na
vodorovném povrchu. Pritla¢na sila je tedy rovna tize boty se zavazim. Bota byla
tazena silomérem za nit. Nejprve se pomalu zvétSovala taznd sila dokud se bo-
ta nedala do pohybu poté byla tazena konstantni rychlosti. Kvili stabilité byla
teniska tazena za nit provlecenou Spickou podrazky. Pti méfeni bylo dbano na
to, aby nit sméfovala rovnobézné s podlozkou. Teniska byla tazena velmi pomalu
(cca 5 cm-s™ ') kvali minimalizaci chyby zptisobné zavislosti t¥eci sily na rychlosti.
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Meéteni bylo provedeno na ctyfech riiznych podlozkach. V tabulce E je uvedena
zavislost statické (Fy) a dynamické (Fy) t¥eci sily na sile pritlacné (Fy).

Tab. 6: Méfeni tieci sily.

linoleum sklo papir kov

suché mokré suché mokré suchy suchy
F, B B B R R R R R R B
N N N N N N N N N N N

4,4 39 33 24 46 37 45 14 33 14 1,2
6,3 50 54 25 67 61 65 15 48 1,9 16
8,2 72 66 35 81 79 79 14 70 31 21

10,0 94 90 48 97 94 90 26 86 34 30

129 11,1 96 7,3 122 120 126 19 11,3 47 37

14

Fya suchlé data +——+—
12 | Fa suché fit
Fs mokré data +——x—
10 | Fs mokré fit

F4q mokré data

o 8 + Fy mokré fit i
N 6 |
4 i
) i
0 1
0 2 4 6 8 10 12 14
F,
N

Obr. 34: Zavislost tieci sily na pritlacné pro tenisku na linoleu.
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14

T
Fq papir data ————
12 | F4 papir fit —
F; kov data +——<——

10 + Fs kov fit _— i
Fyq kov data
I 8 | Fu kov fit i
N 6 L |
4 L i
92 L i
O 1
0 2 4 6 8 10 12 14
&
N

Obr. 35: Zavislost tfeci sily na pfitlacné pro tenisku na papire a lakovaném kovu.

14 T T T T T T
Fy s. data i
12 | Fs s. fit
Fy s. data ———
10 | Fyq s. fit
F; m. data
P 8 | Fs m. fit
_ Fq m. data
N6 L Fyom. fit 1

4 L i
2 L =
0 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14
Fu
N

Obr. 36: Zavislost tfeci sily na pritlacné pro tenisku na skle.
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Tab. 7: Vysledné koeficienty tfeni pro vSechny mérené povrchy.

material fs fa

lino suché 0,87 £ 0,02
lino mokré 0,80+ 0,03 0,50 + 0,03
sklo suché 0,98 +0,02 0,94 + 0,01
sklo mokré 0,96 +£0,02 0,20 £+ 0,02
papir 0,96 + 0,03
kov 0,39 £0,03 0,31 £0,02

Vysledky byly zpracovany linedrni regresi podle vztahu (@) Vztah odpovidd
rovnici y = ax + b, kde nésobny koeficient a je pfimo hledany koeficient treni
a b parametr, ktery zohlednuje mozné systematické chyby méreni. Staticky koefi-
cient znaéime fs, dynamicky fq. Pro nékteré povrchy nedochézelo k poklesu treci
sily pri uvedeni télesa do pohybu. Pro tyto povrchy je v tabulce [ uveden pouze
dynamicky koeficient, staticky je pravdépodobné stejny. Pro rychlosti, pfi kterych
bylo méfeni provadéno, nebyla zjisténa vyrazna zavislost na rychlosti.

Diskuse

7 grafu je vidét, ze prolozend zavislost nelezi v intervalu standardni nejistoty.
Body jsou od prolozené primky vzdaleny méné nez 3o, ale krajni nejistotu v gra-
fech neuvadime s ohledem na individualitu kazdého méteni. I pres snahu dodrzet
vzdy stejny zpusob a trajektorii pohybu dochézelo napriklad k vibracim popsanym
v teorii, které mély znacny efekt na méreni dynamické tteci sily. Nejpresnéjsich
vysledku bylo dosaZzeno pro papir a pro lakovany kov, kde k zddnym vibracim
nedochazelo.

Zaveér

Zmérené hodnoty castecné odpovidaji teoretickym predpokladim. Nejvétsi rozdil
mezi statickym a dynamickym tfenim vznikd na mokrém skle, kde se vsak zda, ze
koeficient dynamického tieni prilis nezdvisi na pritlacné sile. Nejvétsi rozdil mezi
statickym a dynamickym trenim se projevil u lakovaného kovu. Pro suchy papir
a suché linoleum je naopak koeficient statického treni mensi nebo roven koeficientu
dynamického tfeni¥ Pro mokré sklo a linoleum vychazi koeficient nizsi nez pro suché
povrchy pro sklo je rozdil asi pétindsobny.

SMuze se jednat o nepfesnost méfeni nebo o zévislost koeficientu dynamického tieni na
rychlosti. Ve skutecnosti mize byt koeficient statického tfeni minimélné roven koeficientu dy-
namického treni.
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Uloha IV.E ... lahvované povrchové napéti

Mame valcovou nadobu, ve které vytvorime z boku kruhovy otvor. Nalijeme do
ni vodu. Voda bude postupné vytékat, ale v néjaké vysce nad otvorem se vytok
vody z nadoby zastavi. Urcete povrchové napéti vody na zdkladé zmérené vysky
nad otvorem, ve které se hladina zastavi. Pokus nékolikrat opakujte, a to alespon
se tremi riizné velkymi otvory. Jako valec mize poslouzit vhodna PET lahev.

Teorie

Podivejme se na zacdtek, kde se povrchové napéti vody
- vlastné bere a co to je. V kapaliné jsou molekuly v mno-
hem mensich vzajemnych vzdélenostech nez v plynu, takze
h v blizkosti dané molekuly je dostatecny pocet dalsich mole-

\ kul, které na ni pusobi pritazlivymi silami, které vyvolavaji
R nezanedbatelny kohezni tlak. Pokud si vezmeme situaci, kdy
méame molekulu kapaliny ve vétsi hloubce pod volnym povr-
chem, pocet molekul kolem této molekuly je pomérné velky
a tyto molekuly jsou rovnomérné rozlozené, takze se jejich
interakce vzajemné vyrusi a vyslednice sil je prakticky rovna
nule. Pokud se vSak molekula dostatecné ptiblizi povrchu,

Obr. 37: Nékres vyslednice sil, jimiZ na ni piisob{ ostatni molekuly kapaliny,

situace u otvoru. bude smétovat dovniti kapaliny kolmo k volnému povrchu.
Samoziejmé na ni budou silové pisobit i molekuly plynu (syté pary nad kapali-
nou), nicméné hustota kapaliny je obvykle fddové vétsi nez plynu, proto celkovd
vyslednice sil bude stile sméfovat dovniti kapaliny. Z toho plyne, ze prevedeni
molekuly z vnitfku kapaliny do jeji povrchové vrstvy je spojeno s vykonanim pra-
ce proti sildm pusobeni ostatnich molekul. Takze molekuly na povrchu musi mit
vétsi potencidlni energii, kterou nazyvame povrchova energie E,. Povrchové napéti
miizeme definovat jako praci vnéjsich sil potfebnych k zvétseni plochy vztazenou
na zménu plochy, tedy

_dE,

=315
Pripadné jako pritazlivou silu molekul F' vztazenou na jednotku délky mysleného
fezu povrchem kapaliny [, tedy

_dF
oAl
Podivdme-li se na nds experiment (schéma na obrizku @), pak je ziejmé, ze
hydrostaticka sila, respektive hydrostaticky tlak vody bude nutit kapalinu vytékat
bo¢nim otvorem ven. Povrchové napéti naopak bude ptisobit soudrznost kapaliny
a branit jejimu odtékani.
Vné nédoby je atmosfericky tlak p,. Tlak v hloubce h pod hladinou kapaliny
je roven souctu atmosferického a hydrostatického tlaku, tedy pa + hog, kde o je
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hustota kapaliny a g je tithové zrychleni. Pro rozdil tlaki Ap na rozhrani dvou
tekutin za rovnovazného stavu plati Youngova-Laplaceova rovnice

1 1

kde o je povrchové napéti a poloméry kfivosti rozhrani jsou R, a Ry. Dale budeme
predpokladat, ze R, = R, = R, tedy zZe povrch kapaliny m4 tvar kulového vrchliku
o poloméru R. Z obrézkuﬁ vidime, Ze polomér kfivosti rozhrani R bude vzdy vétsi
nebo roven (v piipadé, ze mé povrch tvar polokoule) nez polomér otvoru d/2, tedy
z rovnice (E) dostdvame nerovnici Ap < 4o/d. Po dosazeni za Ap jiz muzeme
ziskat vztah pro povrchové napéti

hogd
o2 1

pricemz déle budeme predpokladat, ze povrch kapaliny mé presné tvar polokoule.

Je dobré myslet na to, ze povrchové napéti je pomérné vyrazné zavislé na
teploté. Pro pokus proto byla pouzita voda s pokojovou teﬁlotou7 ktera Cinila pri-
blizné 20°C, pro kterou by povrchové napéti vody mélo byt asi 0,073 N-m~*.
Hustota destilované vody pfi této teploté ¢inf asi 998 kg-m ™3, jelikoz vsak stej-
né mame kohoutkovou vodu, spokojime se pro vypocet se zaokrouhlenou hodno-
tou 1000kg-m™>,

Experiment

Pro experiment byla pouzita PET lahev, jak doporucuje zadéani. Do ni byl jehlou
vytvoren otvor. Jehla byla v ptislusné sifce oznacena a jeji primér zde byl zmétren
posuvnym méritkem, tento pramér byl posléze povazovan za pramér otvoru d.

Do ldhve byla nalita voda do dostatecné vysky nad otvorem a nechala se volné
odtékat az do predpokladaného vyrovnani tlakd, respektive zastaveni odtékani.
A poté byla pomoci pravitka s dilky po 0,5 mm zmérfena vyska hladiny A od stfedu
otvoru po dolni hranu menisku hladiny. Méreni bylo provedeno pro celkem ctyti
ruzné pruméry otvoru d, pro kazdy bylo opakovdno pétkrit (pro nejmensi otvor
trvalo jedno méreni pomérné dost dlouho, vétsi pocet opakovani by tedy byl casové
narocny).

Pro vétsi otvory a vétsi miru naplnéni PET lahve slo dobfe pozorovat klesajici
rychlost vytékani vody (snizujici se spolu s hydrostatickym tlakem) — jeji proud se
postupné vice a vice priblizoval PET lahvi az nakonec tekl uz pouze po ni.

Vysledky a diskuze

V tabulce E jsou zaznamendny naméiené vysky hladin A spolu s prumérnou vys-
kou h pro kazdy z otvorti s nejistotou uréenou jako kombinovans nejistota nejistoty
typu A (uréené jako vybérovd smérodatnd odchylka ndsobend kvantilem Studen-
tova rozdéleni pro dany pocet méfeni) a nejistoty typu B (polovina nejmensiho

v http://www.converter.cz/tabulky/povrchove-napeti.htm
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Tab. 8 Naméiené vysky hladin h, primérna hodnota vysek h, primér
otvora d a vypoctené povrchové napéti vody o pro ¢tyti ruzné pruméry otvoru d.

d h b o

mm mm mm N-m—!
04+0,1 180 17,5 17,0 185 18,0 17,8409 0,017 +0,004
0,7+0,1 10,0 11,0 11,0 10,5 10,0 10,54+0,8 0,018+ 0,003
1,04+ 0,1 8,5 7,5 8.0 8,5 8,5 8,2+0,6 0,020+ 0,003
1,34+0,1 5,5 5,5 5,5 6,0 6,0 574+0,3 0,018 £ 0,002

dilku pravitka), sifka otvoru d a dopoéitané povrchové napéti o, pri¢emz nejisto-
ta Ao povrchového napéti o byla uréena pomoci zdkona sifeni nejistot

_ oo 2 oo 2 og 5 5
Ao = \/<ahAh) ¥ (%Ad) = 2. /@an? + (had)?,

kde Ah je nejistota hloubky h, Ad je nejistota priméru otvoru d a g = 9,81 m-s~>

i hustotu vody povazujeme za konstanty.

Vidime, ze ziskané hodnoty povrchového napéti jsou priblizné ctyrikrat mensi,
jez je tabulkovd hodnota, kterou bychom u vody dané teploty ocekavali.

Dtvodem je pravdépodobné hlavné to, ze experiment je sice vhodnou demon-
straci dusledkt povrchového napéti kapalin (vSechna voda nad otvorem neodtékd,
i kdyz mé kudy), ale nehodi se pro jeho kvantifikaci. Zdsadnim problémem je nejspi-
Se praveé to, ze vodu nechaviame odtékat, takze neni statickd a dochazi k proudéni,
nemétrime tedy situaci pfi vyrovnani tlakd, tak jak bychom cekali. Vhodnéjsi by
mohlo byt naopak nechat kapalinu velmi pomalu natékat hadickou u dna a hod-
notit, kam hladina vystoupi, nebot takto bychom omezili vifeni kapaliny. Dalsimi
pri¢inami podhodnocenych vysledkt mohou byt napiiklad neidedlnost otvoru, ne-
bo to, ze kapka nemusi drzet v otvoru, ale muze jej prekryvat, skuteény polomér je
poté vétsi, coz také vede k mensim hodnotdm povrchového napéti. Posledni zmi-
nény jev bychom mohli odstranit zvétsenim otvoru, avsak v prilis velkych otvorech
se utvofi pouze mirné zakfivena bléna, jejiz polomér kiivost je i ndsobné vétsi nez
polomér otvoru, coz opét vede k velkym nepresnostem pri stanoveni povrchového
napéti.

Skutec¢né hodnoté se vyraznéji nepriblizime, ani kdyz zohlednime nejistoty meé-
feni, ¢ili cely interval, ve kterém by se hodnota povrchového napéti méla nachézet.
Je to déno tim, ze nejistoty méreni hodnoti predevsim presnost, s jakou jsme néco
meérili, nicméné prakticky jsme nemérili to, co jsme predpokladali.

Zavér

V nasem experimentu jsme mohli pozorovat dusledky povrchového napéti. Ziskané
hodnoty povrchového napéti pfevazné pod 0,020 N-m ™' jsou vSak vyrazné mensi,
nez by mély pro vodu s pokojovou teplotou byt. Na zavér je tedy nutné fict, Ze
experiment pro urceni hodnoty povrchového napéti kapalin neni vhodné navrzen.
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Uloha V.E ... sladime

Zmeérte zavislost teploty tuhnuti vodného roztoku sacharézy na koncentraci za
atmosférického tlaku.

Teorie

Pro vyjadreni koncentrace roztoku budeme pouzivat hmotnosti zlomek wc, ktery
je roven poméru hmotnosti m. rozpusténého cukru ku hmotnosti celého rozto-
ku me = mc + my, kde my je hmotnost vody, tedy

Mc Mc

(80)

We = = —\.
me me + My

Koncentraci miizeme vyjadrit také pomoci molarniho zlomku ., tedy poméru
latkového mnozstvi cukru n. ku latkovému mnozstvi celého roztoku ne = nc +ny,
kde n, je latkové mnozstvi vody v roztoku. Latkové mnozstvi je rovno poméru
hmotnosti a molarni hmotnosti, plati tedy

_ Nec _ Ne _ M. 81
To=— = = o (81)
ne Ne + Ny M. + M

kde M. = 342,3g-mol ! je moldrni hmotnost cukru (pfesnéji sacharézy) a molarni
hmotnost vody je M, = 18,0 g-mol~*.

Ochlazujeme-li ¢istou vodu z teploty, pti které je kapalnd (napf. 80°C), na
teplotu, pti které je tuhd (napt. —20 °C), pfi urcité teploté dojde k fazové preméng,
tedy k tuhnuti vody na led. Teplota pti této fazové preméneé je konstantni, pricemz
ale k dokonéeni fazové premény (tedy ztuhnuti vody) je tfeba ze vzorku stéle
odebirat teplo (tzv. latentni teplo, v tomto pfipadé skupenské teplo tuhnutf).

Vlozime-li vodu do prostredi, ve kterém udrzujeme teplotu pod teplotou tuhnuti
vody, teplota vody se bude snizovat az k teploté tuhnuti, na ni se na néjakou dobu
zastavi a teprve poté _se bude ochlazovat déle (viz obrazek @a a také namérend
zdvislost na obrazku §1)). Z naméfené zavislosti teploty na Case je pak mozné urcit
teplotu tuhnuti (resp. tdnf) vody.

Chovéni smési dvou latek prfi ruznych teplotdch a koncentracich vyjadiuje
tzv. binarni fazovy diagram. Mame-li smés dvou latek dané koncentrace, doka-
zeme z néj vycist, jak se bude s ménici se teplotou chovat. V mnoha pripadech
nds zajimd rovnovazny fazovy diagram, tedy fizovy diagram (pro sachardzu viz
obrizek B8a), ktery zobrazuje rovnovazné stavy.

V pripadé sacharézy vSak rovnovazné stavy nejsou snadno dosazitelné, vzhle-
dem k slozitosti molekuly sachardzy a také kvuli vysoké viskozité roztoki je jen
mald Eravdépodobnost, ze dojde k nukleaci a rustu krystalu a vzniku rovnovazného
stavuf Skutecny fazovy diagram je na obrazku B8b.

Popisme nyni chovéni roztoku sacharézy o hmotnostnim zlomku wo (nizsi nez
je mez rozpustnosti) o pokojové teploté, ktery za¢neme ochlazovat (ddle budeme
popisovat obréazek @) Ve fazovém diagramu sestrojime ¢aru w. = wo. Vidime, ze

8http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/biocrystal/water-sucrose.phr
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a) rovnovazny fdzovy diagram b) skuteény fazovy diagram
200 200
160 160+
120 kapalina 120 kapalina
80 - 80
5
T 4o g T 4o
°C g hard °C
likvi §/sacharéza
9 (5)’ gﬂ/ldus 5 a kapalina 0
74’0 | led a kapalina _40
—801 led a sacharéza —801
(eutekticka)
~120 —120+
T T T T T T T T
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Weukr Weukr
% %

Obr. 38: Rovnovazny a skute¢ny binarni fazovy diagram voda-sachardza.
Zdroj: http://www.doitpoms.ac.uk

tato ¢ara protind kiivku likvidu pri teploté Ti. Toto je teplota, pti které v roz-
toku zacinaji rist krystaly vody (tj. zac¢ind se vylucovat led). Jelikoz se vylucuje
z roztoku led, snizuje se koncentrace vody v roztoku, a tedy koncentrace sacharézy
roste. Zavislost koncentrace sacharézy na teploté pak udava krivka likvidu — pri
teploté T1 < T je hmotnostni zlomek sacharézy wi > wo.

Pokud nyni nas experiment s ochlazovinim vody v prostiedi s nizkou teplotou
opakujeme s roztokem o hmotnostnim zlomku wo, pfi teploté T dojde k vyrazné
zméné rychlosti ochlazovani (viz obrazek {1 a naméfend zavislost na obrazku @3).
Z naméfené zavislosti teploty na case pak mizeme pro danou koncentraci urcit
teplotu, pri které zacind v roztoku krystalizovat voda.

Pro to, aby zacala voda krystalizovat na led, je tifeba, aby byla pritomna
tzv. nukleacni centra, tedy jakési zarodky krystald. Ta mohou vzniknout nahod-
nym setkdnim vice ¢astic dané latky (tj. v nasem piipadé vody), coz je ovSem
brzdéno snahou systému o vyrovnani koncentrace v celém objemu. V pripadé, ze
latku ochlazujeme prili§ rychle, muze dojit k podchlazeni, tj. k ochlazeni latky na
teplotu nizsi nez je teplota tuhnuti, presto vsak latka muze ztstat kapalnd. Napii-
klad vodu je mozné za normalniho tlaku podchladit® az na —42 °C. Pokud bychom
vodu nebo roztok ochlazovali velmi rychle na nizkou teplotu (pro vodu® je tato
rychlost fadové 10° K-s™! a teplota asi —135 °C) nedoslo by viibec ke krystalizaci,
latka by ztuhla jako amorfni, vytvorilo by se tedy sklo.

V pripadé, kdy dojde k podchlazeni, je pak mozné, zZe se teplota latky na

%https://cs.wikipedia.org/wiki/Podchlazeni_(termodynamika)
10http://www.benbest .com/cryonics/lessons.html#glass
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presyceny
roztok

led a kapalina
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Obr. 39: Cést fazového diagramu s vyznacenou zménou koncentrace kapaliny pii
zméné teploty.

kratkou dobu opét zvysi (viz tfeti sloupec na obrazku @ a nameérend zavislost na
obrazku @) V tom pripadé muze byt obtizné zjistit teplotu, pti které by pri velmi
pomalém ochlazovani ke krystalizaci zacalo dochézet. V pripadé, ze odebirdme
teplo stalym vykonem, je mozné napt. ke kiivkdm ochlazovani vytvorit teény (viz
obrazek f(J) a hledat jejich priseéik.

Model

Pokusme se nyni najit zavislost teploty tuhnuti na koncentraci JroztokuQEI V rovno-
vazném stavu mezi ledem a tekutym roztokem pro chemické potencidly vztazené
na 1mol (v tomto pripadé mérnou Gibbsovu energii) p, resp. ue plati

W= e - (82)
Pro chemicky potencial idedlniho vodného roztoku pti teploté T plati
te = v + RT'Inay, (83)

kde pv je chemicky potencidl ¢istého rozpoustédla (vody), av je aktivita roztoku
a R je molarni plynovéa konstanta. Pro aktivitu plati a, = zv7y, kde z je molarni

Mhttps://tinyurl.com/freezingpoint-depression a v Mortimer R. Physical Chemistry.
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Obr. 40: Mozné kiivky ochlazovani pro ¢istou latku a pro roztok v pripadé
konstantntho vykonu ochlazovani. Vyznaceny jsou optimalni zpisoby odectu
teploty fazového prechodu.

zlomek vody a v, je aktivni koeficient. Specidlné pro idedlni roztok plati v, = 1.
Dosazenim (B3) do (B2) dostaneme podminku pro rovnovizné stavy

H— MUy
RT -

Inz, =

Obé strany rovnice zderivujeme podle teploty (za konstantniho tlaku p), ¢imz
dostaneme

dinwy =y L(%) _L<5uv)
aT ~  RT? T RT\oT » RT\OT/,’ (84)

kde index p za derivaci znaci, ze se jednd o derivaci za konstantniho tlaku p.
Chemicky potencidl ¢ muzeme vyjadrit pomoci molarni entalpie H a moldrni ent-
ropie S jako p = H —TS, pticemz S = (Op/0T)p. Vyuzitim téchto vztahti mizeme
rovnici (B4) upravit na

dlnz, _ H,— H, AH

dT ~ RI?  RI?’ (85)

kde AH je rozdil molarni entalpie tuhé a kapalné faze vody pfi rovnovazné tep-
loté (teploté tuhnuti), tedy mérné molarni skupenské teplo tuhnuti rozpoustédla
(vody), které ma jednotku J-mol™'. Rovnici (é) zintegrujeme podle teploty od
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teploty tuhnuti Ty ¢istého rozpoustédla do (hledané) teploty tuhnuti roztoku Tk,

tedy

Ty T

dlnz, _ AH

/T T dT = /T oT? dT. (86)
0 0

Integral na levé strané je roven

" dlnz
v _ T=Ty __
/T0 T dT = [Inzv];—q = nav|p g,

kde jsme vyuzili skutecnosti, ze mé-li byt teplota tuhnuti rovna Ty, musi byt mo-
larni zlomek vody roven 1 (tj. ¢istd voda), tudiz Inzy|;_s = Inl = 0. Pro pfe-
hlednost budeme déale x, oznacovat molarni zlomek roztoku s teplotou tuhnuti 7t,
tedy budeme psat In m\,|T:Tt = In z,. Predpokladdme-li, Ze AH nezavisi na teplo-
té, integral na pravé strané dokazeme snadno vypocitat, ¢cimz dostaneme

ng, = 2H (i _ i)
v R T() T‘t )

odkud jiz miuzeme vyjadrit zavislost teploty tuhnuti na moldrnim zlomku vody
jako
B AHTy
~ AH — RTyln(zy)
Vsimnéme si, ze tato teplota nezavisi na vlastnostech rozpusténé latky, pouze na
teploté Ty tuhnuti Cistého rozpoustédla, jeho mérném skupenském teple tuhnu-
t{ AH a na moldrnim zlomku.

Pokud bychom predpoklddali, ze molarni zlomek vody je blizky 1 (tj. kon-
centrace cukru je mald) a teplota tuhnuti roztoku se od teploty tuhnuti ¢istého
rozpoustédla 1is{ jen malo, pak bychom upravou (87) dostali tzv. Blagdentuv zékon,
tj. ze zména teploty tuhnuti roztoku oproti teploté tuhnuti ¢istého rozpoustédla je
pfimo Gimérnd moldrnimu zlomku rozpusténé latky*

Koncentraci pfi méfeni budeme vyjadfovat hmotnostnim zlomkem cukru we,
proto v rovnici (@) potfebujeme nahradit moldrni zlomek vody wy. VyuZijeme

T (87)

toho, ze molarni zlomek vody je roven z, = 1 — x., kde x. je molarni zlomek
cukru. Z rovnic (B{) a (Bl)) pak vyjadiime
M.
v = 5 88
T Mo+ My (88)

a tedy po dosazeni (@) do (@) jiz zndme teoretickou zavislost teploty tuhnuti
na hmotnostnim zlomku cukru. Vsimnéme si, ze tato zavislost zavisi i na molarni
hmotnosti cukru. Pokud bychom misto cukru pouzivali kuchynskou stl, kterd méa
molérni hmotnost niz$i — asi 58,4 g-mol~* pfi stejném hmotnostnim zlomku (tedy
stejné hmotnosti latky v daném mnozstvi vody) by teplota tuhnuti byla nizsi.
Napriiklad pro hmotnostni zlomek 0,2 vychézi pro cukr teplota tuhnut{ asi —1,3 °C,
zatimco pro sul asi —7,5 °C, z ¢ehoz je zfejmé, Ze chodnik je lepsi v zimé solit nezli
sladit.

2https://en.wikipedia.org/wiki/Freezing-point_depression#Calculation
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Meéreni

7 vyse uvedeného vidime, ze v pripadé roztoku neexistuje jedna pevna teplota, pri
které roztok tuhne, ale jedna se o teplotni interval. Budeme tedy méftit teplotu,
pii které roztok zac¢ind tuhnout (zacind krystalizovat voda), tedy teplotu, pfi které
pozorujeme vyraznou zménu v rychlost ochlazovani. Namérenda zavislost tedy bude
kiivkou likvidu ve fadzovém diagramu (obrizek Bg).

Pri méreni byl nejprve v nerezové nadobé valcového tvaru pripraven roztok
pridanim kostkového cukru o hmotnosti m. do vody o hmotnosti m, a jeho roz-
pusténim. Poté byl roztok vlozen do mrazdku, ve kterém se teplota pohybovala
mezi —25°C a —30°C.

Teplota roztoku béhem ochlazovani byla v sekundovych intervalech méfena
pomoci teploméru Dallas DS18B20 v pouzdie TO92, které bylo celé ponotfeno do
roztoku tak, aby se nedotykalo stén nddoby.

Nejprve byla zméfena ktivka chladnuti pro ¢istou vodu, viz obrazek @ Vidime,
ze teplota tuhnuti je dle oc¢ekdvani 0 °C.

Mérna tepelna kapacita, tedy teplo nutné k ohrati jednotkové hmotnosti dané
latky o 1K, je pro vodu ¢, = 4180J-kg " K~! a pro led ¢ = 2090 J-kg™ - K.
Mérnéa tepelna kapacita ledu je polovi¢ni, v ptipadé, ze bychom teplo odebirali 1at-
ce stale stejnym vykonem, méla by smérnice namérené krivky pred tuhnutim byt
dvojnésobnd nez po tuhnuti. Smérnici kfivky ziskdme numerickym zderivovanim
namérené krivky, viz obrazek §9. Vidime, ze rychlost ochlazovani po zmrznuti dvoj-
nasobnd neni, coz muze byt zpusobeno naptiklad tim, ze fizova preména nebyla
dokoncena v celém objemu v jeden okamzik. Rychlost ochlazovani je navic zavisla
na okolni teploté, kterd se v pfipadé mrazdku ménila (na nékterych naméfenych
kiivkach bylo zejména pii nizsich teplotach patrné, ze pri zapnuti kompresoru se
teplota snizovala, po vypnuti se opét zacala mirné zvySovat).

7 derivace na obrazku 12 muzeme ze znalosti mérné tepelné kapacity vody téz
odhadnout i mérné skupenské teplo tuhnuti vody, predpokladame-li, ze tepelny tok
ze vzorku zavisi pouze na jeho teploté. Tésné predtim, nez zacne vzorek tuhnout
(tedy jiz pfi teploté 0°C), je vzorek ochlazovan rychlosti asi 21,2K-h™!, je tedy
odebirano teplo rychlosti ¢, - 21,2 K-h™! = 88600 J-kg~'-h~!. Voda tuhla asi 3,2h,
tudiz odevzdala teplo 88600 J-kg™'-h™' - 3,2h = 280kJ-kg™'. Skuteénd hodnota
mérného skupenského tepla tuhnuti je 333,7kJ-kg™!, na$ odhad je tedy Fadové
spravny.

Pii méfeni s roztoky zejména vyssich koncentraci (we > 30 %) dochédzelo vzdy
k podchlazeni (viz naméfend zavislost na obrazku @4). Vzhledem k tomu, ze vy-
kon, kterym bylo odebirano teplo, zévisel na teploté i ¢ase, nebylo mozné k urceni
teploty, pfi které zacina roztok tuhnout, pouzit postup z obrazku §(J. Proto byla
tato teplota odhadnuta dle obrazku fi4. Z obrazku U( je pak zfejmé, ze skute¢nd
teplota, pri které roztok zacina tuhnout, je vyssi nez ta, kterou jsme timto postu-
pem odecetli.

Pfi koncentracich 63,8% a 66,1 % (roztoky o takto vysoké koncentraci bylo
nutné pripravit pri zahtivani, nebot dle fizového diagramu na obrizku B§ je roz-
pustnost pfi pokojové teploté nizsi) se jiz nepodafilo roztok zmrazit. P¥i ochlazeni
na teplotu okolo —25°C mél roztok velkou viskozitu (odhadem vysS$i nez teku-
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Obr. 41: Naméfend kiivka chladnuti vody. I — ochlazovani vody, II — tuhnuti pfi
teploté tuhnuti, III — ochlazovani ledu.
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Obr. 42: Priblizné vypocitand derivace kfivky chladnuti vody na obrazku @
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Obr. 43: Naméfené kiivky chladnuti pro nizsi koncentraci roztoku (w. = 24 %).
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Obr. 44: Namérend kiivka chladnuti roztoku pro vyssi koncentraci roztoku
(we =41 %), kdy doslo k podchlazeni.
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ty med pfi pokojové teploté), dle fazového diagramu (obrazek @b) by maélo jit
0 presycené roztoky.

Naméfené hodnoty jsou uvedeny v tabulce a Nameérenou zavislost teploty, kdy
vodny roztok sachardzy zacind tuhnout, na jeho koncentraci pak uvddime na ob-
razku {14, a to vetné teoreticky vypocitanych hodnot dle rovnice (B7).

Tab. 9: Namétené hodnoty.

my me We i3
g g % °C
137£5 0,0 0,0 0,0£0,7

100 £ 5 4,54+ 0,1 4,3+0,2 —-0,44+0,7
129 +£5 8,2+0,1 59+0,2 —-0,54+0,7
94+5 8,7+ 0,1 8,5+0,4 —0,5+0,7
110+ 5 10,8 £ 0,1 9,0+ 0,4 -0,9+0,7
143 +£5 16,8 +0,1 10,5£0,3 —0,6 £0,7
135+5 21,3+0,1 13,7+0,4 —-1,0+0,7
164 +£5 33,1+0,1 16,8+0,4 -1,7+0,7
114+ 5 30,2+0,1 20,9+0,7 —-1,6 £0,7
134+5 429+0,1 242+0,7 —-2,5+0,7
143+ 5 53,8 +0,1 27,3+0,7 -3,0£0,7
106 £ 5 432+0,1 289+1,0 -2,9+0,7
111+£5 52,0+0,1 31,9+1,0 -3,6+1,0
87+5 429+0,1 33,1+1,3 —4,0+1,0
109 +£5 64,7+0,1 372+1,1 —-5,0£1,0
108 £ 5 66,1 +£0,1 38,0+1,1 —4,44+10
110 £5 76,6 0,1 41,0+1,1 —5,8+1,0
104 +5 820+0,1 440+1,2 —6,6 £ 1,0
95+5 82,6+0,1 46,5+1,3 -8,1+1,0
111+5 108,1+0,1 493+1,1 —-8,6+1,0
835 83,2+0,1 50,215 -924+1,0
124+5 131,4+0,1 5144+10 —-11,0+£1,0
71+5 91,3+0,1 56,1+1,7 —-1284+1,0
92+5 14274+0,1 609+1,3 -—-1924+1,0
96+5 169,5+0,1 638+1,2 nezmrzlo
82+5 160,0£0,1 66,1+14 nezmrzlo

Nejistoty méreni

Cukr i voda byly vazeny vahou s rozliSenim 0,01 g. Nejistotu méfeni hmotnosti
cukru odhadneme na Am. = 0,1g. Nejistota méreni hmotnosti vody vsak bude
vétsi, jelikoz ¢ast vody se muze odpafit a v pripadé nesikovnosti se ji opét ¢ast
miize ztratit pri michani, odhadneme ji tedy na Am, = 5g. Nejistotu Aw, méreni
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Obr. 45: Namérend zavislost teploty, kdy vodny roztok sacharézy zac¢ind tuhnout,
na jeho koncentraci a teoreticky vypocitané teploty tuhnuti dle rovnice (B7).

hmotnostniho zlomku cukru pak urc¢ime ze zdkona sifeni nejistot jako

Owe \ 2 Awe \ 2
ch_\/(Amvamv) +(Am06mc) o
—-m ? m 2
= Amy——| + |[AMmc—T—| =
[ " <mc+mv>2] { " <mc+mv>2]

_ V/AmEmZ + Am2m?
- - ,

(me +my)

Co se tyce méfeni teploty, pouzité detektory teploty maji rozliseni 0,062 5 °C
a vyrobce uddva presnost lepsi nez 0,5°C. Vzhledem k tomu, Ze v mnoha pii-
padech dochézelo k podchlazeni, a tedy na naméreném grafu nebyl jednoznacny
bod pro odeéteni, nejistotu méreni teploty budeme uvazovat vyssi, odhadem 0,7 °C
pro w < 30% a 1,0°C pro w > 30 %.

Vypocitané nejistoty pro jednotlivdi méteni jsou v tabulce E a téz vyneseny jako
chybové tsecky na obrazku @

Diskuse

Na obrazku @ muzeme srovnat naméfenou a teoreticky vypocitanou zavislost.
Vidime, Ze pro koncentrace nad asi 20 % se naméfené hodnoty od teoreticky vy-
pocitanych hodnot zacinaji rozchazet.
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Teoreticky model pocital s idedlnim roztokem (rovnice (@)) a vysledek teore-
tického vypoctu byva po nékolika dalsich aproximacich pouzivdn pouze pro malé
koncentrace (Blagdentv zdkon). Pro pf‘esnéjéi vypocet zejména pri vyssich koncen-
tracich by bylo tfeba pouzit jinou rovnicit

Jednou z moznych pfi¢in nesouhlasu namétfenych hodnot s teoretickym mode-
lem je také postup odecitani teploty tuhnuti v pripadech, kdy doslo k podchlazeni
(obrézek f4)). Déle je mozné, ze pfipravené roztoky z vody z vodovodu a kostkového
cukru obsahovaly dalsi necistoty, které teplotu tuhnuti snizily.

Zaver

Nameérili jsme zavislost teploty. pri které vodny roztok sachardézy zacind tuhnout,
na koncentraci (viz obrazek ff), a to az do koncentrace asi 60 %. Nakonec néco
malo statistiky — pro naméreni této tlohy bylo pouzito 366 kostek cukru.

Uloha VIE ... alchymistické

Na Zeméplose je regulérnim povolanim alchymie. Proto se organizatori FYKOSu
rozhodli, Ze by se ucastnici méli pokusit slozit vstupni zkousku do Cechu alchy-
misti.

Ucastnikiim se zad4dnim série prisly t&i vzorky tenkych platkovych kovi. Jejich

tikolem bylo, na ziakladé dostatecné védeckych postupt, urcit, o jakou latku se
jedna.
Posilali jsme ruzné druhy vzorku, kazdy dostal néjaké tii ze seznamu hlinik, méd,
palladium, st¥ibro, platina, zlato a mosaz (slitina médi a zinku). V ndsledujicim
budeme popisovat, jak jednotlivé vzorky reagovaly nebo nereagovaly na nase po-
kusy.

Zihani

Pri zihani se latky zahteji na vysokou teplotu. Tim u nich muze dojit ke zméné che-
mického slozeni (napf. oxidaci), k odstranéni nezddouci pfimési, ke spaleni apod.
Taky jsou v plameni excitovany elektrony v atomech kovu, které pii prechodech
zpatky na nizsi energetické hladiny vyzatfuji svétlo charakteristickych vlnovych
délek. Dusledkem je v nékterych pripadech zména barvy plamene. Pouzivali jsme
plamen z propan-butanového kempového varice, ktery mize na vzduchu dosahovat
teplot® az zhruba 2000 °C. Tabulka [LJ uvadi pozorované reakce.

Vysledek dopadl podle o¢ekdvani — hlinik a méd (i v mosazi) vypadaly tak,
jak mély; zbytek, kromé roztaveni, viceméné nereagoval. Pro zajimavost — hlinik
se pouziva v prskavkéach, kdy béhem hofeni mimo jiné vznikaji oxid hlinity a oxid
zelezity, které se staraji o typicky vzhled prskavky.

13X, Ge, X. Wang. Estimation of Freezing Point Depression, Boiling Point Elevation and
Vaporization enthalpies of electrolyte solutions. Ind. Eng. Chem. Res., 2009.
4 http://www.engineeringtoolbox.com/flame-temperatures-gases-d_422.html
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Tab. 10: Zihan{ kovil — pozorované reakce.

kov pozorovano

hlinik velmi jasny plamen

meéd zezelenani plamene
palladium  nevzplane

stiibro roztavilo se

platina nevzplane

zlato roztavilo se

mosaz obcasné zezelenani plamene

Leptani
Dalsi cestou, jak rozlisit kovy a slitiny, je studium jejich chovani v kyselém a za-
saditém prostredi. Kovy si nejdrive rozdélime podle barev.

Jediny oranzovy kov, co mame, je méd. Tu lze déle prokazat kdpnutim zredéné
kyseliny dusiéné (v poméru 1 : 1), povrch by se mél zbarvit modie (jde o typickou
barvu médnatych iontu).

Dalsi skupinou jsou zluté vzorky, to muze byt zlato nebo slitiny médi, tedy
mosaz (méd se zinkem) nebo bronz (méd s cinem). Vyzkousime reakci s HNO;.
Zlato by s ni nemélo reagovat; ddle ho muzeme dokézat nanesenim par kapek
lucavky kralovské™= na povrch — zlato by se mélo rozpustit a roztok zabarvit zluté.
Pro rozliseni mosazi a bronzu je vhodné udélat test na zinek a cin. Pokud je
pritomen zinek, po kratkém piusobeni kapky koncentrované HCIl a dvou kapek
10% roztoku sulfidu sodného by se mélo objevit bilé zabarveni ZnS. Pokud je
pritomen cin, stejnym postupem bychom méli dostat zlutohnédé zabarveni ZnS.

Vétsina ostatnich kovu je Sedd. Rychle vylou¢ime alkalické kovy a kovy alka-
lickych zemin, které by bud nevydrzely tak dlouho jen tak na vzduchu, nebo by
reagovaly s vodou, nebo by byly alespon jasné poznat v plameni. Také jsme vam
neposilali zddné radioaktivni prvky. Pfi hratkach s magnetem lze pfijit na to, ze
vzorky jsou nemagnetické, a tedy vyloucit zelezo, nikl, chrom.

Neuslechtilé kovy by mély z vody vytésnovat vodik — z nasich vzorka by tedy
hlinik mél po ponoreni do vody uvolnovat bublinky plynu, avSak pouze za zvySené
teploty a za predpokladu, Ze zvétsime reakéni povrch kovu (napf. nadrcenim). Za
pokojové teploty nebude reakce probihat, pricemz k nereaktivité vyznamné pri-
spiva samovolné pasivace kovu na vzduchu, tj. pokryti vrstvickou oxidu hlinitého.
Miuzeme vyzkouset, zda neuslechtilé kovy reaguji s riznymi kyselinami nebo zasa-
dami, podle vysledku si vytipovat, o jakou latku by se mohlo jednat, a nasledné si
svij tip overit.

NaOH vétsinu uslechtilych kovi nerozpousti. Z nasich kovu je jediny neuslech-
tily hlinik, ktery se jako jediny v NaOH rozpusti. Mame-li hlinik v roztoku, lze jej
dokéazat takto: priddme 1% roztok alizarinu®™ a pfiddvdme amoniak, dokud vzorek

15Smés koncentrované HNO, a HCl v objemovém poméru 1 : 3.
161 2-dihydroxyantrachinon, hojné rozsifené Gervené organické barvivo.
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nezfialovi. Poté pfiddvame kyselinou octovou, dokud vzorek nezméni barvu — je-li
pritomen hlinik, méla by byt ¢ervend, jinak zluta. Duvodem je, Ze volny alizarin je
v kyselém prostredi zluty, ale v pritomnosti hliniku s nim tvoii cerveny komplex.

S koncentrovanou kyselinou dusi¢nou z nasich prvka reaguje pouze stiibro. To
lze dél dokdzat tak, ze na povrch naneseme dvé kapky zfedéné HNO, (v poméru
1: 1), nechdme krétce puisobit a pfilozime filtracéni papir, na ktery kdpneme nékolik
kapek 10% dichromanu draselného. Mélo by se objevit ¢ervenohnédé zabarvent,
zpusobené srazeninou dichromanu stiibrného.

Palladium i platina jsou v Beketovové radé kovu az na konci. Nelze je rozpustit
v HNOj ani v H,SO,, rozpoustéji se ale v lucavce kralovské. Palladium reaguje
s koncentrovanou HCI za vzniku komplexu zlutozelené barvy.

Béhem nasich experimentti jsme neméli dostatek chemikalii na to, abychom
ovérili vSechny vyse uvedené postupy, uvadime tedy jen reakce s NaOH a HNO,.
Pro dalsi posuzovani jsme pouzivali jiné metody.

Nejprve jsme vSechny kovy vlozili do NaOH. Pouze hlinik se rozpustil, ostatni
kovy nereagovaly.

Daéle jsme pouzili HNO,. Mosaz se nejprve zbarvila na hnédo a poté se rozpus-
tila, coz ukazuje pritomnost médi. Jediné kovy se zlatou barvou s médi jsou mosaz
a bronz. Zinek by mél byt v leptdn v HNO, a také byl, mosaz tedy reagovala, jak
meéla. Z dalsich stiibrnych vzorkd s HNO, reagovalo pouze stiibro.

Vidime, ze vétsina kovl reagovala dle o¢ekavani. Nereaktivnost hliniku s kyse-
linou vysvétlujeme vrstvou oxidu na povrchu.

Méreni teploty tani
Bod tani je pro kazdy kov charakteristicky a povede-li se ndm jej urcit, ziskdme
cennou informaci.

Vytvorime si picku napf. z kanthalového dratu, ktery zhavime. Srovndvame
barvu vldkna zarovky s barvou dratu picky. Do zarovky poustime znadmy proud
a je na znamém napéti. Povazujeme-li je za Cernd télesa, maji pti stejné barveé stej-
nou teplotu. Mizeme tedy spocitat odpor vldkna zarovky a porovnat jej s jejim
odporem Ry za pokojové teploty Tp. Do picky vlozime kov a zhavime ji, dokud
vzorek nezacne tat. V tom okamziku si zaznamename odpor R zarovky. V poza-
dovaném rozmezi teplot roste odpor wolframu linedrné s teplotou, proto zndme-li
teplotni odporovy koeficient a wolframu, mizeme z rovnice R = Ro[1+ a(Tt —1p)]
urcit teplotu vldkna, kterd je totozna s teplotou tani T vzorku. Pokud bychom zna-
li teplotni zavislost odporu dratu picky, mohli bychom primo mérit napéti a proud
prochézejici pickou a z nich pocitat priméji teplotu tani vzorku.

K tomuto méfeni nemuzeme vice Fici (kromé toho, Ze jsme byli schopni roztavit
vSechny zkoumané vzorky), protoze jsme jej z éasovych divodt neprovedli.

SEM, EDX

Nejsofistikovanéjsim zpusobem bylo pouziti SEMu (scanning electron microscope)
od firmy TESCAN, typu Mira I LMH, a detektoru EDX (energy-dispersive X-ray
spectroscopy) typu Bruker AXS. Nejprve si osvétlime, co tyto zkratky znamenaji.

141



FYKOS, XXVIII. rocnik

zdroj wysokého
napéti

elektronove délo
anoda
svazek primarni elektrond
kendenzaéni éotky aperturni

clony
skenovaci (rastrovaci)
civky

objektivové éocky

EDX detektor

[

_|

vzorek

SE detektor =

komaora

IR kamera

stolek

v

vyvéva

Obr. 46: Schéma skenovaciho elektronového mikroskopu. Zdroj: Studijni text
k praktikim MFF k tloze (A24) Vyuziti rentgenové ED analyzy v materidlovém
vyzkumu, http://physics.mff.cuni.cz/vyuka/zfp/zadani/424.

SEM je skenovaci elektronovy mikroskop. Jeho schéma je na obr. @ Celé za-
fizeni je umisténo v hlubokém vakuu, které zajistuje, aby stfedni drdha elektront
byla dostatecna. Na rozdil od optického mikroskopu, ktery pouziva k prohlizeni
vzorku viditelné svétlo, tento pouziva elektronovy svazek. Elektrony jsou emitova-
ny horkou katodou, na kterou je pfivedeno vysoké napéti (to urychluje elektrony
pry¢ od katody a brani jejich zpétnému absorbovani). Tyto elektrony, kterym ¥i-
kame priméarni, jsou dale pomoci elektromagnetickych cocek zaostieny na vzorek.
Pomoci rastrovacich civek je mozno svazkem pohybovat po vzorku, tedy skenovat
ho (odtud nézev). Kolem vzorku jsou umistény ruzné detektory a kamery, abychom
mohli ziskané informace zaznamenat.

Pti dopadu priméarnich elektronu na vzorek dochézi ke slozité interakci, pri niz
se emituje rada ruznych zafeni a Castic, pricemz kazdé z nich ma jinou fyzikalni
podstatu a ptuvod. Elektrony, které se od vzorku pruzné odrazi, nazyvime zpét-
né odrazené. Nepatrnd ¢ast se odrazi nepruzné — elektron pronikne k vnitinim
slupkdm atomil a vyrazi z nich sekundérni elektron.

Pri interakci vznikd také rentgenové zareni, které se skldda ze dvou slozek.
Prvni, tzv. brzdné zareni, ma charakter spojitého spektra a vznikd v dusledku
toho, ze dopadajici elektrony jsou brzdény elektromagnetickym polem ve vzorku.
Vzorek tedy musi byt alespon trochu vodivy a plni funkci anody. Druha c¢ast,
tzv. charakteristické zareni, vznikd, pokud je pfi obsazovani uvolnénych vnitfnich
slupek atomu elektrony z vyssich slupek vyzaren foton. V rentgenovém spektru
se tyto preskoky projevi jako ostré piky. Poloha téchto pikt je pro kazdy prvek
typicka a lze podle ni urcit, o jaky materidl, pfipadné materidly, se jedna. Navic
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Reseni experimentdlnich loh

je mozné podle intenzity piku urcit, jaké mnozstvi daného prvku vzorek obsahuje;
nam ale bude stacit kvalitativni analyza, tj. bude nas zajimat pouze poloha piki.

K detekci rentgenového zareni budeme pouzivat EDX, energiové disperzni X-ray
detektor. Kdyz na takovy detektor, ktery je obvykle z dopovaného kremiku, te-
dy z polovodice, dopadne foton, absorbuje se a vytvori se par elektron-dira. Na
krystal je aplikovano vysoké napéti, které usmérni pohyb elektronti a dér k opac-
nym elektroddm a vznikne napétovy pulz, ktery je zaznamenin. Vyhodou EDX
detektort je schopnost nacitat kontinuédlné celé spektrum energii a velka citlivost.
Detektor pouzity v této tloze disponuje softwarem Esprit pro analyzu dat, ktery
ma jiz zabudovanou databézi charakteristickych spekter rtiznych prvki, s kterou
namérend spektra porovnava. Rovnou nam tedy rekne, o ktery prvek se jedna.

Meéfen{ na mosazi potvrdilo pritomnost médi a zinku ve vzorku. Obrazky z mi-
kroskopu jsou na obr. {7

.

VNO42Ai_PANDA_A3

" 200um
MAG: 206 X HV: 25,0 KV WD: 16,9 R

Obr. 47: Obréazky mosazi ze SEMu. Vlevo Cernobily obrazek vzorku, vpravo
barevné odlisené dva nejvice zastoupené prvky: Cu, Zn.

Zavér

Tato tloha nebyla jednoduchd. Provedeni ztézovala mald hmotnost a tloustka vzor-
ki. Vysledky chemickych reakci nemusely odpovidat ocekdavani kvili pfevaze po-
vrchovych vlastnosti, vytvofené vrstvé oxidu ¢i nanesenym necistotdm. Nékteré
si také zadaly delsi ¢as. Presto vsak s pomoci vizudlniho pozorovani a nékolika
dalsich experimentt slo kovy urcit, nebo alespon rici, které by to mohly byt.
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Serial o chaosu a numerickych simulacich

Kapitola 1: Jak okridlit slepici

Ve skole se ucite o sféricky symetrickych slepicich ve vakuu a pak najednou vybéh-
nete ven a vidite jen velmi nesymetrické slepice iplné norméalné vnotené do vzdu-
chu. Ucite se o vzduchu jako o idedlnim plynu, ktery nikdy nezkapalni, a na akcich
FYKOSu vidite experimenty s jeho hlavni slozkou, dusikem, v kapalné formeé. Pti
studiu pohybu hmotného bodu v homogennim tihovém poli dojdete k zavéru, ze
nejdale dohodite pod thlem 45°, ale prFi golfovém turnaji byste s takovou taktikou
pohoreli.

Zminéné modely se ve Skole uc¢ime hlavné proto, Ze jsou jednoduché. Podévaji
nam kompaktni ,vzorecky“, do nichz dosadime ¢isla a dostaneme vysledek. Umoz-
nuji ndm piimo a jednoduse dohlédnout k dusledku néjaké volby parametria. Ale
je to vlastné trochu neuspokojivé a matouci. Proc¢ je to ve vakuu, pro¢ homogen-
ni, pro¢ muzeme tohle zanedbat a tohle ne? Muzeme né&jak urcit, jak moc se bude
predpovéd naseho idealizovaného modelu odchylovat od reality? A kdy nastdva ten
okamzik, kdy se takové jednoduché priblizeni iiplné zhrouti a je tiplné k nicemu?

Na tyto a na dalsi otdzky narazime v letosnim seridlu. Budeme totiz mluvit
o chaosu, to jest o systémech, kde mavnuti motyliho kiidla v Brazilii zptsobi
tornddo v Texasu. V nasich zjednodusenich a priblizenich je to tedy docela bom-
ba, protoze mald zména muze zpusobit zhrouceni celého modelu. Po cesté si také
ukézeme, jak na nase sféricky symetrické slepice alespon namontovat elipsoidalni
kridylka a pripustit jim trochu vzduchu. Chaos na nas totiz ceka sotva za rohem
od vsech téch idealizovanych systému ze skoly. K vypoctim ndm ale uz nebude
stacit obycejna kalkulacka a nauc¢ime se sestavovat a poustét jednoduché simulace.

Numerické simulace ndm odemykaji svét neuvéritelné bohatosti slozitych vy-
voju systémui. Vzdyt sama pfiroda je tak bohatd a pravé takovéto studium nidm
umozni alespon zhruba vidét pro¢. Uz zadné nudné Keplerovy zakony o eliptickych
orbitach! Uz zddné paraboly volného padu! Uz zddné predpovéd pocasi platnd na
vic nez t¥i dny! A tak podobné. Alespon zbéZznou predstavu o tom, jak mizZe jen
lehké zkomplikovani modelu zptisobit nesmirnou rozmanitost pohybi, si muzete
udélat z obrazku @ Ukazuje jakousi mapu moznych trajektorii pobliz ¢erné diry
s prstencem, ve které najdete nasizené vedle sebe trajektorie vSsech moznych povah
i period.

Na to si ale jesté pockejte, protoze mate zrovna télocvik. Dneska se hraje fotbal
a na vas vysla role brankare. A to neni vSe, blizi se k vdm totiz navic hfmotné
atocnice Alena z protéjsiho tymu. ..
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Obr. 48: Poincarého Fez orbitami okolo ¢erné diry s prstencem. Rez vznikl
vlozenim plochy do roviny prstence a poznamenanim vzdalenosti od cerné
diry r a rychlost smérem k dife u, pfi kazdém protnuti orbity. Rznéa kolecka
odpovidaji riznym kvaziperiodickym trajektoriim a ,rozsypany caj* odpovida
protnutim chaotickych trajektorii.

Vykop se zakrutou

Stojite v brance a Alena na vas zrovna vypdlila mi¢. Mate sice vyborné znalosti
fyziky a dokazete presné spocitat, kam dopadne hmotny bod vrzeny ve vakuu,
ale docela najednou si nejste svymi predpovédmi tak jisti. Dokazu presné urcit
rychlost a polohu mi¢e? A poleti opravdu jako hmotny bod ve vakuu? Nemél(a)
bych zahrnout treni vzduchu? A co otdceni micCe, to by mohlo mit také vliv, ne?
Alena dala té meruné péknou spinu.

Ale to neni vSechno, i kdyz chceme zahrnout tfeni, hraji roli i takové fakto-
ry jako hmotnost mice, materidl povrchu, jeho presny tvar, rozlozeni hmotnosti
uvnitt... Staci jej vymodelovat jako sférickou Slupku s rovnomérnym povrchem?
Vzdyt je ten mi¢ seSity z kozenkovych péti a Sestitthelniki, kde nékteré uz maji
dost sedfeny povrch. A co deformace? Alena nam totiz do té nasi dokonalé sféry
také nalozi kopackou poradnou dahu.

Nez se vam vsak tyto myslenky stihnou domihnout hlavou, mi¢ se blizi. Co se
zdélo jako draha mifici nad brankou se najednou stocilo dolu a hrozi vam ,Sibe-
nici“ — gélem tecovanym o bfevno. Na premysleni uz neni cas, vrhnete se smérem
k mici se zdvizenyma rukama a spoléhéte na instinktivni odhad a $tésti. Podarilo
se — za cenu témér zlomenych prsti se mi¢ vychylil vzhiru a odrazil od branky.
Pumelici jste vykryli a hra pokracuje.

Sila, kterd ndhlé zahnut{ mice smérem do branky zapricinila, je takzvanad Mag-
nusova sila. Jednd se o silu, kterd souhrou proudiciho vzduchu okolo mice a jeho
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otaceni plisobi téméf kolmo na smér pohybu a zptisobi jeho ,fales“ (pozor, neplést
s FaleSem, fykosim organizitorem). Vse ale neni tak jednoduché, protoze pokud
by Magnusova sila pusobila béhem pohybu rovnomérné, byl by pomérné predvi-
datelny. Magnusova sila vsak zavisi na kvadratu rychlosti mice a na frekvenci jeho
otaceni. Oboji rychlost i otadceni mice vSak podléhaji tfeni okolniho vzduchu, takze
prosta predpovéd rychlosti na zakladé gravitace muze byt iplné mimo.

A jak to spocitat?
Mohli bychom mavat rukama a vypotit ze sebe kvalitativni argument, pro¢ bude
mit nakonec draha mice typicky hakovity tvar, ktery se malem zabodnul dovnit¥
nasi branky. To by ale nebylo iplné ono, fyzika je také o pocitani. Pokusime se
tedy situaci alespon zhruba popsat pomoci nékolika efektivnich sil a Newtonova
zakona pohybu

ma = Fuagn + Fodpor + Frim

kde tihova sila pusobi konstantni zrychleni g dola ve sméru osy z, Frin = —mge,
a efekty tfeni vzduchu vic¢i mi¢i muizeme efektivné rozlozit na Magnusovu si-
Iu Furagn @ odpor vzduchu Fogpor. Experimenty ukazuji, Ze Magnusova sila spliiuje
pro uvazované rozmezi rychlosti

Friagn = av(2 X v),

kde 2 je vektor ihlové rychlosti, ktery ziskate tak, ze stoéite prsty pravé ruky po
sméru otaceni mice a palec vam ukazuje v jeho sméru. Velikost tohoto vektoru je
pak pocet radidnti, o které se oto¢i mi¢ za sekundu, «a je néjakd konstanta zavisla
na vlastnostech okolniho vzduchu a hladkosti povrchu mice. Odpor vzduchu pak
mizeme vyjadrit jako
F()dpor = _IBUV7

kde [ je opét néjaka konstanta zavisld na vlastnostech vzduchu a mice. Dany
vztah pro odpor vzduchu dobie funguje do rychlosti mi¢e zhruba 20m-s~!. Obé
konstanty a i 8 by se ve skuteCnosti mohly béhem letu lehce ménit, ale to pro
ted zanedbame. Vic néds znepokojuje skutecnost, ze pokud mi¢ svoji rotaci zpuso-
buje Magnusovu silu, musi dochézet tfenim i ke zpomaleni tohoto otaceni. Pokud
budeme predpokladat, Ze se rotace mice méni velmi pomalu, miZeme pouzivat
nésledujici kroutivy moment 7

T = 771)3.(2,

kde 7 je opét konstanta zavisla na situaci. Ten pak ovliviiuje rotaci mice opét podle
Newtonova zdkona upraveného pro rotaci téles
d
T=1—
dt ’
kde I je moment setrvacnosti télesa. Pro tenkou sféru o poloméru r a celkové
hmotnosti m je moment setrvaénosti 2ms2 /3. Kroutivy moment T je vSak pouze ve
sméru §2, a tudiz nebude ménit natoceni osy rotace, ale pouze jeji rychlost. Rovnici
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tedy muzeme psat pouze pro thlovou rychlost {2 a o natoceni vektoru se nestarat,
protoze zustava konstantni. Kdyz to pak vsechno ddme dohromady a algebraicky
upravime, madme sadu dvou provazanych rovnic, jedné vektorové a jedné skalarni
(tj. pod vektorovou se schovavaji tii a dohromady se jednd o ¢tyfi rovnice)

_ 3P

2mr2
|X|

X = —ge, + [a(2 x x) + Bx] ,

m
kde jsme casovou derivaci preznacili pomoci tecek, tj. x je rychlost, prvni casova
derivace polohy x, a X je zrychleni, druha casova derivace polohy — obdobné to
plati pro thlovou rychlost €.

Okridlili jsme tedy nasi slepici ve vakuu zjednodusenymi kiidylky a nechali ji
létat ve vzduchu. Pti odvozeni této soustavy rovnic jsme ale délali to vsechno, na
co jsme si stézovali v tvodu. Zanedbéavali jsme a zanedbévali, a to bez velkého
vysvétlovani. Pravda je takova, Ze jinak fyzika ani délat nejde. VSechny vlivy vy-
stihnout nemizeme. Ale muzeme na né pozapomenout, kdyz nas zajimaji pouze
priblizné vysledky, a pokud plati jeden veledilezity predpoklad. Ten predpoklad je,
ze malé odchylky maji jen malé dusledky. Nase ptiblizeni mice jako sférické slupky
pro moment setrvacnosti se urcité lisi jenom mélo od opravdového mice, a tudiz se
sila zpomalujici otdceni mice bude lisit od té opravdové jen malo. Dokazeme ale
vyargumentovat to, ze to bude mit maly vliv i na chovani celé trajektorie?

K feSeni tohoto problému existuji dvé moznosti — bud zformulujeme praktic-
ky model a pak jej otestujeme pozorovanim, nebo propocitdme maximum vsSech
moznych dalsich vlivi. V prvnim pripadé ndm funkénost naseho modelu pii ex-
perimentu napovidé, ze jsme vystihli vSechny podstatné vlivy. V druhém pripadé
musime nalézt a propocitat dusledky vSech moznych vlivi a zjistit, zda zdsadné
meéni nebo neméni vysledek.

Nasi soustavu rovnic ale neumi nikdo analyticky vyresit — obsahuje totiz sou-
hru mnoha komplikovanych ¢lent, z nichz nékteré jsou nelinedrni (obsahuji vyssi
mocniny proménnych). To znamend, ze nedokdzeme zménit silu brzdici otaceni
mice a pfimo si ovérit, Zze bude mit tato zména maly dusledek.

S tim se ale dokdzeme popasovat numericky, coz si ale ukdzeme az v pristim
dile. Diky své znalosti numerickych simulaci budete nakonec dozajista Spickovymi
brankari. V pristim dile také na¢neme chaos, téste se.

V mezicase si muzete nainstalovat program Octave Forge ze stréunky?E Dany
odkaz vede na stranky s instala¢nimi soubory pro operacni systém Windows, kde
si muzete vybrat posledni verzi a instalovat. Pokud pouzivate radéji Linux, jisté se
odtud k instalaci také proklikate. Pii instalaci nezapomente kromé zakladnich bali-
ki zaskrtnout také balik odepkg, ktery se ndAm bude hodit pro feseni diferencidlnich
rovnic. Zékladniho ¢eského privodce programem naleznete na webu®

Lhttp://sourceforge.net/projects/octave/files/OctaveWindowsbinaries
2 http://octave.cz
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Uloha L.S ... nejista 6 bodit

1. Sepiste si rovnice pro vrh v homogennim tihovém poli (nemusite je znovu resit,
ale musite je umét spravné pouzit). Navrhnéte ptistroj, ktery bude vrhat pted-
meét dle vaseho uvazeni, a urcete, pod jakym tihlem a jakou rychlosti tak ¢ini.
Mizete naptiklad vrhat pomoci pruziny, zmértit jeji tuhost a hmotnost predmétu
a vypocitat kinetickou energii, a tudiz i rychlost predmétu. V jakych rozmezich
jste si s rychlosti a thlem jisti? Dosadte tyto rozsahy do rovnic a ukazte, v ja-
kych rozmezich v dusledku toho miiZzete ocekdvat vzdalenost dopadu od vaseho
predmétu. Vrhnéte svij predmét danym pristrojem alespon pétkrat a zméite
vzdélenost dopadu — v jakych rozmezich jste si jisti danou vzdélenosti? Ukazte,
zda se vesly vaSe vysledky do toho, co jste pfedpovédéli. (Za odkaz na video
s vrhem bonusovy bod!)

2. Uvazte kyvadlo s vychylkou z, které se efektivné kyva harmonicky, ale frekvence
jeho kyvu zavisi na maximélni vychylce xg

z(t) = mo cos [w(zo)t] , w(zo) =2n (1 - ?) ,

kde lop je néjakd délkova skdla. Myslime si, Ze poustime kyvadlo z xo = lo/2,
ale ve skutecnosti jej vypoustime z o = lo(1 + €)/2. O kolik se lis{ argument
kosinu od 2r po jedné nami predpoklddané periodé? Po kolika periodach bude
kyvadlo vychylené na druhou stranu, nez bychom predpoklddali?
Tip Argument kosinu se bude v tu chvili od pfedpoklddaného lisit o vic nez /2.
3. Vezméte do ruky propisku a postavte ji na stil na $picku. Pro¢ spadne? A co
rozhoduje o tom, ze spadne spi$ doprava, nez doleva? Pro¢ nedokazete predpo-
védét vysledek hodu kostkou, i kdyz zdkony fyziky by jej mély plné predurcit?
Kdyz hrajete kule¢nik, je neschopnost dokoncit hru pouze v jednom stouchu
pouze v tom, Ze to nedokazete propocitat? Sepiste svoje odpovédi a zkuste vy-
jmenovat fyzikalni jevy ze zivota, které jsou v principu predpovéditelné, ale ani
dobré znalost situace vdm v predpovédi moc nepomuze. (Tesent str. )

Kapitola 2: Numericka kopana

A je to tady, nauc¢ime se délat numerické simulace. Na prikladu rotujiciho fotbala-
ku si ukdzeme, jak numericky integrovat diferencialni rovnice v programu Octave.
Planoval jsem do tohoto dilu nacpat jesté néjaké historické povidani, ale mozné
vice ocenite, pokud si opravdu dukladné projdeme kratky programek k vypocétu
tohoto problému. Pro ¢lovéka neozehnutého programovanim muze nésledujici text
vypadat dost hrozivé, ale nestrachujte se, ptijdeme krok po kroku a nemusite vse-
mu ihned rozumét. Pro feseni seridlovych tloh stac¢i program opsat a ménit jen
prislusné parametry.
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Milién minikrokii

Co to tedy znamend numericky integrovat? Jednd se fakticky o variaci na priblizeni
derivace pomoci diskrétni zmény. Napiiklad rychlost je (pro jednorozmérny piipad)

dz Az
= AL (89)
a zrychleni je
de  Av
=g N A (90)

kde At je néjaky maly casovy tsek, béhem kterého se dand poloha a rychlost
zménily o Az, respektive Av. S pouzitim F(z) = ma a rovnic (B9) a (@) tedy
muzeme priblizné vypocitat, ze

z(t+ At) = z(t) + v(t)At a v(t+ At) =o(t) + At% . (91)
Kdyz pak pouzijeme hodné malé At a proceduru mnohokrat opakujeme, ziskava-
me priblizny vyvoj systému s integracnim krokem At. VSimnéme si, ze bychom
mohli v rovnici (a) pouzit bez velkych potizi F(z + Az) a tim ziskat pfesnéjsi
aproximaci. Takovychto triku a dal$ich metod existuje velmi mnoho — staci si jen
pamatovat, Zze numerickd integrace ptiblizné fesi spojitou diferencidlni rovnici po-
moci jednoduchych diskrétnich kroki. Pro zmensujici krok se pak jedné o presnéjsi
a presnéjsi aproximaci opravdového feseni. Pro dostateéné maly krok dostaneme

v fadé pripadd numerickym fesenim fakticky pfesny vyvoj daného systému.

Nadatlovani do Octave

Pojdme se ted podivat na Octave. Po spusténi by se vam mél objevit terminél
s prikazovou radkou. Sdm jsem si nainstaloval posledni vydani Octave Forge pro
Windows a nezapomnél zaskrtnout balik odepkg pti instalaci. Posledni fadek hned
po spusténi pro mé pak vypada takto:

octave-3.6.4.exe:1>_

Ve Windows 8 se musi poupravit zastupce programu Octave kliknutim pravym
tlacitkem mysi, zvolenim Viastnosti a pfidanim -i --line-editing do pole (1,
jinak se vam tato prikazova fadka nezobrazi. Muzete si precist zdkladni tutorial
na http://octave.cz pro obecnéjsi informace, my se rovnou vrhneme na integraci
rovnic pro letici mic.

Nez zacneme zapisovat rovnice do programu, musim se omluvit za lehkou botu
z minulého dilu — napsal jsem S$patné znaménko u Magnusovy sily. Spravné je
Magnusova sila

Friagn = av(2 X v).

Rovnice z posledniho dilu zformulujeme pro specidlni ptipad, kdy mi¢ dostane
pocatecni rychlost v roviné xz, a v ni také presné rotuje, takze jej Magnusova sila
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strhava jen do sméru xz, a trajektorie tedy nikdy z puvodni roviny nevybodéi. Tj. 2
ukazuje do sméru osy y a

2xv=(0,920) X (vs,0,v;) = (Qz,0, —Quy),

kde pokud zvolime kladné €2, znamen4 to, ze se mi¢ otaci ,,dolt za nosem*, neboli
ze Magnusova sila strhavd mi¢ dolu pfi kladné v,. D4 to trochu usili tocit s prsty,
aby si ¢lovék zkonstruoval pravotocéivé poradi os a dobte zadefinoval smér vektoru
thlové rychlosti, ale doporucuji si ovéfit, ze Magnusova sila ma s timto znaménkem
presné takovyto efekt.

Zapis pohybovych rovnic do Octave zacneme napsanim piikazu:

pkg load odepkg

¢imz se nacte balik na integraci diferencidlnich rovnic. Pak pokracujeme definici
funkce casové derivace nasich proménnych:

function xidot = f(t,xi)

alfa = 0.1;
beta = 0.4;
gamma = 0.0001;
g = 9.81;
m=1;

r2 = 0.01;

vx = xi(3);

vz = xi(4);

Omega = xi(5);

v~= sqrt(vx~2+vz"2);

ax = v/mx(alfa*Omega*vz-beta*vx);

az = -g+v/mx(-alfaxOmega*vx-beta*vz) ;
Omegadot = -3*gamma*v~3/(2*m*r2)*0mega;
xidot = [vx;vz;ax;az;0megadot];
endfunction

Proménné alfa, beta, gamma, g, m, r2 odpovidaj{ parametrim o, 8, 7, g, m, 7>
z posledniho dilu. Pouzivame zde trik, ve kterém uklddame polohu, rychlost a th-
lovou rychlost otdceni mice do jednoho vektoru

£ = $($727’Um7v279)7

kde v, odpovidé vx, v, odpovida vz a €2 odpovidd Omega. Definujeme pak v tomto
bloku funkci f (t,xi), kterd definuje prvni ¢asovou derivaci vektoru &, tj.

é: é(vmvz,az,az,Q) .

Kdyz se pak nékde déle v programu objevi funkce £, bude navracet vektor xidot
tak, jak je sestaveny v predposlednim radku.

K tomu, aby se ndm integrace véas zastavila, musime zadefinovat funkci, ktera
integratoru ohlasi okamzik, kdy mi¢ dopadl na zem. Zvolime si poc¢atek souradnic
tak, ze x = 0, z = 0 je startovaci poloha mice na zemi a tudiz z = 0 je okamzik
dopadu. Funkce dopad tedy bude vypadat takto:
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function [hodnota,ukoncuje,smer] = dopad(t,xi)
hodnota = xi(2);

ukoncuje = 1;

smer = 0;

endfunction

Tato funkce vrati trojici ¢isel [hodnota,ukoncuje,smer]. Kdyz ji vlozime do nu-
merického integratoru, pri kazdém kroku integrace se podivé na hodnota, pokud je
nulovd, podivd se, jestli ma béh ukoncit na ukoncuje (1 znameng ano) a pfipadné
se dokéze rozhodnout podle smer, jestli ukoncéit podle toho, jestli k protnuti doslo
z kladné nebo zdporné hodnota. V nasem piipadé je hodnota &> = z.

TF¥idvajedna integrace
Ted uz muzeme fesit rovnici ve tfech radcich:

nastaveni =

odeset ('Events',@dopad, 'InitialStep', 0.00001, 'MaxStep',0.0001);
pocPodminka = [0,0.0001,10,3,1];

reseni = ode45(@f, [0,10],pocPodminka,nastaveni) ;

kde nastaveni je pomocna proménnd, do které si ukladame nastaveni integratoru
odeset. Cast 'Events',@dopad uréuje, 7e integrator ¢ekd zminénym zpiisobem na
funkci dopad. Moznosti 'InitialStep',0.00001, 'MaxStep',0.0001 pak urcuji,
v jakych rozmezich se pohybuje diskrétni integra¢ni krok At.

pocPodminka urcuje pocatecni polohu, rychlost a rotaci pomoci pétislozkového
vektoru €. Pro jednoduchost jsme nastavili po¢dteéni & = z = 0,000 1, aby se ndm
okamzité nesepnula podminka dopadu.

Rédek reseni=ode45(@f, [0,10] ,pocPodminka,nastaveni); uz pak jen rika
integratoru oded5, aby zintegroval rovnice s danou pocatecni podminkou a na-
stavenim, derivaci f(t,xi) a s maximélnim rozsahem c¢asu [0,10] (to mizete
prodlouzit, ale typicky mi¢ spadne mnohem difve). Vysledek se pak ulozi pod pro-
meénnou reseni. Pokud vse predchazejici spravné napisete do prikazového radku,
spusti se integrace, ktera by na normalnim pocitaci méla trvat par desitek sekund.
Po jejim skonéeni si muzete vykreslit vysledky prikazem:

plot(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2))

Vysledny objekt reseni totiz obsahuje sloupec ¢isel s Casy t; pod reseni.x a slou-
pec vektori £(t;) v odpovidajicich ¢asech (zkuste napsat dand klicovd slova do
prikazové fadky a Octave vam ukdze obsah téchto sloupct). Pod reseni.y(i,j)
najdete j-tou slozku vektoru £ v Case t;, tj. &;(t;). reseni.y(:,1) pak zname-
na & = x ve vsech Casech a reseni.y(:,2) znamena &> = z ve vsech casech.

Dohromady tedy plot(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2)) rikd, aby Octave na-
¢rtlo polohy z, z skrze vSechny casové kroky t;. Na obrazovce by vam po tomto
prikazu mél vyskocit graf s trajektorii mice v roviné zz od vykopu az po dopad na
zem — docela jako na obrazku E
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Obr. 49: Trajektorie mice s danymi parametry a poc¢atecnimi podminkami.
Vsimnéte si, ze osa z ma Uplné jinou skalu nez osa x. Doopravdy je trajektorie
mnohem ,,plossi®.

Rekneme si uz jen posledni tip, v tGlohach si budete muset trochu hrat s hod-
notami ruznych konstant a s poc¢dteénimi podminkami, a proto by bylo dobré se
naucit, jak toto vSe Octave zadat pomoci jednoduchého skriptu. To udélate tak, ze
vSe predchozi sepiSete do jednoho textového souboru s pfiponou .m (ve Windows
napifklad v programu Pozndmkovy blok) a ulozite do n&jaké slozky. Méjme napti-
klad skript s cestou C:/cesta/ksouboru/mujskript.m. Pustite si jej pak v Octave
takto:

chdir('C:/cesta/ksouboru');
mujskript;

Doufam, ze tento dil seridlu nebyl prilis vycerpavajici a Ze se vam program na
integraci podarilo spustit. V pripadé obtizi ndm napiste na e-mail fykos@fykos.cz.

Pristi dil bude oddechovéjsi, dozvite se o tom, jak James Clerk Maxwell, je-
den z nejvyznamnéjsich teoretickych fyzika viubec, doSel k zavéru, ze je priroda
nevypocitatelnd, ale ze i presto Zddny levhart nemiize zménit svoje skvrny! Co tim
myslel? A jak to souvisi se slibovanym chaosem? Nechte se prekvapit.

Uloha IL.S ... numericka 6 bodi

1. Délkové velic¢iny zaddvame v metrech, casové v sekundach a hmotnostni v kilo-
gramech. Uhlovou rychlost 2 zad4vame v radisnech za sekundu. Kdy# vezmete
ze seridlu rovnice pro pohyb mice, nachéazi se v nich ale jesté tfi parametry: «,
B, . Jaké jsou jejich rozméry?
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2. Uvazujte volny pad mice s 2 = 0 a v, = 0. Existuje pak koneénd rychlost v,
pti které se vyrovna treci sila a tihové zrychleni a pdd mice uz nezrychluje.

a) Urcete tuto rychlost pomoci parametrii z rovnic pohybu pro mi¢.

b) Obratte tuto rovnost tak, aby vyjadiovala B. v% se d4 dobfe méfit a pro
fotbalovy mi¢ o hmotnosti m = 0,5kg je typicky okolo 25m-s~!. Kolik je
pak g7

3. Vyjadrete si poc¢atec¢ni v, a v, pomoci thlu vystrelu ¢ pri fixni pocatecni rych-
losti v = 10m-s~*. Sepidte program podle seridlu a vyzkousejte ménit pocétedni
podminky a parametry nasledovné:

a) Zvolte néjaké kladné 3, vypnéte rotaci 2 = 0 a zjistéte, zda je thel vystie-
lu, pod kterym doleti mi¢ nejddl, mensi nebo vétsi nez 45°. Svoje zjisténi
demonstrujte pomoci grafi letu.

b) Zvolte nenulové kladné « s numerickou hodnotou v danych jednotkéch stej-
nou jako B, v = 0,01 (v danych jednotkéch) a 2 = +5rad-s™'. Jak se
v danych pripadech zméni optimélni thel vystrelu?

¢) Bonus Jak byste tedy nejdéle dohodili kriketdkem? Je nds model pro tuto
tvahu dostateény? (Tesend str. )

Kapitola 3: Dynamické vareni

V minulém dile jsme se naucili psat programy na simulaci fyzikalnich problému
a v tomto dile se dozvime, k ¢emu nadm to bude dobré. Zac¢neme kratce o tom, co
miizeme c¢ekat od dynamického systému, zminime néjaké kule¢niky, kurzy vatent,
a nesmime vynechat ani vérného pruvodce fyzikovym zivotem, pruzinu. Nezapo-
meneme také na Jindru, ktery se letos tcastnil Fyziklani online — tedy, chtél jsem
fict na Henriho, ktery se pred vice nez sto lety ticastnil takového offline Fyziklani
o cenu Svédského kréle Oskara II. Ale pékné poporadé.

Stij nebo kruz!

Jesté v poloviné dvacétého stoleti si vétsina védctu myslela, Ze pro vazany systém
existuji po ustdleni jen dva mozné druhy vyvoje — staciondrni nebo staticky. Ale
co to znamend vazany systém? To znamend systém, ktery ,neutece“ pry¢ z néja-
kych mezi. Tieba jako kulicka na pruziné, v klidu si poskakuje, ale pokud by méla
ambice vydat se do svéta, sila pruziny by ji vzdy pritdhla zpét. DokdZeme si pred-
stavit kulicku, kterd ve svété bez treni pravidelné stacionarné kmitd donekonecna.
Stejné tak ve svété s tfenim vidime pruzinku, ktera se ustaluje do statického stavu.
Existuje néjaka tfet{ moznost?

Priklada, které se ustaluji v klidu, zndme velmi mnoho. Tteba nas kop fotbala-
kem nebo hod kriketakem po jisté dobé vytusti v tiplné zastaveny mic nékde opodal
na zemi. Ale kdyz muze trenim vychézet energie ven, mize proudit i dovnitt. Uvaz-
te napriklad hrnec s vodou, ktery date ohiivat tak jemnym plamenem, Ze se nikdy
nezacne varit, a priklopite jej poklickou, aby se vAm to vSechno nevyparilo. Voda
si pak na dné hrnce ustanovi cyklickou strukturu stoupajicich a klesajicich sloupct
vody, kterd se souhrnné nazyva Bénardovy bunky (viz obrazek pJ).
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Do té miry, do jaké muzeme nas pokus na plotné takto idealizovat, jsou jed-
nou ustanovené Bénardovy bunky navzdy dané a neménné — proudéni ve vodé
je stacionarni. Nemusime vsak vubec byt tak pfizemni a muzeme hledét k nebe-
stim. Také pohyby planet jsou idedlné (tj. v pfibliZeni platném pro tisice minulych
i nasledujicich let) staciondrni, tj. periodické nebo alespon kvaziperiodické.

| N
| /

Obr. 50: V horni poloviné obrazku vidite priklad periodické trajektorie, ktera se
uzavie po jednom obéhu okolo centra, a dalsi, ktera se po kazdém obéhu kousek
stoc¢i. Nékteré orbity se mohou po nékolika obézich uzavtit, jako je vidét pro
devét obéhu v dolni poloviné obrdzku. V drtivé vétsiné pripadu ale stidceni
pericentra orbity znamend, ze uz se nikdy neuzavre.

Co ale znamend kvaziperiodickd orbita? Piiklad mtzZete vidét na obrazku @
Jedna se typ pohybu, ktery mtize nastat pouze pro systémy s vice nez jednim
stupném volnosti. V téchto odlisSnych stupnich volnosti se pak mohou systémy
pohybovat s jinymi periodami. Napiiklad na obrazku méni castice periodicky
svoji vzdélenost od centra, ale zaroven i okolo centra obihd. Pokud je oscilace
vzdalenosti od centra v celoc¢iselném poméru s periodou obéhu okolo, trajektorie
se po néjaké dobé ,strefi“ do svého zacatku a dal pokracuje zase stejné. Pokud
jsou ale periody nesoumérné, orbita mé sice vysoce predvidatelny a jednoduse
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popsatelny tvar, ale nikdy se neuzavie a vzdy o kousek uhyba svému pocatku.

Zrod chaosu

Zminéné systémy jsem vyjmenoval zcela tmyslné, protoze vsechny z nich jsou
priklady dynamickych situaci, kde staci mélo a vznika v nich ten zminovany tfeti
druh pohybu. Tteba pokud méme kulicku na pruzince a periodicky do ni $touchdme
(at uz se tfenim nebo bez négj), s vysokou pravdépodobnosti mizeme nastavit
pocéateéni podminky tak, aby se kulicka chovala chaoticky.

To stejné plati pro ohfev vody, jedna se dokonce zhruba o systém, ktery stu-
doval v Sedesatych letech Edward Lorenz jakozto model pocasi a narazil v ném
pro ur¢itou volbu parametru na chaotické chovani vykreslené na obrazku p1. S Lo-
renzovym objevem a numerickymi simulacemi teprve chaos prorazil jako Siroce
prijimany védecky fakt, ale jeho existence jiz byla zndma nebo tusena mnohem
déle.

Obr. 51: Priklady slavnych systému s chaotickym chovanim — Lorenzuv atraktor
(vlevo) a priklad chaotickych trajektorii t¥{ téles (vpravo).

Naprtiklad James Clerk Maxwell, objevitel slavnych rovnic elektromagnetismu,
se zabyval také kinetickou teorii plyni. V té se informace a znalost pocdtecnich
podminek rozpousti se srazkami atomi podobné jako ve hie kule¢niku spolu se
srazkami kule¢nikovych kouli. Ve svém eseji o svobodné vili z roku 1873 argumen-
toval, Ze s determinismem to nebude tak zhavé, protoze nase existence je protkana
nesmirnym mnozstvi takovychto neurcitych okamziki, které nelze védecky roz-
Sifrovat. Nakonec ale doSel k zavéru, ze musi existovat néjaky ramec a mez této
nepredvidatelnosti, protoze jak uz zminéno — Zddngy levhart nemizZe ménit svoje
skvrny.

Dvanéact let na to vyhlasil svédsky kral Oskar II. pii prilezitosti svych Sede-
satych narozenin cenu pro kohokoliv, kdo matematicky vyresi problém pohybu
N téles pritahujicich se newtonovskou gravitacni silou. Jiz tou dobou prosluly
francouzsky matematik Henri Poincaré tusil, Ze se jedna o ponékud velké sousto
a snazil se Tesit alespon specialni pripad pohybu tii takovych téles.
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Ke svému zdéseni zjistil, ze existuji pocatecni podminky, pro které je pohyb
nesmirné komplikovany a nepredvidatelny. I kdyz problém vlastné nevyftesil, cenu
stejné vyhral, protoze se vsichni shodli na tom, Ze si to Henri docela podal.

Byli i dalsi védci a matematici, ktefi kraceli ve stopach Maxwella a Poincarého,
ale doopravdy vznikl pojem chaosu v Sedesatych letech minulého stoleti s nalezenim
Lorenzova modelu atmosférické konvekce.

Lorenziiv model

Vlastné jesté nevite, co to ten chaos je, kromé toho, Ze je to neperiodické a nestatic-
ké chovani vazaného systému. Jediny dalsi dil do skladanky je globdini nestabilita
takového chovéni.

Stejné jako propiska postavend na $picku spadne prfi sebemensi vychylce, tak
staci sebemensi vychylka od chaotické trajektorie a dostanete se iplné jinam. Vtip
je nicméné v tom, ze u propisky je nestabilita pouze v jednom okamziku tplného
klidu na Spicce a uprostied padu uz ji nic moc nerozhodi. U chaotického pohybu
je tomu naopak — staci libovolné mala vychylka kdekoliv a kdykoliv a Casem se
systém dostane do tplné jiného stavu. Jak presné tento koncept osedlat se dozvite
v pristim dile.

Pro tplnost jesté zminim velmi specidlni t¥idu systémi, kterd byla objevena
az pred néjakymi triceti lety a od té doby jesté nebyla docela prozkoumana. Tyto
systémy totiz vykazuji aperiodicky velmi komplikovany vyvoj, ale nenastava v nich
zminén4 globalni nestabilita. Rik4 se jim nechaotické aperiodické systémy. K jejich
vytvoreni je ale potieba dost zvlastnich podminek, a proto kdyz uz narazime na
komplikovany aperiodicky pohyb, byva v drtivé vétsiné pripada chaoticky.

Pojdme se nyni podivat na prvni ptiklad chaotického systému, Lorenziv model.
Edward Lorenz nebyl spokojen s paradigmaty predpovidani pocasi tak, jak byly
nastaveny v Sedesatych letech minulého stoleti. Rozhodl se tedy na superjednodu-
chém modelu ukézat, ze nelinearni efekty v modelech atmosféry mohou zptisobit
pékné divociny.

Zacal s predpokladem periodicky opakujicich se Bénardovych bunék ve dvou-
rozmérné kapaliné jako na obrazku p3. Tentokrat ale misto dna hrnce byl vespod
povrch Zemé ohraty sluncem a misto vody proudil atmosféricky vzduch, ktery se
nahore v atmosfére ochladil a pak klesal zase zpét. Pfedpoklddal pak, ze konvek-
ce neboli proudéni mé takovyto pevny charakter, ktery lze parametrizovat pouze
tfemi bezrozmérnymi proménnymi X (t), Y (t), Z(¢). X(¢) parametrizuje rychlost
proudéni v burikdch a Y (¢) teplotn{ rozdil mezi stoupajicimi a klesajicimi sloupci
vzduchu. V pripadé nulové konvekce by byl pribéh teploty odzdola nahoru line-
arni, vzhledem ke konvekci se ale vySkovy profil prohne a miru tohoto prohnuti
parametrizuje Z(t).

Pro tento model ziskal Lorenz soustavu trech efektivnich diferencidlnich rovnic

X =0(Y - X),
Y=-XZ+rX-Y,
Z=XY -bZ,
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Nizka teplota

Vysoké teplota

Obr. 52: Nékres Bénardovych bunék. Bunka tocici se po sméru musi mit za
souseda vzdy bunku tocici se proti sméru a naopak — je proto lepsi chapat
konvekci spise jako zdvihajici se a rozutikajici sloupce horké a studené tekutiny.

kde kladné o charakterizuje disipaci v kapaliné, r je parametr zavisejici na vlast-
nostech kapaliny a linedarné také na rozdilu teplot mezi vrchni a spodni vrstvou
bunky a b je opét kladny faktor, ktery zavisi na konkrétni geometrii bunky.

V rovnicich muzete vidét, ze vSechny proménné se v Case samy tlumi, tedy
X=—0X+...,Y==Y+4...,Z=—bZ+...,tj. zmensuji se s vlastni velikosti.
To je dusledkem toho, Ze modeluji disipativni tekutinu, kde se tfenim a diftzi
ztraci i teplo i rychlost proudéni. V fadé piipadi to znamend, ze se tekutina ustali
na néjakém staciondrnim stavu, v tomto pripadé vsak se stoupajicim teplotnim
rozdilem (a tedy se stoupajicim r) parametry za¢nou chaoticky oscilovat, jako je
vykresleno v obrazku pl]. Predélové r numericky zjistite v seridlové tloze.

Edward Lorenz se netvafil, Ze se jednd o néjaky extra realisticky model — nao-
pak, fikal, Ze je to ten nejjednodussi alespon trochu uvéritelny model, ktery dokazal
vymyslet a ktery zaroven vykazuje takovéto aperiodické chovani. Byla tu ale jedna
dalsi véc, kterou viibec necekal a narazil na ni jen ndhodou. Pfi opétovném pusté-
ni simulace totiz zadal pristroji pocatecni podminku na mensi pocet desetinnych
mist, protoze desetitisicinky se preci na vysledku vibec neprojevi. Ale bylo tomu
presné naopak. O tom vSak az pristé.

Uloha IIL.S ... dynamicka 6 bodit

1. Podivejte se na rovnice Lorenzova modelu a sepiste skript na jeho simulaci
v Octave (na to si pfipadné osvézte i druhy dil seridlu). Spolu s vykreslujicim
ptrikazem by vas skript mél vypadat zhruba takto:

function xidot = f(t,xi)

xdot=...;
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ydot=...;

zdot= ...;

xidot = [xdot;ydot;zdot];
endfunction

nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01,'MaxStep',0.1);
pocPodminka=[0.2,0.3,0.4];

reseni=ode45(@f, [0,300] ,pocPodminka,nastaveni) ;
plot3(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2),reseni.y(:,3));

Jen misto t¥i tecek doplnte zbytek programu podobné jako v druhém dilu seridlu
a pouzijte o = 9,5, b = 8/3. Pak zjistéte alesponi s pfesnosti na jednotky, pro
jaké kladné r prechézi systém z asymptotického zastavovani se na chaotickou
oscilaci (na poc¢atecnich podminkéch nezédlez).

2. Zde je plny text octavovského skriptu pro simulaci a vizualizaci pohybu ¢astice
v gravitacnim poli hmotného télesa v roviné xy, kde vsechny parametry a kon-
stanty jsou rovny jedné:
clear all
pkg load odepkg
function xidot = f(t,xi)
alfa=0.1;
vx=xi(3);
vy=xi(4);
r=sqrt(xi(1)2+xi(2)2);
ax=-xi(1)/£3;
ay=-xi(2)/%3;
xidot = [vx;vy;ax;ay];
endfunction
nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01,'MaxStep',0.1);
x0=0;
yo=1;
vx0=...;
vy0=0;
pocPodminka=[x0,y0,vx0,vy0];
reseni=ode45(@f, [0,100] ,pocPodminka,nastaveni)
plot(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2));
pause ()

a) Zvolte poéateéni podminky x0=0,y0=1,vy0=0 a pocatecni rychlost ve smé-
ru x nenulovou tak, aby byla ¢astice vazand, tj. neulétla z dosahu centra.

b) Pridejte ke gravitacni sile ve skriptu silu —ar/r4, kde a je malé kladné c¢islo.
Volte postupné nékolik zvétsujicich se a poéinaje a = 1073 a ukazte, ze
zpusobuji kvaziperiodicky pohyb. (TeSend str. )
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Kapitola 4: Definujeme chaos!

V prvnich dvou dilech tohoto seridlu jsme se naucili namontovat kridylka na sle-
pici ve vakuu. Tedy, na prikladu rotujiciho fotbalového mice jsme se naucili jak
zformulovat jednoduchy model a pak také spocitat jeho dusledky pomoci numeric-
kych simulaci. Ve tretim dilu jsme pak probrazdili krajinu dynamickych systému
a ukazali si par ochutnavek toho, co lze ¢ekat od chovani riznych vazanych pohybu.

Vézany pohyb mize byt staticky (tedy vlastné ,mnepohyb*), kvaziperiodicky
(kde periodicky je specidlni pripad takového pohybu) a aperiodicky. Aperiodic-
ky pohyb je navic v drtivé vétsiné pripadu chaoticky. Ale co Ze to znamend ten
chaoticky pohyb? To si pravé ted fekneme, pockejte minutku.

Ztrata desetinnych Cisel s propiskou

Ted potfebuji, abyste si vzpomnéli na tplné prvni seridlovou tlohu, kterou jste
v tomto ro¢niku resili. Méli jste v ni za tkol uvazovat nad tim, jak to, ze zijeme
v deterministickém svété, kde je i presto tolik nejistoty. Chaos a s nim spojend
ztrata informace s tim ma mnoho do ¢inéni. My si ale ted ukazeme, jak se informace
ztraci v prikladu z tlohy — u propisky postavené na spicku.

Obr. 53: Nékres sil pusobicich na propisku vychylenou o thel da z nestabilni
rovnovazné polohy.

U propisky budeme uvazovat pouze dva jeji mozné pohyby — doleva a doprava.

situace je nacrtnutd na obriazku p3. Kdybychom uvazovali, Ze se propiska muze
pohnout i dopfedu a dozadu, dosli bychom k tém stejnym zavérum, k jakym za
chvili dojdeme, jen bychom se museli starat o vice rozméru.
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$pickou, ¢ast tihové sily se vyrusi tlakem Spic¢ky o povrch, ale ¢ast se promitne do
sméru padu. Sila ptsobic{ ve sméru padu je tedy F' = mgsin(da). Délka oblouku od
rovnovazné polohy tézisté je¥ dz = Lda a Newtoniv druhy zdkon je pii promitnuti
do oblouku F' = mdi. Dostédvame tedy diferencidlni rovnici

moZ = mgsin (5—30) . (92)
L

Protoze ale mluvime o hodné malych vychylenich plati priblizné sin da ~ da =

= dz/L. Kdyz to pak dosadime do rovnice (@) a podélime ji m, dostdvdme

M:%M.

Méme tu tedy rovnici, co ika ,,druhd derivace funkce = néco kréat funkce®. Funkci,
které vypadaji v podstatné stejné i po dvou derivacich, neni mnoho — v redlném
oboru je to pouze sinus, kosinus a exponencidla® Sinus a kosinus ale po dvojim
derivovani pred sebe vyhodi znaménko minus, coz v tomto pripadé neméame, a proto
feSenim muze byt pouze exponenciela. Muzete si sami ovérit, Ze nasi rovnici fesi

5szlexp< %t) + Cyexp (— %t) ,
kde C1, C2 jsou dvé konstanty odpovidajici riznym pocateénim podminkidm. Po-
kud napriklad nastavime Ci; = dzo a C2 = 0, pak derivovanim dostaneme pro

rychlost v ¢ase t =0
g
= dzoy/ = .
= VI

dvg = 0x(t =0) = 6mow/%exp< %t)

Naopak pokud C; tplné vynulujeme a nastavime Cy = dxo, pak dostaneme dvg =
= —dx0+/g/L.
Hlavnf ale je, ze pokud je malad vychylka v kladnych dz (tj. doprava) a rychlost

ale plati jen do okamziku, kdy zacnou byt dx a « prilis velké na to, aby plati-
lo sina =~ a.

Na obréazku %vidite nacrt ruznych vyvoju propisky v prostoru rychlosti a po-
loh. Na obréazku pj vidite vyvoj kruhu poc¢atecnich podminek okolo éz = 0 a dv = 0.
Kdyz totiz roztfesenou rukou umistime propisku na stil Spickou doli, nejsme si
posledni chvili do propisky trochu nedrknuli a neudélili ji tim malou rychlost — at
na jednu nebo na druhou stranu. Jsme si tedy jisti jen tim, Ze jsme propisce dali
pocéatecni podminky jen nékde v_podobném kruhu neurcitosti.

Jak ale vidite na obrazku pj, tvar kruhu se rychle méni. Po chvili jsme si

3Uhly zadavame v radidnech!
4Pak jesté hyperbolické funkce sinh a cosh, ale to jsou jen linedrni kombinace redlnych ex-
ponencial.
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//:511 = \/%612

ox

\\»&) = —\/%&v

Obr. 54: Né4crt raznych vyvoju malych vychylek propisky na spi¢ce. Najdéte si na
grafu néjaké pocateéni vychylky dz, dv a svij vyvoj pak ziskdte ndsledovanim
sipek. Vidite, ze vSechny vyvoje az na pfimku dv = —/¢g/L dx asymptoticky

konverguji k v = 1/g/L dz, a tudiz vedou k padu propisky. Pokud vds graf
s jednou osou dx a s dalsi v mate, muzete si osu dv zakryt a sledovat, kam
sméruje vSechen vyvoj ve sméru vychylky dx.

bodu, protoze se kruh neurcitosti vyvojem tplné rozmézl do padu bud nalevo nebo
napravo. Paradoxné jsme si velmi jisti tim, Ze systém skoncil ledaskde, jen ne tam,
kde bychom v idealizovaném pripadé predpokladali.

Ljapunov a jeho exponenti

Podobné jako v pripadé s propiskou je to s chaosem. Systém jako tfeba povétrnostni
podminky néjak zmérite a podle idedlnich hodnot svého méfeni predpovite pocasi
v nésledujicich dnech. Jenze vite také o nejistotdch svého méreni a chaoti¢nosti
pocasi. Stejné jako v ptripadé propisky si po nékolika dnech jste fakticky jisti tim,
ze se systém nachézi s nejvyssi pravdépodobnosti vSude mozné, jen ne tam, kde
jste jej predpovédéli na zakladé namérenych hodnot.

Veli¢inou, kterd charakterizuje tento rozpad informace, je takzvany Ljapunoviv
exponent. Ljapunovuv exponent charakterizuje exponencielni rozbihéni pro velmi
blizké stavy. V pfipadé propisky se mald odchylka dxo od nestabilni rovnovahy
na $picce rozbihala v nejhorsim pfipadé jako dxoexp(y/g/Lt), v nejlepSim by se
sbihala jako dxz¢exp(—+/g/Lt). V tomto pfipadé by tedy Ljapunovovy exponen-
ty byly £+/g/L. Jak ale vidite na obrizku @, pro rostouci nejistotu je dulezity
hlavné kladny exponent 4/g/L, ktery roztahuje po¢ate¢ni podminky, a na hodnoté
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Obr. 55: N4crt ¢asového vyvoje nasi oblasti nejistoty ve vychylce propisky. Pri

predpokladu g = 10m-s™2 a L = 5 cm bude nase oblast nejistoty zdeformovans

jako v poslednim obrazku béhem 80 ms. Pokud je na vés graf slozity, staci z néj

jen vysledovat, jak se nase nejistota roztahuje jen podél osy dz tim, Ze si na ni
zdeformovany krouzek promitnete.

zaporného exponentu vlastné zase az tolik nezalezi.

Pro obecny dynamicky systém muzeme definovat Ljapunoviv exponent pro
néjakou celou trajektorii a vlastné ndm nevadi, pokud se puvodni odchylka kromé
rustu velikosti okolo pavodniho sméru néjak krouti. Ljapunoviv exponent je tedy
néjaké cislo A\ takové, ze plati, ze se néjaka obecné vicerozmérnd odchylka §Z, od
dané trajektorie Z(t) ve své velikosti vyviji jako |6Z(t)| = exp(At)|0Zo|.

V jakém case bychom ale zacali sledovat rozbihavost trajektorii? Na jakém mis-
té bychom méli zac¢it s malinko odchylenym trajektorijnim kamarddem? Nejlepsi
odpovéd zni, ze rozbihavost musime néjak vystifedovat ptes celou trajektorii. Pokud
ale sledujeme trajektorii ve vizaném systému a trajektorie nekonverguje ke static-
ké, pohyb musi nutné pokracovat nekone¢né dlouho. Formalné je tedy Ljapunovuv
exponent definovan jako

A= lim lim 1111<|(Sz(t)|> ,

t—oo §Z290—0 t |6Z()|
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kde limita 6Zy — 0 jen znaci, ze se zajimadme o nekonec¢né malé odchylky a jejich

rozbihavost. Limita t — oo pak zajistuje, ze zahrnujeme do vypoctu celou trajekto-

rii. To se muze zdat dost divné, tak vyli¢im, jak se takovy ljapunovovsky exponent
spoCitd v praxi:

1. Program zaéne numericky integrovat trajektorii Za (t), jejiz Ljapunoviv expo-
nent chceme zjistit a vedle ni 4plné malinko odchylenou trajektorii Zg(t).

2. Program sleduje odchylovani nebo sbihani téchto trajektorii a pokusi se na
tuto tendenci napasovat exponenciely s riznymi exponenty. Ten nejlepsi fit si
poznamend jako lokalni Ljapunoviv exponent.

3. Jakmile se trajektorie v ¢ase tmoc moc rozebéhnou, vezme odchylku

A = ZA(tmoc) - ZB(tmoc) )

zahodi Zp a zadne zase integrovat Za (t) spolu s méné odchylenou trajektorif

s poc¢ateéni podminkou Zc(tmoc) = ZA (tmoc) + €4, kde £ < 1.

4. Tento proces se dlouho opakuje a nakonec program ziskd pfibliznou hodnotu

vystfedovanim vsech lokélnich Ljapunovovych exponentu.

Neni to tedy zddnd véda, Ljapunoviiv exponent je jen globdln{ (nebo prosté zpru-
mérovanou) mirou sbihavosti ¢i rozbfhavosti blizkych trajektorii. Celd procedura
dava néjaky smysl jen diky tomu, ze se bavime o vazanych trajektoriich. Chao-
ticka trajektorie se totiz sice nikdy neopakuje zcela presné, ale musi porad létat
v téch samych castech prostoru, takze se diive nebo pozdéji zacne opakovat pribliz-
né. Kdyz tedy zminénou procedurou pocitame ljapunovovsky exponent po hodné
dlouhou dobu, jsme si velmi jisti, ze jsme vystihli typické chovani trajektorie a ze
jsme exponent spocitali s pomérné vysokou presnosti.

Na obrazku muzete vidét ilustraci ne nepodobnou rozbihdni kruhu poca-
teCnich podminek z obrazku @ Vidime na ném, ze stejné jako u propisky muze
nejistota u trajektorie s kladnym Ljapunovovym exponentem tplné rozméznout
vyvoj tak, ze jsme si témer jisti tim, ze se nenachazime tam, kde bychom si idea-
lizované mysleli. Na obrazku také vidite, ze pro odhad rustu nejistoty je nejdile-

vvvvvv

tak dulezité.

Konecné ta definice

Nebudeme to uz zbytecné zdimat, definujme chaos. Chaoticka trajektorie je takova,
kterd je aperiodickd a zaroven mé alespon jeden kladny Ljapunoviv exponent.
Znamen3 to, ze jeji tvar je nesmirné komplikovany a neopakujici se, ale také to, ze
diiv nebo pozdéji néjakym vyrusenim sklouzne vyvoj daného dynamického systému
Gplné jinam — a to nejcastéji k dalsi chaotické trajektorii.

Existuji i alternativni definice chaosu, které se opiraji o rizné topologické po-
jmy a predstavu miseni prostoru pocatecnich podminek. To ddva samoziejmeé velky
smysl, protoze si ¢lovék dokaze lehko predstavit, ze se maly krouzek pocatecnich
podminek pii kladné rozbihavosti trajektorii a komplikovaném pohybu rozmaze
po celém mozném prostoru stavi dynamického systému. Je proto prirozené obejit
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Obr. 56: Nacrt casového vyvoje oblasti nejistoty v pripadé trajektorie s kladnym
Ljapunovovym exponentem. Mald odchylka §Zy se po néjakém case vyvine do
lehce pootocené a exponencidlné prodlouzené odchylky §Z;. V tomto obréazku
existuje i smér se zdpornym exponentem, ale vidite, ze maximalni vzdalenost

odchylenych trajektorii na zadporném exponentu nezavisi.

aperiodi¢nost a exponenty a rozmichdvani blizkych vyvoju vlozit rovnou do defi-
nice. Vymezeni chaosu pomoci exponentil a aperiodi¢nosti je pro néds ale zdaleka
nejpraktictéjsi.

To je v tomto dilu vSe, ted uz mame zakladni vybavu na chépani chaosu.
V pristich dilech se konecné podivame na néjaké zajimavé aplikace toho, co jsme se
doted naudili. Vite tfeba, jak se v pocitaci generuji ndhodna ¢isla? A jsou opravdu
nahodna? Odpovédi se dockate.

Uloha IV.S ... Ljapunovska 6 bodu

1. Uvazujte propisku o délce 10cm s t&zistém presné v pilce a g = 9,81 m-s™ 2.

Nyni si predstavte, Zze jste propisku postavili na stil s nulovou vychylkou dx
s presnosti na n desetinnych mist a s nulovou rychlosti. Za jak dlouho po posta-
veni propisky si budete moct byt jisti pouze s n — 1 desetinnymi misty nulovosti
vychylky?

2. Vezméte model poéasi s nejvétsim Ljapunovovym exponentem X = 1,16-107° s 1.
Predpovéd pocasi prestava byt pouzitelnd, pokud je jeji chyba vice nez 20 %.
Pokud jste dokdzali zmérFit stav pocasi s presnosti na 1%, na jak dlouho byste
odhadovali, Ze bude dobré vase predpovéd? Odpovéd podejte v dnech a hodi-
néch.

3. Vezméte si Lorenzuv model konvekce z minulého dilu, opiste si z néj funkci
f(xi,t) a nasimulujte a vykreslete si hodnotu parametru X (¢) pro dvé ruzné
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trajektorie pomoci prikazi:

X01=1;

Y01=2;

Z01=5;

X02=...;

Y02=...;

Z02=...;

nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01, 'MaxStep',0.1);
pocPodminkal=[X01,Y01,Z01];

resenil=ode45(@f, [0,45] ,pocPodminkal,nastaveni) ;
pocPodminka2=[X02,Y02,Z02] ;

reseni2=o0de45(@f, [0,45] ,pocPodminka2,nastaveni) ;
plot(resenil.x,resenil.y(:,1),reseni2.x,reseni2.y(:,1));

pause()

Misto tii tecek u X02,Y02,Z02 musite zadat pocatecni podminky pro druhou
trajektorii. Pusfte kod alespon pro pét fadové odlisnych, ale malych odchylek
a poznamenejte si Cas, ve kterém se druhd trajektorie od prvni kvalitativné od-
lepi (tj. sméfuje napiiklad Gplné na druhou stranu). Odchylku nezmensujte pod
fad cca 1078, protoze pak se zaénou projevovat nepiesnosti numerické integrace.
Nacrtnéte zavislost odlepovaciho ¢asu na fddu odchylky.

Bonus Pokuste se ze ziskané zavislosti odlepovaciho ¢asu na velikosti odchylky
odhadnout odpovidajici Ljapunovuv exponent. Budete potfebovat vic nez pét
béhti a muzete predpokladat, ze v okamziku odlepeni velikost odchylky pokazdé
zrovna piekrocila néjaké konstantni A.. (Tesent str. )

Kapitola 5: Rotor a jeho kopacky

V minulych dilech jsme se podivali na to, jak numericky integrovat diferencidlni
rovnice a definovali si chaos. Tento dil bude o nécem trochu jiném; naucime se, jak
vyrobit chaos. Nandejte si séfkucharské cepice, vezméte si jako ingredience ruzné
pruzinky, tahla, kulicky, kyvadla a podivejte se na to, co je na chaos potieba:

1. Zajistéte si, aby vam ruzné ¢asti dynamického systému neulétly do nekonec-
na. Pamatujte, ze chaos je definovany pro vdzany systém.

2. Pokud v systému hodné dochézi ke tieni a k disipaci, musite systému poskyt-
nout néjaky systém postuchovani nebo buzeni, aby se neprestal pohybovat.
Zase ale nesmi postuchovani zpusobit, ze se ¢asti systému pohybuji nekonec-
né rychle, to by bylo také svym zpusobem poruSeni podminky na vézanost
systému, protoze by unikal nékam do pry¢ v ,prostoru rychlosti“.

3. Uvolnéte dostate¢né mnozstvi stupnia volnosti systému. Pokud se nemuze
trajektorie pohybovat v dostatku rozmérti, k chaosu z principu nemiize do-
chézet.

4. Pridejte nelinearitu, tj. pridejte do systému sily, které nejsou jen konstantni
nebo linedrné zavislé na soufadnicich. Zadné nudné sily linedrné zavisejici na
vychylce = jako u pruzinky F' = —kz! Chceme alespoii néco jako F = —kx?!
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Garantuji vam, ze kdyz vSechny tyto ingredience pouzijete, v drtivé vétsiné pripada
dostanete chaoticky systém. Dost mozné z tohoto receptu jesté nejste iplné moudii,
ale to nevadi. Od toho, abyste to pochopili, je tu tento dil seridlu. Postupné si v ném
kazdy ze zminénych kroku vysvétlime, a nakonec dokonce uvaiime velmi delikatni
chaotickou mapu.

Terminator? Kdepak, rotor

Zacneme hodné jednoduse prvni ingredienci, vazanosti systému, a uvidime, kam
se to vyvine. Nejjednodussi zpusob, jak mit systém véazany, je jej privdzat nebo
dokonce zafixovat tak, aby se sice mohl pohybovat, ale pouze v konecné oblasti
prostoru. Predstavme si, ze na tenkou osu pripevnime nehmotnou tycku, na jejimz
druhém konci je hmotny bod. Tycka se miize zcela volné otacet kolem osy, nemize
se vSak po ni posouvat. K urceni polohy bodu v daném okamziku nam pak staci
jenom jedno ¢islo, jako vhodny se jevi tihel otoceni okolo osy od zvolené referenéni
polohy. Tomuto thlu budeme fikat . Mame tedy néco, ¢emu se ika rotor, vécicku,
co se muze otacet jen kolem dokola v néjakém sméru a ma jen jeden stupen volnosti,
ktery je navic automaticky vdzany. Kdyz totiz protocite tihel ¢ (v radidnech) o 2x,
jste zase na tom samém misté, takze existuje jen konec¢ny interval hodnot ¢, ve
kterém se nas rotor muze z principu pohybovat.

Zopakujme pro potradek, ze pokud poEisujeme polohu tézisté rotoru pomoci
ahlu ¢, je rychlost v, ve sméru rostouctho? ¢ dana jako

IU@F’:RSba

me zjistit, jaké je zrychleni a, ve sméru rostouciho ¢, predchozi rovnici prosté
zderivujeme podle ¢asu a dostaneme

a, =V, = Rp,

kde jsme uzili toho, Zze R je konstantni.

Pokud pak pouzijeme Newtoniv zdkon F = ma, kde m je hmotnost rotoru,
a uvazime, ze veskeré sily mimo smér otaceni se vyrusi diky uchyceni na ose,
dostdavame jenom jednu rovnici pro pohyb rotoru

F,=ma, =mRp.

Pokud byste rotorem otodili tak, aby rotor pfi ¢ = 0 visel doli ve sméru tihové
sily, na rotor by v libovolné poloze pusobila (jako vzdy) konstantn{ tihova sila Fg =
= —mgeq, kde eq je vektor mitici dolia. Zprvu se tedy zd4, Ze na chaos je tihova
sila prilis nudné, ale nesmime zapomenout, ze rotor je vazany a pii kazdém na-
toceni ¢ se ¢ast tihové sily vyrusi a zbude z ni jen cast Fg, ve sméru mozného

5 . . M v . - v 2 v z

°Tj. ¢ roste proti sméru nebo po sméru hodinovych ruéi¢ek na rotoru. Zilezi jen na nés,
kterou ze dvou moznosti orientace thlu si vybereme. Pokud ale zvolime rostouci ¢ tfeba po
sméru hodinovych rucicek, kladné v, znamenad, ze se rotor pohybuje pravé po sméru hodinovych
rucicek.
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Obr. 57: Nacrt tthové nebo elektrostatické sily pusobici na rotor a jejitho prumétu
do sméru otdceni. Smér, ve kterém tihel ¢ roste je schvalné nacrtnuty tak, aby
bylo jasné znaménko u Fy, = —F'sin ¢. Sila totiz pisobi proti sméru ristu ¢,

a proto musi mit zdporné znaménko.

otaceni rotoru (viz obrazek @) Kdyz si nakreslime vSechny nélezité trojihelniky
a pouzijeme zakladni goniometrii, dostaneme, ze z tihové sily prezije jen

Fop = —mgsing, (93)

coz uz je takovd zdbavnéjsi nelinedrni sila (nezévisi jenom tak na ¢, ale i na
nécem slozitéjsim). Zpusobi ale chaos? Jisté si pamatujete z hodin fyziky, Ze ne.
Svisly rotor je totiz realizaci tzv. fyzikdlniho kyvadla, které bud osciluje, pékné
periodicky sem a tam okolo svislé polohy, nebo se pfi dostatecné rychlosti protaci
kolem dokola — také periodicky.

Jak to, ze tedy ale nevyrobime chaos? Zapomnéli jsme snad na néjakou z in-
gredienci? Nebo jsme jen méli smilu? Prvni ingredienci mame, systém je vazany.
Treni neuvazujeme, takze druhd ingredience je také v zdsadé splnéna. A ctvrtou
také, sila je pfeci nelinedrni. A tfeti? Je jeden stupen volnosti dost na chaos? Skoro.

Kolik dimenzi na chaos?

Pojdme nejdriv premyslet nad tim, kolik dimenzi mé stav naseho rotoru. Urcité ma
nejméné jednu, a to thel . Ale vystihuje pouze ¢ tUplny stav naseho dynamického
systému? Predstavte si, ze rotor je na ¢ = 0 a Gplné v klidu. Ted si ale predstavte,
ze je na @ = 0, ale {ti se néjakym smeérem, ¢ je nenulové. Jsou to ty samé stavy
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systému? Jisté ne. K vystizeni stavu rotoru tedy potfebujeme dvé cisla, ¢ a ¢.
Rikéme tedy, Ze se jednd o dvourozmérny dynamicky systém.

Tak ale co ten chaos. Existuje matematicka véta, takzvany Poincarého-Bendiz-
sontv teorém, jejimz disledkem je, ze chaos nemuze nastat pro dynamicky systém
0 méné nez trech rozmérech. Ouha, to nas rotor ale jesté zatim nespliuje. Pred-
stavte si ale ted, ze se rotor pohybuje pod ¢asové proménnou silou F(¢). K vystizen{
uplného stavu systému by pak nestacilo jen Tict ¢, ¢, ale museli bychom také urcit
Cas t, ve kterém se nachazime a ze kterého se situace mutze vyvijet docela jinak nez
v jiném &ase t’.

Pokud tedy umistime rotor do néjakého pole nelinearni ¢asové proménné si-
ly Fy(t), mdme tiidimenziondlni dynamicky systém a uz bychom méli najit chao-
tické chovani.

Davam ti kopacky, rotore!

Pokouset se fesit pohyb v poli proménné sily muze ale byt docela fuska. Budeme
tedy predpokladat, Ze rotor si po vétsinu ¢asu vesele rotuje a po néjakém case T se
nahle zapne sila, kterd mu béhem kratkého okamziku predd impuls a pak se zase
vypne. Muzete si ovérit, ze pokud pusobime po néjaky cas At konstantni silou
ve sméru otaceni, ptisobime na rotor konstantnim zrychlenim a dostdvame zménu
thlové rychlosti

F,At
Ap=—2—.
N mR
Bude se ndm hodit rovnici vyjadtit pomoci impulsu, ktery je definovan jako

1:/ F,dt,
At

coz specidlné v pripadé konstantni sily dava I = F,At. Pro zménu thlové rychlosti
pak dostavame

1
Ap=—. 94
$= 5 (94)
Pokud ale chceme dostat néjaky chaos, musi sila zaviset tfeba na thlu, Fi, = Fp.

Na druhou stranu, pokud je sila takto zavisld, neméame takovy hezky vztah pro
zmeénu rychlosti jako (@), protoze ¢ se samoziejmé béhem At zméni a tim nebude
konstantni pusobici sila.

Jediny zpusob, jak toto jednoduse vyfesit, je predpokladat, ze sila pusobi po
tak kratkou dobu At, ze jeji efekt predd impuls v jediném bodé ¢. Ve vysledku
tedy budeme mit, ze rotor dostane jednou za ¢asovou periodu T kopanec (im-
puls) I = I(y) zdvisly jen na okamzité poloze rotoru. Tento kopanec pak zpisobi
okamzitou zménu thlové rychlosti

. _ 1y
Ap ==t (95)
mR
5Bavime se o fyzikélnich systémech se spojitym ¢asem. Pokud naptiklad vezmeme funkei f(z),
pak posloupnost postupnych iteraci této funkce dand vztahem z,,41 = f(z,) mize byt v jistém
slova smyslu chaotickd, i kdyz je  jednorozmérné.
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a jinak se bude rotor volné protacet po svém. Tj. mimo kopance bude ¢ konstantni
a  bude rovnomeérné rist s touto rychlosti ¢.

V daném pfiblizeni tedy muzeme explicitné sledovat vyvoj systému. Nejlepsi je
sledovat sekvenci bodii po ub&hnuti kazdé ,kopaci periody* 7. Uhlovou rychlost
a thel po n kopnutich ¢,, ¢, muzeme z hodnot po predchozim kopnuti ¢,_1,
pn—1 vyvodit nasledovné: rotor se mezi kopanci prosté volné otaci s thlovou rych-
losti ¢, —1 a kopance si nev§imne, pro thel ¢, tedy mame

Pn = Pn—-1 + Tgbn—l .

Naopak thlova rychlost ¢ se mezi kopanci neméni viubec, ale samotny kopanec ho
posune podle predpisu (@)
I(n)

(pn:SOnfl"‘ mR .

Viypinani a zapinani tihy

Predstavte si nyni, Ze na rotor umistime nédboj e a umistime jej mezi dvé velké
desky kondenzatoru tak, ze mezi nimi vznikd néjaké homogenni¥ elektrostatické
pole E ve sméru tycky rotoru, kdyz je ¢ = 0 (opét jako na obrazku E) Na
rotor tedy ptisobi sila eE, ale do sméru otaceni se promitne pfi tomto natoceni jen
F, = —eFEsin ¢. Pokud zapneme toto elektrostatické pole jen na chvilicku, bude
predany impuls zhruba I(¢) = —eEAtsin ¢ a po n kopnutich budeme mit

Pn = Pn—-1 + Tﬂbn—l ;
an = Sbnfl - RSin Pn ,

kde K = eEAt/(mR). Kdyz oznadime z = ¢ a y = ¢, jsou tyto iterace mapovanim
roviny xy opét na rovinu xy. Takovymto iteracim dynamickych systému se tedy
tikd mapy. Tato mapa, kterou jsme si zrovna odvodili, je jedna z nejjednodussich
a nejelegantnéjsich map chaotického dynamického systému, a proto se ji fika stan-
dardni mapa. Vyvoj v této mapé je pro fadu pocatecnich podminek chaoticky a lze
to i pro nékteré hodnoty K a T matematicky dokdzat.

Pridejme jesté kratkou poznadmku k pocitacovému generovani ndhodnych cisel
zminénému v predchozim dile. Mnoho generdtoru ndhodnych ¢isel v pocitaci jsou
takové trochu legrac¢ni triky, jak vzit predchozi pseudondhodné ¢islo a nové pseu-
dondhodné ¢islo ziskat pomoci néjaké bandlni operace (nechaotické mapy), kterd
jen neni na prvn{ pohled vidét. Rada ndhodnych genertora tedy produkuje kva-
ziperiodickou posloupnost ¢isel, jen se Spatné vysledovatelnou pravidelnosti. Pro
potifeby kryptografie toto ale nestac¢i a casto se pouzivaji chaotické mapy, kde je
pseudondhodnost o hodné kvalitnéjsit

Ale zpatky ke standardni mapé. Kdyz si vzpomenete na rovnici (@), vidite, ze
nase kopéani elektrickym polem odpovidé zapinani a vypindni tthového pole. Pokud

7Tj. stejné ve véech bodech prostoru.
8Protoze ale mame v poditadi ¢isla na koneény pocet desetinnych mist, bude nakonec i cha-
oticka trajektorie v této reprezentaci periodickd, ale s olbfimi periodou.
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tedy hodné snizime periodu spindni 7" a spolu s tim budeme adekvatné snizovat
K, méli bychom efektivné ziskat néco jako pohyb kyvadla v homogennim tihovém
poli. V pfistim dile si numerickymi experimenty ovéfime, ze standardni mapa mé
chaotické vlastnosti a ze vskutku tyto trajektorie ¢, @, pripominaji trajektorie
v pripadé fyzikdlniho kyvadla. Ale zjistime jeSté néco — nékde chaos je a nékde
neni. A kde bude? Na $piéce propisky. Coze? Uvidite.

Uloha V.S ... mapovaci 6 bodi

1. Ukazte, ze pro libovolné hodnoty parametri K a T muZete standardni mapu
ze seridlu vyjadrit jako

Tn = Tp—1 + Yn—1,

Yn = Yn—1 + Ksinz,,

kde z,y jsou néjak preskalovand ¢, ¢. Urcete fyzikalni rozmeér K, z, y.

2. Podivejte se znova na model nakopavaného rotoru ze seridlu a vezméte tentokrat
predavany impuls I(p) = Io, po periodé T pak I(p) = —Io, po dalsi zase Io
a takto dokola kopejte rotor tam a zpatky.

a) NapiSte mapu ¢, ¢, na zakladé hodnot ¢,_1,pn—1 pred dvojkopem =+1Iy.

b) Bude zkonstruovand mapa chaotickd? Pro¢ ne?

c) Vyfteste p,, ¢, na zikladé néjakych pocateénich podminek ¢o, @0 pro libo-
volné n.

Bonus Zkuste podle ingredienci ze seridlu navrhnout kopani, které bude davat

chaotickou dynamiku. Davejte ale pozor na to, ze ¢ je 2n-periodické a Ze by se

vam ¢ nemélo vySroubovat kopdnim donekoneéna. (Tesent str. )

Kapitola 6: Zase na spicce propisky

Je to tu zas, seridl o chaosu. A je to Sesty, zavérecny dil, ve kterém se zblizka
podivame na standardni mapu a jeji chaos, ktery je preci jen o dost jiny nez
v pripadé Lorenzova modelu.

Standardni kyvadlo

V minulém dile jsme si odvodili, jak se bude vyvijet rotor (tycka upevnénd na osu
tak, aby se mohla otddet pouze v jednom sméru) pod vlivem ndhlych pulsu sily.
Konkrétné pokud byla sila homogenni v prostoru, zptsobil prumét této sily do
smeéru otaceni rotoru ¢, ze po n pulzech byla rychlost a natoceni rotoru

On = Pn—-1 + Tﬂbnfl y (96)
Gn = ¢n_1 — Ksinep, .

Této ,,mapé“ jsme tikali standardni mapa.
Mizete si vzpomenout na druhy dil seridlu, kde jsme diskutovali numerickou
integraci, to jest priblizné reseni pohybovych rovnic pomoci jednoduchych iteraci.
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Pokud bychom se snazili pfiblizné numericky integrovat pohyb rotoru v poli néjakéE
sily Fi,, délali bychom to zhruba takto

d
plt+ A8~ o) + LA = p(t) + ()AL, (97)
de . s dz(ﬂ . Fy
E(t + At) = ot + At) ~ o(t) + T At = p(t) + —mRAt,

kde ¢éim mensi krok At pouzijeme, tim presnéjsi feSeni postupnym posouvanim
dostdvame. Pokud se ale nachézite v poli homogenni tihové sily, do sméru rotoru
se promitne (viz minuly dil seridlu) F,, = —mgsin . Pokud ale oznad¢ime o (t+ At)
jako ¢n, @(t) jako ¢n—1 a obdobné s rychlostmi, vypada rovnice (D7) setsakrament-
sky podobné jako rovnice standardni mapy (94). Pokud navic polozite K = gAt/R
alT = At, vypadé dokonce jeden krok numerické integrace tiplné stejné jako iterace
standardni mapy! Standardni mapa bude ale relativné dobfe odpovidat opravdo-
vému vyvoji rotoru v tthovém poli (tj. chovani fyzikdlniho kyvadla) pouze v tom
piipadé, ze At je malé, a tudiz pouze pokud jsou hodné malé parametry K a T. To
nam dava i fyzikalni smysl — kdyz zapiname a vypindme silu po velmi kratouckych
okamzicich a jednotlivé impulsy nejsou moc velké, je to tak trochu jako kdyby byla
sfla porad zapnutéa, akorat s néjakym podivnym Sumem.

Ptripomenme jesté rychle, jak se vlastné fyzikalni kyvadlo chovd. Kdyz miti
kyvadlo (rotor) svisle dolu (tj. ¢ = 0), je v rovnovdzné poloze a pro malé vychylky
kmitd sem a tam, 7iké se tomuto typu pohybu librace. Jakmile se ale rozkmita moc,
zacne se se vic a vic ,zdrzovat® pobliz zcela opacného vychyleni smérem nahoru.
Rotor vychyleny tplné nahoru v homogennim tihovém poli je sice v rovnovaze,
ale je to rovnoviha nestabilni, docela jako u propisky postavené na Spicku. Staci
malinké vychyleni doprava nebo doleva, at uz v poloze nebo v rychlosti, a kyvadlo
zacne sklouzavat exponencielné rychle nalevo nebo napravo.

Uz v samotném fyzikalnim kyvadle se tedy nachdzi ,,zadrodek chaosu“, v nasem
ptipadé je to v bodé nestabilni rovnovdhy ¢ = n, ¢ = 0. Pokud je ale tihlova
rychlost rotoru dost velka, pres nestabilni rovnovahu nahote prosté preleti. V tom
pripadé se pohybu fiké rotace a je to skoro jako volné otdceni rotoru, az na to,
ze v poloze ,nahore® rotor vzdy trochu zpomali, zatimco ve svislé poloze mé vzdy
nejveétsi rychlost.

Ctverec na &tverec

Je jasné, ze soutadnice ¢ je periodicka, ale zvlastni je, ze i rychlost ¢ je v néjakém
slova smyslu periodickéa. Pro¢? Protoze kdyz rotoru udélime takovou rychlost, zZe
se béhem periody T pretoci o celou otocku, z hlediska naseho ,snimkovani“ ¢,, po
periodé T rotor vlastné stoji na misté, protoze jej po periodé nalezneme zase v té
samé poloze. Takto mtze béhem periody T udélat i dvé, tii, ¢tyri... prosté kolik
chceme otocek, ale z hlediska snimkovani po periodé T bude vlastné porad stat na
misté.

9Tato sila mize byt docela obecné, nemusi to byt zadné divoké impulsy.
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Kdyz si to dobfe rozmyslite, zjistite, ze néjaké pocatecni ¢ bude mit tplné ty
samé dusledky pro naSe snimkovéani, pokud se bude lisit o ndsobek 27/T", tj. vyvoj
ve ¢, bude pii takovém rozdilu stejny nejen po jedné, ale po libovolném poctu
period! Formélné tedy muzeme zavést thlovou rychlost ¢ jako 2r/T-periodickou.
Nem4d to zadny valny fyzikdlni vyznam, ale umoznuje ndm to standardni mapu
studovat kompaktnim zptisobem.

V seridlové tloze jste si jesté mohli problém prevést do trochu jinych promén-
nych, ve kterych se standardni mapa vétsinou uvadi v ucebnicich chaosu. Kdyz
vezmeme ¢ = @, y = Tp, K = —KT (viz vzorové feSeni k minulé sérii), dostane-
me

Tp = Tp—1 + Yn—1,

Yn = Yn—1 + K sinx, .

Kromé toho, ze v této formé ma mapa pouze jeden parametr K, dostdvame jesté
hezky vysledek pro ,periodi¢nost” y, protoze ve smyslu, v jakém jsme diskutovali ¢
jako 2r/T-periodické, je také y 2n-periodické. Pokud si tedy v roviné xzy nacrtnete
Ctverec 21t X 21, standardni mapa tento ¢tverec vezme a zobrazi ho na sebe sama.
Na obrazku p§ muzete vidét, jak se po tomto ¢tverci ,,prochézeji“ ndhodné zvolené
pocéateéni body pri mnoha iteracich mapy pro rtizné hodnoty parametru K.

Na obrazku p§ ale mizete vypozorovat jesté jednu véc. Nékteré body po ¢tverci
usporadané krouzi po uzaviené ktivce, nékteré se naopak zdanlivé ndhodné a bez
jakéhokoliv fadu prochazeji v néjaké oblasti. Usporddané krouzici body totiz od-
povidaji nechaotickému nebo téz reguldrnimu médu nakopavaného rotoru, jak se
mnohdy nechaotickému chovani fika. U téchto pocatecnich podminek se nakopa-
vani prosté seslo tak, ze je chovani jen kvaziperiodické. Naopak u druhého typu
pocatec¢nich podminek se jedna o chaotické chovani, kopance se u nich schazeji tak,
ze rotor bez jakéhokoliv fadu putuje mezi raznymi moznostmi svého proticeni.

My ale muzeme porozumét obrézku pg jesté jinym zpusobem. Jak jsme si uka-
zali o par odstavci vyse, pro malé T a K dévé standardni mapa zhruba Vyvoj
fyzikalniho kyvadla. V nové formulaci pak odpovidd hruby vyvoj kyvadla hodné
malé hodnoté parametru K. Stabilni rovnovaha by pak méla byt nékde okolo z = 0,
y = 0 a nestabilni okolo z = n, y = 0. KdyZ se podivime na obréazek pg, vidime
néco, co nas vlastné tolik nepiekvapuje. Chaos, to globdlné nestabilni chovani, se
pro vétsi K vyrojil okolo bodu nestabilni rovnovahy a regularni chovani naopak
nejdéle preziva v okoli stabilni rovnovahy.

Tj. chaos je presné okolo ,propisky na Spic¢ce* a neni to zddna nahoda. Toho,
ze nestabilni rovnovdha muze nakonec generovat hrozivé komplikovany pohyb, si
v8iml uz Henri Poincaré pfi feseni problému tti téles pred vice nez sto lety. Bo-
huzel tu v seridlu nemédme dostatecny prostor pro nastinéni mechanismu vzniku
chaosu a nélezitych struktur, ale vézte, ze je to krasnd matematicko-fyzikalni teorie
dvacéatého stoleti.

Obrazek ale explicitné ukazuje jen prvni charakteristiku chaosu, aperiodic-
nost. I kdyz je v zdsadé jasné, Ze v chaotické oblasti se budou riazné pocatecni
podminky nahodile michat, budete si to moct sami ovérit v seridlové tloze. Pro-
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to jesté zminim, jak v Octave nasimulovat iterace standardni mapy pro néjakou
pocéateéni podminku xo, yo. Stac¢i napsat:

function [X] = iterace_stanMap(x0,y0,N,K)
X = zeros(N,2);

X(1,:) = [x0 y0l;

for n = 2:N

x1 = mod(x0 + yO, 2xpi);

y1 = mod(y0 + K*sin(xl) + pi, 2%pi)-pi;
x0 = x1;

yo = yi;

X(n,:) = [x0 y0l;

end

endfunction

Funkce iterace_stanMap vezme pocatecni podminky x0,y0 a N-krat iteruje stan-
dardni mapu pomoci cyklu for n=2:N ... end. Tyto iterace ukldda do velkého
sloupce ¢isel X, ktery pak také vraci na vystupu. Kdyz se ale podiviate dovnit¥
cyklu for, nemusite iplné poznat standardni mapu v definicich x1 a y1, jsou tam
navic néjaka podivna pi a mod. Funkce mod (..., 2#pi) totiz zacykli vysledek tak,
7e vrati zbytek po déleni 2n a dand soufadnice je pak 2n-periodicka. Zonglovani
s =7 u y1 je tam pak jenom proto, aby y bylo periodické na (—=, ) misto (0,2x)
a nulové rychlost ota¢eni rotoru byla uprostfed iterovaného ctverce (presné jak je
to na obrazku p§).

Vysledek tisice iteraci pfi néjakém K si pak muzete pro jedny pocatecni pod-
minky pocX, pocY vykreslit napiiklad nasledovneé:

pocX=...;

pocY=...;

K=...;
Iterace=iterace_stanMap(pocX,pocY,1000,K) ;
plot(Iterace(:,1),Iterace(:,2),'."');

Podobné byl v Octave ziskén i obrézek F§.

Zaver
Chaos je skvéla véc, protoze nam ukazuje, jak se mizeme mylit v nasich nejpfi-
rozengjsich predstavich. Néco jako chaos, nepfedvidatelnost uz pii dvou stupnich
volnosti fyzikdlniho systému, by si jesté v devatenactém stoleti nedokazal nikdo
predstavit. Stejné tak by nikdo nebyl s to predpovédét, ze jednoduché rovnice ja-
ko rovnice Lorenzova modelu dokazou vyprodukovat fraktdl, podivnou nehladkou
geometrickou strukturu.

Dtlezitost chaosu ale nespociva jen v jeho necekanosti, ale i v jeho faktickych
dtsledcich. Kladny Ljapunovuv exponent znamend, %e prichdzime nesmirné rychle

10 Octave pod Windows mize vyzadovat shodu ndzvu funkce a nézvu skriptu, je-li definice
funkce na prvnim rfaddku. Lze vyfFesit pfejmenovanim, vlozenim do zvlastniho souboru atp.
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Obr. 58: Sekvence bodu ziskané iteraci standardni mapy pro rizné pocatecni
podminky. Pro dobré pochopeni obrazku si musite uvédomit, ze pravy a levy
okraj kazdého obrazku je ztotoznény, protoze z je vlastné jen thlova
souradnice ¢. Pokud byste méli problém si levy a pravy okraj ztotoznit, muzete
si obrdzek vytisknout, vystfihnout a pravy a levy okraj prosté slepit. Analogie
librace je vyznacena ¢ervené — pokud zapomenete na osu y, vidite, ze na
cervenych krivkach se body pohybuji sem a tam v x, prosté jako u normalni
oscilace kyvadla. Naopak zelené je vyznacena analogie rotace, pokud opét
zapomenete na osu y, putuji body bez pretrzeni bud doprava nebo doleva, rotor
se prosté protaci na snimcich dokola. Modre je ovsem vyznacen chaos. V hornim
radku jsou iterace standardni mapy pro K = —0,3, vlevo je cely 2n X 2r ¢tverec,
vpravo je pak detail okoli piivodni nestabilni rovnovahy, ,,Spicky propisky“. Dolni
fadek jsou pak celé étverce pro K = —0,8 (vlevo) a K = —1,5 (vpravo). Vidite, ze
s rostoucim K se analogie s fyzikdlnim kyvadlem rozpadd, roste chaos a dokonce
Uplné mizi regularni ,rotace“ kyvadla.
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o nasi znalost stavu systému. Je proto dilezité o této moznosti védét a uvédomovat
si, v jakych oblastech fyziky i praktického zivota s tim musime pocitat.

Co je na tom vSem ale nejzabavnéjsi je, ze chaotické chovani neni viibec nic
vyjimecného, jedna se o jev zdokumentovany napri¢ fyzikou, od pocasi pres oscilace
hvézd, od modelu atomickych jader™ po pohyby planet. Lze dokonce matematicky
ukézat, ze pokud si sednete ke stolu a ndhodné si vymyslite rovnice pohybu néjaké
vazané dynamiky, bude témér vzdy alespon trochu chaoticka.

Na druhou stranu muizete i u Lorenzova modelu nebo standardni mapy vidét,
ze jakkoli zni nézev ,chaos® hrozivé, jeho nepredvidatelnost méa vzdy své meze.
U Lorenzova modelu konvekce je chovani kapaliny fakticky vzdy nékde na podiv-
ném atraktoru, onom zvlastnim motylim tvaru v prostoru parametrua X, Y, Z,
a naopak u standardni mapy se chaos pro velké rozmezi parametru K schovava jen
v malé slupi¢ce pocatecénich podminek a doopravdy se rotor v chaotickém mddu
muze pohybovat pravé jen v této omezené Slupce vybranych x a y. Analyza cha-
osu tedy ma smysl v tom, ze dokdzeme dobie odhadovat, kdy a v jakém rozmezi
o znalosti stavu systému prichdzime, a za jakou mez nase nejistota uz neroste.

Prestoze je chaos tak fascinujici a dulezity, moc se o ném ve $kolach neudi, a to
hlavné proto, Ze je pomérné tézké jej osedlat. Proto doufam, Ze v tomto seridlu
jste méli prilezitost alespon ochutnat, jak s chaosem pracovat. Sotva za rohem
od pomérné fadnich dynamickych systému probiranych ve Skole se totiz nachézi
fascinujici dalavy dynamiky roztodivné na vsech skaldch. Pravda, Cisté s papirem
a tuzkou tam nedosdhnete, ale vidéli jste, ze dnes muzete napsat par radku ve volné
dostupném programu na primérném pocitaci a chaos se vAm rozvine pfimo pred
oc¢ima. Doufam, Ze i to jste méli prilezitost se alespon zdkladné naucit a treba se
k tomu nékdy vratite. Tim tedy uzavirdm letosni seridl a pfeji vam jen to nejlepsi
do chaotickych zitiku!

Uloha VL.S ... rozmixovavaci 6 bodii

Opiste si funkci iterace_stanMap ze seridlu a pomoci nasledujicich ptikazi si vy-
berte deset velmi blizkych pocatecnich podminek pro néjaké K.

K=...;

X01=...;

YO1=...;

Iterl = iterace_stanMap(X01,Y01,1000,K);

X10=...;
Y10=...;
Iterl0 = iterace_stanMap(X10,Y10,1000,K);

HTam by se dokonce jednalo o piiklad kvantového chaosu.
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V Iterl az Iter10 je tedy schovano tisic iteraci danych pocdtecnich podminek
pomoci standardni mapy. K tomu, abyste vidéli, jak vypada vsech deset bodu po
n-té iteraci, musite napsat:

n=...;

plot(Iteri(n,1),Iterl(n,2),"o",...,Iter10(n,1),Iter10(n,2),"0")

xlabel ("x");

ylabel ("y");

axis([0,2*pi,-pi,pil,"square");

refresh;

"o" do prikazu plot piSeme, aby se body pro prehlednost vykreslily jako krouzky.

Zbytek prikazu je pak zahrnut kvili tomu, aby graf zahrnoval cely ¢tverec a mél

ty spravné popisky.

a) Nastavte néjaké silné kopani, K alespon tak —0,6, a umistéte svych deset pocé-
te¢nich podminek velmi blizko sebe nékam doprostfed chaotické oblasti (tj. tfe-
ba ,na $picku propisky*). Jak se s iteracemi téchto deset po¢dteénich podminek
oddaluje ¢i ptiblizuje? Zdokumentujte na grafech. Jak vypada deset puvodné
velmi blizkych pocatecnich podminek po 1000 iteracich? Co z toho muzeme
vyvodit o ,,michavosti“ pocdtecnich podminek v dané oblasti?

b) Vezméte opét néjaké pomérné silné kopdni a umistéte svych deset pocdtedénich
podminek pobliz svislé rovnovahy rotoru, tj. z = 0, y = 0. Jak se téchto deset
podatecnich podminek oddaluje/pfiblizuje v ¢ase? Co o jejich vzdalenosti lze
fici po velkém pocétu kopnuti?

Bonus Zkuste naprogramovat a vykreslit i chovani néjaké jiné nakopavané mapy.

(Pro inspiraci se miZzete podivat do vzorového feSeni minulé série.)

(Tesent str. )
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Reseni tloh ze serialu

Uloha IS ... nejista

1. Sepiste si rovnice pro vrh v homogennim tihovém poli (nemusite je znovu resit,
ale musite je umét spravné pouzit). Navrhnéte pristroj, ktery bude vrhat pred-
mét dle vaseho uvazeni, a urcete, pod jakym thlem a jakou rychlosti tak cini.
Miizete napriklad vrhat pomoci pruziny, zmérit jeji tuhost a hmotnost predmétu
a vypocitat kinetickou energii, a tudiz i rychlost predmétu. V jakych rozmezich
jste si s rychlosti a tihlem jisti? Dosadte tyto rozsahy do rovnic a ukazte, v ja-
kych rozmezich v diisledku toho miizete ocekavat vzdalenost dopadu od vaseho
predmétu. Vrhnéte sviij predmét danym pristrojem alespon pétkrat a zmérte
vzdalenost dopadu — v jakych rozmezich jste si jisti danou vzdalenosti? Ukazte,
zda se vesly vasSe vysledky do toho, co jste predpovédéli. (Za odkaz na video
s vrhem bonusovy bod!)

2. Uvazte kyvadlo s vychylkou x, které se efektivné kyva harmonicky, ale frekvence
jeho kyvu zavisi na maximalni vychylce xo

x
z(t) = mo cos [w(zo)t] , w(xo) =2n (1 - lg) ,
kde lo je néjakd délkovd skdla. Myslime si, Ze poustime kyvadlo z xo = lo/2,
ale ve skutecnosti jej vypoustime z o = lo(1 + ¢)/2. O kolik se lis{ argument
kosinu od 2n po jedné nami predpokladané periodé? Po kolika periodach bude
kyvadlo vychylené na druhou stranu, nez bychom predpokladali?
Tip Argument kosinu se bude v tu chvili od predpoklddaného lisit o vic nez n/2.

3. Vezmeéte do ruky propisku a postavte ji na stil na Spicku. Pro¢ spadne? A co
rozhoduje o tom, zZe spadne spis doprava, nez doleva? Pro¢ nedokazete predpo-
védeét vysledek hodu kostkou, i kdyz zakony fyziky by jej mély plné predurcit?
Kdyz hrajete kulec¢nik, je neschopnost dokoncit hru pouze v jednom Stouchu
pouze v tom, Ze to nedokazZete propocitat? Sepiste svoje odpovédi a zkuste vy-
Jjmenovat fyzikalni jevy ze zivota, které jsou v principu predpovéditelné, ale ani
dobra znalost situace vam v predpovédi moc nepomiize.

1. Mfuzete si lehko ovéfit, ze pokud vrhnete hmotny bod v homogennim tihovém
poli g s vertikdlni rychlostii v,, dopadne na zem v case

2y
o

t=

V horizontalnim sméru se vsak pohybuje rychlosti v, a tudiz castice pred do-
padem dolétne do horizontlni vzdélenosti s = vzt = 2vyvy/g. Zaroven si ale
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muizeme slozky rychlosti v, v, vyjadrit pomoci velikosti rychlosti v a dhlu ¢,
ktery pocatecni rychlost svird s horizontadlnim smérem. Mame pak v, = v cos ,
vy = vsin g a s pouzitim 2sin ¢ cos ¢ = sin 2p ziskdvame
2
v
s = —sin2p.
g

Do tohoto vzorce pak muzete nasdzet rozmezi své nejistoty a porovnavat s ex-
perimentem. Vidite, ze kdyz mame chybu v rychlosti e, posune se vysledek
tmérné (v + €)? = v? + 2ev + €%, tj. pro hodné mald e fakticky Gmérné 2ev.
zjistit, Zze posun § v radidnech nezpusobi nikdy v této funkci vétsi chybu nez 24.
Nejvétsi problém je pfi experimentu s uréenim pocatecni rychlosti v. Pokud
mate naptriklad pruzinu s tuhosti k, vite, ze jejim stlacenim o d a uvolnénim
ziskate energii

1, 2
E, = -kd
P 2 )

a s pouzitim vztahu pro kinetickou energii Fx = mv2/2 jste mohli sestavit
mrstidlo, které idedlné presunulo vSechnu energii pruziny do vrzeného objektu.
Zmérenim stlaceni d byste pak ziskali jednoznac¢né rychlost v jako

Ocekéavatelny problém pii mnoha realizacich takového pokusu ale je, zZe se vSech-
na energie nepresune do predmétu, ale ztrati se pii vystrelu tfenim. Ve vysled-
cich tedy velmi pravdépodobné méte tendenci k nizs§im dolettum.

2. Pti o = lo/2 by se tedy kyvadlo mélo kyvat s frekvenci wo = 2n(1 — 0,25).
Doopravdy se vsak kyva s frekvenci w = 2n [1 —0,25(1 + 6)2]. Jedna perioda
je, kdyZ je argument kosinu ndsobek 2x, tedy kdyz ¢ je ndsobek 2rn/w. (Pozorny
Ctendf si jisté vSimne, Ze v této tloze pracujeme s bezrozmérnym ¢asem.) Pii
predpokladané periodé bude vSsak argument kosinu

w 1-10,25(1 +¢)? 2¢ + &2
T T 0,75 T 3

a argument se tedy od 2r lisi o 2n(2¢ + €?)/3. Kyvadlo jsme tedy pustili s ma-
ximalni vychylkou a postupné jej nalézame po periodach nize a nize. V iloze
se ptdme na to, kdy uz pfi nasich kontroldch nebude kyvadlo ani na té spravné
strané, ale uz trochu vychylené na druhou. Kdyz se podivite na graf kosinu,
najdete tento bod, kdy funkce prochézi na druhou stranu do zdpornych hod-
not, v bodé /2. K vypoétu tedy staci vzit n/2 a vydélit to ziskanym rozdilem.
Zjistime, ze kyvadlo prekro¢i tuto hranici vychylenosti po

3
4(2e 4 €2)
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periodach, kde musime zaokrouhlit nahoru, abychom dostali celociselny pocet
period. Miuzete si spoditat, ze pokud bychom udélali tfeba 10% chybu v méfeni
a tudiz méli € = 0,1, kyvadlo by se pfechylilo po ¢tyfech nami predpoklada-
nych perioddch. Obecnéjsim vypoctem lze ukazat, ze pro kyvani okolo malin-
katych xo/lo se obdobnd chyba kumuluje podstatné pomaleji. Pokud poustime
z (1+¢)loc a myslime si, Ze z loc, dostaneme, ze fazovy posun kyvadla po jedné
periodé bude
2

=
VSechny tyto otdzky se vas snazi upozornit na néco, ¢emu se rikd spatné pod-
mineéné problémy a jak v nich vystupuje nase kone¢nd schopnost vystihnout
situaci a pocateéni podminky. Spatné podminéné problémy jsou okamziky, kdy
nas mald vychylka muze svést na Uplné scesti v jeho feseni, a pfesné proto
jsou takové problémy pro fyziku velkd obtiz. Na tuto otdzku neexistuje zadna
vzorova odpovéd snad az na snahu se kriticky zamyslet nad tim, jaké fyzikalni
pri¢iny vedou k vyjmenovanym jevim — a podle toho je také tato otdzka bo-
dovdna. Budeme o tomto tématu mluvit v pristim seridlu, takze se pro dalsi
objasnéni se muzete podivat tam.

2 (25+52) .

Uloha IL.S ... numericka

1.

Délkové veliciny zadavame v metrech, ¢asové v sekundach a hmotnostni v kilo-
gramech. Uhlovou rychlost 2 zadévime v radidnech za sekundu. Kdyz vezmete
ze serialu rovnice pro pohyb mice, nachazi se v nich ale jesté tri parametry: «,
B, . Jaké jsou jejich rozmeéry?

. Uvazujte volny pad mice s 2 = 0 a v, = 0. Existuje pak konecnd rychlost v,

pri které se vyrovna treci sila a tihové zrychleni a pad mice uz nezrychluje.

a) Urcete tuto rychlost pomoci parametri z rovnic pohybu pro mic.

b) Obratte tuto rovnost tak, aby vyjadiovala 3. vl se dd dobre méfit a pro
fotbalovy mi¢ o hmotnosti m = 0,5kg je typicky okolo 25m-s~'. Kolik je
pak B7

. Vyjadrete si pocatecni v, a v, pomoci thlu vystrelu ¢ pii fixni pocatecni rych-

losti v = 10 m-s~'. Sepiste program podle seridlu a vyzkousejte ménit poédtecni

podminky a parametry nasledovné:

a) Zvolte néjaké kladné 8, vypnéte rotaci 2 = 0 a zjistéte, zda je dhel vystre-
lu, pod kterym doleti mi¢ nejdél, mensi nebo vétsi nez 45°. Svoje zjisténi
demonstrujte pomoci grafi letu.

b) Zvolte nenulové kladné o s numerickou hodnotou v danych jednotkéch stej-
nou jako B, v = 0,01 (v danych jednotkéch) a 2 = +5rad-s™'. Jak se
v danych pripadech zméni optimdlni tihel vystrelu?

¢) Bonus Jak byste tedy nejddle dohodili kriketdkem? Je nds model pro tuto
tvahu dostatecny?
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1. V této iloze stacilo vzit rovnice z prvniho dilu a uvédomit si, ze kazdy clen
na levé i pravé strané jedné rovnice musi mit ten samy rozmér. Z rovnice pro
zrychleni mice tedy dostavame

m-s~ > = [a] mksg rads 'ms™' = [o] =rad 'kgm s,
-1
ms~ > = [6] - mksg ‘ms™' = [f]=kgm ',

kde vibec nevadi, pokud jste vypustili radidny, protoze to je pouze odvozena
jednotka SI. Rozmér v pak plyne z rovnice pro thlové zrychleni

, m3.g—3

rads”~ = [’Y] . w ! 2

rads™ = [y] =kgm s’

2. Pti dosazeni termindlni rychlosti md mi¢ nulové zrychleni a rychlost pouze za-
pornou ve sméru z. Tj. pokud mdme x = v = (0,0, —v.), pak mame z rovnice
pro zrychleni z prvniho dilu serialu

t\2
O:—g+%5 = v;:”% = ﬁ:(zrgz.

Kdyz do této rovnice dosadime hmotnost m = 0,5kg, tihové zrychleni g =

=9.81ms 2 avl =25ms ', dostdvdme 5 = 0,008 kg-m~*.

3. a) Kdyz zapnete pouhé tfeni, je nejlepsi hdzet pod ihlem lehce pod 45°. V na-
Ssem modelu jsme zvolili hmotnost m=1, treci koeficient beta=0.4, polomér
mice 10 cm, a tudiz r2=0.01, a prostym posouvanim thlu vystielu jsme na-
§li idedlni dhel cca 36°. (Z tlohy nebylo potteba délat zddnou védu, opravdu
stacilo jen Fict, jestli je thel pod, nebo nad 45 stupni.)

b) V tomto piipadé jsme pouzili ty samé parametry jako v pfedchozim a hod-
notu alfa=0.4. Dany koeficient gamma dost rychle rotaci zbrzdi, takze je
vysledek skoro stejny jako v pfedchozim piipadé — idedlni tihel jsme nalezli
jako 37° pro kladnou thlovou rychlost a 35° pro zapornou.

¢) V pfipadé relativné hustého kriketdku muzeme vliv Magnusovy sily i tfeni
povazovat za pomérné slaby, protoze po vétsinu pohybu bude dominovat se-
trvacnost mice. Z numerickych experimentii je pomérné jasné, ze vliv rotace
na pohyb je dost nepredvidatelny — naptiklad v nasich simulacich se v realis-
tickych mezich rotace nepodafilo nijak podstatné ménit dolet, jen optiméalni
thel vystfelu. Nedostatek naseho modelu je pfedevsim v tom, ze kriketovy
mi¢ ma vyrazny Sev, jehoZz natoceni muze zdsadné ovlivnit strhavani mag-
nusovskou silou pfi pohybu.

Realistické modely rychlého pohybu hrubych predmétt ve vzduchu jsou vel-
mi slozité a pohyb ma typicky fadu necekanych vlastnosti, které lze predvi-
dat fakticky jen s pomoci zkusenosti. To je divod, pro¢ rotaci pouzivaji jen
ostfileni sportovci pfi fajnovéjsich kouscich, jako tfeba nadhazovaéi v base-
ballu. Ti dokazi pouhou pozici Svu na mici a rotaci spravné vychylit jeho
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trajektorii a zméast palkare z protéjsitho tymu. Na Cisty, pfimy hod kompakt-
nim kriketovym micem ale neni na misté vénovat rotaci svoje soustiedéni
a fyzické sily.

Nejlepsi by tedy bylo zméfit terminalni rychlost kriketdku, spocitat 8 a po-
moci simulace odhadnout optimalni tthel hodu. Ten ale bude zaviset na rych-
losti, takze navic musite ihel pocitat pro néjaky odhad maximalni rychlosti,
se kterou dokézete hézet. Nyni si uz jen stac¢i vypujcit z kabinetu matema-
tiky obfi dievény thlomeér a donutit své dokonale vycvic¢ené télo k vrhu pod
danym thlem.

Uloha II1.S ... dynamicka

1. Podivejte se na rovnice Lorenzova modelu a sepiste skript na jeho simulaci
v Octave (na to si pfipadné osvézte i druhy dil seridlu). Spolu s vykreslujicim
prikazem by vas skript mél vypadat zhruba takto:

function xidot = f(t,xi)

xdot=...;

ydot=...;

zdot= ...;

xidot = [xdot;ydot;zdot];
endfunction

nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01, 'MaxStep',0.1);
pocPodminka=[0.2,0.3,0.4];

reseni=ode45(@f, [0,300],pocPodminka,nastaveni) ;
plot3(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2),reseni.y(:,3));

Jen misto ti1 tecek dopliite zbytek programu podobné jako v druhém dilu seridlu
a pouzijte o = 9,5, b = 8/3. Pak zjistéte alesponi s presnosti na jednotky, pro
jaké kladné r prechazi systém z asymptotického zastavovani se na chaotickou
oscilaci (na poc¢dtecnich podminkédch nezdlezi).

2. Zde je plny text octavovského skriptu pro simulaci a vizualizaci pohybu castice
v gravitac¢nim poli hmotného télesa v roviné xy, kde vSechny parametry a kon-
stanty jsou rovny jedné:
clear all
pkg load odepkg
function xidot = f(t,xi)
alfa=0.1;
vx=x1(3);
vy=xi(4);
r=sqrt (xi(1)2+x1(2)2);
ax=-x1i(1)/73;
ay=-x1(2)/f3;
xidot = [vx;vy;ax;ay];
endfunction
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nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01, 'MaxStep',0.1);

x0=0;

y0=1;

vx0=...;

vy0=0;

pocPodminka=[x0,y0,vx0,vy0];

reseni=ode45(@f, [0,100], pocPodminka,nastaveni)

plot(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2));

pause()

a) Zvolte pocdtecni podminky x0=0,y0=1,vy0=0 a pocatecni rychlost ve smé-
ru x nenulovou tak, aby byla ¢astice vdzana, tj. neulétla z dosahu centra.

b) Pridejte ke gravitacni sile ve skriptu silu —ar/r*, kde a je malé kladné &islo.
Volte postupné nékolik zvétsujicich se a pocinaje a = 1072 a ukazte, Ze
zpusobuji kvaziperiodicky pohyb.

Obr. 59: Vystup skriptu pro r=23.8 (vlevo) a r=24 (vpravo). Na obrazku vlevo
zjevneé trajektorie konverguje ke stacionarnimu cyklu, zatimco napravo
pozorujeme slozité neperiodické chovani. Predélové r tedy lezi mezi témito
hodnotami a s presnosti na jednotky jej urcujeme jako rp, = 24.

1. V&s kéd pro Lorenzuv model by mél s pomoci rovnic z tretiho dilu seridlu vy-
padat zhruba takto:
clear all
pkg load odepkg
function xidot = f(t,xi)
r = 23;
sigma = 9.5;
b=8/3;
xdot=sigma*(xi(2)-xi(1));
ydot=-xi(1)*xi(3) + r*xi(1)-xi(2);
zdot= xi(1)*xi(2)-b*xi(3);
xidot = [xdot;ydot;zdot];
endfunction
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nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01, 'MaxStep',0.1);
pocPodminka=[0.2,0.3,0.4];

reseni=ode45(@f, [0,100] ,pocPodminka,nastaveni) ;
plot3(reseni.y(:,1),reseni.y(:,2),reseni.y(:,3));

Tento kéd jste pak mohli spoustét s ruznymi r=... a pozorovat, pro kterd je
uz pohyb chaoticky a pro ktera jesté ne. Asi nejlepsi technika pro nalezeni pa-
rametru bylo kontrolovat trajektorii pro hruba r a pak postupné pulit interval
mezi dvéma body, mezi kterymi dochézelo k predélu od stacionarniho chovani
k chaosu. K vyfeseni ilohy stacilo nalézt predél jako na obrazku b9 a pak samo-
zfejmé zaokrouhlit na pocet platnych cifer, tj. mame priblizné predélové r = 24.
Jemnéjsim délenim intervalu jste mohli dojit tfeba az k r = 23,90.

. Skript s pozménénou silou byl témér identicky tomu ze zadani, zménila se pouze
funkce xidot nasledujicim zpusobem:

function xidot = f(t,xi)

alfa=0;

vx=xi(3);

vy=x1i(4);

r=sqrt(xi(1)2+xi(2)2);

ax=-xi(1)*(1/£3+alfa/t4);

ay=-xi(2)*(1/t3+alfa/t4);

xidot = [vx;vy;ax;ay];

endfunction

Pokud jste zvolili vx0 o hodné jiné nez 1, skript vam zacal hlasit, abyste se
pokusili zménit MaxStep nebo InitialStep, aby se dokdzal prointegrovat skrze
oblast pobliz r = 0, kde na ¢astici ptsob{ veliké sily a ma vysokou rychlost. Pro
nékteré pocatecni podminky se dokonce mohlo stit, Ze integrator neintegroval
trajektorii dobfe a vychazela vam kvaziperiodickd uz pro alfa=0. Pokud se vam
toto prihodilo a stejné jste to dobre zdokumentovali spolu s raznymi hodnotami
alfa, ur¢ité dostanete plny pocet bodu.

Pokud jste ale tuto smilu neméli a zvolili treba vx=0.9, ziskali jste grafy jako
na obréazku p(. Vidite, Ze i pro zcela malicka « se trajektorie za¢ind stacet a neni
periodické. Takovato efektivni sila s nenulovym a ptsobi naptiklad pfi zahrnuti
obecné-relativistickych korekei k newtonovské gravitaci a lze ji pozorovat jiz ve
slune¢ni soustavé na staceni perihelia Merkuru.
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Obr. 60: Grafy pro pohyb Castic v témér newtonovském gravitac¢nim poli
s a =0;10" (vlevo a vpravo nahofe v pofadi respektive) a o = 1072;5- 1072
(vlevo a vpravo dole v pofadi respektive). Pro o = 1072 je efekt témér
nepostiehnutelny, zatimco pro o = 5 - 1072 jiz o kvaziperiodicité nemdze byt
zadnych pochyb.

Uloha IV.S ... Ljapunovska

1. Uvazujte propisku o délce 10cm s tézistém presné v piilce a g = 9,81 m-s™2.

Nyni si predstavte, Ze jste propisku postavili na stil s nulovou vychylkou dx
s presnosti na n desetinnych mist a s nulovou rychlosti. Za jak dlouho po posta-
veni propisky si budete moct byt jisti pouze s n — 1 desetinnymi misty nulovosti
vychylky?

2. Vezméte model pocasi s nejvétsim Ljapunovovym exponentem A\ = 1,16-10
Predpovéd pocasi prestdva byt pouZitelnd, pokud je jeji chyba vice nez 20 %.
Pokud jste dokdzali zmérit stav pocasi s presnosti na 1%, na jak dlouho byste
odhadovali, ze bude dobra vase predpovéd? Odpovéd podejte v dnech a hodi-
nach.

—Sg L
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3. Vezmeéte si Lorenziuv model konvekce z minulého dilu, opiste si z néj funkci
f(xi,t) a nasimulujte a vykreslete si hodnotu parametru X (t) pro dvé rizné
trajektorie pomoci prikazii:

X01=1;

Y01=2;

Z01=5;

X02=...;

Yo2=...;

Z02=...;

nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01, 'MaxStep',0.1);
pocPodminkal=[X01,Y01,Z01];

resenil=ode45(@f, [0,45] ,pocPodminkal,nastaveni) ;
pocPodminka2=[X02,Y02,Z02] ;

reseni2=ode45(@f, [0,45] ,pocPodminka2,nastaveni) ;
plot(resenil.x,resenil.y(:,1),reseni2.x,reseni2.y(:,1));

pause()

Misto tri tecek u X02,Y02,Z02 musite zadat pocatecni podminky pro druhou
trajektorii. Pustte kod alespon pro pét radoveé odlisnych, ale malych odchylek
a poznamenejte si ¢as, ve kterém se druha trajektorie od prvni kvalitativné od-
lepi (tj. sméruje napriklad tipIné na druhou stranu). Odchylku nezmensujte pod
fad cca 1078, protoze pak se zacnou projevovat nepresnosti numerické integrace.
Nacrtnéte zavislost odlepovaciho ¢asu na radu odchylky.

Bonus Pokuste se ze ziskané zavislosti odlepovaciho ¢asu na velikosti odchylky
odhadnout odpovidajici Ljapunoviiv exponent. Budete potfebovat vic nez pét
béhi a miizete predpokladat, ze v okamziku odlepeni velikost odchylky pokazdé
zrovna prekrocila néjaké konstantni A..

1. Presny vyvoj linearizovanych rovnic ze seriﬁlu ndm déva, ze pti dv(0) = 0 se
pocatecéni vychylka propisky dxo vyviji jako

0x(t) = dxo cosh <\/%t) .

My chceme védét, kdy v nejhorsim piipadé vychylka zasdhne i (n—1)-té desetin-
né misto, i prestoze zacinala o fad nize. Zajiméa néas tedy, v jaky okamzik se po-
¢atecni odchylka desetkrat zvétsi, neboli hledame ¢as T', kdy je dx(T") = 100zo.
Nemusime tedy do rovnic vibec dosazovat néjaké konkrétni dzo a feSime jen

rovnici
/9
10 = h —T) ,
cos ( T

coz lze pomoci inverzniho kosinu hyperbolického arccosh obratit jako

T = argcosh(10)4/ 5 .

Vzpomerite na definici kosinu hyperbolického cosh z = (e® +e™7)/2.
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Pro L =5cm a g = 9,81 m-s~2 pak mame T = 0,2s.

2. N4s model po¢itd vyvoj pocasi Z(t), ale kvuli tomu, ze jsme pocasi zméfili
s n&jakou odchylkou, doopravdy se vyviji jako Z'(t) = Z(t)+§Z(t). Diky tomu,
ze ma ale tento systém nejvétsi Ljapunovuv exponent A\ vétsi nez nula, bude se
vychylka v nejhorsim pripadé vyvijet zhruba jako

16Z(t)| = |6Z(0)]e™" .

Pokud je na za¢atku relativni chyba méfeni 1 % a ptdme se po chybé 20 %, vlast-
né nas zajimé, za jak dlouho se relativni odchylka v nejhorsim pripadé zdva-
cetindsobi. Pfedpis pro 6Z(t) je platny jenom pro absolutni odchylku, a pokud
nezname |Z(t)| v ve vSech ¢asech, neni mozné relativni odchylku |6Z(t)|/|Z(t)|
presné sledovat. My tu ale uz tak délame hodné jednoduchy odhad, a proto si
miizeme tipnout, Ze relativni odchylka se zdvacetindsobi zhruba v ten okamzik,
co se zdvacetingsobil |0Z(t)]. Hleddme tedy ¢as T takovy, zZe

20 =M.
To je jednoduché pocitani, ziskavame pro tento cas

In(20)
T= .
A
Pro A = 1,16 - 107°s dostdvame T jako t¥i dny a nula hodin. Pfesnost vy-
sledku samoziejmé neni vzhledem k hrubosti odhadu na pocty hodin, ale na
jednotky dni mizeme brat odhad pomérné vazné. Hodnota exponentu byla ta-
ké vybrana tak, aby zhruba vystihovala spolehlivost predpovédi pocasi v praxi,

slozitéjsi.
3. Tato tloha by méla byt pfimocarym pouzitim kédu ze zadani a z minulého vzo-
rového teseni. Jak vidite na obrazku Bl ,odlepovaci cas“ neni plné precizni

pojem; trajektorie se ¢asto viditelné odchylovala uz pred kvalitativnim ,odle-
penim“, a proto nemélo cenu ¢as odlepeni T' zachycovat na piesnost vétsi nez
jednotky.

V tabulce [L] je zachyceno nékolik odlepovacich ¢ast spolu s vybranymi poca-
tecnimi vychylkami d Xo. Vychylku jste ale mohli vnést do libovolné pocatecni
souradnice, ne jen do Xp.

Misto 6 X v tabulce piSeme log, (6 X0), protoze nejlepsi bylo odchylky posouvat
o celé fady. Nacrt zavislosti najdete v grafu na obrazku é

V grafu je také nacrtnuta piimka pfiblizné vystihujici sklon zavislosti T' na
hodnoté log,,(6Xo), protoze z tohoto sklonu lze odhadnout nejvétsi Ljapuno-
viv exponent systému (coz byla bonusova ¢ast tlohy). Pfedpokldddme-li totiz,
ze zhruba plati Ac = §Xoexp (AT) a zavislost zlogaritmujeme a algebraicky
upravime, dostavame

1 10g10(AC)
T=————1Io 0Xo) + ———=.
logo(e)A 810(0X0) log,,(e)A

2Tj. predpoklddame, ze |Z| bude po zdvacetindsoben{ zhruba stejné jako na zacatku.
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Obr. 61: Zleva doprava a shora doli postupné odlepeni souradnice X (¢)
Lorenzova modelu tak, jak mi to spocitalo a nakreslilo Octave. Odchylky
jsou 6Xo =10"7;107%,107%;107%.

Tab. 11: Casy odlepeni pro vybrané po¢ateéni vichylky.

log,o(0X0) T

—75 27
~7,0 26
—6,5 22
—6,0 21
—55 21
~5,0 17
—4,5 17
4,0 17
~3,5 15
~3,0 12
—2.5 12
20 11

Predpokladdme, ze posledni ¢len na pravé strané rovnice je konstantni, proto
by méla byt mezi T a log;,(6Xo) linedrn{ zavislost se sklonem —1/(log;,(e)N).
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30 T T T T T T
num. odlepy +
+ fit
+
25 :
+
+ +
20 :
T + ¥ +
15 * B
+ +
+
10 s
5 1 1 1 1 1 1
-8 -7 —6 -5 —4 -3 -2 -1

logo (6X0)

Obr. 62: Zleva doprava a shora doli postupné odlepeni souradnice X (¢)
Lorenzova modelu s odchylkou 6 X z tabulky @

Dobte vidite na obrazku @, ze zavislost neni tak uplné linearni, ale naopak
takova hrbolata. Néjaky sklon ale dokazeme body prolozit a z toho dostavame
pfiblizné A = 0,8s™!. Doopravdy je nejvétsi Ljapunoviiv exponent spo&itany
sofistikovanéjsimi metodami A = 0,95 ', coz je vzhledem k hrubosti metody
opravdu dobré shoda.

Uloha V.S ... mapovaci

1. Ukaste, ze pro libovolné hodnoty parametrii K a T miZete standardni mapu
ze serialu vyjadrit jako

Tn = Tn-—1 + Yn—1,

Yn = Yn—1 + Ksinz, ,

kde z,y jsou néjak preskdlovana ¢, ¢. Urcete fyzikalni rozmeér K, x, y.

2. Podivejte se znova na model nakopavaného rotoru ze seridlu a vezméte tentokrat
preddvany impuls 1(p) = Iy, po periodé T pak I(p) = —Io, po dalsi zase Io
a takto dokola kopejte rotor tam a zpatky:.
a) Napiste mapu ¢n, $n na zakladé hodnot ¢n_1, $n—1 pred dvojkopem +Io.
b) Bude zkonstruovand mapa chaoticka? Pro¢ ne?
¢) Vyreste ¢n, pn na zdakladé néjakych pocdteénich podminek ¢o, $o pro libo-

volné n.
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Bonus Zkuste podle ingredienci ze serialu navrhnout kopani, které bude davat
chaotickou dynamiku. Davejte ale pozor na to, ze ¢ je 2n-periodické a Ze by se
vam ¢ nemeélo vysroubovat kopanim donekonecna.

. Vime, Ze sin ¢, je nelinedrni funkce, tj. pokud bychom néjak preskalovali ¢ — Co,
urcité obecné sin(C'y) # C'sin ¢ ani nic podobného. P¥i preskalovani ¢ tedy ma-
me svazané ruce a musime zvolit x = ¢. Mame tedy mezivysledek

Tn = Tn—1+TPn—1,
Pn = Pn—1 — K’sinxn.

7 toho uz je jasné, ze musime zvolit y = T'Y. Kdyz pak navic druhou rovnici vy-
nésobime 7', dostavdme uz bez dalsich dprav K = —KT. Fyzikdln{ rozmér z.,, je
tedy stejny jako ¢, radidny (nebo nic, radidny nejsou opravdova fyzikdlni jed-
notka, jenom ndm naznacuji, Ze se jednd o dhlovou veli¢inu). Derivace ¢ mé
rozmér radidny za cas, takze po vynasobeni ¢asovou periodou T mé y opét
rozmér radidny (nebo nic). Podle seridlu snadno zjistite, ze [K] = s7!, a te-
dy [KT] = [K] = 1.

. Po jednu periodu T se rotor volné otacel a pak se ndahle zménila jeho thlova
rychlost o +1p/mR. Protoze jako p,41 znacime stav rotoru az po ,dvojkopu*
a po prvnim kopu jsme teprve v poloviné tohoto procesu, budeme tento stav
znadlit jako ,41/2. Mame tedy

Pn+1/2 = Pn + T‘Pn 5

. — Io
Pn+1/2 = Pn 7mR'

Po dalsi periodé T se opét rotor volné otocil a jeho rychlost byla naopak zpatky
pokopnuta o —Ip/mR, mame tedy

Ont1 = Pnt1/2 + Tony1/2,

. . I
Pl = Pni1/2 = Op

Pokud predchozi dvé mapy zkombinujeme, dostdvame
. 1
Pn+1 = Pn + 2T (@n + ﬁ) 5
Sanrl = ‘Pn .
Tj. rychlost je po +1Io kopnuti zase stejnd (coz se dalo ¢ekat) a mohli bychom

Fict, ze rotor rotuje volné s efektivni rychlosti po+1Io/(2mR), kde o je poCateéni
rychlost. Mizeme tedy po case 2nT napsat

. Io
SDn—SDO‘f‘ZTlT((PO"Fm) 5
Pn =0
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Co se tyce bonusové otazky, mohli jste navrhnout jakoukoli mapu ve tvaru

Pn+1 = Pn + TSOn y
SbTH’l = So’ﬂ + "‘éf(SD) )

Vv

navrhnout funkci, kterd je navic periodicka ve ¢, aby to davalo néjaky fyzikalni
smysl, a zaroven kopala ,,dopredu i dozadu®, tj. aby nepohénéla otaceni rotoru
do nekonecné vysokych rychlosti. Muzete si predstavit, ze zapinate silu podobné
jako v seridlu, ale ta neni ve vSech bodech prostoru stejnd, obecné pak dostanete

F(@) =) larsin(ke) + by cos(ky)]

k=0

kde ag, br jsou néjaké (i nulové) koeficienty. Pokud napiiklad vezmete silu, kterd
se méni ve svislém sméru, dostanete f(p) ve tvaru sin(¢) + csin(2¢). Obecné
jsou vsechny tyto mapy chaotické, jak to ale ovérit se dozvite v pristim dilu
serialu.

Uloha VI.S ... rozmixovavaci

Opiste si funkci iterace_stanMap ze serialu a pomoci ndsledujicich prikazi si
vyberte deset velmi blizkych poc¢atecnich podminek pro néjaké K.

K=...;

X01=...;

YO1=...;

Iterl = iterace_stanMap(X01,Y01,1000,K);

X10=...;

Y10=...;

Iter10 = iterace_stanMap(X10,Y10,1000,K);

V Iterl az Iterl0 je tedy schovano tisic iteraci danych pocatecnich podminek

pomoci standardni mapy. K tomu, abyste vidéli, jak vypadd vSech deset bodu po

n-té iteraci, musite napsat:

n=...;

plot(Iteri(n,1),Iter1(n,2),"o",...,Iter10(n,1),Iter10(n,2),"o0")

xlabel ("x");

ylabel ("y");

axis([0,2*pi,-pi,pi], "square");

refresh;

"o" do prikazu plot piseme, aby se body pro prehlednost vykreslily jako krouzky.

Zbytek prikazi je pak zahrnut kvili tomu, aby graf zahrnoval cely c¢tverec a mél

ty spravné popisky.

a) Nastavte néjaké silné kopani, K alespon tak —0,6, a umistéte svych deset pocd-
te¢nich podminek velmi blizko sebe nékam doprostied chaotické oblasti (tj. tre-
ba ,na Spicku propisky“). Jak se s iteracemi téchto deset poc¢dtecnich podminek
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oddaluje ¢i priblizuje? Zdokumentujte na grafech. Jak vypada deset piivodné
velmi blizkych pocatecnich podminek po 1000 iteracich? Co z toho miizeme
vyvodit o ,,michavosti“ pocdtecnich podminek v dané oblasti?

b) Vezméte opét néjaké pomérné silné kopani a umistéte svych deset poc¢dtecnich
podminek pobliz svislé rovnovahy rotoru, tj. x = 0, y = 0. Jak se téchto deset
pocatec¢nich podminek oddaluje/priblizuje v ¢ase? Co o jejich vzdalenosti Ize
fici po velkém poctu kopnuti?

Bonus Zkuste naprogramovat a vykreslit i chovani néjaké jiné nakopavané mapy.

(Pro inspiraci se miiZzete podivat do vzorového reseni minulé série.)

a) 1.

Pro prvni ¢ast jsme zvolili pocateéni podminky vsechny xo = =, yo = 0,01;
0,015;...; 0,055 a K = —0,9. Vybrané body se ptfi daném K vzdy roztéh-
nou po celém c¢tverci, a pak se po cca 9 iteracich standardni mapy shlukuji
zase okolo nestabilni rovnovahy. Pri kazdém ,shluknuti“ se ale body trochu
pomichaji a po néjakych 30 iteracich uz fakticky nelze rozpoznat, ze tyto bo-
dy meély blizké poditeéni podminky (natozpak po 1000). Odpovidajici grafy
jsou na obrazku B3

. Pro druhou ¢ast jsme zvolili po¢ateéni podminky vSechny xzo = 0, a opét

yo = 0,01; 0,015;...; 0,055 a K = —0,9. Nevyhoda dané volby sourad-
nice x a jeji periodi¢nosti je, ze body preskakuji z levého kraje na pravy,
i kdyz ztstavaii fakticky na misté. Kdyz se ptes toto dokdzeme prenést, uka-
zuje obréazek P4, ze body zustavaji blizko sebe po desitky, stovky i tisice
iteraci.

b) Zde zdlezelo na vasi fantazii a troSe obratnosti v Octave. My jsme tfeba nasi-
mulovali kopaci mapu Zn+1 = Tn +Yn & Ynt1 = yn + K (sin(z)+0,1 cos (5x)). Je
to takova zvlnéna standardni mapa, kterou jsme s parametrem K = —0,9 pro
zajimavost aplikovali na_ body obréazku Henriho Poincarého, vysledek si muzete
prohlédnout v obrézku p (srovnat jej muzete napiiklad s obrazky z posledniho
dilu seridlu).
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Obr. 63: Na grafech jsou postupné zleva doprava a shora dola vyobrazeny body
okolo nestabilni rovnovdhy po 2, 4, 6, 10, 18, 20, 24 a 30 iteracich. Od 30 iteraci
déle vypadaji vSechny obrazky vlastné porad stejné, ve statistické fyzice by se
feklo, ze soubor dosahl statistické rovnovahy.
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Obr. 64: Na grafech jsou postupné zleva doprava vyobrazeny body okolo stabilni
rovnovahy po 10, 100 a 1000 iteracich. Detailnéjsi dokumentace neni potreba,
obrazky az na obcasné preskoCeni bodu z okraje na okraj zustavaji fakticky
stejné.

S o W e

Obr. 65: Henri Poincaré podroben pozménéné standardni mapé po 0, 3, 6, 12, 18
a 30 iteracich. Opét je po 30 iteraci obrazek ,ustileny“ a jeho charakter uz se
moc neméni. Na obrazku zase muzete vidét, ze v chaotickych oblastech se
puvodni prostor poc¢atecnich podminek tplné rozmiché, zatimco v reguldrnich lze
dosledovat i po mnoha iteracich ptivodni ¢asti obrdzku.
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Podzimni soustredéni v Obiirce
Podzimn{ soustredéni probéhlo v Obirce u Blanska ve dnech 4.-12. 10. 2014.

Organizatori

Tomés Barta, Michal Cervenak, Veronika Doékalova, Lubomir Grund, Miroslav
Hanzelka, Erik Hendrych, Dominika Kalasova, Karel Kolar, Lukas Ledvina, Kris-
tina Nesporova, Michal Nozicka, Ales Podolnik, Radka Stefanikové, Luk4s Timko,
Ivo Vinklarek.

Uéastnici

Filip Ayazi, Jachym Bértik, Pavel Blazek, Lucie Brichova, Jakub Dolejsi, Petr Do-
Jozef Liptdk, Jakub Maruska, Matéj Mezera, Michal Moravec, P. P. Arthur Petras,
Daniela Pittnerova, Jakub Sldma, Katefina Smitalova, Pavel Soucek, Miloslav Sta-
nék, Klira Stefanovd, Katefina Stodolovd, Pfemysl Stastny, Petra Stefanikové,
Minh Tran Anh.

Ucastnici se seznamuji.
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Ucastnici podzimniho soustfedéni v Oburce-Blansko.

Legenda

Podzimni soustfedéni bylo vénovano pamatce Jary da Cimrmana a jeho skvélym
vynédleziim a objeviim. Uastnici byli vybrani, aby se vydali po jeho stopach na
cesté okolo svéta pri hleddni ztracené tfidni knihy. Béhem tydne se pro kazdy
den pouzila jind Cimrmanova hra charakterizujici dany kontinent, na kterém bylo
nutné vykonat mnoho tkoli, abychom zjistili, zda se zde tFidni kniha nachézi ¢i ne-
nachézi. Pfi jednom z veceru si také icastnici méli tu izasnou moznost vyslechnout
organizétory zpivanou operu Uspéchy eského inZenyra v Indii, kterd sklidila ob-
rovsky potlesk. Soucésti soustiedéni byl také kazdodenni seminaf na téma Jary C.
a jeho prukopnickych myslenek. Po rozmanitych cestdch napti¢ Evropou, Afrikou,
krajinou jizniho pélu, Indii a Jizni Amerikou bylo vSak nutné se vrétit zpét do
Rakouska-Uherska, kde na nés ¢ekalo slavnostni ohldseni zemského skolniho rady,
ze je vSe odpusténo a tfidni knihu uz nemusime hledat.
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Jarni soustredéni v Zelené Lhoté
Jarni soustredéni probéhlo v Zelené Lhoté u Nyrska ve dnech 25. 4. — 3. 5. 2015.

Organizatori

Tomés Bérta, Miroslav Broz (ndvstéva), Michal Cervetidk, Veronika Dockalova,
Lubomir Grund, Miroslav Hanzelka, Erik Hendrych, Karel Kolar, Lukas Ledvina,
Kristina Ne§porova, Michal Nozi¢ka, Ales Podolnik, Jakub Safin, Radka Stefani-
kova, Lukas Timko, Ivo Vinklarek.

Uéastnici

Alzbéta Andryskova, Filip Ayazi, Jachym Bartik, Vit Beran, Marek Biely, Petr
Dolezal, Dominika Jochcova, Ondfej Knopp, Simon Knogka, Peter Kubaséik, Pe-
ter Lucansky, Matéj Mezera, Vaclav Mikeska, Filip Nécovsky, Daniel Pajer, Sara
Roseckd, Viktor Rosman, Katefina Smitalova, Pavel Soucek, Katefina Stodolova,
Jakub Suchének, Petr Simtinek, Pfemys] Stastny, Petra Stefanikovs, Jifi Tuhédek,
Veronika Ulovcovd, Lenka Vincenové, David Vokrouhlicky.

Legenda
Legenda soustfedéni probihala na motivy filmové trilogie Matrix.

Ucastnici byli vytrZeni ze viednich dnil jejich ,reality®, jen aby poznali, Ze vie
co videéli, slyseli, vsechno, co kdy chutnali a ¢eho se kdy dotykali, byla lez. Ocitli
se ve skutecném svété — zdevastovaném valkou a fizeném stroji a programy.

Posadka (Gc¢astnici) se pfipravuje na titok nepréatelskych lodi (organizatori).
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Ucastnici pfi hte.

Dozvédéli se, ze lidstvo, jak jej znali, zije v simulaci s ndzvem Matrix a slouzi
pouze jako zdroj energie pro stroje, které jsou ve valce se svobodnym lidstvem
odnepaméti. A aby toho nebylo dost — oni maji byt budoucnosti lidské rasy!

Hned po odpojeni byli tcastnici nahnani do sprch — z hygienickych duvoddu.
Poté byli spratelenym programem sezndmeni s tim, co je a co bude.

(Témér) kazdy den je éekalo nékolik hodin ve vyukovém prostredi, kde se uéili
o tom, jak svét kolem nas funguje — od povahy kvantového svéta pres elektroniku
po strukturu vesmiru.

Kromé studia se odpojeni prislusnici lidské rasy museli vénovat i dalsim vécem
nezbytnym pro preziti. Nejprve bylo tfeba, aby se vSichni navzajem seznamili a po
rozdéleni do posaddek prisla stavba a testovani lodi-vznasedel, uzpusobenych pro
pohyb po zdevastované Zemi. Déle je c¢ekala ruznd rada prekdzek a nastrah jak
realného, tak virtualniho svéta, vcetné sifrovacky, soutéze ve vypoctu fyzikalnich
problému ¢i méreni, zpracovani a prezentace experimenti.

Nakonec byli tcastnici postaveni pred morélni dilema — znicit Matrix a vyradit
tak vétSinu stroju z provozu a zaroven zabit vSechny lidi v Matrixu, ¢i neucinit
tak, ponechat pripojené nazivu, ale nechat tak lidstvo v otroctvi stroju. Ukéazalo
se, ze to neni volba nikterak tézka. Ba naopak, posddka, kterd ziskala moznost
tak ucinit jako prvni, vytradila Matrix z provozu v takovou chvili, aby se nejen
zbavili stroju, ale také vétsiny posddek konkurencnich lodi. TakZe nejen, Ze se
lidskd populace snizila z miliard na desitky, ale z téchto desitek prezila pouhd
hrstka, kterd se ponotila do valky — krevni msty, po které nezbyl nikdo, kdo by
o ni mohl vypravét. ..
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FYKOS/ Fyziklani

Devaty rocnik FYKOSiho Fyziklani probéhl v patek 13. 2. 2015 v budovach Ma-
tematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze. Rekordni pocet 81 tymu
soutézil ve tfech kategoriich, do kterych byly tymy rozrazeny podle ro¢niku studia
jednotlivych ¢lent. V kategorii A (tedy kategorii nejstarsich) zvitézil tym ze Sloven-
ska z Gymnaézia Jura Hronca v Bratislavé — Nebolo to tesne. Druhé misto obsadil
opét slovensky tym Fyzici GVBN z Gymnézia Vavrince Benedikta Nedozerského
v Prievidzi. Na tfetim misté se umistil tym Sprinteri 27 z Gymnazia Pelhfimov.
V kategorii B vyhral tym Gymtri z Gymndazia Ttinec a v kategorii C tym Keplerdci
z Gymnézia Jana Keplera v Praze, ktery by dokonce vyhral i v kategorii B, coz je
nevidany uspéch.

Pravidla

Soutéze se Gcastni druzstva s nejvyse péti cleny z nejvyse dvou skol. Druzstvo muze
tvorit i méné c¢lenu, ale zadné zvyhodnéni nebude poskytnuto. Na zacatku soutéze
dostane kazdé druzstvo sedm prikladi. Za tspésné vyreseny priklad si druzstvo
pripise pocet bodu, ktery zavisi na po¢tu pokust potiebnych k jeho vyfeseni. Déle
si od organizatora vyzvedne novy priklad. Samotné soutéz probiha tii hodiny a je-
jim cilem je samoziejmé ziskat co nejvétsi pocet bodi. Béhem soutéze je dovoleno
pouzivat jakoukoliv literaturu v papirové podobé, neprogramovatelnou kalkulacku,
psaci a rysovaci potfeby. Presnd pravidla jsou k dispozici na webovych strankach
semindare.

e

Soutézici diskutuji o reseni tlohy.
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Vitézné tymy prebiraji ceny.

Vysledky
Stredoskolaci A
1.  Gymnéazium Jura Hronca Bratislava 188 b.
2. Gymnézium V. B. Nedozerského Prievidza 183 b.
3.  Gymnéazium Pelhfimov 177 b.
Stredoskolaci B
1.  Gymnazium Tfinec 139 b.
2. Gymnézium Jura Hronca Bratislava 131 b.
3.  SpMNDaG, SR 98 b.
Stredoskolaci C
1.  Gymnézium Jana Keplera 159 b.
2. Gymnézium Havlicktv Brod 107 b.
3.  Gymnézium Olomouc-Hej¢in 84 b.

Ve vysledkové listiné jsou pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkovd listina véetne
bodovadnt jednotlivgch uloh je na nasich webovijch strdnkdch.

Fyziklani online

V poradi ¢tvrty rocnik internetové soutéze Fyziklani online se konal 4. 12. 2014.
Do soutéze se aktivné zapojilo 103 tymu cCeskych stifedoskoldki, 32 zahrani¢nich
stredoskolskych tymu a 29 tymu v kategorii open, celkem tedy 164 tymi, ¢imz byl
v Ucasti vyrovnan predchozi rok.
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Nejlepsim se stal tym Smoluchowski’s team z kategorie open, ktery ziskal
254 bodu. Tym pySkoFtdiK se umistil se 244 body na misté druhém a treti cel-
kové skoncil physics_spirit se ziskem 224 boda, oba dva téz z kategorie open.
Vitézem kategorie A ceskych a slovenskych stredoskoldku se stal tym Niesom si
isty se 177 body, které mu vynesly sedmé misto celkové a prvni misto mezi tymy
stredoskolskymi. Zisk 90 bodu stacil tymu Grupa Jedla a Horaliek na prvni misto
v kategorii B a 29. misto celkové. Mezi tymy kategorie C na prvni pricku doséhl
tym Keplerdci, ktery ziskal 149 bodu a celkové skoncil na krasném 10. misté. Nej-
lepsi zahraniéni stfedoskolsky tym The Resistors are Back se umistil celkové 18.
se 118 body.

Pravidla

Na zacatku soutéze kazdy, maximalné péticlenny, tym obdrzel sedm tloh, jejichz
vysledkem bylo ¢islo. Po zadani spravného vysledku do internetového systému tym
ziskal zadani nové tlohy. Soutéz trvala t¥i hodiny, pfi¢emz v pribéhu soutéze pro-
béhla také ptlhodinova hurry-up ¢ast, v niz byly dlohy rozdéleny do t¥i fyzikalnich
témat a vyreseni jedné tlohy od vsech témat bylo hodnoceno bonusovymi body.
Protoze se tato soutéz kona pres internet, nebyly povolené pomicky nijak omezeny.

Vysledky

Stredoskolaci A

1. Niesom si isty 177 b.
2. Qaterknan 148 b.
3. INCONTROVERTIBLE FLAMBOYANCE 122 b.
4.  The Devils 105 b.
5. SG1 101 b.
Stredoskolaci B

1. Grupa Jedla a Horaliek 90 b.
2. Gymtri 87 b.
3. Dream team 67 b.
4. Schrédinger’s Pussies 61 b.
5. vytautas 58 b.
Stredoskolaci C

1.  Kepleraci 149 b.
2. Jdeme si zahrat 58 b.
3. P72*M™3 51 b.
4.  Error 404. Team not found! 46 b.
5. Gymbhol 42 b.
Zahranic¢ni stfedoskolaci

1. The Resistors are Back 118 b.
2.  Bosna i Hercegovina 110 b.
3.  QEGS Wakefield 80 b.
4. One Man Army 72 b.
5.  Atm do zé 70 b.
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Open

1 Smoluchowski’s team 254 b.
2. pySkoFtiK 244 b.
3. physics_ spirit 224 b.
4.  SIMPAN 216 b.
5.  omama 205 b.

Ve vysledkové listiné jsou pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkovd listina vcetné
bodovanit jednotlivgch tloh je na nasich webovijch strankdch.

Tyden s aplikovanou fyzikou

Po roéni pauze jsme se opét v ramci Tydne s aplikovanou fyzikou vydali s FYKOSem
do zahranici. Tentokrat jsme formou technicko-védeckého poznavaciho autobusové-
ho zdjezdu putovali po nejvétsich méstech Némecka — Hamburku, Berliné a Mni-
chové. Akce probéhla v terminu od 11. do 17. listopadu 2014 a zucastnilo se ji
33 studenti. Podrobnéjsi predstavu o akci si mizete vytvorit z reportu, ktery o ni
napsal Lubomir ,Lubosek* Grundt

Organizatori
Lubomir Grund, Alena Havlickovd, Dominika Kalasovad, Karel Kolar, Kristina
Nesporova, Michal Nozicka, Vojtéch Witzany.

Ucastnici

Alzbéta Andryskova, Filip Ayazi, Jozef Bucko, Michal Cervenec, Jakub Dolejsi,
Petr Dolezal, Jakub Dvorak, Petr Hruby, Jakub Jambrich, Anezka Jancova, Jaro-
slav Janos, Jakub Maruska, Vaclav Mikeska, Marek Otypka, Jan Pekaf, Jan Preiss,
David Pokorny, Sara Rosecka, Jakub Sldma, Petr Smisitel, Dominik Stary, Klara
Stefanova, Petr Simtinek, Petra Stefanikova, Pfemysl Stastny, Lubos Vozdecky.

Report z TSAFu

Akce s ndzvem TSAF neboli Tyden s aplikovanou fyzikou je tyden nabity exkurzemi
predevsim pro studenty stfednich skol. Jak uz nazev napovidé, je to vyprava za
riznymi aplikacemi fyziky, a to jak vyrobnimi (rtizné tovarny a podniky), tak
i védeckymi (vyzkumnd centra), nebo i za vyuzitim fyzikalnich poznatki v historii
(technickd muzea). Jiz tradiéné TSAF za svymi hlavnimi cili zamifil za hranice
CR, tentokrat k nasemu zapadnimu sousedovi — Némecké spolkové republice.

Soucéasti TSAFu byl DSEF — Den s experimentalni fyzikou, ktery probéhl v tite-
ry 11. 11. v Praze a Rezi. Po ukonéeni DSEFu se tG¢astnici TSAFu presunuli do
budovy MFF v Tréji. Tam byli svédky prednasky doc. RNDr. Jana Mlynafe, Ph.D.
o Tizené termojaderné fuzi — tedy hlavniho cile putovani. Poté si vyslechli organi-
zacni pokyny, obdrzeli ruzné predméty, mimo jiné také mikinu letosniho Tydne
s aplikovanou fyzikou, a seznamili se mezi sebou a s organizatory, kteri je na pouti
doprovodi.

Dalsi dva reporty a materialy k akci najdete na http://fykos.cz/archiv/rocnik28/tsaf.
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Uéastnici v DESY.

O pitlnoci pfijel objednany autobus, ktery vypravu provazel po celou dobu tr-
vani. Po no¢nim piejezdu se ucastnici ocitli v Hamburku, kde dopoledne podnikli
exkurzi do vyzkumného stiediska DESY. V ramci navstévy bylo mozno nahléd-
nout do tunelu unikatniho elektron-protonového urychlovace, dozvédét se o jeho
fungovani i o technologickych problémech pfi jeho konstrukei a provozu. Krom sa-
motného urychlovace také navstivili srazkovy experiment s detektorem castic a cen-
trem zabyvajicim se experimentalnim vyuziti synchrotronového zareni. Odpoledne
absolvovali prohlidku komplexu Airbus, kterd se zabyvd predevS§im montézi tru-
pt dopravnich letadel. Po prespani v mladeznické ubytovné nésledovala prohlidka
mésta Hamburk a poté autobusovy prejezd do némecké metropole Berlina.

Do Berlina autobus dorazil jiz za tmy a zbyl jiz jen ¢as na zkrdcenou pro-
hlidku zapadniho Berlina, po které vyprava vyhledala nocleh opét v mladeznické
ubytovné. Druhy den berlinsky patfil ndvstévé technického a védeckého muzea.
S Berlinem se druzina rozloucila opét noc¢ni prohlidkou zbytku historického mésta
a poté na fadu prisel dalsi noéni prejezd.

Dalsi rdano TSAFi skupinku privitala dalsi destinace — Mnichov. Konkrétné
rano nejprve zavitala do prezentacniho salénu BMW Welt a do muzea BMW. Po
prohlidce historické Mnichova opét nasel vyjezd ttocisté v mladeznické ubytovné,
kde prespal i dalsi noc.
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Skupinova fotka pred Brandenburskou branou v Berliné.

Cely dalsi den byl dedikovan nejvétsimu védeckému a technickému muzeu v Né-
mecku — Deutsches Museum. I pfes to, ze v muzeu stravili cely den, tak vzhledem
k velikosti a rozli¢nosti vystav pochybuji o tom, ze nékdo stihl uspokojit vsechnu
svoji zvédavost. Soucasti expozic byly i historické vyrobni stroje, stroje na zpra-
covani materidla, transportni stroje (lodé, vlaky, letadla i raketopldny), expozice
z ruznych védeckych obort od optiky pres farmacii ke geometrii. Za zminku rov-
néz stoji expozice tykajici se historického vyvoje hornictvi, kterd byla umisténa
v tunelovém komplexu tak rozsdhlém, ze se v ném i organizatori malem ztratili.

Posledni den autobus zamitil do ipp pracovisté Plancks Institute, konkrétné na
pracovisté ASDEX upgrade — druhy nejvétsi tokamak (tj. typ fizniho reaktoru)
v Evropé. Kvili velké naro¢nosti na proud sklidil zna¢ny obdiv kabel ve formé hli-
nikového hranolu, za jehoz rozméry by se nemusela stydét ani podpérnd traverza
vyskové budovy. Jesté vétsi obdiv snad sklidila pojistka tohoto obvodu — naloz, kte-
rd by pri presdhnuti kritického proudu explodovala, a prerusila tak obvod. Kromé
jiz zminéného si tcastnici mohli prohlédnout jak samotnou mistnost s reaktorem,
tak i velin, kde sedi samotni operatofi a experimentalni fyzikové. Poté jiz vSichni
zamirili smér Praha.

Do céeského hlavniho mésta autobus dorazil ispésné ve vecernich hodinéch, kde
byla akce oficidlné ukoncena. Pro zajemce jesté bylo zajiSténo prespani v mistnim
hostelu.
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Den s experimentalini fyzikou

Jednd se o kazdoro¢ni akci FYKOSu, pii které se ucastnici podivaji do fyzikdlnich
laboratori a dozvédi se zajimavosti o aktualnim vyzkumu. V tomto akademickém
roce se vyjimecné konaly dva DSEFy.

Prvni probéhl 11. 11. 2014. Dopoledni ¢ast programu se odehrala v budové
MFF UK Ke Karlovu 5, Praha 2. Den zacal prednaskou na téma Pevnost ma-
teridlu zblizka. Poté byli studenti vedeni do laboratofi podle predem zvolenych
skupin. Vidéli napiiklad elektronové mikroskopy SEM a AFM, vyzkum materidla
pro spintroniku, pfipravu vzorku pro biofyziku ¢i chovani intermetalickych krysta-
1 v extrémnich podminkach. Odpoledne se jedna ¢ast studenttt presunula do Reze
u Prahy, kde navstivili Ustav jaderné fyziky AV CR, v.v.i. Druhé ¢st vidéla la-
boratoie vysokého napéti a osvétlenf na katedie energetiky CVUT v Dejvicich. Na
tuto akci navazoval Tyden s aplikovanou fyzikou. Zucastnilo se celkem 38 student.

Dne 13. 5. 2015 se uskutecnil druhy DSEF. Zacal na MFF UK v Troji prednés-
kou doc. Touska o fotovoltaice. Nasledovaly prohlidky laboratori nizkych teplot
(supravodivost a nukledrni magnetickd rezonance), prednisky o geofyzice a geo-
magnetismu, povidani o vlastnostech polymeri, elektronovy mikroskop STM, o¢ni
kamera pro ovlddani pocitace ¢i prednaska o vyrobé polovodicovych detektoru
astic. Ucastnici absolvovali exkurze podle pfedem zvolenych skupin. Odpoledne
se polovina studentti pfesunula do Fyzikalniho ustavu AV CR, v.v.i. k tokamaku
COMPASS (nejvétsi v CR), prohlédli si téz PALS a vodni plazmatron. Druhé polo-
vina se na vlastni o¢i poucila o funkci ptistroje pro pozitronovou emisni tomografii
ve VSeobecné fakultni nemocnici v Praze. Akce se zicastnilo 59 studentt a nékolik
stredoskolskych uditelt.

Prohlidka ve Fyzikalnim tstavu AV CR.
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Vikend s aplikovanou fyzikou

Vikend s aplikovanou fyzikou je akce, na niz se sejdou studenti se zdjmem o fyziku
a spolecné stravi cely vikend. Tento rok jsme spolu s icastniky prespavali v budové
MFF UK v Praze a méli jsme tedy k fyzice jesté blize. Navstivili jsme Stefanikovu
hvézdarnu a zrcadlové bludisté. V planu jsme méli i Narodni technické muzeum, ale
kvuli neptiznivym okolnostem jsme se rozhodli nase plany pozménit, a proto jsme
se sli podivat na néco méné tradi¢niho — do Narodniho polnohospodaiského muzea.
Nasli jsme si vSak ¢as i na zdbavu. Vybldznili jsme se v aquaparku, obdivovali jsme
vyhled na Prahu z Pettinské rozhledny a zahrali jsme si spoustu her.

Ucastnici

Anna Marta Hricova, Borek Pozér, Filip Ayazi, Iveta Janitorova, Jan Hurdk, Ma-
rek Otypka, Matej Martaus, Ondiej Knopp, Peter Kubascik, Petr Simunek, Sara
Rosecka.

Stefdnikova hvézdarna.
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Cyklus prednasek pro stredoskolaky

Prednésky potrdadané spolu s prazskym vyborem Fyzikdlni olympiddy se konaly
dohromady devétkrat, pétkrat v semestru zimnim a ctytfikrat v letnim. Prvni set
prednések byl cileny na rozsifeni znalosti student SS pred Fyzikalni olympiddou.
Druhé varka prednasek se zamérila na slozitéjsi témata casto probirand az v ma-
turitnim ro¢niku nebo na vysoké skole pro inspiraci posluchac.

Témata zimnich pfedndSek byla: Od problému klasické fyziky ke QM (Vaclav
Béra), Stejnosmérné obvody (Jdn Pulmann), Pohyby téles v planetdrni soustaveé
(Ivo Vinklarek), Hydrostatika a aerostatika (Jan Pulmann) a Zpracovani méfeni
(Miroslav Hanzelka).

Letni prednésky se zabyvaly pokrocilejsi latkou: Derivace a integrily ve fyzi-
ce (Véclav Béra), Diferencidlni operdtory ve fyzice (Viclav Béra), Diferencidlni
rovnice (Tom4s Barta) a Rotace tuhého télesa (Jifi Narozny). Posledni z napldno-
vanych prednéasek byla bohuzel pro malou icast zrusena, jeji zdznam na internetu
tedy nenajdete.

Diky vyméné kamery, ke které letos doslo, se 1ze na zdznamy divat ve FullHD.
7 akademické sité CESNET se presunuly toky dat na YouTube, kde jsou zédznamy
automaticky ukldddny v plném rozliSeni. Seznamy videi se nachdzeji na strankach
YouTube® nebo v seznamu prednasek FYKOSut

2 https://www.youtube.com/user/fykosak/playlists
Shttp://fykos.cz/akce/prednasky_archiv
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Kategorie Ctvrtych rocniki

Poradi resiteli

Poradi resiteli

jméno skola P

Student Pilng MFF UK 214

1. Jakub Slima G Opatov, Praha 132

2. Dominika Jochcovd Wichterlovo G, Ostrava 131

3. Petr Dolezal G Z. Wintra, Rakovnik 87

4. Jozef Bucko G PdC, Piestany 85

5. Katerina Smitalovd G Dasickd, Pardubice 84

6. Filip Ayazi G Ludovita Stira, Trenéin 83

7. Lubos Krnd¢ G A. H. Skultétyho, V. Krtis 54

8. Krystof Sulc VOS, SOS a G Evropska, Praha 41

9. Mojmir Poprocky G Matyéase Lercha, Brno 37

10. Pawvel Blazek G a ZUS, Slapanice 31

11. Marek Biely G, Povazska Bystrica 30

12. Samuel Kociscik G Postova, Kosice 29

13. Tomas Kremel G J. Skody, Pierov 22

14. Andreea-Alexandra Varas- CNI Tudor Vianu, Romania 20
teanu

15. Jakub Dolejsi G B. Némcové, HK 19

16. Michal Moravec G Jana Keplera, Praha 17

17. Michal Kalousek G Dasickd, Pardubice 16

18. Jakub Dvordk G Boticska, Praha 15

19. Jakub Horndcek G V. Mihalika, Sered 14

20.—21. Petr Smisitel G, Bucovice 13

20.—21. Miloslav Stanek G a ZUS, Slapanice 13

22. Zdenék Turek G a SOS, Rokycany 10

23. Marek Biros G J. A. Raymana, Presov 9

24.-25. Zuzana Mickovd G, Dolny Kubin 8

24.—25. Viclav Rozhon G J. V. Jirsika, C. Budgjovice 8

26.—27. Frantisek Drdcek G, Povazska Bystrica 7

26.—27. David Flieger Redlné G a ZS, Prost&jov 7

28. Jan Skvdra G J. Skody, Pierov 6

29. Anna Gajdovd G F. Palackého, Val. Mez. 5

30. Lucte Brichovd PSG jazykové, HK 4
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola P

Student Pilny MFF UK 214

1. Tomads Hrbek G J. Ressela, Chrudim 152

2. Andrej Uhliarik G A. Bernoldka, Ndmestovo 97

3. Pavel Soucek G, Nymburk 83

4. Tomds Farnik G P. de Coubertina, Tabor 73

5. Kldra Stefanovd G B. Némcové, HK 67

6. Jiri Tuhdcek Masarykovo G, Plzen 62

7. Jakub Pilar G J. Ressela, Chrudim 61

8. Kristina Mrdzovd G, Cesky Krumlov 49

9. Simon Knoska G A. Kmeta, B. Stiavnica 48

10. Jakub Martdk G Golianova, Nitra 41

11. Peter Lucansky G, Bardejov 36

12. Sdra Roseckd G Boticska, Praha 31
13.-15. Jakub Jambrich G J. A. Raymana, Presov 30
13.-15. Jozef Mist G A. H. Skultétyho, V. Krtis 30
13.—15. Marian Poljak G J. Skody, Pferov 30
16. Katerina Hladkd G, Karving 27

17. Tomds Drozdik G Andreja Vréabla, Levice 26

18. Krystof Koldr G Brno, tf. Kpt. Jarose 25

19. Anna Linhartovd G Mikulasské n. 23, Plzen 24

20. Martin Vitousek G P. de Coubertina, Téabor 23

21. Tianyuan Lu IMSA, Aurora, USA 20
22.-23. Jan Gocnik G J. Skody, Pierov 15
22.-23. Dominika Jurdovd G, Velké Mezirici 15
24. Jir{ Zeman PSG jazykové, HK 14

25. Pavel Kis G J. S. Baara, Domazlice 7
26.—30. Karel Chladek G, Lanskroun 6
26.—30. Vojtech Jelinek G Neumannova, Zdar n. S. 6
26.-30. Marek Otypka G, Zidlochovice 6
26.—30. Martin Scheubrein G Masarykovo nam., Tiebi¢ 6
26.—30. Milan Suk G, Boskovice 6
31. Dominika Durovéikovd G Jura Hronca, Bratislava 5

32. Jiri Rydl Jiraskovo G, Nachod 4

33. Jindrich Kvita Angl. G, SOS a VOS, Pardubice 3
34.-35. Markéta Dolezalovd G, Brno-Reckovice 2
34.-35. Robert Simon G Mensa, Praha 2
36.—38. Barbora Bujalkovd G L. Stuara, Zvolen 1
36.—38. Martin Gazo SpMNDaG, Bratislava 1
36.—38. Jakub Kvastl G Mozartova, Pardubice 1
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Kategorie druhych rocniki

Poradi resiteli

jméno skola P

Student Pilny MFF UK 238

1. Jdchym Badrtik G, Havlickuv Brod 172

2. Dawvid Vokrouhlicky G Jana Keplera, Praha 168

3. Matéj Mezera G, Havlickiv Brod 160

4. Daniel Pajer G Jana Keplera, Praha 130

5. Premysl Stastny G, Zamberk 128

6. Daniela Pittnerovd G L. Svobodu, Humenné 123

7. Stépdn Stenchldk G, Ttinec 122

8. Martin Styks G Jana Keplera, Praha 120

9. Adam Polocek G J. Stowackiego, Cesky Tésin 96

10. Ales Krcéil G dr. A. Hrdlicky, Humpolec 92

11. Peter Kubascik G, Kysucké Nové Mesto 86

12. Jakub Kozusnik Wichterlovo G, Ostrava 82
13.—14. Katerina Stodolovd G Dasickd, Pardubice 81
13.-14. Veronika Ulovcovd Cirkevni G, Plzen 81
15. Lucie Hronovd G Brno, tr. Kpt. Jarose 76

16. Kldra Sevéikovd G, Uherské Hradisté 74

17. Petr Siminek G, SOS, SOU a VOS, Hofice 64

18. Petra Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava 63

19. Vidclav Mikeska G F. Palackého, Val. Mez. 53
20.—21. Alzbéta Andryskovd G, Olomouc-Hej¢in 51
20.—21. Veronika Rajndkovad G, Nové Zamky 51
22. Martin Hanadk G nam. E. Benese, Kladno 48

23. Veronika Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina 42

24. Frantisek Zach G, Litomysl 35

25. Vit Hordcek G L. Jarose, Holesov 30
26.—27. Jozef Liptik G Tajovského, B. Bystrica 21
26.—27. Ronald Luc G Brno, tf. Kpt. Jarose 21
28. Ondrej Lomicky G, Plasy 20

29. Miroslav Vejvoda G, Novy Bydzov 17

30. Jaroslav Janos G, Lesni ¢tvrt, Zlin 15

31. Petr Zelina G Brno, tr. Kpt. Jarose 12

32. Jakub Stas G J. Stowackiego, Cesky Tésin 11
33.—34. Matej Pur G a SOSPg Jeronymova, Liberec 6
33.-34. Daniel Sery G, Roznov pod Radhostém 6
35. Martin Barnovsky G, Stara Lubovna 5

36. Pavel Turinsky G, Brandys n. L. 4
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Kategorie prvnich rocnikii

jméno skola P

Student Pilny MFF UK 238

1. Viktor Rosman G, Pelhfimov 129

2. Jan Preiss G, Lovosice 126

3. Ondrej Knopp G, Ttebon 122

4. Filip Cermdk G Golianova, Nitra 118
5.—6. Vit Beran Masarykovo G, Plzen 107
5.—6. David Némec G, Tanvald 107
7. Denisa Chytilovd G J. Skody, Pierov 91

8. Simon Karch G Komenského, Havirov 85

9. Ladislav Nagy G a SOSZZE, Vyskov 63

10. Dominik Stary G, Benesov 58

11. Jakub Suchanek G Opatov, Praha 56

12. Ondrej Chloupek G, Mosteckd, Chomutov 52

13. Filip Ndcovsky G, Dvir Krélové n. L. 51

14. Jan Dosek G, Brandys n. L. 47

15. Jaroslav Paidar SPS Masarykova, Liberec 42

16. Pavla Trembulakovd G Jirovcova, Ceské Budéjovice 33
17.—18. Ondrej Bilek SPS, Vlagim 32
17.—18. Paulina Smoldrovd SpMNDaG, Bratislava 32
19. Matej Parada G Grosslingova, Bratislava 30

20. Veronika Venclovd G J. Ressela, Chrudim 26

21. Jiri Vala G, Mikulov 23

22. Petr Jakubcik PORG, Praha 21
23.-24. Tomds Dvordk G, SOS, SOU a VOS, Hoiice 18
23.—24. Lenka Vincenovd G, Olomouc-Hejé¢in 18
25. Patrik Novotny G Opatov, Praha 17

26. Jan Pekar G dr. J. Pekare, MIl. Boleslav 16

27. Jakub Sadilek G, Litomysl 15
28.—29. Antonin Krmicek G, Uherské Hradisté 12
28.—29. Martin Repcik G, Olomouc-Hejéin 12
30.—31. Matous Pikous Podjestédské G, Liberec 11
30.—31. Rudolf Stanko G Andreja Vrabla, Levice 11
32. Jan Prokop SPS Purkytiova, Brno 10

33. Petr Kadlec G, Zébreh 8
34.-35. Martin Hubata G Mikulasské n. 23, Plzen 7
34.-35. Milos Kubdcek G F. Hajdy, Ostrava 7
36.—38. Borek Pozdr G Z. Wintra, Rakovnik 4
36.—38. Jan Trejbal G Ludka Pika, Plzen 4
36.—38. Martina Turenicovd G Jura Hronca, Bratislava 4
39. Tomds Trojdn G, Cheb 3
40.—43. Jakub Komdrek G, Uherské Hradisté 2
40.—43. Matéj Konvalinka G a SOSE, Sedléany 2
40.-43. Antonin Sdmal G J. Palacha, Mélnik 2
40.—43. Jakub Zemek G, Uherské Hradisté 2
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