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Uloha VL.P ... vody Zemé&plochy 5 bodti; primér 2,32; fesilo 25 studentt

Vsichni moc dobre vime, Ze je dobre zarizeno zasobovani Zeméplochy vodou. A nikdo z nas
nepotrebuje védet jak. Co kdyby se ale stalo néco zdvazného a magie by prestala dobre fun-
govat? Za jak dlouho by se ocitla Zeméplocha bez vody? Pro jednoduchost miiZzete uvazovat
pesimistickou situaci, kdy by nikdo vodu nijak nezadrzoval. Dobre vite, ze Zeméplocha ma
primér d = 10000km, panuje na ni homogenni tihové zrychleni g = 10m-s~2 a je dokonale
kruhova. Opravdovy celkovy objem a rozloZeni vody na Zeméplose ve skutec¢nosti nikdo stejné
nezna, takze miizete uvazovat, ze voda homogenné pokryva Zeméplochu, ktera je rovna a voda
md vysku H = 5m (to je hodné pesimistické, protoze by pak vSechno muselo stdt pod vodou,
nebo na kiilech nad vodou). Cilem tlohy je nalézt uspokojivé priblizny model, ktery ddvd dobry
odhad hledaného ¢asu — necekdme presné reseni.

Karlovi prislo zvldstni, jak ta voda ze Zeméplochy odtékd.

Nejprve analyzujme situaci a povézme si néco o chovani takovéhoto systému. Na vodu bude
pusobit homogenni tihova sila, ndsledkem které bude mit voda tendenci dostat se ,nize“, tedy
do konfigurace s mens{ potencidln{ energii. Voda se tedy bude rozlévat do sife (vzhledem k ne-
stlacitelnosti jedind moznost, jak sniZi svou stfedni nadzeméplosnou vysku), kde ovSem piijde
hrana Zeméplochy a ndsledné vylit{ (do nicoty ¢i na zelvu).

Déle je nutno poznamenat, ze v redlném piipadé veskerd voda nikdy neodtece, a to z riznych
diivodi. Zkuste vylit vodu na rovny sttl — troska ji vzdy zistane. Je tedy tieba si zvolit néjakou
miru, pro kterou je pro nés veskerd voda efektivné pryc¢. I z pragmatickych divodu zvolme dolni
hladinu na stfedni vysku 5cm (99 % vody je pry¢, povrchové napéti jesté nehraje vyznamnou
roli). Vyfeseni této tlohy neni vitbec snadnd zélezitost?

Situace je radidlné symetrickd. Také ve vodni mase neocekdvame zaddné vétsi dutiny (bubli-
ny), proto pro popis soustavy budeme pouzivat zdvislost h(r,t) vysky hladiny h na vzddlenosti
od stredu Zeméplochy r a case t.

Pri tvorbé adekvatniho modelu si nejprve uvédomme, ze hladina je vzdy vSude témér vodo-
rovnd — svazovani lze ocekdvat fddové metry na tisice kilometru (pod desetitisicinu procenta).
Z tohoto dtivodu lze pfedpoklddat, Ze proudnice jsou taktéz témér vodorovné (a rychlosti ne
prilis velké). Pozor, nemuzeme piedpoklddat, Ze hladina je vodorovnd globalné (tedy Ze h ne-
zdvisi na r) — svazovani hladiny je sice malé, ale na vzdalenostech tisicii kilometrti se projevi
nezanedbatelné.

Prvni, co tedy clovéka napadne, je pouzit model laminarntho proudéni. Nicméné po vypo-
Ctech se ukazuje, ze by rychlost proudéni byla v fadech jednotek az desitek metra za sekundu,
coz vzhledem k hodnotdm vysek hladin (fddové centimetry aZz metry) neodpovidd lamindr-
nimu modelu. Reynoldsovo ¢islo se dostava do radu tisicu teprve pro vysky hladiny v fadu
stovek um, coz jsou oblasti, kde jiz hraje roli povrchové napéti a dalsi jevy, coz by vedlo k dal-
$fmu zkomplikovani modelu. Navic jsou tyto vysky hladin hluboko pod ndmi stanovenou hranici
»bezvodnatosti®.

Méme turbulentni systém. Protoze neméame moznosti délat vypocetné prilis naro¢né simulace,
2 proto (vzhledem k vlastnostem naseho systému) sdhneme po empirickém ,,cheatu®. Vzhledem
k pomalé zméné hladin (po vétsinu ¢asu) budeme modelovat systém jako kvazistaticky. Bu-
deme predpoklddat, ze stfedni rychlost proudéni vody v (v Case t ve vzdalenosti r od stfedu)

LProblém podobného razeni je protrhnuti piehrady. Existuje mnoho ¢lank na toto téma, napf. http:
//www.damsafety.org/media/documents/RESEARCH/ResearchReports/PredictPeakOutflwBrchEmbkDms2010.pdf.
2Bylo by tfeba sdhnout bud po ¢asticovych modelech, nebo po Navier—Stokesovském modelovani.
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zavisi pouze na tvaru hladiny v dany okamzik — nikoliv na jeji ¢asové zméné, predchozich rych-
lostech proudéni etc. Takze ke zménam dochézi dost pomalu na to, aby se rychlosti proudéni
vzdy udrzely v dobrém piiblizeni v rovnovaznych hodnotéch® Nagim dalsi cilem je tedy nalezeni
zévislosti v(r, t). Zde pouzijeme dalsi pfiblizeni — totiz voda v segmentu se sklonem hladiny s po-
teCe stejné jako feka se sklonem s (a konstantn{ hloubkou). Pro takovy systém plati empiricka
Gaucklerova—Manningova-Stricklerova formule?

1.2 1
— - 3 c32
v=mn RJs?,

kde v je stfedni rychlost vody, n je drsnost dna, R}, je hydraulicky polomér a s je sklon hladiny
(v nasem pfipadé, pivodné sklon dna).
Jelikoz povazujeme Zeméplochu za rovinu, uvazujme malou drsnost®

{n} ~ 0,01,

kde se uvadi hodnota n v jednotkich SI®

Velikost hydraulického poloméru v nasem piipadé odpovida hloubce” h a koneéné sklon s od-
povida zdporné vzaté derivaci vysky hladiny podle r, kterou budeme znacit h,..

Dohromady dostavame tedy

v=n""h3(=h,)?. (1)

Nyni musime ze vztahu pro v vypocitat, jak se bude ménit vyska hladiny. Uvazujme mezikruzi
s vnitinim polomérem r o malé $itce dr, se stfedem ve stfedu Zeméplochy. Na tomto mezikruzi
se nachéazi voda o celkovém objemu dV

dV = 2nrh(r)dr.
Pro ¢asovou zménu tohoto objemu dV; plati
dVi = 2nrhe(r) dr, (2)

kde h; je derivace vysky hladiny podle ¢asu. Nicméné casova zména objemu musi byt také rovna
rozdilu (pru)toki pfes vnitini a vnéjsi polomér. Plati tedy

dVy = 2nrv(r)h(r) — 2n(r + dr)v(r + dr)h(r +dr),
coz po vhodné upravé da
dVi = 2nr [v(r)h(r) — v(r + dr)h(r + dr)] — 2ro(r 4+ dr)h(r 4+ dr) dr
a po vytknuti dr

r +dr)h(r 4 dr) —v(r)h(r)

av; = —2ndr |2
dr

+ov(r+dr)h(r+dr)| ,

3Pomér horizontalnich a vertikalnich rychlosti bude fadové statisice az miliony, proto tato aproximace je
opravnéna.

4Podle https://en.wikipedia.org/wiki/Manning_formula nebo http://www.fs.fed.us/rm/pubs/rmrs_gtri47.
pdf.

5Porovnejte s hodnotami napf. http://www.adv-geosci.net/5/133/2005/adgeo-5-133-2005.pdf nebo http:
//www.fs.fed.us/rm/pubs/rmrs_gtri147.pdf.

SNejedné se o bezrozmérné &islo, ale jednotka se (vzhledem k nezfetelnosti jejiho fyzikdlniho vyznamu)
zpravidla vynechéava.

77 definice (viz tieba https://cs.wikipedia.org/wiki/Hydraulickyj_polomér).
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coz se pro dr jdouci k nule rovna
dV, = —2x [r% [v(r)h(r)] + v(r)h(r)} dr.
Nyni uz jen vynechdme argument a zderivujeme soucin a dostavame
dVi = —2xn(rveh + rvhy + vh) dr. (3)
Z (2) a (3) dostdvame rovnost
2nrh dr = —2n(rveh + rohy + vh) dr,

odkud
hi = —voh — vhy — 1 tvh. (4)

Nyni se lze Gplné zbavit rychlosti, a to pomocnym vypoétem z (1). Dostaneme

vy = —gnflhf%(—hr)% —

3 ’I’Lilh% (_hr)i%h'rr, (5)

NI

kde h,, je druhd derivace h podle r. Dosazenim (1) a (5) do (4) ziskdme

2

he = —n 'h3(—h,)? (%hh;lhw + ghr + r*lh) . (6)

O feSeni této rovnice analyticky se nemda cenu pokouset, nastésti explicitni vyjadreni casové
derivace ndm umoznuje snadné numerické reseni — ,,simulaci“ po ¢asovych krocich.

Vzhledem k predpokladim o systému je simulace nichylnd na zvétsovani casového kroku
(zejména na zacatku, kde jsou velké gradienty sklonu hladiny). Jako vnéjsi vstup pro simulaci je
tieba zaddni poc¢atecéniho stavu (h = ho), zvolen{ ¢asového a radidlniho kroku, a poctu iteraci
(pro simulaci, jejiz vysledky jsou nize, byly pouzity po fadé hodnoty 50s, 50km, 150000).
Déle je tieba zajistit ,odtok“ vody za hranu Zeméplochy, ktery v sobé (6) nemd obsazen,
a také algoritmus kondn{ &asovych iteraci a vypoétu radidlnich derivaci® A koneéné zptisob
implementace — zde poslouzi témér libovolny jazyk ¢i dokonce tabulkovy editor, papir a tuzku
nedoporucujeme.

Vyvoj hladiny v zdvislosti na case je vidét na obrazku 1.

Podle ocekavani voda nejprve odtéka z kraju, hladina ve stfednich ¢astech se zacne snizovat
az po néjakém dase a poté se odtok vod stdle zpomaluje a zpomaluje (viz éasy v legendé
obrazku 1). Co se tyce vyvoje celkového objemu vody, ten je zndzornén na obrazku 2.

Na prvni pohled nés napadne otazka, jak moc je tato zavislost blizkd exponencidle. Tuto
otazku muzeme snadno zodpovédét, vyneseme-li hodnoty hladiny v logaritmické skale — expo-
nenciéla by se transformovala na prfimku.

Ukazuje se, ze od urc¢ité chvile mé zavislost objemu na case exponencidlni charakter, viz
obrazek 4.

V nasem modelu doglo k poklesu objemu vody na 1% v case t1o = 7,27 - 10°s = 84,1d.
Odhadnout, o jak presny vysledek se jednd, neni jednoduché — zjistovani presnosti aproximace

8Zde mal kazdy pristup sva uskali (vypocetni ¢as, nestabilita FeSeni, neslucitelnost s okrajovou podminkou
etc.) — doporucujeme bud vyzkouset, nebo se nechat hloubéji zasvétit do tajit numerického feseni diferencidlnich
rovnic ¢i pocitacové fyziky.
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Obr. 1: Vyvoj vysky hladiny v case.

nahnutého dna je naroc¢nosti srovnatelné s vyreSsenim celé tlohy. Jeji maximélni chybu odha-
dujeme na pul fadu (konstanta 0,3 az 3), proto bychom skute¢nou hodnotu oéekévali v fadech
nékolika malo mésicu.
Lubomir Grund
grund@fykos.cz
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Obr. 2: Vyvoj objemu vody v Case.
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Obr. 3: Vyvoj objemu vody v ¢ase (v logaritmické skéle).



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK Reseni XXVIIL.VIL.P

170 T T T
V/Vo
fs(t) ———
0,8 g
0,6 i
v
Vo
0,4 .
0,2 i
0’0 1 1 T
0 2.10° 4.10° 6-10° 8.10°
t
S

Obr. 4: V§voj objemu vody v ¢ase prolozeny exponencidlni funkei f3(t) = aze™"3¢, kde
a3z = 0,605 a bz = 6,22 - 1077 s7 L. Fit probihal pouze pro ¢asy od tstart = 8 - 10%s.
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Obr. 5: V§voj objemu vody v ase prolozeny exponencidlni funkci f(t) = Ae™ P!, kde
A=0/751aB="758-10""s"".



	P: vody Zeměplochy

