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Serial: Zase na Spicce propisky

Je to tu zas, seridl o chaosu. A je to Sesty, zdvérecny dil, ve kterém se zblizka podivime na
standardni mapu a jeji chaos, ktery je pfeci jen o dost jiny nez v pripadé Lorenzova modelu.

Standardni kyvadlo

V minulém dile jsme si odvodili, jak se bude vyvijet rotor (ty¢ka upevnénd na osu tak, aby se
mohla otddet pouze v jednom sméru) pod vlivem ndhlych pulzi sily. Konkrétné pokud byla sila
homogenni v prostoru, zpusobil prumét této sily do sméru otdceni rotoru ¢, ze po n pulzech
byla rychlost a natoceni rotoru

$n = Pn—-1 + T¢n—1 5 (1)
Sbn = an—l - f(Sin (Wn) .

Této ,mapée” jsme tikali standardni mapa.

Mizete si vzpomenout na druhy dil seridlu, kde jsme diskutovali numerickou integraci, to
jest priblizné feseni pohybovych rovnic pomoci jednoduchych iteraci. Pokud bychom se snazili
piiblizné numericky integrovat pohyb rotoru v poli n&jaké' sily F,,, délali bychom to zhruba
takto

d ,
ot + At) ~ o(t) + —d‘: (t)At = o(t) + ¢(t) At (2)
de _ o o F,
E(t + At) = ¢t + At) = @(t) + @At =)+ miRAf”

kde ¢im mensi krok At pouzijeme, tim presnéjsi feSeni postupnym posouvanim dostavame.
Pokud se ale nachézite v poli homogenni tihové sily, do sméru rotoru se promitne (viz minuly
dil seridlu) F, = —mgsin(p). Rovnice (2) pak ale vypadd setsakramentsky podobné jako
rovnice standardni mapy (1). Pokud polozite K = gAt/R a T = At, vypada dokonce jeden
krok numerické integrace Gplné stejné jako iterace standardni mapy! Standardni mapa bude ale
relativné dobfe odpovidat opravdovému vyvoji rotoru v tithovém poli (tj. chovani fyzikdlniho
kyvadla) pouze v tom pfipadé, Ze At je malé, a tudiz pouze pokud jsou hodné malé parametry K
a T. To ndm déava i fyzikdlni smysl — kdyz zapindme a vypindme silu po velmi kratouckych
okamzicich a jednotlivé impulsy nejsou moc velké, je to tak trochu jako kdyby byla sila porad
zapnutd, akorat s néjakym podivnym Sumem.

Pripomenme jesté rychle, jak se vlastné fyzikdlni kyvadlo chova. Kdyz je kyvadlo (rotor)
svislé dolti (tj. ¢ = 0), je v rovnovazné poloze a pro malé vychylky kmitd sem a tam, tomuto typu
pohybu se fika librace. Jakmile se ale rozkmitd moc, zac¢ne se se vic a vic ,,zdrzovat®“ pobliz zcela
opacného vychyleni smérem nahoru. Rotor vychyleny iplné nahoru v homogennim tihovém poli
je sice v rovnovaze, ale je to rovnovaha nestabilni, docela jako u propisky postavené na spicku.
Stac¢i malinké vychyleni doprava nebo doleva, at uz v poloze nebo v rychlosti, a kyvadlo zacne
sklouzavat exponencielné rychle nalevo nebo napravo.

! Tato sila mize byt docela obecné, nemusi to byt zadné divoké impulsy.
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Uz v samotném fyzikalnim kyvadle se tedy nachézi ,,zadrodek chaosu“, v nasem ptipadé je to
v bodé nestabilni rovnovahy ¢ = n, ¢ = 0. Pokud je ale thlova rychlost rotoru dost velka, pres
nestabilni rovnovahu nahote prosté preleti. V tom pripadé se pohybu tika rotace a je to skoro
jako volné otaceni rotoru, az na to, ze v poloze ,nahote“ rotor vzdy trochu zpomali, zatimco
ve svislé poloze ma vzdy nejvétsi rychlost.

Ctverec na &tverec

Je jasné, ze soutradnice @ je periodickd, ale zvlastni je, ze i rychlost ¢ je v néjakém slova smyslu
periodicka. Pro¢? Protoze kdyz rotoru udélime takovou rychlost, Zze se béhem periody T pretoc¢i
o celou otocku, z hlediska naseho ,snimkovani“ ¢, po periodé T rotor vlastné stoji na misté,
protoze jej po periodé nalezneme zase v té samé poloze. Takto muze béhem periody T udélat
i dve, tii, ¢tyfi. . . prosté kolik chceme otocek a z hlediska snimkovani po periodé T bude vlastné
porad stat na misté.

Kdyz si to dobte rozmyslite, zjistite, ze néjaké pocatecni ¢ bude mit iplné ty samé dusledky
pro nase snimkovani, pokud se bude lisit o ndsobek 2n/T, tj. vyvoj ve ¢, bude pii takovém
rozdilu stejny nejen po jedné, ale po libovolném poctu period! Formalné tedy muzeme zavést
thlovou rychlost ¢ jako 2r/T-periodickou. Nem4 to zddny valny fyzikalni vyznam, ale umoziuje
nam to standardni mapu studovat kompaktnim zptisobem.

V serialové tloze jste si jesté mohli problém pievést do trochu jinych proménnych, ve kterych
se standardni mapa vétSinou uvddi v ucebnicich chaosu. Kdyz vezmeme =z = ¢, y = T,
K = —KT (viz vzorové feseni k minulé sérii), dostaneme

Tn+1 = Tn + Yn,

Ynt1 = Yn + K sin(zny1).

Kromé toho, ze v této formé ma mapa pouze jeden parametr K, dostavame jesté hezky vysledek
pro ,periodi¢nost” y, protoze ve smyslu, v jakém jsme diskutovali ¢ jako 2n/T-periodické, je
také y 2n-periodické. Pokud si tedy v roviné xy nacrtnete Ctverec 27 X 2n, standardni mapa tento
Ctverec vezme a zobrazi ho na sebe sama. Na obrazku 1 muzete vidét, jak se po tomto ¢tverci
»brochazeji“ ndhodné zvolené pocatecni body pfi mnoha iteracich mapy pro rtzné hodnoty
parametru K.

Na obrazku 1 ale muizete vypozorovat jesté jednu véc, nékteré body po ¢tverci usporadané
krouzi po uzavrené kiivce, nékteré se naopak zdanlivé ndhodné a bez jakéhokoliv fadu prochazeji
v néjaké oblasti. Uspofadané krouzici body totiz odpovidaji nechaotickému nebo téz reguldarnimu
moédu nakopavaného rotoru, jak se mnohdy nechaotickému chovéani tika. U téchto pocatecnich
podminek se nakopavani prosté seslo tak, ze je chovani jen kvaziperiodické. Naopak u druhého
typu pocatec¢nich podminek se jednd o chaotické chovani, kopance se u nich schéazeji tak, ze
rotor bez jakéhokoliv fddu putuje mezi ruznymi moznostmi svého protaceni.

My ale mizeme porozumét obrizku 1 jesté jinym zpusobem. Jak jsme si ukazali o par od-
stavcd vyse, pro malé T a K davd standardni mapa zhruba vyvoj fyzikalniho kyvadla. V nové
formulaci pak odpovidd hruby vyvoj kyvadla hodné malé hodnoté parametru K. Stabilni rov-
novaha by pak méla byt nékde okolo z = 0, ¥y = 0 a nestabilni okolo z = =, ¥y = 0. Kdyz
se podivame na obréazek 1, vidime néco, co nas vlastné tolik neprekvapuje. Chaos, to globalné
nestabilni chovani, se pro vétsi K vyrojil okolo bodu nestabilni rovnovdhy a regularni chovani
naopak nejdéle preziva v okoli stabilni rovnovahy.
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Tj. chaos je presné okolo ,propisky na Spi¢ce“ a neni to zddné ndhoda. Toho, Ze nestabilni
rovnovaha muze nakonec generovat hrozivé komplikovany pohyb, si vSiml uz Henri Poincaré
pri Teseni problému tri téles pred vice nez sto lety. Bohuzel tu v seridlu nemame dostatecny
prostor pro nastinéni mechanismu vzniku chaosu a nalezitych struktur, ale vézte, ze je to krasna
matematicko-fyzikalni teorie dvacatého stoleti.

Obrézek 1 ale explicitné ukazuje jen prvni charakteristiku chaosu, aperiodi¢nost. I kdyz je
v zasadé jasné, ze v chaotické oblasti se budou ruzné pocatecni podminky nahodile michat,
budete si to moct sami ovérit v seridlové tloze. Proto jesté zminim, jak v Octave nasimulovat
iterace standardni mapy pro néjakou poéatecni podminku xo, 0. Stadi napsat:?

function [X] = iterace_stanMap(x0,y0,N,K)
X = zeros(N,2);

X(1,:) = [x0 yOI;

for n = 2:N

x1 = mod(x0 + yO, 2xpi);

y1 = mod(y0 + K*sin(xO+y0) + pi, 2*pi)-pi;
x0 = x1;

yo = yi;

X(n,:) = [x0 yO];

end

endfunction

Funkce iterace_stanMap vezme pocatecni podminky x0,y0 a N-krat iteruje standardni mapu
pomoci cyklu for n=2:N ... end. Tyto iterace uklada do velkého sloupce ¢isel X, ktery pak také
vraci na vystupu. Kdyz se ale podivate dovnitt cyklu for, nemusite Gplné poznat standardni
mapu v definicich x1 a y1, jsou tam navic néjakd podivnd pi a mod. Funkce mod (..., 2xpi)
totiz zacykli vysledek tak, ze vrati zbytek po déleni 2 a dana souradnice je pak 2n-periodicka.
Zonglovan{ s £ u y1 je tam pak jenom proto, aby y bylo periodické na (—=, ) misto (0,2r)
a nulova rychlost otdceni rotoru byla uprostied iterovaného ¢tverce (presné jak je to na obréz-
ku 1).

Vysledek tisice iteraci pii néjakém K si pak mtizete pro jedny pocatecni podminky pocX, pocY
vykreslit napriklad nasledovné

pocX=...;

pocY=...;

K=...;
Iterace=iterace_stanMap(pocX,pocY,1000,K);
plot(Iterace(:,1),Iterace(:,2),'."');

Podobné byl v Octave ziskan i obrazek 1.

Zavér

Chaos je skvéld véc, protoze nam ukazuje, jak se mizeme mylit v naSich nejprirozenéjsich
predstavach. Néco jako chaos, nepredvidatelnost uz pri dvou stupnich volnosti fyzikdlniho sys-
tému, by si jesté v devatenactém stoleti nedokézal nikdo predstavit. Stejné tak by nikdo nebyl

2 Octave pod Windows miize vyzadovat shodu nazvu funkce a nazvu skriptu, je-li definice funkce na prvnim
radku. Lze vyfesit pfejmenovanim, vlozenim do zvlastniho souboru atp.
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Obr. 1: Sekvence bodu ziskané iteraci standardni mapy pro ruzné pocatecni podminky. Pro
dobré pochopeni obrazku si musite uvédomit, ze pravy a levy okraj kazdého obrazku je
ztotoznény, protoze x je vlastné jen uihlova souradnice . Pokud byste méli problém si levy
a pravy okraj ztotoznit, muzete si obrazek vytisknout, vystfihnout a pravy a levy okraj prosté
slepit. Analogie librace je vyznacena Cervené — pokud zapomenete na osu y, vidite, Ze na
Cervenych krivkach se body pohybuji sem a tam v z, prosté jako u normalni oscilace kyvadla.
Naopak zelené je vyznacena analogie rotace, pokud opét zapomenete na osu y, putuji body
bez pretrzeni bud doprava nebo doleva, rotor se prosté protaci na snimcich dokola. Modre je
ovSem vyznacen chaos. V hornim fadku jsou iterace standardni mapy pro K = —0,3, vlevo je

cely 21 X 2w ¢tverec, vpravo je pak detail okoli puvodni nestabilni rovnovéhy, ,,$picky

propisky“. Doln{ faddek jsou pak celé ¢tverce pro K = —0,8 (vlevo) a K = —1,5 (vpravo).
Vidite, ze s rostoucim K se analogie s fyzikalnim kyvadlem rozpadd, roste chaos a dokonce

uplné mizi regularni ,rotace“ kyvadla.

4
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s to predpovédét, ze jednoduché rovnice jako rovnice Lorenzova modelu dokazou vyprodukovat
fraktdl, podivnou nehladkou geometrickou strukturu.

Dulezitost chaosu ale nespociva jen v jeho necekanosti, ale i v jeho faktickych dusledcich.
Kladny Ljapunoviuv exponent znamend, ze prichdzime nesmirné rychle o nasi znalost stavu
systému. Je proto dulezité o této moznosti védét a uvédomovat si, v jakych oblastech fyziky
i praktického zivota s tim musime pocitat.

Co je na tom vsSem ale nejzdbavnéjsi je, ze chaotické chovani neni vibec nic vyjimecného,
jednd se o jev zdokumentovany naptic¢ fyzikou, od pocasi pres oscilace hvézd, od modela ato-
mickych jader® po pohyby planet. Lze dokonce matematicky ukézat, Ze pokud si sednete ke
stolu a ndhodné si vymyslite rovnice pohybu néjaké vazané dynamiky, bude témér vzdy alespon
trochu chaoticka.

Na druhou stranu muzete i u Lorenzova modelu nebo standardni mapy vidét, ze jakkoli
zni nazev ,chaos“ hrozivé, jeho nepredvidatelnost ma vzdy své meze. U Lorenzova modelu
konvekce je chovani kapaliny fakticky vzdy nékde na podivném atraktoru, onom zvlastnim
motylim tvaru v prostoru parametrua X, Y, Z, a naopak u standardni mapy se chaos pro velké
rozmezi parametru K schovava jen v malé slupi¢ce pocatecnich podminek a doopravdy se rotor
v chaotickém médu muze pohybovat pravé jen v této omezené Slupce vybranych x a y. Analyza
chaosu tedy ma smysl v tom, ze dokdzeme dobie odhadovat, kdy a v jakém rozmezi o znalosti
stavu systému prichazime, a za jakou mez nase nejistota uz neroste.

Prestoze je chaos tak fascinujici a dilezity, moc se o ném ve skolach neuci, a to hlavné proto,
Ze je pomérné tézké jej osedlat. Proto doufam, Ze v tomto seridlu jste méli prilezitost alespon
ochutnat, jak s chaosem pracovat. Sotva za rohem od pomérné fadnich dynamickych systému
probiranych ve skole se totiz nachézi fascinujici ddlavy dynamiky roztodivné na vsech skalach.
Pravda, c¢isté s papirem a tuzkou tam nedosdhnete, ale vidéli jste, ze dnes muzete napsat par
radku ve volné dostupném programu na prumérném pocitaci a chaos se vim rozvine piimo pred
oc¢ima. Doufam, zZe i to jste méli prilezitost se alespon zdkladné naucit a tfeba se k tomu nékdy
vratite. Tim tedy uzavirdm letosni seridl a preji vam jen to nejlepsi do chaotickych zitrku!

Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyzika.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

3Tam by se dokonce jednalo o pifklad kvantového chaosu.
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