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FYKOS, XXVII. roénik

Predmluva

Mil4 ¢tenarko ¢i mily ¢tenAari!

Do rukou se Ti dostala knizka, kterda shrnuje veskerou ¢innost Fyzikalniho kore-
spondenc¢niho seminare Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze
v jeho XXVII. roéniku, ktery probihal ve Skolnim roce 2013/14.

FYKOS je nejstarsi a také nejvétsi fyzikalné zamérenou korespondenéni soute-
71 pro zéky stiednich kol v Ceské republice. Je organizovan studenty predevsim
Matematicko-fyzikaln{ fakulty UK, ale i jinjch fakult a kol v Ceské republice i za-
hranic¢i, a podporovdn zameéstnanci Matematicko-fyzikalni fakulty UK. Snazi se
zaujmout studenty se zdjmem o fyziku, matematiku, techniku, zkratka svét kolem
néas. Nasim cilem je rozvijet talent a fyzikalni mysleni, protoze véfime, ze ¢lovek,
ktery se umi zastavit a zamyslet (nejen nad fyzikdlnimi problémy) a citi touhu
dobrat se Teseni, se v zivoté vzdy velmi dobie uplatni.

Béhem skolniho roku kazdy z feSiteli obdrzi celkem sedm seSitku, v nichz na-
lezne Sest sérii po osmi tlohéch, z nichz dvé jsou ,rozcvickové®, jedna vice pro-
blémova, jedna experimentalni a jedna tzv. seridlova. Zadévané tlohy vSak nejsou
prilis podobné tém, které znate z hodin fyziky. Vyzaduji mnohdy ponékud hlubsi
tuvahu, trochu duvtipu nebo néco z vyssi matematiky. Nezridka je tfeba zapatrat
na internetu nebo v odborné literatufe. Uastnici si mohou vybrat, které tlohy
nakonec vypracuji a poslou ndm k opraveni, at uz klasicky postou, nebo pfes in-
ternet. Opravovatelé pak jejich Feseni okomentuji a vysvétli piipadné chyby. To
vSe posleme zpét resiteltim, véetné vysledkovych listin, kde se kazdy muze podivat,
jak obstéal v konkurenci svych vrstevnik. Na konci roéniku jsou nejlep$i resitelé
nélezité odménéni.

Mimo samotnou korespondencni soutéz pro resitele pripravujeme i dalsi akce.
Bezesporu nejpopularnéjsimi jsou dvé tydenni soustiedéni v nékterém z malebnych
koutu ceské zemé. Jejich tcastnici si uziji atraktivni program, zaloZzeny na do-
polednich matematickych nebo fyzikalnich prednaskach a odpolednich aktivitach
v prirodé. Nechybi ani prostor pro fyzikadlni experimenty a vylety na atraktivni
mista.

Dalsi akci je Den s experimentalni fyzikou, na kterém se spolupodileji jednotlivé
katedry MFF, ale i pracovisté Akademie véd CR, resp. Ustav jaderného vyzku-
mu v Rezi. Nagim Fesitelim tak umoziiujeme navstivit velmi zajimava vyzkumna
pracovisté, kde se déld opravdovéa fyzika.

Probeéhl jiz sedmy roc¢nik tradi¢niho FYKOSiho Fyziklani, soutéze péticlennych
tymu v feSeni fyzikdlnich tloh na ¢as. Vyhrava tym s nejvétsim bodovym ziskem,
pricemz rozhoduje jak rychlost, tak presnost. V letosnim roce se soutéze ziicastnilo
74 druzstev z CR i ze Slovenska. To je pro nis dostateénym dikazem, Ze zdjem
o fyziku a ptirodni védy mezi mladymi lidmi stéle jesté existuje.

V névaznosti na FYKOSi Fyziklani jsme se rozhodli usporiadat jiz treti roc-



Predmluva

nik internetové tymové soutéze Fyzikldni online, kterd, stejné jako minuly rok,
zaznamenala velky uspéch. Soutéz byla diky jeji elektronické formé oteviena vsem
zéjemcum, nejenom stiedoskoldkim, pro které je vytvorena predevsim. Druhého
ro¢niku se zucastnilo 132 stredoskolskych a 32 jinych tymu. To svédci o nartustajici
popularité soutéze, a nyni se jiz fadi mezi tradiéni FYKOSi akce.

Tato rocenka obsahuje kompletni zadani i feseni jednotlivych tloh XXVII. roc¢-
niku FYKOSu. Zadan{ jsou zdmérné oddélena od feseni, abychom podnitili ¢tenate
k samostatnému zamysleni nad moznym fesenim problému. Priklady jsou navic pro
snazs$i orientaci rozdéleny na teoretické a experimentalni. Dalsi ¢dsti knihy je Serial
o teorii strun, ktery je rovnéz doplnén tlohami. Na konci knizky se nachazi kratké
ohlédnuti za letosnimi soustfedénimi a jinymi akcemi a seznam nejlepsich resitelu
ro¢niku.

Pokud Té FYKOS zaujal natolik, Ze by ses chtél stat resitelem nebo se pouze
na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky, ¢i studia na MFF, nevahej a napis nam.

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: http://fykos.cz
e-mail:  fykos@fykos.cz

A jak vypadal XXVII. ro¢nik oc¢ima statistiki? FYKOS fesilo 203 studentu
z 131 stiednich kol z Ceské a Slovenské republiky. P¥ehled $kol podle tispé$nosti
jejich studentt uvddime nize. Pro zajimavost jesté dodejme, Ze organizatori opravili
celkem 2752 doslych reseni a udélili 8023 bodd.

Poradi skol
Skola Pocet resiteld Prumér Celkem
G Havlickuv Brod 3 119 357
G B. Némcové, HK 3 86 257
G J. Ressela, Chrudim 2 117 234
G Ludovita Stdra, Trenéin 1 213 213

G Jana Keplera, Praha 2 101 202

1
2
2
1

@G, Dubnica n. Vahom 195 195
G P. de Coubertina, Tabor 92 184
G a SOSZZE Vyskov 90 179
@G, Lovosice 179 179


http://fykos.cz
mailto:fykos@fykos.cz

FYKOS, XXVII. roénik

Zadan(i teoretickych tloh

Uloha 1.1 ... zlata piehrada 2 body

Kolik cihlicek (kvadiiki) ze ctyfiadvaceti kardtového zlata o rozmérech 10cm,
3cm a 1cm by se veslo do vodni nadrze Orlik? Jaky zhruba tlak bude piuisobit_na

cihlicku, kterd je na dné v nejhlubs$im misté nddrze? (teSend str. |19)
Uloha 1.2 ... nezastavitelny terminator 2 body
Jak rychle se pohybuje hranice svétla a tmy (termindtor) na povrchu Mésice? Je
mozné utikat pfed tmou, kdyz jste na rovniku? (resend str. |19)
Uloha 1.3 ... bublina v ropovodu 4 body

Mame malou kulatou bublinku plynu v kapaliné, ktera tece néjakou rychlosti vo-
dorovnym potrubim. Jak se zméni jeji rozméry, kdyz se dostane do mista, kde
je potrubi ztzené? K ¢emu se to dé vyuzit, nebo naopak kde to déla problémy?
Uvazujte lamindrn{ proudéni. (resend str. |19)

Uloha 1.4 ... kostka v bazénu 4 body
Na dné prizdného bazénu s dnem plochy S lezi ledovd kostka
(z vody) o hrané délky a. Kostka se rozpoust{ ze vSech stran

a) ) stejnomeérné tak, ze si je stdle podobnd. Jaka jeji ¢ast se rozpusti,

o nez zacne plovat? (tesend str. |179)

o

c) d)

Uloha L5 ... koralek 5 bodit
) 0 Bodovy koralek o hmotnosti m a s ndbojem g se pohybuje v rov-
Q né trubce bez tfeni. Trubka se nachazi ve stfedu mezi dvéma
2a i nabitymi koulemi, kazda s ndbojem @ = —q. Vzdalenost kou-
|4, M P v . s 1.4 o . s v .
CTam li je 2a. Uvazujte elektrostatické ptisobeni a najdéte frekvenci

i malych kmiti koralku okolo rovnovazné polohy.
! Ndpovéda Uvédomte si, ze velikost sily se pfi malych vychyl-
O Q kéch méni pouze zanedbatelné. (tesend str. |1§)

Uloha L.P ... rychlost svéta 5 bodu

Jaky by byl svét, ve kterém by byly stejné hodnoty fundamentalnich fyzikdlnich
konstant, jenom rychlost svétla by byla pouze ¢ = 1000km-hod~'? Jaky by byl
takovy svét pro zivot na Zemi, zivot lidi? A bylo by viibec mozné, aby v takovém
svété existovali 1idé? (tesend str. |19)



Zadani teoretickijch iloh
Uloha II.1 ... Twix 2 body

Tycinka Twix obsahuje 32 % polevy. Jde o védleCek pruméru 10 mm. Neuvazujte
polevu podstavy. Jak je poleva tlusta?

Bonus Uvazujte lepsi model tycinky. (Tesend str. @)
Uloha IL.2 ... létavé dievo 2 body
Méme dfevénou kulicku ve vysce h = 1m nad Zemi o poloméru Rz = 6378 km
a hmotnosti Mz = 5,97 - 10> kg. Kuli¢ka ma polomér 7 = lcm a je ze dieva

o hustoté o = 550kg-m 3. Predpoklidejte, ze Zemé méa niboj Q@ = 5C. Jaky
niboj g by musela mit kulicka, aby se mohla vznaset nad Zemi? Jak tento vysledek
zdvisi na vysce h? (tesend str. |29)

Uloha I1.3 ... tyrani pistu 4 body

Méme nadobu o konstantnim prifezu, kterd obsahuje idealni plyn a pist ve vysce h.
Pist nejprve rychle (tzn. prakticky adiabaticky) stla¢ime do vysky h/2, podrzime
ho, nez nastane tepelnéd rovnovaha s okolim, a pak ho pustime. Do jaké vysky pist
vystoupa ihned? Do jaké vysky vystoupd za dlouhou dobu? Nakreslete pV diagram.

(resend str. |29)

Uloha II.4 ... hvézdna velikost Mésice 4 body

Je zndmo, ze Mésic v uplitku mé zdéanlivou hvézdnou velikost ptiblizné —12 mag
a Slunce na denni obloze zase —27 mag. Pokuste se odhadnout, jakou hvézdnou
velikost ma Mésic tésné pred zatménim Slunce, pokud vite, ze albedo Zemé ¢ini 0,36
a albedo Meésice 0,12. Predpokladejte, ze svétlo se po odrazu rozptyluje stejnym
zpusobem na povrchu Zemé i Mésice. (Tesent str. |29)

Uloha IL5 ... kelimek na vodé 5 bodl

Kuzel obraceny podstavou vzhiiru muze drzet ve vzduchu na strikajicim proudu
vody, ktery vychézi ze zemé s konstantnim hmotnostnim priutokem a pocatecni
rychlosti vg. V jaké vysce nad zemi se bude kuzel v rovnovaze vznaset?

Bonus VySetiete stabilitu kuzele v této poloze. (Tesent str. @)

Uloha IL.P ... Temelinska 4 body

Odhadnéte, kolik jaderného paliva se spotiebuje v jaderné elektrarné na 1 MWh
elektrické energie, kterou spotiebuji lidé az v domécnosti. Srovnejte to se spotfebou
paliva v tepelné elektrarné. Nezapomente uvazovat vSechny mozné ztraty.

Bonus Uvazte i energii, kterd se spotiebuje pti tézbé a prepravé potrebnych su-
rovin. (tresend str. 134)
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Uloha III.1 ... zatméni 2 body

Kolem hvézdy obihd po kruhové draze planeta a kolem ni obiha taktéz po kruhové
draze mésic, a to v roviné jejtho obéhu. Vime, Ze pri zatméni slunce je thlova
velikost mésice stejnd jako tihlova velikost slunce, pozorovano z planety (tj. mésic
slunce presné zakryje). Ddle jesté vime, ze pri zatmén{ mésice naopak planeta
presné zakryje mésic. Urcete, jaky je pomér poloméri planety R a mésice r, jestlize
je vzdélenost planety od hvézdy mnohem vétsi nez vzdalenost mésice od planety L
a ta je zase fddové vétsi nez rozméry R, r. (Tesend str. @ )

Uloha III.2 ... Stfedozemni moie 2 body

Jak rychle v priaméru tece voda Gibraltarskym prulivem, kdyz umoznuje stridani
prilivu a odlivu ve Stfedozemnim moti? Potfebné udaje si najdéte na internetu
a nezapomelite citovat! (Tesent str. |39)

Uloha IIL.3 ... poharkovo vanova 4 body

Vezméme prazdny valcovy kelimek. Oto¢me ho dnem vzhiru a tlacme ho pod
klidnou vodni hladinu. Jak vysoky bude vzduchovy sloupec v kelimku v zavislosti
na jeho ponofeni? (tresend str. |34)

Uloha II1.4 ... Ani k staru, ani k staru... 4 body

Balén i s koSem mé hmotnost M. Kos balénu se ponoii do prehrady a natece do
néj voda. Nyni trochu ptitopime a zvysime vztlak balénu na Mg+ F. Kos ma tvar
hranolu se ¢tvercovou podstavou o hrané a a je ponofeny do hloubky H. Otvory
v kosi tvotfi p < 1 z celkové plochy kose, o kterém predpoklddame, ze je prazdny
(kromé vody). Zanedbejme viskozitu vody a vlastn{ objem kose. Jak rychle se bude
ko$ vynotovat v zévislosti na hloubce ponoteni?

Bonus Za jak dlouho se vynori?

Napovéda Stredni rychlost vytoku vody z ¢asti kose nad hladinou je rovna 2/3
maximalni rychlosti vytoku. (Tesent str. ﬂ )

Uloha IIL.5 ... mig-mig! 5 bodt
Chudak hladovy kojot chce ulovit proradného ptaka Uli¢nika a prichystal na néj
nésledujici past: na pevné lano privaze 500tunovou kovadlinu, prehodi ji pres vétev
tak, aby visela nad silnici, a bude cekat. Kolikrat musi lano kolem vétve obtocit,

jestlize chce kovadlinu udrzet ve vzduchu pouze vlastni vahou? Predpokladejte, ze
hmotnost lana je vic¢i hmotnosti kojota zanedbatelnd. (Tesend str. E)
Uloha IIL.P ... solirni pohon 5 bodu
Mohlo by letadlo létat na soldrni pohon? (Tesent str. @)
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Uloha IV.1 ... zase jedna neofezana 2 body

Cerstvé ofezand tuzka 6B mé hrot tvaru kuzele s polomérem podstavy r» = 1 mm
a vyskou h = 5mm. Jak dlouhou ¢aru s ni dokdzeme udélat, jestlize vzdélenost
dvou grafitovych vrstev je d = 3,4A a stopa tuhy obsahuje takovychto vrstev
v pruméru n = 1007 (tesend str. Yq)

Uloha IV.2 ... zkumavky 2 body

Zkumavky o objemu 3ml a 5ml jsou spojeny kratkou tenkou trubickou, v niz je
pérovitd tepelné nevodiva prepazka, kterd umoznuje dosazeni tlakové rovnovahy
v systému. Obé zkumavky puvodné obsahuji kyslik pfi tlaku 101,25 kPa a teplo-
t€¢ 20°C. Prvni zkumavku (3 ml) ponofime do nddoby s rovnovaznou soustavou
ledu a vody a druhou (5ml) do nddoby s parou. Jaky bude tlak v soustavé obou
zkumavek po dosdhnuti mechanické rovnovahy? Jakého tlaku by se dosahlo, pokud
by ve zkumavkéch byl za stejnych podminek dusik misto kysliku?

(resend str. @)

Uloha IV.3 ... racek 4 body

Naproti sobé pluji dvé lodé, prvn{ rychlosti u; = 4m-s~! a druhé rychlosti us =
= 6m-s~'. Ve chvili, kdy jsou od sebe vzdéleny so = 50 km, vzlétne z prvni lodi
racek a leti smérem ke druhé. Leti proti vétru, jeho rychlost je v; = 20m-s~!. Kdyz
dorazi k druhé lodi, obrati se a leti zpét, nyni po vétru rychlosti vo = 30m-s~*.
Takto 1ét4 tak dlouho, dokud se obé lodi nesetkaji. Jakou celkovou drahu racek
uraz{? (resend str. ()

Uloha IV .4 ... vybity puding 4 body

Modeli atomu vodiku bylo nespocetné mnozstvi a mnohé z nich uz jsou preko-
nané, ale my mame radi puding a tak se vratime k tzv. pudinkovému modelu
vodiku. Atom tvori koule o poloméru R s rovnomérné rozlozenym kladnym na-
bojem (,puding®), v kterém se nachdz{ jeden elektron (,rozinka“). Samoziejmé
je soustava elektricky neutralni. Jakou energii musime dodat elektronu, abychom
ho dostali do nekoneéna? Jaky by musel byt polomér pudingu, aby se tato energie
rovnala Rydbergové energii (excitacni energie elektronu v atomu vodiku)? Polomér
vyjadrete v ndsobcich Bohrova poloméru. (Tesent str. p()

Uloha IV.5 ... kulky 4 body

O kolik se zvysi teplota stejnych ocelovych kulek po jejich vzdjemné srazce? Pohy-
buji se stejnym smérem rychlostmi v1 = 0,7 ¢ a v2 = 0,9 ¢, kde ¢ je rychlost svétla.
Uvazujte konstantni tepelnou kapacitu a uvazujte, ze kulky jsou stale v pevném
skupenstvi. (Tesent str. 53)
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Uloha IV.P ... to pravé gravitaéni zrychleni 5 bodu

Fales chtél v Praze (V Holesovickéch 2 v pfizemi) ur¢it hodnotu gravitac¢niho zrych-
leni z experimentu, kdy poustél kulaty micek z vysky par metri na Zemi. Rozmys-
lete si, jaké korekce musel pti zpracovani méfeni zahrnout. Poté navrhnéte vlastni
experiment na stanoveni gravita¢niho zrychleni a diskutujte jeho presnost.
(tesend str. pY)

Uloha V.1 ... natlakovana Zirafa 2 body

Porovnejte krevni tlak v hlavé dospélé zirafy a dospélého clovéka. Systolicky tlak
na trovni srdce je u ¢lovéka pni = 120 mmHg a u zirafy p,1 = 280 mmHg, hustota
krve obou zivodichi je o = 1050kg-m>. Uvazujte pouze piipad, kdy ¢lovék i zirafa
stoji. Rychlost proudéni krve v téle povazujte za konstantni. (tesend str. p9)

Uloha V.2 ... uranova hvézda 2 body

Predstavme si, Zze ve hvézdach neprobihé termojaderna fuze, nybrz stépna jaderné
reakce. Odhadnéte, jak dlouho by takovd hvézda dokdzala vyzarovat, jestlize na
pocéatku svého zivotniho cyklu sestava pouze z uranu 235, jeji hmotnost i zarivy
vykon jsou priblizné konstantni a odpovidaji sou¢asnym hodnotdm pro Slunce.
(tesend str. 164)

Uloha V.3 ... ta jemna nadoba 3 body

Méjme valcovou nadobu, jez zaujima objem V = 11. Nadoba je uzavfena vzducho-
tésnym pohyblivym pistem, ktery mé nezanedbatelnou hmotnost M. Déle vime,
ze nadoba je vodorovnymi pfepazkami rozdélena na n komor a v i-té komore (&is-
lovano odshora) je 2°a &astic, kde a je blize neuréens konstanta. Pfepazky nejsou
k nadobé pripevnény, presto nedovoluji, aby si komory, v nichz je idealni plyn,
vyménovaly teplo nebo Castice. Cely systém je v rovnovaze. Poté zdvojnasobime
hmotnost pistu a pockame, az se nés systém opét ustavi v rovnovaze. Jak se zméni
objem, ktery plyn v nddobé zaujimd? Atmosfericky tlak neuvazujte.

(Tesend str. @)

Uloha V.4 ... trojihelnikovy odpornidek 4 body

A Urcete odpor trojuhelniku vytvoreného z odporového dratu mezi
svorkami A a B, které vidite na obrazku. Jedna strana malého
trojihelnicku (ze kterych se sklddd velky trojihelnik) mé od-
por Ro. Odpor piivodnich vodi¢i neuvazujte. (Tesend str. |69)

B

Obr. 1:
Trojthelnik

10
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Uloha V.5 ... hlidani déti 5 bodit

Meéjme houpacku zavésenou na dvou svislych lanech délky I = 1,5 m na vodorovné
ty¢i o poloméru r = 4cm. Ditéti sedicimu na houpacce udélime v dolni tvrati
takovou rychlost vg, aby dité vykonalo celou otocku kolem horizontélni tyce a lana
byla béhem namotavani stdle napnutd. Zaroven chceme, aby pocatecni rychlost
byla nejmensi mozna. Urcete rozdil hlové rychlosti wi houpacky s ditétem po
navratu do dolni Gvrati a pocatecni thlové rychlosti wp.

Ndpovéda  Pro vypocet odstiedivého zrychleni miiZzete uvazovat, ze se dité pohy-
buje lokalné po kruznici. (tresend str. 164)

Uloha V.P ... fyzika v plamenech 5 bodu

Na jakych fyzikdlnich (a chemickych) parametrech zdvisi teplota, kterou hofi né-
jaka konkrétni latka? Jak? Urcete tuto teplotu pro néjakou konkrétni latku.

(Tesend str. )

Uloha VI.1 ... antijadro 2 body

Méme dvé homogenni nerotujici planety tvaru dokonalych kouli s vnéjsimi polomé-
ry Rz. Prvni z nich je dokonalé koule o hustoté ¢ a na jejim povrchu je gravitacni
zrychleni ag. Druha je dutd do poloviny jejtho poloméru a az pak je plna.

a) Pokud by obé planety byly ze stejného homogenniho materidlu, na povrchu
které planety bude vétsi gravitacni zrychleni a jaky bude pomér mezi hodnotami
gravita¢niho zrychleni na obou planetich?

b) Pokud by i na povrchu druhé planety bylo gravitaéni zrychleni ag, jakd by

musela byt hustota druhé planety?
(Tesend str. )

Uloha VIL.2 ... go west 2 body

Jiz pred vice nez sto lety méreni geodetu potvrdila, ze kdyz plujeme lodi smérem na
zapad, ukazuji gravimetry vétsi hodnoty tthového zrychleni nez pri cesté na vychod.
Urcete, jaky rozdil naméiime na rovniku, jestlize nejprve provedeme méreni v klidu
a poté za konstantni rychlosti 20 uzla v zdpadnim sméru. (resend str. 2 )

Uloha VIL.3 ... kule a $lupka 4 body

Méme médénou plnou kouli a médénou tenkou kulovou slupku (tak tenkou, Ze
muzete zanedbat jeji tloustku). Obé maji pfi pokojové teploté stejny polomér. Jak
se bude jejich polomér ménit, kdyz je za¢neme ohfivat? (Zapiste zévislost poloméru
na teploté a okomentujte ji.) U médéné slupky uvazujte, Ze ma v sobé malé otvory,
které vyrovnévaji vnitini a vnéjsi tlak vzduchu. (Tesend str. )
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Uloha VI.4 ... nenasytny pavouk 4 body

V tmavém kouté ¢ihd pavouk, ktery pravé polapil mouchu a postupné ji travi za
predpokladu, ze traveni probihd podle rovnice

A+B = AB X2 0y B,

k_1

kde A je mus? substrdt, B jsou trévici latky (neustdle v dostatku) a C je produkt
trdveni. AB oznacuje nestabilni meziprodukt. Reakce je prvniho fddu, tzn. rychlost
je pfimo imérna koncentraci dané latky. Urcete, za jak dlouho se pavouk vyda opét
na lov, jestlize mu interoreceptory ozndmi pocit hladu pfi poklesu koncentrace
substratu na 10 % puvodn{ hodnoty.

Ndpovéda Pouzijte aproximaci staciondrniho stavu meziproduktu.

(Tesend str. )

Uloha VL5 ... toaletik 4 body

Roli s papirem uchytime do loziska (bez tfeni) a nechdme odmotavat konec papi-
ru (zanedbdme lepeni vrstev na sebe, tfeni v lozisku a hmotnost loziska). Jakou
thlovou rychlosti se bude otacet rulicka potom, co se odmoté vSechen papir? Zna-
me polomér a hmotnost rulicky, délkovou hustotu papiru, jeho celkovou hmotnost
a délku. Uvazujte, ze se papir bude odmotavat do nekonec¢né hloubky.
Bonus Uvazujte, ze papir dopadne na zem dfive, nez se cely odmoté.

(Tesend str. )

Uloha VL.P ... svétlo pfesné podle norem 5 bodu

Navrhnéte rozmisténi svétel nad stolem tak, abyste dodrzeli normy pro osvétle-
ni. K dispozici mate dostateéné mnozstvi kompaktnich zafivek (lidové tispornych
zarovek) se svételnym tokem P = 1400lm. Normy fikaji, Ze pro bé&zné pracovni
tkony mé byt osvétleni pracovni plochy F = 3001x. Zarivky muzete umistit do
libovolnych pozic na strop ve vysce H = 2m nad pracovni plochu. Pro jednodu-
chost uvazujte ¢tvercovou pracovni plochu o strané a = 1m a zafivku povazujte
za bodovy izotropni zdroj zareni. Odraz a rozptyl svétla zanedbejte.

(Tesend str. @)
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Resen teoretickych tiloh

Uloha I.1 ... zlaté prehrada

Kolik cihlicek (kvddiikii) ze Ctyriadvaceti kardtového zlata o rozmérech 10cm,
3cm a 1cm by se veslo do vodni nadrze Orlik? Jaky zhruba tlak bude ptisobit na
cihlicku, kterd je na dné v nejhlubsim misté nadrze?

Internetové zdroje uvé,dim, 7e prehrada Orlik mé objem 720000000 m? a dosahuje
hloubky aZ 74m. Objem jedné zlaté cihlicky ¢inf V. = 3 -107° m®. Pocet zlatych
cihlicek, které by se do prehrady teoreticky vesSly (pfi zanedbéni toho, Ze cihlicky
svym tvarem presné nekopiruji tvar prehrady), se rovnd podilu objemu piehrady
ku objemu jedné cihli¢ky, tj. 2,4 - 10 cihli¢ek. Nutno vSak poznamenat, 7e takové
mnozstvi zlata mnohonasobné presahuje odhadované mnozstvi zlata, které bylo
kdy vytézeno, nebot i kdybychom uvazovali horni hranici odhadu, pak by veskeré
vytézené zlato zhruba vydalo na krychli o hrané 17,5 m.

Za predpokladu, ze cihlicky budou narovnany do sloupcu, tak na nejspodnéjsi
cihlicku v misté nejvétsi hloubky pusobi titha 7399 = 7400 cihlicek, které jsou
nad ni. Hustota o &tyFiadvaceti kardtového zlata ¢inif 19 500 kg-m 3. Tthu cihli¢ek
vypocteme jako G = 7400 - mg, kde m je hmotnost jedné cihlicky, pficemz m =
= Vcp. Tlak na nejspodnéjsi cihlicku pak uréime jako p = G/S, kde S je styc¢na
plocha cihlicek, tj. p = 14 MPa.

Do piehrady Orlik by se teoreticky veslo 2,4 - 10*® zlatych cihlicek. Tlak na
cihli¢ku, kterd by byla na dné v nejhlubs§im misté nadrze, by byl ptiblizné 14 MPa.

Uloha I.2 ... nezastavitelny terminator

Jak rychle se pohybuje hranice svétla a tmy (termindtor) na povrchu Mésice? Je
mozné utikat pred tmou, kdyZ jste na rovniku?

Prvni jev, ktery nas napadne a ktery ma na pohyb terminatoru vliv, je zirejmé
rotace Mésice kolem jeho osy. Jeji periodu (vzhledem ke hvézdam, které povazujeme
za statické pozadi) ozna¢mef Psq (¢ini 27,32d).

Uvazujme nejdiive, ze je Mésic vzhledem ke Slunci v klidu a pouze rotuje kolem
vlastni osy, kterd je kolméa na rovinu ekliptiky® Pak by termindtor obéhl povrch
Mésice pravé jednou za Cas Psq a jelikoz Mésic rotuje kolem své osy rovnomérné,
muzeme pohybu termindtoru prisoudit konstantni thlovou rychlost wsia = 21/Tsia

thttp://cs.wikipedia.org/wiki/Vodni_nadrz_Orlik

2 http://www.svatymaur.cz/cs/jine/stredoveke-zlatnicke-techniky/zajimavosti-o-zlate.
ntml

Shttp://cs.wikipedia.org/wiki/Zlatc

4sidericka perioda (sidus lat. hvézda)

Srovina, ve které obfha Zemé kolem Slunce
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(tj. termindtor urazi v selenografické délceE wsia radidnu za jednotku ¢asu). Pokud
by nés zajimal pohyb Slunce po mési¢ni obloze, pozorovali bychom, ze se Slunce
pohybuje po Mési¢ni obloze s periodou PFsiq, a tedy thlovou rychlosti wgiq.

Prvni komplikace nastane, uvédomime-li si skutecnost, ze sklon rotacni osy
Meésice viéi roviné ekliptiky neni pfesné 90°, ale ¢in{ ptiblizné 88,5°. To jisté bude
mit na pohyb termindtoru vliv, protoze se nam timto vytvori oblasti, kudy termi-
nator nikdy neprojde, tj. oblasti vééného polarniho dne a noci (stile ignorujeme
obéh Zemé kolem Slunce). Zapod¢itdme-li pak i vliv obéhu Zemé kolem Slunce jed-
nou za Tyok (coz vzhledem ke hvézddm ¢ini 365,26 d), bude Mésic vykazovat (byt
v mens{ mife nez na Zemi) stfidan{ ro¢nich obdobi. A jelikoz Psig neni viaéi Tyox
zrovna zanedbatelnd (pomér Piia/Tyok je priblizné jedna tfindctina), bude zapodi-
tani tohoto vlivu na pohyb termindtoru méné trivialni zélezitost, a to obzvlasté
v blizkosti rotac¢nich péla. Nastésti je odchylka sklonu rota¢ni osy Mésice od 90°
velmi mala a provedse tento kvalitativni popis, budeme nadéle pro jednoduchost
predpoklddat, ze rotacni osa je pfesné kolma na rovinu ekliptiky. Nés navic bude
zajimat pouze situace na rovniku, kde se ro¢ni pohyb termindtoru neprojevuje.

Déle je treba zvazit vliv obéhu Mésice kolem Zemé. Uvazujme proto, ze Mésic
nerotuje kolem vlastni osy, ani Ze Zemé neobihd kolem Slunce. MuZeme rovnéz
predpokladat, ze paprsky prichézejici od Slunce jsou rovnobézné, nebot rozméry
ob&zné drihy Mésice kolem Zemé (Fddové 10% m) jsou velmi malé ve srovnani se
vzdalenosti systému Zemé&-Mésic od Slunce (fadové 10'' m). V takové situaci se
ale terminator po povrchu Mésice nepohybuje, a proto mizeme v rychlosti uzavrit,
ze obéh Meésice kolem Zemé neméa na nas problém vliv.

Konecné je tieba zapocitat obéh systému Zemé—Meésic kolem Slunce. Zastavime-
li rotaci Mésice vzhledem ke hvézdam, vidime, Ze se Slunce na mési¢ni obloze pohy-
buje s periodou Trok (thlovou rychlosti wyox = 21/ Trok), ale v opaéném sméru, nez
kdyz Mésic pouze rotoval kolem vlastni osy. Slozime-li tyto pohyby, bude se Slunce
po mésicni obloze pohybovat thlovou rychlost! wsyn = Wsid — Wrok Ve SMErU Wsid-
Propojenim tivah o pohybu termindtoru a pohybu Slunce na obloze pak vidime,
ze se termindtor v selenografické délce pohybuje tithlovou rychlosti wier = wsyn, cOZ
se na rovniku prepocte na absolutni rychlost vier = wier R, kde R = 1738 km je
rovnikovy polomér Mésice.

Pro obecnou selenografickou sfiku A dostaneme vier(A\) = wier R cos A, protoze
se termindtor pohybuje po rovnobéZce, jejiz obvod se méni s cos A. Cim vice se
vsak blizime rota¢nim pélim, tim vétsi bude vliv ro¢niho pohybu terminatoru
a uvedeny vztah pro vypocet vier(A) ndm bude dévat nepfili§ pfesné hodnoty.

Po dosazeni ¢iselnych hodnot méame pro rychlost termindtoru na rovniku vier =
= 15,4km-h™!, &hoZ klusem snadno dosdhneme. Je vSak tfeba poznamenat, 7e
diky nenulové thlové velikosti Slunce na Mési¢ni obloze nebude terminator zdaleka

8Selenografické souradnice (ze starofeckého selene — Mésic) mdme definované podobné jako
zemépisné souradnice na Zemi, tj. vzhledem k rota¢nim pélam.

7wsyn je odvozena ze synodické periody Tsyn = 2n/wsyn (ze starofeckého syn hodo — s cestou
[Slunce]). Pokud by weyn vySla zdporné, znamenalo by to opaény smér pohybu Slunce po mési¢ni
obloze.
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tak ostry jako ten ve Futuramé, nicméné bude urcité ostiejsi nez termindtor na
Zemi, a to diky absenci atmosféry, ve které by se Slune¢ni svétlo mohlo rozptylovat.

Uloha 1.3 ... bublina v ropovodu

Ma&ame malou kulatou bublinku plynu v kapaliné, kterd tece néjakou rychlosti vo-
dorovnym potrubim. Jak se zméni jeji rozmeéry, kdyz se dostane do mista, kde
je potrubi zizené? K ¢emu se to da vyuzit, nebo naopak kde to déla problémy?
Uvazujte lamindrni proudéni.

Uvazujme nestlacitelnou kapalinu, za kterou mtizeme vodu i ropu v nasich tvahéach
sméle prohldsit. Zaroven se kapalina nikam neztrdci (pokud nen{ potrubi déravé).
Objem, ktery protece priifezem potrubi za jednotku Casu, zlistava tedy konstantni —
to je rovnice kontinuity. Zuzenim potrubi z pavodniho prufezu Sp na S dojde ke
zvétseni rychlosti proudéni z pivodni vp na v podle vztahu

S’U = S()’Uo .
Nyni vime, ze kapalina bude mit po ztzeni potrubi rychlost

So
V=V0—7® .
S
Bernoulliho rovnice, kterd vyjadiuje zakon zachovani energie v kapaliné, ndm da
do souvislosti zménu rychlosti se zménou tlaku v potrubi. Uvazujeme-li, Ze potrubi
je vedeno vodorovné, pak muzeme Bernoulliho rovnici psat ve tvaru

v,
92 p—92 Dbo,

kde po je tlak v potrubi o puvodnim prufezu a

vg

p=e0
tlak ve zzeném potrubi.

K dalsim dvaham o bubliné chceme vyuzit vhodnou rovnici popisujici termo-
dynamické chovan{ plynu, kterym je tvofena. Reknéme, Ze naSe bublina je koule
o objemu Vj resp. V' po zizeni potrubi a je tvorena idedlnim plynem. Plati pro ni
tedy stavova rovnice idedlniho plynu

pV = RnT,

kde T je absolutni teplota, n je latkové mnozstvi a R je molarni plynova konstanta.

Doposavad jsme pouzivali jednoduchych priblizeni, jako je dokonale nestlaci-
telnd kapalina, idedlni plyn nebo potrubi, ve kterém se nic neztraci. A protoze
v jednoduchosti je krasa, popisme si také pouze dva idealizované zptsoby, kterymi
se plyn muze dostat ze stavu s tlakem pg, kdy mé objem Vp, do stavu s tlakem p,
kdy méa objem V.

15



FYKOS, XXVII. roénik

Bude-li zuzovdni dostateéné pomalé (tak, aby se stihlo v kazdém okamziku
predat teplo a vyrovnat teploty), budeme moct d&j povazovat za izotermicky a bude
platit poVo = pV. Bublina tedy ztzenim potrubi zméni objem na

v=12_vy — Po .
p 035 (82 = S3) +po

Protoze slo o ztzeni prurezu So > S, vidime, ze objem bubliny se zvétsil.
Druhym priipadem, ktery popiSeme, je rovnovazny adiabaticky déj. Pri ném
plati Poissontiv zdkon
pV" = konst

a dostavame, ze objem se opét zvétsi, avsak tentokrat dle vztahu

1/k
V=1 (po> A - Po
p 0525 (82 = S3) + po

Poissonova konstanta x = ¢p/cv je podilem tepelnych kapacit pfi stalém tlaku
a stalém objemu.

Mezi izotermickym a adiabatickym déjem lezi rovnovazné procesy zvané poly-
tropické, které lze popsat rovnici

1/k

pV* = konst,

kde a € (1; k).

Izotermicka expanze bubliny bude v tomto pfipadé redlnéjsi model, nebot uva-
Zujeme pomérné malé rychlosti (proudéni ma byt lamindrn{), a proces tedy bude
probihat dostateéné pomalu, aby se teploty vyrovnavaly priubézné. Pokud by pro-
ces probihal rychle, izotermicky by nebyl a o pouzitelnosti adiabatického déje by se
dalo pochybovat, protoze rychly adiabaticky déj neni rovnovazny a popsany vztah
neplati. To nas ovSem nemusi az tak trapit, protoze pii prili§ rychlé expanzi by se
bublina pravdépodobné rozpadla na mensi.

Dalsi véc, ktera hraje podstatnou roli, ale kterou uvazime pouze formou dis-
kuse, je povrchova energie rozhrani kapalina-plyn. Na zménu povrchu fiazového
rozhrani je zapotiebi energie W = ¢ AS, kde o je povrchové napéti. Pri energetic-
ké bilanci, do které bychom zahrnuli energie spojené se zménou objemu i povrchu,
bychom museli uvazovat absolutni velikost bubliny, nejenom relativni zménu ob-
jemu resp. poloméru. Pii zapocteni kapilarniho tlaku by ndm vyslo, Ze se bublina
zvét$l méné, nez ndm vyslo puvodné. Kapildrni tlak na bublinu je pxap = 20/R.
Povrchové napéti vody pfi 20°C je 0 = 72 - 107> N-m~!. Chceme-li, aby relativni
chyba, kterou zpiuisobi ve vypocétu zanedbani kapildrnich efektt, byla mensi nez ¢,
musime mit prap < e€p, kde p je tlak kapaliny v potrubi. Dosadime-li za pyap,
dostavame, ze

20 P
— < EPatm * —,
R pt patm
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kde patm je atmosfericky tlak. Dostdvame tedy, Ze polomér R studované bubliny
musi byt v&tsi nez 107°(paem /p)/c m, kde 20 /patrm ~ 10~% m. Vidime, Ze pii béz-
nych tlacich v potrubich, které se mohou pohybovat v fddech desitek atmosfér,
budou bublinky, u kterych se vyraznéji projevi kapilarita, velké fadové desitky
az jednotky mikrometri. Pro takovéto bublinky prevazi kapildrni efekty a zmény
vnéjsiho tlaku jejich polomér ménit nebudou.

Tento efekt muze délat problémy v plyno-/ropovodu, kde pfitomnosti bublin
protece méné dopravovaného paliva — plynové sporaky muzou blafat. Vétsi bubliny
ve vodé v topeni muzou zpusobovat nezddouci zvuky. Daleko horsi nasledky muze
mit bublina v hydraulickych systémech — naptiklad zavzdusnéni brzd. V cévnim
feCisti muze zvétsend bublina ve zuZeni uvolnit trombus, pfipadné sama o sobé
zpusobit vzduchovou embolii. Na druhou stranu, tento efekt ndm tfeba umoznuje
snadnéjsi rozprasovani.

Uloha 1.4 ... kostka v bazénu

Na dné prazdného bazénu s dnem plochy S lezi ledova kostka
(z vody) o hrané délky a. Kostka se rozpousti ze vsech stran

stejnomerné tak, ze si je stale podobna. Jaka jeji ¢ast se rozpusti, a) b)
nez zacne plovat? 0o o
Pytame sa na stav v rovnovahe, tj. kedy je vatlakova sila pdso- c) d)
biaca na kocku rovnako velkd ako tiaz kocky. Ozna¢me teda pé6vodny objem kocky
ako a®, novy objem v stave rovnovdhy ako b%. Voda s hustotou g, siaha kocke
s hranou b a hustotou g do vysky h. Archimedov zdkon vravi, Ze vztlakova sila
posobiaca na kocku je rovna tiazi hmotnosti vody kockou vytlacenou

ochb®> = ab® = h=2p. (1)
Ov
Vidime teda, Ze kocka sa zacne vznasat az sa dostane pod hladinu priblizne 90 % jej

objemu.
Vsetka voda v bazéne plochy S okolo kocky vzisla z objemu ladu a® — 3. Plati
teda
a* —b* =2 (S - ) h,
01
kde s vyuzitim rovnice (m) dostavame

a® — b= 85b—b*,
z ¢oho je zrejmé, ze rozpustend cCast kocky je rovna

a® —b® b a’
e 1-— P 1-— 5
Patrilo by sa povedat, ze kocka nelezi tiplne na dne bazéna alebo napriklad, ze
predpokladéame, Ze dno bazéna nie je dokonale rovné a pod kockou sa nachadza
tenkd vrstvicka vody. Ak by totiz lezala kocka priamo na dne, tak hydrostaticky
tlak na dolnej podstave by bol nulovy a hydrostaticky tlak na hornej podstave by

kocku tlacil neustale nadol, ¢im by sa od dna neodlepila vébec.
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Uloha |5 ... koralek

) 0 Bodovy koralek o hmotnosti m a s nabojem q se pohybuje v rov-
Q né trubce bez treni. Trubka se nachéazi ve stredu mezi dvéma
2a i nabitymi koulemi, kazda s nabojem Q = —q. Vzdalenost kou-
idm Ii je 2a. Uvazujte elektrostatické pisobeni a najdéte frekvenci
(I o N— Je ca. Uvazujte pusob J

i malych kmiti kordalku okolo rovnovazné polohy.

! Napovéda Uvedomte si, ze velikost sily se pri malych vychyl-
O Q kach méni pouze zanedbatelné.

Nejprve se podivejme, jak by problém vypadal bez jakychkoli aproximaci. Oznac-
me d okamzitou vzdélenost naseho kordlku od kazdé nabité koule. Pokud Ar ozna-
¢ime vychylku kordlku z jeho rovnovdzné polohy (na spojnici nabitych kouli), tak

mizeme d vyjadrit jako
d=+/a?+ Ar2.

ODbé nabité koule budou na koralek piisobit stejnou silou Fo, kterd bude pritazliva.
Jeji velikost miizeme vyjadrit z Coulombova zdkona elektrostatiky
kq® kq?
[ .
d? a? + Ar?
Pokud oznac¢ime «a thel, ktery svird spojnice koralku s jednou z nabitych kouli
a spojnice obou kouli, tak muzeme psat
__4Ar
VaZ ¥ Ar?’
Pro velikost vysledné sily F pusobici na kordlek muzeme z geometrie problému
psat vztah

sina =

F =2Fysina.

Rovnéz vidime, ze sila F pusobi proti sméru vychylky koralku. Pak pro zrychleni
korélku, které si oznaé¢ime jako A7 (oznaceni pro druhou ¢asovou derivaci Ar, tedy
zrychleni), plati vztah

mAF = —

2kq®Ar _ 2kg® Ar )
(a2 +Ar2)*? [1 n (gﬂ 2

Diky tomu, ze vychylka je velmi maléd, mtzeme rovnici (E) upravit, ve druhé moc-
niné se totiz Ar stane v poméru k a naprosto zanedbatelnym. Napriklad, pokud
by pomér Ar/a byl 1072 (tedy 1 %), tak pomér (Ar/a)? by byl 10™%, coz je jiz za-
nedbatelny zlomek. Z toho, Ze je vychylka mald, tedy vime, ze Ar/a je velmi malé
&islo a (Ar/a)? lze ve jmenovateli oproti jedniéce zanedbat. Rovnici pro zrychlenf
tedy muzeme upravit nasledovné

2kq?

AF = — BAT.
ma
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Tato rovnice ndm piipomind rovnici pro harmonicky oscildtor a = —(k/m)Ax,
kde k je tuhost pruziny, m je hmotnost zavazi, a je zrychleni zdvazi a Az je jeho
vychylka z rovnovazné polohy. Pro ihlovou frekvenci harmonického oscildtoru wy
potom plati

wh =14/ —.
m

Tohoto feseni vyuzijeme pro nasi rovnici a muzeme psat, ze frekvence kmitu pri
malé vychylce bude
[ 2kq?
w = q3 .
ma

Jaky by byl svét, ve kterém by byly stejné hodnoty fundamentalnich fyzikalnich
konstant, jenom rychlost svétla by byla pouze ¢ = 1000km-hod~'? Jaky by byl
takovy svét pro zZivot na Zemi, zivot lidi? A bylo by viibec mozné, aby v takovém
sveté existovali 1idé?

Uloha I.P ... rychlost svéta

Toto riesenie nebude vobec uplné. Totiz rychlost svetla je konstanta, ktord sa vy-
skytuje vSade. A ked sa povie vSade, tak sa to prejavi skuto¢ne v tolkych aspektoch,
ze by sa na to dala napisat celd hfba knih. A veru to sa i stalo. Teoreticky fyzik
George Gamow sa snazil v sérii knth Pan Tompkins. .. popularizovat modernd
vedu verejnosti. V prvej knihe Pan Tompkins v 7i5i divi (1940) sa snazi pribli-
zit aspekty Specidlnej a vSeobecnej tedrie relativity vykreslenim sveta pri zmene
rychlosti svetla o niekolko radov.

A préve to je prva oblast, ktorej aspekty by nds napadli, Ze sa objavia pri zmene
rychlosti svetla. Ved rychlost ¢ = 1000km-hod~! ~ 278 m-s~! uZ je porovnatelna
s rychlostami, s ktorymi sa stretdvame a dokonca niektoré ju prevysuja. Auta na
dialnici dosahuja rychlosti 130 km-hod ! (povedzme si na rovinu, niektoré i viac),
¢o je zaroven aj priemerna rychlost oblacnosti nad krajinou. Rychlost zvuku je
priblizne 1200km-hod™!. Dopravné lietadls dosahuji maximélne rychlosti prave
okolo 1000 km-hod ™!, raketoplany dokonca 28 000 km-hod~!. Geostacionarne dru-
Zine oblietaji Zem rychlostou 11000 km-hod ™! a niZSie druzice sa musia pohybo-
vat rychlejsie, aby sa udrzali na drahe, a to rychlostou priblizne 28 000 km-hod™*.
Rovnako rychlost rotécie Zeme na rovniku je priblizne 1700km-hod™! a Zem sa
dokonca pohybuje okolo Slnka priemernou rychlostou 107 000 km-hod~?.

Kedze podla Specidlnej tedrie relativity sa hmotné objekty nemézu pohybovat
rychlejsie ako rychlost svetla, je jasné, ze by to na Zemi nemohlo vyzerat rovnako.
Ked zacnete zrychlovat a priblizovat sa rychlostiam porovnatelnym rychlosti svetla
(napriklad jadzou v aute po dialnici), zani sa rozmery sveta v smere pohybu
skracovat podla vztahu
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kde lp je p6vodny rozmer v smere pohybu, v je rychlost pohybu a I je novy kratsi
rozmer. A zéroven bude sa vam ubiehat ¢as pomalSie, nez Tudom na Zemi a to cez
vztah

t=tor]1l — —,

kde to je cas ktory ubehne ITudom na Zemi a t je cas, ktory prezijete v aute. Pre
naseho cestného pirata je to priblizne skratenie rozmeru a casu o 1%.

Dalsim javom, ktory bude pri takejto rychlosti badatelny, je Dopplerov jav.
Vravite si, ze ved Dopplerov jav je aj tak bezne pozorovat pri sanitkach a podobne?
No ale tentokrat ho budete moct pozorovat aj pri svetle. Veru tak, pri pohybu od
zdroja svetla sa vdm budu vlnové diiky predlzovat a smerom ku zdroju skracovat.
Co znamen4, ze sa bude menit farba svetla, ktorti uvidite. Vlnova dizka sa bude

menit podla vztahu
A= oy 2,
c+v

kde A je pozorovand vlnova dizka svetla, Ao poévodna vinova dizka svetla a v rych-
lost pohybu ku zdroju. To znamend, Ze nas cestny pirat, ktory ide rychlostou v =
= 130 km-hod ™! smerom ku kriZovatke, na ktorej svieti jasna Gervené vlnovej diz-
ky Ao = 640 nm, tak vid{ jasnd zelent vlnovej dizky A = 560 nm a cez krizovatku
v spokojnosti prejde. Asi vacsie prekvapenie budd mat soféri, Co namiesto zelenej
uvidia na semafore modru farbu.

No ale ked sa uz len pozrieme na rychlosti makrosveta i mikrosveta, tak je
nasa nova hranica rychlosti svetla mnohokrat prekracovana a Casto i o niekolko
radov. Preto bude svet vyzerat inak. M4 vobec zmysel rozmyslat, ako bude vyzerat?
Budeme tu moct existovat? Nuz ani velmi nie. Ked sa pozrieme na Schwarzschildov
polomer R, ktory vyjadruje kriticky polomer, pri ktorom prechadza teleso v ¢iernu
dieru. Ten zavisi podla vztahu

_2GM
=3

R

)

kde G je gravitacnd konstanta a M je hmotnost telesa. Pre Zem hmotnosti Mz =
= 5,97-10%* kg dost4vame priblizne polomer Rz = 1-10” km, &o je poznatelne viac,
nez skutoény polomer Zeme. Nasa planéta by bola ¢ierna diera. A ¢oby len Zem,
i Slnko by bolo ¢iernou dierou. Pomaly sa naskyté otédzka, ¢o by nebolo ¢iernou die-
rou. Tak skiisime odhadnut velkost objektov, ktoré sa nepremenia v ¢iernotu. Uva-
7ujme teleso gulového tvaru polomeru R a odhadnutej hustoty ¢ ~ 5000 kg-m~>.
Hmotnost takého telesa m teda bude

4
m=Vpo= §KR397

kde V je objem telesa, gule. Dosadime do Schwartzschildovho vztahu, polozime
Schwartzschildov polomer polomeru telesa a vyjadrime polomer. Dostaneme

3c?
8noG

~ 170km,
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¢o znamend, ze planéty, planétky, asteroidy a iné vesmirne skaly vécsie ako tento
polomer sa premenia na ¢ierne diery. I nasa hviezda Slnko, ¢o by znamenalo, ze by
nebol ani zdroj svetla, ktory je pre existenciu nasho zivota dolezity.

Otézka je rovnako, ako by sa spraval vesmir. Vyvoj vesmiru sa da predpovedat
Einsteinovymi rovnicami pola zo vSeobecnej tedrie relativity. Samozrejme, to uz je
ind partia. Ako sme uz videli v pripade ¢iernych dier, tak zmensenie rychlosti svetla
sa da chapaf ako relativne zvysenie gravitacnej konstanty alebo skor relativne
zvysSenie Ucinnosti gravitacie. Preto mézeme odhadnitf podobny efekt na vyvoj
vesmiru. Vo vesmire so silnejSim prejavom graviticie, by sme sa mohli dostat ku
uzatvorenému typu vesmiru, ktory ¢asom moze skoncit velkym kolapsom.

Samozrejme zmena rychlosti svetla by mala vela prejavov v beznom Zivote
i existencii zivota. Preto pri hodnoteni rieseni som uznéval rozumné mnozstvo
javov, napaditost a jedinecnost.

Uloha 1.1 ... Twix

Tyc¢inka Twix obsahuje 32 % polevy. Jde o vdlecek priuméru 10 mm. Neuvazujte
polevu podstavy. Jak je poleva tlusta?
Bonus Uvazujte lepsi model tycinky.

V tloze budeme pocitat s objemovymi procenty, ackoliv idaj na obalu tycinky
bude spise hmotnostni — vypocet by nebyl o moc slozitéjsi, jenom bychom museli
znét (pravdépodobné zméfit) hustotu pouzité ¢okolady, karamelu a susenky.

Podle zadani ma tycinka polomér » = 5 mm. Uvazujme, ze ty¢inka ma délku h,
polomér vnitiku (tedy toho, kde neni poleva) 7; a poleva mé tloustku ¢ (takze
plati » = r; + ¢). Objem polevy se spo¢itd jako

Vp:hn(r2fr12):hn(r2f(r7t)2),

objem celé ty¢inky pak Vr = hnr?. Mezi témito objemy plati vztah V, = PVr,
kde P = 0,32 je pomér, ktery mame zadén.
Dosadime-li do tohoto vztahu objem polevy a tycinky, dostaneme

r?—(r—t)?=Pr?.

Odtud vyjadiime tloustku polevy jako
t=(1-vV1-P)r= (1 - ,/0,68) r=0,88mm.

Pro vyreseni bonusu je nejlepsi koupit si tycinku a podivat se, jak vypadé,
abychom védéli, co mame vylepsit. Pozorujeme, ze tycCinka pfipomina spis kvadr
nez valec. Rozkrojime-li ty¢inku postupné podél vSech os, vSimneme si, ze poleva
neni jen na povrchu tycinky, ale déli ty¢inku na dvé ¢asti — susenku a karamel. Jako
vylepSeny model tedy zvolime tvar, jez muZeme, i s prifezem (a oznacenim) vidét
na obrazku. Uvazujme, Ze tyCinka je politd ¢okolddou celd (tedy ze vSech stran),
ze tloustka polevy je vsude stejnd a ze tloustka susenky je stejnd jako tloustka
karamelu. Zaoblené rohy a vlnky na polevé uvazovat nebudeme.
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—al

a

Obr. 2: Tyc¢inka Twix.

Objem celé ty¢inky je Vr = abe, objem polevy je V, = abc — 2(a — 2t)(c — 2t)d,
kde b = 2d+3t. Mezi témito objemy plati vyse uvedeny vztah, do kterého dosadime,
po upravé dostaneme kvadratickou rovnici pro ¢

—8dt* + (3ac 4 4ad + 4cd — 3acP)t — 2acdP = 0.

Odtud mizeme spocitat ¢ pomoci znadmého vzorecku pro kotfeny kvadratické rov-
nice (vybereme spravny kofen)

_ —B++VB?—-4AC
N 2A '
kde A = —8d, B = 3ac + 4ad + 4cd — 3acP, C = —2acdP.

Kdyz si ty¢inku (pfiblizné) pfeméfime, zjistime, ze ¢ = 17mm, ¢ = 140 mm,
d = 5mm, a odtud muzeme spocitat tloustku polevy jako t = 0,96 mm, coz oprav-
dové tycince vcelku odpovida, nicméné vysledek neni prili§ odlisny od jednoduché-
ho modelu.

t

Uloha 11.2 ... létavé dfevo

Maéme drevénou kulicku ve vysce h = 1m nad Zemi o poloméru Rz = 6378 km
a hmotnosti My = 5,97 - 10** kg. Kuli¢ka m4 polomér r = lcm a je ze drieva
o hustoté ¢ = 550kg-m~3. Predpoklidejte, 7e Zemé mé naboj Q = 5C. Jaky
naboj g by musela mit kulicka, aby se mohla vznaset nad Zemi? Jak tento vysledek
zavisi na vysce h?

Aby se kuli¢ka mohla volné vznédset, musi platit podminka, ze vyslednice puisobicich
sil je nulové. Pusobici sily jsou v nasem pripadé dvé — gravitacéni a elektrostaticka.
To, ze Zemé rotuje, nds v tomto pripadé nijak neomezuje — predpokladame-li,
ze Zemé je homogenni koule, kulicku nic nenuti setrvdvat nad jednim mistem na
Zemi, nemusime se tedy zamyslet nad pritomnosti odstiedivé sily. Déale je vhodné
predpoklddat, ze ndboj je na Zemi rozlozen symetricky kolem stfedu.

Potom miizeme velikosti gravitacni a elektrostatické sily polozit sobé rovné

1 @_ Mzm
47‘[60 d2 - d2 ’

22



Resent teoretickych tloh

kde € je permitivita vakua, G je gravitacni konstanta, ) resp. ¢ je ndboj Zemé
resp. kulicky, Mz resp. m je hmotnost Zemé resp. kulicky a d je obecné vzdalenost
dvou téles, které na sebe silové piisobi.

Ze mna obou stranich rovnice opravdu vyjadiuje d stejnou veli¢inu, zjistime
ze slupkového teorému. Ten tvrdi, Ze gravitacni pole vné tenké kulové slupky je
stejné, jako kdyby veskera jeji hmota byla soustfedéna v jejim stredu. Kouli si pak
miizeme predstavit jako soucet mnoha takovych slupek. Podobny slupkovy teorém
plati i pro elektrostatické silové puisoben{ (pfimo vyplyvéa z Gaussova zdkona), coz
je velice vyhodné — nemusime Tesit, jestli je ndboj na Zemi rozlozen rovnomérné
po povrchu nebo v celém objemu (a tedy zamyslet se nad tim, jak dobry je Zemé
vodi¢), sta¢i nam predpoklddat, Ze ndboj je rozlozen symetricky kolem stfedu.
Vidime, ze obé strany rovnice jsou nepifmo tmérné d?. Vysledns hodnota ¢ tedy
jisté nebude zavisl4 na d.

Z vyse uvedené rovnice pak jednoduse vyjadiime

_ A4neoGMzm
—0
Zbyva dosadit za m

4 3
m=—-nro,
3 4

kde 7 je polomér kulicky a g je jeji hustota. Pak dostaneme vysledny vyraz

q= 3Q )

do kterého dosadime ¢ = 8,85-10""2F-m~* a G = 6,67- 10 N-m?.kg 2.
Spravny vysledek je potom ¢ = 20,4 C.

Uloha I1.3 ... tyrani pistu

Ma&me nadobu o konstantnim priirezu, kterd obsahuje idealni plyn a pist ve vysce h.
Pist nejprve rychle (tzn. prakticky adiabaticky) stlacime do vysky h/2, podrzime
ho, nez nastane tepelna rovnovaha s okolim, a pak ho pustime. Do jaké vysky pist
vystoupa ihned? Do jaké vysky vystoupa za dlouhou dobu? Nakreslete pV diagram.

Najprv si uvedomime celkom zjavnu vec. Ked mé nadoba konstantny prierez .S,
tak jej aktudlny objem V, je priamo imerny aktualnej vyske piestu ha

Va = Sha . (3)

Stav plynu v nddobe budu charakterizovat stavové veli¢iny: objem V', tlak p a tep-
lota T'. Plyn presiel nasledujicim procesom. Na zaciatku bol v stave 1 s piestom vo
vyske h. Potom presiel adiabatickym stla¢enim do stavu 2 s piestom vo vyske h/2
(objem sa zmensil, tlak a teplota zvysili). Potom sa izochoricky ochladil na okoliti
(pociatoéntt) teplotu do stavu 3 (objem sa nemenil, teplota i tlak klesli). Uvolne-
nim piesta sa adiabaticky roztiahol na okolity tlak do stavu 4 (objem stipol, tlak
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a teplota klesli). Nakoniec sa izobaricky zohrial na okoliti teplotu do stavu 5 (tlak
sa nemenil, teplota a objem stupli).
Idedlny plyn sa sprava podla stavovej rovnice

piVi = nRT;, (4)

kde i je index pre rézne stavy. Latkové mnozstvo plynu n sa v naddobe nementi,
preto je pre vsetky stavy rovnaké a nemusi sa Specifikovat indexom.

Najprv si ukazeme, ze stavy 1 a 5 sa tie isté. V stave 1 mal plyn stavové
veli¢iny p1, V1 a 11 a spiflal stavova rovnicu ({). Potom, ¢o plyn presiel jeden
vy$Sie popisany proces, sa teplota plynu vyrovnala s okolim (75 = T1) a tlak plynu
bol rovnaky ako okolity (ps = p1). Podla stavovej rovnice (g) musi teda byt aj
objem rovnaky Vs = Vi a stavy 1 a 5 st rovnaké. Vieme teda povedat, ze po dlhom
Case vystupa piest na poévodna vysku h.

25 | \\
L |
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Obr. 3: Relativny pV diagram cyklu plynu v nddobe pod piestom.

Aby sme zistili, do akej vysky vystipi piest ihned, potrebujeme vediet, z akého
stavu sa adiabaticky roztahuje. V stave 3 je teplota rovnaka ako teplota okolia
(T5 = T1) a piest drzime v polovi¢nej vyske, preto bude aj objem poloviény oproti
pociatoénému (Vz = Vi/2). Pouzitim stavovej rovnice ({) vieme dopocitat, ze tlak
bude dvojnésobny oproti okolitému (ps = 2p1).

Zo stavu 3 sa plyn adiabaticky rozopne na okolity tlak (ps = p1). Pri adiaba-
tickom deji plati

p?}‘/;i = p“‘/lllA€ )
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kde k je Poissonova konstanta plynu. Dosadenim vyrazov p3, V3 a ps a vyjadre-
nim Vj, dostaneme

K

Vi=Vi 27

KedZe st objemy plynu a vysky priamotmerné podla (E), vieme povedat, do akej
vysky ha piest vystipa
1—k
ha=h-2"% |,

¢o vychadza napriklad pre vzduch (k = 1,4) priblizne 82 % povodnej vysky h.
Ked si cely proces vykreslime v pV diagrame, dostaneme cyklus ako na obraz-
ku
pV diagram je urobeny pre dvojatémovy plyn (vzduch). Tlak i objem su vyja-
drené relativne vzhladom na pociatocné podmienky.

Uloha 1.4 ... hv&zdna velikost Mé&sice

Je znamo, ze Meésic v tipliiku ma zdanlivou hvézdnou velikost priblizné —12 mag
a Slunce na denni obloze zase —27mag. Pokuste se odhadnout, jakou hvézdnou
velikost ma Mésic tésné pred zatménim Slunce, pokud vite, ze albedo Zemé ¢ini 0,36
a albedo Mésice 0,12. Predpokladejte, Ze svétlo se po odrazu rozptyluje stejnym
zplisobem na povrchu Zemé i Mésice.

Prvné si musime uvédomit, jakym mechanismem je vlastné Mésic tésné pred za-
tménim Slunce, tedy v novu, osvétlen. Kdo uz slysel o tzv. popelavém svitu, ten
vi, Ze je to zpusobeno svétlem odrazenym od Zemé.
Svételny tok dopadajici na Zemi od Slunce je
_ LsnRj

L =
! 4rna?

kde Lg je svételny tok jdouci od Slunce, a je vzdéalenost Zemé od Slunce a Rz je
polomér Zemé.

Ted nastavéa dalsi zadrhel. Pro urceni svételného toku dopadajictho na Meésic
musime védét, s jakym albedem mame pocitat. V astronomii se pouzivaji dvé
albeda:

¢ Bondovo albedo — udava pomér mezi celkovou odrazenou a dopadajici inten-

zitou svétla

o geometrické albedo — udévd pomér mezi jasnosti télesa pri nulovém fizovém

thlu® a jasnosti disku o stejném pruameéru, ktery je natocen kolmo k pozoro-
vateli a svétlo rozptyluje Lambertovsky*.

Bondovo a geometrické albedo se lisi pouze o multiplikativni konstantu, kterd
z4visi na typu rozptylu. Navic se o (jinou) multiplikativni konstantu 1is{ i svételny
tok dopadajici na Lambertovsky disk a svételny tok od néj rozptyleny do urcitého
sméru. Protoze je v nasem pripadé fazovy thel nulovy jak v pripadé Zemé, tak

8Uhel mezi smérem dopadajiciho paprsku a smérem k pozorovateli.
9Rozptyl je Lambertovsky tehdy, kdyz se svétlo odrazi izotropné a jeho intenzita je imérna
kosinu fazového dhlu.
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i Mésice, a u obou téles nastava stejny typ rozptylu, mizeme veskeré tyto konstanty
shrnout do jedné, kterd bude stejnéd pro Zemi i pro Mésic a bude nam v dalSich vy-
poctech jedno, jestli je zadané albedo geometrické, nebo Bondovo. Tuto konstantu
si oznac¢me k.

Pak bude svételny tok dopadajici na Mésic

_ AzkLinR3,

L
2 2nr2 ’

kde Az je albedo Zemé, Ry polomér Mésice a r vzdélenost Mésice od Zemé.

V citateli je povrch polokoule, protoze ,za Zemi“ se svétlo nerozptyli, v zdsadé

jsme tam ale mohli dat klidné povrch koule, nebo ¢tvrtkoule, ona dvojka by se

akorat zahrnula do k. Pak ho ale musime ve vSech vypoctech pouzivat stejné.
Svételny tok dopadajici od Mésice znovu na Zem je

_ AukLonRy | AvAzk’ Ry R
B 2mr? - 4rt '

L3

7 Pogsonova vztahu urc¢ime vyslednou hvézdnou velikost Mésice tésné pred
zatménim
Ly
- =25log;y —,
m ms glO L3
AnAzk® Ry Ry,
4rd ’

m =ms — 2,5logy, (5)
kde mg je zdanliva hvézdna velikost Slunce.

Zbyva urcit konstantu k. Musime najit situaci, kde zndme vyslednou hvézdnou
velikost, kde vystupuji odrazy pouze u Zemé nebo Meésice a vSechny fazové thly
jsou nulové. Nabizi se hvézdna velikost Mésice v tiplnku

LsnR% 4r(a+1)? 2nr? )

— =251
MM TS = 2950810 < 4ra? Lgk AmnRZmRZ,

Opravnéné mizeme polozit (a + r)? ~ a?, pak méme

272
mm —ms = 2,5logg ——=5—
M S ) g10 kAMRi/[ )

_ 2T2 100,4(ms—mM)
AnEZ,

Pokud dosadime zpét do vztahu (a), dostaneme vysledny vzorec

Az R2

m = 2mm — ms — 2,5log,, ——5- .
M S €10 AuRZ,

Po dosazeni vyjde m = —1,0 mag.
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Uloha Il.5 ... kelimek na vodé

Kuzel obraceny podstavou vzhiiru miize drzet ve vzduchu na strikajicim proudu
vody, ktery vychazi ze zemé s konstantnim hmotnostnim priitokem a pocatecni
rychlosti vo. V jaké vysce nad zemi se bude kuzel v rovnovaze vznaset?

Bonus Vysetrete stabilitu kuzele v této poloze.

Oznac¢me hmotnost kuzele jako M, polomér podstavy kuzele r, jeho vysku h a jeho
vrcholovy thel 2a, kde tga = r/h.

Zamérme se nejdrive na proud vody stiikajici ze zemé. Aby byla tloha jedno-

duse resitelna, zavedeme nasledujici predpoklady.

e Proud ma u zemé horizontalni fez ve tvaru kruhu. Z axidlni symetrie pro-
blému je potom zfejmé, ze prutez proudu zustane kruhovy ve vSech vyskach
nad zemi.

e Osa kuzele souhlasi s osou symetrie vodniho proudu.

e Rozméry kuzele jsou dostatecné malé, abychom si mohli dovolit polozit ho-
rizontélni slozku rychlosti proudu v okoli kuzele rovnu nulet

e Tlak v celém proudu vody je ptiblizné konstantnit

Oznacime-li vo rychlost vodniho proudu u zemé, vidime ze zdkona zachovani

energie (pfipomenme, ze tlak vody v celém proudu povazujeme piiblizné za kon-
stantni), Ze jeho rychlost ve vysce H nad zemi v okol{ osy proudu bude

v(H) =+/v3 —2Hg,

a tedy, ze jednotkou vodorovné plochy ve vysce H protece za jednotku ¢asu hmot-
nost u(H) = pv(H), kde g jsme oznadili hustotu vody (zde pro zménu uplatiiujeme
predpoklad o nulové horizontalni slozce rychlosti proudu). Rovnéz vidime, Ze pro

v

méame v(Hm) = 0. Voda ale nékam odtéct musi, takZe pro mista pii vrcholu proudu
nés predpoklad o nulové horizontalni slozce selhava. Budeme tedy uvazovat pouze
ptipad, kdy se kuzel nenachézi v blizkosti vrcholu proudu.

Déle si musime zvolit model srazky proudu s kuzelem. Poslouzi ndm ptiblizent,
kdy budeme pozadovat zachovani slozky rychlosti proudu, ktera je tecna k povrchu
kuzele (tedy zadné tfeni). Pro normalovou slozku pak uvdzime obecny pfipad ne-
pruzné srazky, kdy v, = ev, (v resp. v, znaéi normalové rychlosti pfed srazkou
resp. po srdzce a 0 < e < 1 je koeficient restituce). Ve skutecnosti je to skoro
jisté o hodné slozitéjsi a museli bychom se ponotit do studia mechaniky kontinua,

10 Jelikoz o&ekavame, ze vertikalni slozka rychlosti proudu bude s rostouci vyskou klesat, bude
se dle rovnice kontinuity proud rozsifovat a rychlosti elementi vody budou obecné mit nenulovou
horizontélni slozku. Tato horizontdlni slozka vsak zfejmé bude klesat smérem k ose symetrie,
kde musi byt nulova.

Hpokud bychom se rozhodli fesit problém exaktné pomoci rovnic pro nestlacitelnou tekutinu
v homogennim gravita¢nim poli, mohli bychom zjistit podminky, za kterych je tento predpoklad
splnén. To zde ovSem délat nebudeme, nebot je to vysoce nad rdamec toho, co by i Sikovny
stfedoskoldk mél zvlddnout.
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vvvvvv

to se ani nebudeme snazit zapocitavat jiné sily pusobici na kuzel (hydrostatickou,
vztlakovou apod.) nez tihovou silu a reakci na srdzkou s proudem vody.

Pti vypoctu sily, kterou proud vody pusobi na kuzel, postupujeme tak, ze si
plochu plasté rozsekame na koaxidlni prstynky o poloméru x = ytga, kde pro-
jekee jejich sitky do vodorovné roviny (aneb Géinny prifez ve vertikdlnim sméru)
je tg ady. Za jednotku casu potom na plochu jednoho prstynku dopadne element
vody o hmotnosti

dm = 2rnzu(H + y) tg ady dt = 2rnyu(H + y) tg? ady dt,

jehoz rychlost se pfi srdzce v normélovém sméru zméni o (1 + e)v(H + y)sino.
Z druhého Newtonova zdkona pak ihned vime, zZe na plochu prstynku pisobi v nor-
malovém sméru sila o velikosti

dF, =2n(1 +e)sinatg® ap(H + y)v(H + y)y dy.

Integrujeme-li tuto silu po povrchu kuzele, zjistime, ze horizontalni slozky se ndm
vyrusi a zbude ndm pouze celkova vertikalni sila pisobici na kuzel, jejiz velikost
vyjde (dosazujeme za p(H +y) a v(H +y))

h
Fiers = 2mo(1 + €) sin? o tg? a/ (vg —2gH — ng) ydy,
0

kde predpokldadame, ze se kuzel nenachézi pobliz vrcholu proudu a tedy, ze voda
dopadd na cely jeho plast. Po trividlni integraci pak dostédvame
ve 2
Foert = 2ngh2(1 +e) sin? atg2 o <20 —gH — 3gh) .
Pro rovnovaznou vysku nad zemi Heq plati (porovndme Fiert s tthovou silou piso-
bici na kuzel Mg, ze symetrie je rovnéz ziejmé, ze vysledny moment sily ptsobici
na kuzel je automaticky nulovy)

2, M
3 2noh? (1 +e)sin? atg? o’

2

Vo

Heq = 2

eq 29

neboli po dosazeni Hy, = v3/2g a Seg = nr? = nh? tg? a (Géinny prifez kuzele ve
vertikdlnim sméru),

2 M

Hoo = Hn— =-h— .
q 3 208 (1 + €) sin?

(6)

Selsky rozum ndm iiké, ze Heq by méla rust s rostouci vo (ekvivalentné s ros-
touci Hm), klesat s rostouci M, rust s rostoucim e, rust s rostoucim Sex a také
ze Heq < Hp. Viechny tyto vlastnosti vztah (E) splituje, coZ je pro nas znamenim,
Ze jsme na spravné cesté.
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Skutecné, pokud nevychdzi Heq =~ Hyy, je nas predpoklad, ze se kuzel nenachézi
pobliz vrcholu proudu, validni a vztah EH) muzeme povazovat za nas konecény vy-
sledek. Zvolime-li pfiblizné kritérium platnosti této podminky jako Heq < Hm — h,
pak tato podminka prestava platit pro

> 3M

~ 208 (1 +€)sin®a

Tuto nerovnost muzeme vycislit pomoci predem definovanych parametri problému.
Pokud zjistime, Ze neplati, selze nas predpoklad o nulovosti horizontalni slozky
rychlosti proudu a my musime pfistoupit k exaktnimu feseni problému. Jak jsme
ale napsali vyse, to zde provadét nebudeme.

Na zavér se pokusme adresovat otdzku stability takovéto rovnovazné polohy
(pfedpokldddme zjednodusujici podminky zminéné vyse).

Nejdrive, z predpokladané symetrie vii¢i horizontalnimu posunuti, je zfejmé,
ze rovnovazna poloha je indiferentni vici horizontalnim vychylkdm translacniho
charakteru™ Stejné tak je poloha indiferentni vici malym pootocenim kolem osy
kuzele (axidlni symetrie problému).

Déle, vychylime-li kuzel o malou vzdalenost 1 ve vertikdlnim sméru, mame
velikost vyslednice sil ptisobicich na kuzel

h

2
F= Mﬁ:QQSeff(1+e)sin2a (gHm —gHeq — gn — ggh> — Mg,

coz po dosazeni za Heq dava
M = — [2995’63 (1 + e) sin® a] n,

kde k = 2g0Seg(14-¢€) sin® a > 0, takze sila je namifena proti vychylce a rovnovazna
poloha je tedy stabilni. Rovnou muzeme rovnéz odecist tthlovou frekvenci kmita
kuzele kolem rovnovazné polohy w = /k/M, kde k je definované vyse.

kolmé na osu kuzele (ihel méfime od sméru vzhuru). Nakreslime-li si prehledny
obrazek, na kterém si pootoceny kuzel rozdélime vertikdlni rovinou kolmou na

pootoceni, vétsi nez Géinny priurez opacné ¢dsti (navic, ve sméru pootodeni dopadéd
proud na kuzel vice kolmo, takze se vertikalni slozka hybnosti pfendsi efektivnéji).
Vysledny moment sily je tedy namifen proti sméru pootoceni a poloha je tedy
stabilni vuci vychylkdm tohoto druhu (pfi pootoceni rovnéz mirné klesne celkovy
ucinny prifez, takze kuzel klesne ve vertikdlnim sméru, ale jak jsme ukazali vyse,
poloha je ve vertikdlnim sméru stabilni). Pro vétsi vychylky pak predpokldddme
pritomnost druhé, labilni, rovnovazné polohy.

12pfestaneme-li ignorovat horizontalni slozku rychlosti, tato symetrie ndm zmizi a je navic
ziejmé, ze takovéto vychylky budou labilni, nebot ve sméru posunuti budou vektory rychlosti
proudu natocené vice od kolmice k povrchu plasté kuzele (a hybnost se bude prendset méné
efektivnéji, viz faktor sin? a v () a naopak, na druhé strané budou vektory rychlosti proudu
natocené vice ke kolmici, takze se hybnost bude prenédset efektivnéji. Vyslednd horizontalni sila
na kuzel tedy bude podporovat vychylku v rastu.
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Uloha Il.LP ... Temelinska

Odhadnéte, kolik jaderného paliva se spotiebuje v jaderné elektrarné na 1 MWh
elektrické energie, kterou spotrebuji lidé az v domacnosti. Srovnejte to se spotrebou
paliva v tepelné elektrarné. Nezapomerite uvazovat vsechny mozné ztraty.

Bonus Uvazte i energii, kterd se spotiebuje pri tézbé a prepravé potrebnych su-
rovin.

Ulohu si rozdélime na t¥i &asti: vyrobu energie, rozvod energie a bonus — pfiprava
a prenos paliva. Ulohu budeme fesit pro Ceskou republiku a zanedb4dme propojeni
sité se sousednimi zemémi.

Nejdiiv zjistéme, kolik jaderného paliva je potieba na dodani jednoho MWh
do elektrické sité. Jadernd elektrarna Dukovany roc¢né vyrabi zhruba 14,4 TWh,
v kazdém_ze 4 jejich bloki se nachazi zhruba 42t paliva a rocné se jedna pétina
vymeénujet? Spotfeba paliva s; je tedy

roc¢ni spotfeba paliva v kg
ro¢ni vyroba v MWh

sj = =23-10 kg MWh™".
Miuzeme predpokladat, ze tato hodnota bude obdobnd i pro JET, takze tato hod-
nota bude platit pro veskerou jadernou energii v CR. Je ale nutno mit na paméti,
ze se jednd o energii dodanou do sité, ne do domdcnosti (coz je predmétem tlohy).
Pro odhad spotieby paliva na 1 MWh v tepelnych (uhelnych) elektrarndch vy-
jdeme z tdajt pro rok 2010, kdy se v uhelnﬁh elektrarnach spole¢nosti CEZ spo-
tfebovalo 2,7-10'% kg hnédého i ¢erného uhlitd a vyrobilo zhruba 29 TWh elektrické
energie™ Potom je spotfeba na megawatt

sy = 1100kg-MWh™".

Rozvodnou sit si rozdélime na dvé ¢asti: sit prenosovou a sit distribuc¢ni. Preno-
sové soustava prendsi elektrickou energii na velké vzdalenosti do rozvoden. Funguje
zpravidla na napétich fadové stovky kV a v CR ji provozuje zejména spolecnost CE-
PS, a. s. Distribuéni sit zajistuje distribuci elektfiny koncovym uzivatelaim. V CR
pracuje na hladinidch 110kV, 20kV a 0,4kV, provozuji ji zejména spole¢nosti CEZ,
E.ON a PREdistribuce (Prazskd energetickd).

Nez se pustime do odhadovani ztrat prenosové soustavy, ujasnéme si nékolik
fakta. Elektrony jako ¢astice nemaji vlastni identitu a tim méné ji mazou mit je-
jich gradienty generujici napéti. Protoze je prenosova sif spojitd, nelze rici, energie
z které elektrarny dorazila kam, nebo kolik energie z dané elektrarny se preménilo
na Jouleovo teplo. Odhady ztratovosti jaderné ¢i uhelné elekttiny jsou tedy pouze
ptripodobnéni= Vytvorme si tedy zjednodusujici model prenosové soustavy. Proudy

13 http://cs.wikipedia.org/wiki/Jaderna_elektrarna_Dukovany

http://www.cez.cz/edee/content/micrositesutf/odpovednost2011/cs/environment/
vyroba-tezba-a-vystavba.html

Lhttp://cs.wikipedia.org/wiki/Seznam_tepelnjch_elektraren_v_Ceskd

16Spise je tim mysleno, jak by se zménily ztraty pienosové sité v poméru k vykonu elektrarny,
kdyby tato elektrarna byla ze sité vyjmuta a v urc¢itém okruhu okolo elektrarny by doslo ke
snizeni odbéru odpovidajicimu vykonu elektrarny.
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v této soustavé se tidi pravidlem nejmensiho odporu, tzn. rozdéli se tak, aby méri-
telny odpor (pro AC impedance) byl co nejmensi= Déle predpoklddejme dokonale
symetrickou a dostatecné hustou pfenosovou sit a homogenni rozdéleni spotieby
energie. Vyjdeme-li z tohoto, dostali bychom rozdéleni spotiebitelti energie z dané
elektrarny, kde by vzdalenéjsi spotiebitelé spotfebovavali méné. V nasem modelu
toto rozdéleni nahradme kruhem, kde energii dodava vyhradné dand elektrarna,
kde celkova spotieba se rovna vykonu elektrarny.

Na strankich CEPSul® lze nalézt mnozstvi zajimavych tdaji a informaci véet-
né aktudlnich dat tykajici se doddvani, rozvodu a regulace energie. K odhadnuti
ztratovosti jaderné, resp. uhelné energie v siti je vice, prezentovat tu budu pou-
ze jeden. Mj. se z téchto stranek da zjistit, kolik energie bylo celkové prenese-
no a kolik ztraceno™ Tato data odpovidaji procentudlni ztratovosti prenosové si-
t& p=0,0131 = 1,31 %, coz je redlnd hodnota. Tim ale nemdme vyhrdno, protoze
hustota produkce energie neni homogenni a mezi jadernymi a uhelnymi elektrar-
nami jsou v tomto sméru velké rozdily. Konkrétné je tim mysleno, ze jadernych
elektriren je méné, za to jsou vykonnéjsi (ve smyslu 1 JE vs. 1 UE). Aplikujme ten-
to poznatek na nas model prenosové sité. Procentualni ztratovost vedeni je primo
umérnd délce vedeni. Z toho ale vyplyva, ze ztratovost nasi prenosové soustavy pro
danou elektrarnu je pfimo tmérna vazené-prumérné vzdalenosti jejiho odbératele.
Plati tedy

f "onr?dr 9
pi ~ ‘ll““‘g“‘* = 3

g
kde p; je procentudlni ztratovost prenosové sité pro elektrarnu i. Zaroven ale plati

Ti,

i~ P,
kde P; je vykon elektrarny i. Dtisledkem tohoto
pi~ri ~ V.

Procentudlni ztratovost urcité skupiny N elektraren py potom bude
N N 3
dopiPi PP

_ Pztréty i ~ i

b Py N N

>P Xh

Daéle vyjdeme z tabulkyfE Tabulka predstavuje 80 % instalovaného vykonu tepel-
nych elektraren v CR. Znaéné &st zbyvajicich tepelnych i netepelnych elektraren
nemusi prenosovou soustavu viilbec vyuzivat. Dale velkou ¢ast vykonu netepelnych
elektraren tvori precerpavaci vodni elektrarny, které jsou v nasem modelu zanedba-
ny. Proto v dostatecném priblizeni mizeme tuto tabulku povazovat za kompletni

17 Jedn4 se pouze o jinou interpretaci Ohmova zdkona pro paralelni zapojeni.
8http://www.ceps.cz

Ohttp: //www.ceps.cz/CZE/Media/Stranky/Zajimava-cisla.aspx
20http://cs.wikipedia.org/wiki/Seznam_tepelnjch_elektraren_v_Cesku
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seznam dodavateld do prenosové sité. Tato data nyni vlozme do tabulkového edito-
ru a numericky spoc¢téme poméry procentudlnich ztratovosti a celkovych produkci
jadernych a tepelnych-nejadernych elektraren:

. P, .
Pu - 945 2% 2163,
p; P
7 definice potom urcité plati:
u Pu
_ celkové ztraty  puPut+piB 1+ I;Tj?j
" celkovy vikon P, +P " 1+ 2
J
odkud b
p'_pil—‘r?j p _P'pfu
L Pu Py’ N

z ¢ehoz ndm po dosazen{ vyjde p; = 0,020 = 2,0 %, p. = 0,009 = 0,9 %E

Co se tyce distribuc¢ni sité, na strankéach prislusnych spolec¢nosti lze opét zjistit
fadu zajimavych véci, bohuzel ale ne pocet uzli vedeni jednotlivych napétovych
urovni. Bez tohoto tdaje nejsme schopni provést kvalifikovany kvantitativni od-
had ztrdt a piimo tdaje o ztratich v distribu¢nich vedenich pro CR nebo jed-
notlivé provozovatele nelze jednoduse dohledat. Nastésti miuzeme predpoklddat, ze
na transformacni stanice z prenosové sité prichazi energie z jadernych i z uhel-
nych elektraren spolecné, tudiz ztratovost distribucni sité dj, resp. d, pro energii
z jadernych, resp. z uhelnych elektraren bude stejna.

Podle serveru http://www.indexmundi. com Cinila celkova procentualni ztrato-
vost pfenosové i distribuéni sité CR z v roce 2010 5,2 %. Pro ztratovost d distribuéni
sité tedy bude platit:

1-1-d1-p =2z = d:l—i_z

=0,04=4%.

Abychom dostali pozadované hodnoty a; mnozstvi paliva na energii spotie-
bovanou v domécnosti, musime hodnoty s; podélit ticinnostmi jednotlivych siti.
Konkrétné

Sj . -3 —1
aj=——3 —  2924.10 kg MWh ™!,
T A-p)(-d)
Su . —1
= —— % = 1200kgMWh ".
(1 —pu)(1—d)

Je vidét, ze se hodnoty lisi o témér Sest radl, 2 g jaderného paliva odpovidaji
zhruba tuné uhli.

21K tomuto se nejvice hodi sloupec ro¢ni vyroba energie. MiZzeme vypoéitat pouze poméry,
protoze nezname konstanty imérnosti zkoumanych zavislosti.

22pfedpoklidame hustou, stromovitou rozvodnou sit. Dalsi vadou v naich vypoétech je fakt,
ze ve ztratach prenosové sité jsou zapocteny i ztraty pri transformacich, ale pocet transformaci
neroste linedrné s délkou vedeni. Tento fakt priblizi obé ztratovosti blize priumérné ztratovosti.
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Tyto hodnoty udéavaji, kolik kg paliva musime spotiebovat, abychom do do-
macnosti dodali 1 MWh. Chceme-li ale zjistit skute¢né mnozstvi paliva, které zvysi
ptisun energie do domécnosti o 1 MWh, musime hodnoty a; upravit podle mnoz-
stvi energie, kterd bude spotiebovana pri ziskdvani, pfipravé a prepravé paliva.
Plati

1 _ 1 ) b = @i

biiai_ez = Zil—aiei’
kde b; jsou mnozstvi paliv ¢, které je treba pouzit, aby se prisun energie do do-
macnosti zvysil o 1 MWh; e; je mngstvi energie, kterd se spotrebuje ziskdvanim,
pripravou a prepravou 1kg paliva

Nicméné toto neni jednoduchy ikol. V pripadé uhli by se jednalo o zejména
energetickou naro¢nost tézby a prepravy, pro jaderné palivo se jedné o tézbu, néko-
likandsobny presun (astokrat na vzdélenosti tisicti kilometrt), filtrace a obohaco-
vani, nemluvé o energii spotfebované na bezpecnostni opatfeni a nasledné ulozeni
pouzitého paliva. B€hem vsech téchto procest dojde ke spotiebé Siroké skaly druht
energii od elektrické az po lidské zdroje. Znacnou ¢ast téchto energii budou tvorit
vSemozna paliva na bazi ropy. Na vyrobu a prepravu téchto paliv bylo kromé ropy
zapotrebi opét bohatého spektra dalsich typu energii. Vétsina potrebnych dat je
tézko dohledatelnd a i poté by to byl témér nadlidsky tkol. Zpusobi, jak se s timto
vyporadat, je opét nékolik, predvedeme tu jeden z nich.

Za zamysleni rovnéz stoji nédklady (energie + suroviny) na stavbu elektrdren
(které se pro ruzné typy elektraren rtzni). Zde jiz zélezi na pochopeni zadéni.
Dle naseho nazoru je tiloha pouze o provozu elektraren, nicméné zapocitani téchto
nékladd rozhodné neni chyba.

V lidské spolecnosti existuje jedna univerzalni entita, ktera slouzi k méfeni ruz-
né ulozenych energii, totiz penize. Pro srovnan{ energetické naroc¢nosti jednotlivych
paliv pouzijeme tedy jejich cenu.

Pramérné cena c. 1 MWh se v ¢eskych domécnostech v poslednich letech pohy-
bovala okolo hodnoty 4 600 K¢. Cena uhli ¢i jaderného paliva se lisi v zavislosti na
mnoha parametrech (mnozZstvi, vzdélenost, dodavatel. .. ). Pocitejme tedy cenu ja-
derného paliva pFiblizné 60 000 Ké-kg™! a cenu hnédého uhli zhruba 2 Ké-kg™'. Za
néklady na uskladnéni vyhotelého jaderného paliva budiz poé&itdno 50 K&-MWh™?,
které musi jaderné elektrarny odvadét do statem fizeného tzv. jaderného uctu.
Céstku odvadénou na JU za MWh prepoéitejme na kilogram pomoci poméru Sj
jaderného paliva na energii dodanou do sité. Cena jednoho kg jaderného paliva c; je
zhruba 81000 K¢. Plati:

1 C;
€ = — — —,
a; Ce
bi = Ci )
Cq
by = % =5,7-10 kg MWh ™",
J
by = z— = 2300kg-MWh ™.

23Jedn4 se o 1kg vysledného paliva.
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Je vidét, ze na hmotnost paliva na 1kWh v domaécnosti jsou stale jaderné
elektrarny asi o pét rada ucinnéjsi.

Na zavér bychom chtéli zduraznit, ze cest, jak se dostat k vysledku, je mno-
ho a netvrdime, ze tato je optiméalni. Déle je dulezité si povSimnout, ze vétSina
ztrat, které jsme vypocitavali, se v dusledku projevi méné, nez je nepresnost kvili
odhadim vstupnich veli¢in. Tyto chyby tedy teoreticky lze zanedbat, ale je po-
tfeba argumentovat pro¢, coz vétSinou nelze o moc snadnéji nez kvalifikovanym
odhadem-vypoctem.

Uloha .1 ... zatméni

Kolem hvézdy obiha po kruhové draze planeta a kolem ni obihd taktéz po kruhové
drdze mésic, a to v roviné jejiho obéhu. Vime, Ze pri zatméni slunce je tihlova
velikost mésice stejnd jako tihlovd velikost slunce, pozorovano z planety (tj. mésic
slunce presné zakryje). Déle jesté vime, Ze pri zatméni mésice naopak planeta
presné zakryje mésic. Urcete, jaky je pomér poloméru planety R a mésice r, jestlize
je vzdalenost planety od hvézdy mnohem vétsi nez vzdalenost mésice od planety L
a ta je zase radové vétsi nez rozmery R, r.

Podstatou tlohy je nakreslit si s vyuzitim ddaju ze zadani vhodny obrazek, z néjz
bude hodnota hledaného poméru ihned patrné. JelikoZ jsou drahy planety i mésice
ptresné kruhové a lezi v jedné roviné, lze geometrii obou ptipadi zatméni popsat
z této roviny v pohledu kolmém na spojnici slunce — planeta — mésic.

Obr. 4: Zatmén{ slunce (plnd ¢dra) a zatméni mésice (teckovand ¢dra).

Déle vime, Ze rozméry planety a mésice jsou zanedbatelné vici jejich vzadjemné
vzdalenosti. V pripadé zatméni slunce tedy mizeme nakreslit stinovy kuzel mésice
tak, ze jeho vrchol lezi ve stiedu planety. Uhel u vrcholu oznaéme «. Polomér
meésice pak muzeme vyjadiit pomoci tthlu « a vzdélenosti L jako

r = Lsin (%) . (7)

Druhou situaci, zatméni mésice, muzeme nakreslit do stejného obrazku tak, ze
zafixujeme polohu meésice a planetu nakreslime v opac¢né poloze. Uhlova velikost
hvézdy se timto zjednodusenim zméni pouze zanedbatelné, protoze jeji vzdalenost
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od planety je mnohem vétsi nez L. Potom je vrcholovy ihel stinového kuzelu
planety priblizné roven vrcholovému tthlu stinového kuzele mésice a tyto dva kuzely,
resp. trojihelniky, v obréazku splynou. Pak vyjadiime polomér planety

R =~ 2L sin (%) (8)

a ze vztahl (H) a (E) jiz velmi primocare plyne
R=~2r.

Polomér planety tedy musi byt priblizné roven dvojnasobku poloméru jeji druzice.
Vyse popsany geometricky rozbor je znédzornén na obrazku g

Uloha Il1.2 ... Stfedozemni more

Jak rychle v priuméru tece voda Gibraltarskym prilivem, kdyZ umoziiuje stridani
prilivu a odlivu ve Stredozemnim mori? Potrebné tdaje si najdéte na internetu
a nezapomerite citovat!

Slapové jevy (tedy pfiliv a odliv) vznikaji v dusledku pusobeni tzv. slapovych sil,
které jsou druhotnym efektem gravitacni sily.

Nejjednodussi model je na obrazku . Situace A predstavuje tzv. sko¢né dmuti,
kdy Slunce, Mésic a Zemé jsou v jedné piimce, a vyska prilivu, resp. odlivu, je
vyssi nez v pripadé situace B, tzv. hluchého dmuti. Z obrazku je patrné, ze slapové
sily Slunce jsou slabsi nez slapové sily Mésice.

Obr. 5: Slapové jevy. A — skoéné dmuti, B — hluché dmuti.
Zdroj: http://cs.wikipedia.org/wiki/Slapové_jevy.

Rozloha Stredozemniho Inof"ea je asi 2,6-10'? m?, pFi¢emz zména rozlohy mezi
prilivem a odlivem je zanedbatelnd. Pramérnd hloubka Gibraltarského prulivu
je 365 m, siroky je (odhadneme napf. z mapy) asi 15km. Vyndsobenim dostaneme
prifez asi 5,5 - 106 m?.

24http://cs.wikipedia.org/wiki/St¥edozemni_mofe
250ttp://www.britannica.com/EBchecked/topic/233262/Strait-of-Gibraltar
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Obr. 6: Primérné amplitudy prilivu na riznych mistech Stfedozemniho more.
Zdroj: http://www.aviso.oceanobs.com/en/applications/ocean/tides/
tides-around-the-world.html.

Budeme predpokladat, ze k prilivu a odlivu dochézi pouze s dvojnasobkem
frekvence odpovidajici prichodu Meésice nad prislusnym polednikem, tj. kazdych
12 hodin 25 minut a 14 sekund, tedy zanedbdme vliv Slunce. Predpoklidejme,
ze priliv nastava na celé plose Stredozemniho mote v jeden okamzik a rozdil mezi
vyskou hladiny pfi prilivu a pti odlivu odhadneme dle mapy na obrazku f| na 20 cm
(je-li prumérnd amplituda 10 cm, pak rozdil mezi maximem a minimem je dvojné-
sobek). Vyndsobenim plochy vodni hladiny a této vysky zjistime, Ze od odlivu do
prilivu (tedy za polovinu periody, tj. za asi 6 hodin 12 minut) se objem vody ve
Stfedozemnim mofi zvedne o 5,2 - 10' m3. Pramérny priitok Gibraltarskym prili-
vem by pak byl asi 2,3 - 107 m®-s~!. Zajim4 nas pramérna velikost rychlosti vody,
tu dostaneme vydélenim primérného pritoku prifezem a dostaneme asi 4m-s~?.

Pokusme se dale alespon kvalitativné popsat nékterd zjednoduseni, ktera jsme
v odhadu udélali. Kvantitativni vyjadieni téchto jevi by vSak bylo obtizné, jedinou
moznosti by byla numerickd simulace®

Prvnim zjednodusenim byl pfedpoklad, ze priliv nastava na vSech mistech Stie-
dozemniho more v jeden okamzik. Rozdil zemépisné délky nejvychodnéjsiho a nej-
zdpadnéjsitho bodu Stfedozemniho more je (napr. dle mapy na obrdzku ) asi 37°.
Proto v ptipadé, kdy uvazujeme pouze pusobeni Mésice (tedy rozdil zemépisnych
délek mista s piilivem a odlivem je 90°), nikdy nenastane situace, ze by v celém
Stredozemnim moti byl priliv. Bude-li na jednom konci pfiliv, na druhém konci
bude hladina ptiblizné odpovidat vysce mezi prilivem a odlivem. Na obréazku [] je
zéavislost vysky vodni hladiny v ¢ase pro nékolik ruznych mist Stredozemniho morte.
Muzeme si povSimnout, ze rozdil fize (tedy vzdjemny ¢asovy posun maxim) mezi

26podrobnéjsi vypocet najdeme napf. na http://www.pik-potsdam.de/news/public-events/
archiv/greencyclesii/programme/18.5.2011/artale/Tidal-exchange-gibraltar-strait.pdf
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Obr. 7: Casova zavislost vysky piilivu na nékolika mistech Stfedozemniho moie
koncem roku 2013. Zdroj dat: http://www.ioc-sealevelmonitoring.org.
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Obr. 8: Casova zavislost vysky vodni hladiny béhem jednoho mésice koncem

roku 2013.
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stanicemi Alexandria (Egypt) a Paralimni (Kypr) je maly, jejich zemépisné sitky
jsou blizké, kdezto je-li na Kypru pfiliv, na druhém konci Stfedozemniho more,
v Gibraltaru, je odliv. Voda se tedy v ramci Stfedozemniho mote presouva, a tudiz
prutok Gibraltarskym prulivem je zna¢né mensi nez vyse odhadnuty.

Na obrazku [{ si téZ muzeme povSimnout dalsi skutecnosti, kterou jsme pfi od-
hadu nebrali v potaz. Priliv a odliv se neprobihaji vzdy s frekvenci asi 12,5 nebo
12 hodin, nicméné téz s frekvenci 24 hodin. Naptiklad na stanici Gandia (Spanél-
sko) je perioda jednoho dne dobfe viditelnd. Na Mallorce jsou v zdvislosti dobie
patrné obé slozky — denni i puldenni. Na obréazku g vidime zavislost vysky hladiny
na dvou mistech po delsi casovy interval. Na obou spatiujeme kromé pildenni
periody i periodu denni. Z grafu je téZ patrné, ze amplituda ptldennich slapovych
jevi je mensi nez dennich a béhem meésice se méni.

Uloha II1.3 ... poharkovo vanova

Vezméme prazdny valcovy kelimek. Oto¢me ho dnem vzhiiru a tlacme ho pod
klidnou vodni hladinu. Jak vysoky bude vzduchovy sloupec v kelimku v zavislosti
na jeho ponoreni?

Uvazujme, ze kelimek mé plochu podstavy S a vysku h, a rovnéz, ze teplota okol-
niho vzduchu T, je stald a rovna teploté vody, do které kelimek tla¢ime. Z hlediska
jednoduchych termodynamickych modeli miizeme tlacit kelimek dvéma zpiisoby:
bud velmi rychle (tak, aby nestihala probihat vyména tepla mezi vzduchem v ke-
limku a okolim) anebo velmi pomalu (tak, aby teplota vzduchu v kelimku byla vzdy
rovna teploté okoli, neboli, aby se teploty okoli a kelimku vzdy stihly vyrovnat).

Uvazme nejdifve druhy scénafi (isotermicky model). Oznaéme z vzdédlenost
okraje ponofeného kelimku od hladiny a y(z) vysku vzduchového sloupce v ke-
limku. Tésné pred ponorenim byl objem vzduchu v kelimku Vo = Sh a jeho tlak
byl atmosfericky p.. Ponotfime-li okraj kelimku do hloubky z, bude objem vzduchu
v kelimku roven V(z) = Sy(x). Pretlak uvnitf kelimku spoéteme jako hydrosta-
ticky tlak v drovni hladiny vody v kelimku, neboli p(z) = pa + ovg(z + y — h).
Miuzeme potom psat Boyleuv-Mariottav zakon

paSh = p(x)V(z) = [pa + ovg(z +y — k)] Sy.

Uz odtud muzeme snadno vyc¢ist, ze mame y(z) — 0 pro © — oco: na levé strané
rovnice mame konstantu a pokud jdeme s z do nekonecna, pri¢tenim zadného
relevantniho y toto nekonec¢no nezrusime, nebot y > 0. Muzeme toho docilit akorat
tak tim, ze posleme y k nule. To souhlasi s nasimi fyzikdlnimi predstavami (ve velké
hloubce je tlak vzduchu velky a tedy objem maly).

Vztah déle mizeme jednoduse upravit na

0v9y” + [pa+ 0vg(x — h)]y — pah = Ay’ + By + C =0,
kde jsme oznacili

A=ovg, B=I[patovglx—n)], C=—pah.
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Dosazenim do vzorce pro vypocet korent kvadratické rovnice mame y jako funkci x

—B++vB2-4AC
y12(z) = =
2A
— [pa + ovg(x — W) + V/[pa + ovg(x — h)]* + 4ovgpal
20vg

jejiz nejednoznacnost se nam prilis nelibi. Nahlédneme ale, ze vzdy A > 0a C < 0,
coz ndm za pozadavku y > 0 fikd, ze musime zvolit znaménko plus. Mame tedy
Teseni

I

— [pa + 0vg(x — B)] + \/Ipa + 0vg(z — B)]> + 40vgpah

xr) =
y(@) 20vg
nebo také
2pah
y(w) = - -
[Pa + 0vg(x — h)] + v/[pa + 0vg(x — h)]” + 4ovgpah

pro vSechna x > 0. Z posledniho tvaru je dobte vidét, ze y(xz) — 0 pro x — oo, jak
jsme jiz odhalili vyse.

Zde bychom s vypocty mohli skoncit a spokojit se s vysledkem vyse. To my
ale neudélame, protoze chceme védét, co se stane v pripadé skutecného kelimku
(tedy kromé toho, ze médme k vysledku jisté vyhrady z hlediska estetiky). Vyska
typického kelimku totiz nepresahuje rad desitek centimetri, coz je priblizné stokrat
méné, nez H = pa/(ovg) = 10m, takze h < H. Tusime tedy, Ze pro z < H se
budou dit zajimavé véci.

Abychom k vysledku dosli rychle a relativné bezbolestné, povime si o velmi
uzitecném néstroji, totiz Taylorové véte: je-li funkce f : R™ — R n-krat diferenco-
vatelnd a mé spojitych prvnich n — 1 derivaci na néjakém okoli bodu x € R™, pak
pro vsechna t z tohoto okoli plati

}:M Fr)+ 0 (1Em)

kde V = (8/0z1,...,0/0zy,) a 8/0x; znadi parcidlni derivaci podle proménné z;
(cozZ je to stejné jako normdlni derivace podle z;, kdy vSechny ostatni proménné
povazujeme za konstanty). Jak se ukdze, ndm bude stacit pripad n =2 a x = 0,
pro ktery mame

of of 1 J 1p 9f
JO=fO +t =] +tagn| 5t ozt 2 3 o3| "
>*f 3
it 5o - o([t]") . 9)

277de pouzijeme notaci, kterd se bézné pouzivd a urcité stoji za to si ji osvojit: pro funk-
ci f : R" — R piSeme, ze f(x) = O(g(x)) pro x — a, pokud se f na néjakém okoli a cho-
vé nejhiife jako g (az na vyndsobeni nenulovou konstantou). Pfesnéji, mame f(x) = O(g(x))
pro x — a, pokud existuje M > 0 takové, ze |f(x)/g(x)| < M pro vsechna x v néjakém okoli a.
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Jelikoz nas zajimé tvar y pro z,h < H, bude vhodné pro tcely nasledujiciho
rozboru uvazovat o y jako o funkci  a h a zavést si nové proménné & = z/H
a n = h/H. Budeme pak zkoumat limitu (£,n) — (0,0). PfepiSme si nejdfive y
jako funkci € a 1. Po jednoduché manipulaci dostavame

y(é,n)zg(n—£—1+\/(£—n+1)2+4n)-

Nahlédneme, ze y(§,n) spliiuje v bodé (0,0) podminky Taylorovy véty vyse, a po
rutinnim cviceni z derivovdni odmocnin zjistime, ze y(0,0) = 0, 9:¥|0,0) = O,
Onyl(0,00 = H, Ocey|(0,0) = 0, Onn¥l(0,0) = 0 a Oen¥yl(0,0) = —H. Dosazenim do (E)
pak dostaneme
y(&n) = Hn(1—=&) +O(|(&n)).

My ale predpokldddme h < H (tedy n < 1) a jak jsme jiz avizovali vyse, zajim4d
nds ted chovani y(x) pro © < H (tedy £ < 1). Potom ale mtzeme zanedbat ¢leny
vyssich fad a mame elegantni vysledek

y(m)%h(l—%) proz,h < H.

Nemusime snad pfipominat, ze podminky x,h < H jsou pro platnost této apro-
ximace zivotné dulezité a koneckonct, dostaneme-li se do oblasti x ~ H, vztah
ocividneé selze pro x > H.

Pokud bychom se vratili k prvnimu (adiabatickému) scénafi, dosli bychom (ana-
logicky jako vyse) k rovnosti

pah™ = [pa+ovg(z +y —h)]y", (10)
ze které pro hodnotu Poissonovy konstanty x = 1,4 pro vzduch nelze analyticky
vyjadfit y jako funkci . Mizeme z ni ale snadno vydéist, ze opét mame y(x) — 0
pro x — 0o, nebot stale y > 0 a navic k > 0, takze y jde k nule, pravé kdyz y” jde
k nule.

Rovnéz muzeme opét uvazit pripad =z, h < H. Ml@ime zde ale rovnou aproxi-
movat rovnici ([LJ), protoZe presny vysledek nezndmef PiepiSeme nejdfive rovni-
ci (L) do tvaru

r+y—nh —%
y = (1 + g ) h.
Mame ale x +y — h < x, takze x + y — h < H a tedy
N z+y—h
v (1 B wH ) h,
odkud jednoduse vyjadiime y a za pomoci dalsich pfimocarych aproximaci dosta-
neme priblizny vysledek

y(m)zh(l—ﬁ%) prox,h < H.

Vsimnéme si, ze pro k = 1, coz by mélo odpovidat izotermickému déji, opravdu
dostaneme vysledek, ktery jsme pro izotermicky déj odvodili vyse.

28podobné jsme mohli postupovat i v piipadé isotermického déje a dostali bychom se ke
stejnému vysledku jako vyse.
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Uloha I11.4 ... Ani k staru, ani k staru. . .

Balén i s koSem ma hmotnost M. Kos balénu se ponori do prehrady a natece do
néj voda. Nyni trochu pritopime a zvysime vztlak balénu na Mg+ F. Kos ma tvar
hranolu se ¢tvercovou podstavou o hrané a a je ponoreny do hloubky H. Otvory
v kosi tvori p < 1 z celkové plochy kosSe, o kterém predpokladame, ze je prazdny
(kromé vody). Zanedbejme viskozitu vody a vlastni objem kose. Jak rychle se bude
kos vynorovat v zavislosti na hloubce ponoreni?

Bonus Za jak dlouho se vynori?

Népovéda Stredni rychlost vytoku vody z ¢dsti kose nad hladinou je rovna 2/3
maximalni rychlosti vytoku.

Oznac¢me si x vysku vynoreni kose balonu a y vysku hladiny v kosi mérenou od
hladiny pfehrady. Rychlost vynofovani odpovida casové zméné délky x. Mnozstvi
vody, kterd vytéka je imérné casové zméné vysky hladiny v kosi. Oznacime-li
Hy vysku kose, pak vyska hladiny v kosi je

h=Ho—x+vy.

Dale oznacime rychlosti odpovidajici po fadé x, y a h jako v., vy, vh. Je zfejmé,
ze plati
Up =Vy — Vg = Uy =Uy — Up. (11)

Pro prutok vody skrz plast kose plati
Q=d’vn = wvn=Qa ?, (12)

kde a? je plocha podstavy koSe, viz zaddni.

Nyni se zamérime na sily pusobici v systému, abychom mohli vypocitat @
a vy, coz nam staci pro nalezeni vysledku. Na vodu v kosi ptsobi jednak tihova
sila, jednak vztlakové sila. Vztlakova sila mé velikost Fy, = a®(Ho — x)pg, kde
a®*(Ho — x) je objem ponofené &asti balénu. Vidime, #e se presné vyrovné tihové
sile vody v kosi, jenz je pod hladinou prehrady. Proto soucet tihové a vztlakové
sily je a’yog, a protoZe uvazujeme systém téméf v rovnovaze2d tak musi s velkou
presnosti platit

F=ad’yog = y= (13)

aog
A protoze sila F' je konstantni, tak je i y = konst a proto je vy = 0. Rozdil vysky
hladiny v balénu a hladiny prehrady je po celou dobu konstantni. Rovnice pro
rychlost vynotrovéani{ ([L1f) spolu s rovnici pro pro vytok z kose (@) davaji

Vp = chfQ ,

kde pritok @ bude zdporny, protoze voda vytéka. Nyni tedy staci jej urcit.

29 Jelikoz p < 1, bude balén pri vynorovani klést velky odpor a proto oc¢ekdviame, Ze se systém
velmi rychle priblizi rovnovéze.
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Pro urceni pritoku @1 z ¢asti pod hladinou se podivime na rozdil tlaki uvnitt
a vné kose. Budeme-li totiz zndt rozdil tlaki, tak (z divodu zanedbdani viskozity)
muzeme urc¢it rychlost prutoku vody vk skrz kos z Bernoulliho rovnice

1 2A
S =Ap = v = b
2 V o

Rozdil tlakt na vnitfni a vnéjsi strané kose je Ap = yog. Plocha ponorené ¢asti
kose je S = a® +4a(Hy —x). Prvni ¢len odpovida plose podstavy. Proto pro celkovy
vytok z ¢asti pod hladinou plati

le—p(a2+4a(Ho—x))1/%%z—p(a2—|—4a(H0—;t))\/2yg,

kde za y budeme dosazovat z (@)

Zbyva jesté urcit prutok Q2 z vynorené ¢asti kose. Z ndpovédy vime, ze stfedni
rychlost vytoku bude rovna 2/3 maximaln{ vytokové rychlosti. Maximaln{ vytokova
rychlost tésné nad hladinou bude v, = 1/2yg. Proto pro priitok Q2 plati

2
Q2 = -3 - dpayr/2yg .
Rychlost zdvihu je tedy

va(@) = —a" 2 (Q1 + Q2) = pvjyg (a 4 4H, + gy - 4;5) ,

kde y je ddno vztahem (E)

Vidime, ze rychlost vynorovani linearné klesd v zavislosti na vysce vynofeni.
Miuzeme tedy rovnici prepsat do tvaru

vg(x) = B — Az,
kde A a B jsou konstanty urcitelné ze zadani. Jde o diferencidlni rovnici. Podivejme
se prvné na pripad, kdy B = 0. Pak ndm rovnice piejde do tvaru v, (z) = — Az, coz

je rovnice naprosto stejné, jako ta, kterd popisuje radioaktivni rozpad. V tomto
ptipadé vime, ze fesenim je

z(t) = zoe ™, va(t) = —Ampe ",
kde o je libovolna konstanta. Kdyz ale k funkci z(t) pri¢teme libovolnou konstan-
tu, tak se ndm rychlost nezméni. Kdyz pficteme B/A, dostaneme

z(t) = % +xoe = Az(t) = B+ Azee " = B - Ax(t) = —Axee *'.

coz je presné vyraz pro rychlost, takze mame splnénu nasi rovnici. Konstantu xo ur-
¢ime tak, aby platilo z(t = 0) = Hy—H+y. Tedy Ho—H+y = B/A+z0 = o=
= Ho — H +y— B/A. A ziskali jsme zévislost vysky vynofeni na Case. K tplnému
vynoren{ dojde pro z(t) = Ho. Tj.

B _AT 1 HO - %
Ho = — = —_—
0=7 + xo€ 2 .
kde jsme oznacili T' ¢as tplného vynoreni.
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Uloha II1.5 ... mig-mig!

Chudak hladovy kojot chce ulovit proradného ptaka Ulicnika a prichystal na néj
nasledujici past: na pevné lano privaze 500tunovou kovadlinu, prehodi ji pres vétev
tak, aby visela nad silnici, a bude c¢ekat. Kolikrat musi lano kolem vétve obtocit,
jestlize chce kovadlinu udrzet ve vzduchu pouze vlastni vahou? Predpokladejte, ze
hmotnost lana je vici hmotnosti kojota zanedbatelna.

Je jasné, ze musi existovat nejaky fyzikalny jav, ktory umozni urdzat lano s ndkovou
obmotané okolo konara. Tymto javom je trenie medzi lanom a kondrom. Ozna¢me
si prislusny koeficient statického trenia f. EsSte si ozna¢me hmotnost nédkovy M,
hmotnost kojota m a polomer konara R.

Uvazujme velmi maly kusok lana diiky Al, ktory je obmotany okolo konéra
a vymedzeny uhlom Aa = Al/R ako vidno na obrazku. Tento kiisok lana susedné
kasky napinaju silami velkosti Fy a Fy + AF; (bez ujmy na vseobecnosti mozeme
teraz predpokladat, ze AFy > 0). Kondr nan pdsobi vyslednou normélovou silou
s velkostou Fy,.

Na nés kusok lana poésobi okrem toho vyslednd trecia sila s velkostou F' =
= fF,. Ak by neexistovala, lano by sa odtdcalo v smere sily F; + AF; (lebo proti
smeru tohto pohybu pésobi iba sila F'). Ak si volime Al velmi malé, bude situdcia
prakticky symetrickd, teda vyslednd normalova aj trecia sila budd pdsobit v strede
nasho kuska.

F. + AF,

Obr. 9: Rozbor sil posobiacich na maly kisok lana.

Aby sa nas kusok nehybal, musi byt nanho pésobiaci vysledny moment sil
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nulovy. Kedze kondr m4 tvar valca, staci, aby bola vyslednica sil pozdlz obvodu
konara nulova. Vplyv gravitacnej sily na lano mézeme zanedbat. Plati teda

Lano je pevne navinuté, preto aj vyslednica sil v smere osi o nasho kuska je nulova
A A
Fo— (Ft+AFt)sin7a —-F sin7a =0. (15)

Pre malé uhly A« priblizne plati sin (Aa/2) = Aa/2 a sily Fy + AF; a Fy st
priblizne rovnaké. Preto mézeme z ([L5) vyjadrit

Fn = (2F, + AF,) sin % ~ 2Ft% = FAa

a dosadenim do (@) dostaneme

_In

Al.

TAato rovnica ndm hovori, ako sa zmeni napdtova sila v lane na vzdialenosti Al.
Konce lana s kojotom, resp. ndkovou st napinané tiazovou silou Fy 1 = mg,

resp. Fy o = Mg. Moézeme teda cakat, ze pri minimélnej dizke lana Lo bude sila F;

postupne od kojota po ndkovu rast®™ A ako vlastne bude rast? Ak sa Al blizi

k nule, prechddza zlomok AF;/Al na deriviciu

dr. _ IR
dl R’

z ¢oho integrovanim dostaneme

Fg,2 Lo
/ L dF; = / z di,
Fg1 Fy o I
M  fLo
In—=—.
" m R
Konce lana budu visiet dole, preto bude v skutoc¢nosti lano navinuté k-krat o uhol 2r

okolo celého konéra a este raz o n okolo jeho vrchnej polovice. My potrebujeme
aspon také k, pre ktoré je dlzka lana (2k + 1)nR > L. Pocet prehodeni lana bude

potom
1 Lo 1 1 M
N=k+1l==|1+—=|==|14+—Inh—].
+ 2’7+TER—‘ 2{+fnnm—‘

Dosadenim rozumnych hodnét m = 10kg a f = 0,5 dostaneme N = 4. Teda
kojotovi staci prehodif lano okolo konara styrikrat a nakovu udrzi aj vlastnou,
ovela mensou, vahou.

300, ze kojot je Iahsi ako nikova, snad netreba spominat.
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Uloha IIl.P ... solrni pohon
Mohlo by letadlo létat na solarni pohon?

Kdybychom chtéli byt struéni stejné jako v zadani, stacilo by do feseni napsat
»ano“, protoze aniz bychom cokoliv museli rozebirat, sta¢i stravit chvili se svym
oblibenym vyhleddvacem a najdeme mimo jiné projekt Solar Impulset= ktery ma za
cil dokonce cestu kolem svéta ve Sluncem pohanéném letadle, jehoz prvni testovaci
let jiz probéhl v roce 2009 a v lonském roce letadlo uz zvlddlo preletét Atlanticky
ocean.

Podivejme se nyni na prakti¢nost takovéhoto letadla. Solar Impulse je pouze
testovaci stroj, ktery ma za kol demonstrovat moznosti této technologie, a tak
je veskera jeho stavba podrizena tomu, aby létal. Je to velmi lehké a velmi po-
malé letadlo (jeho maximdln{ vzletovd hmotnost je 2000kg, z toho je uzitecny
naklad 400kg, a maximaln{ rychlost je 70km-h™') p¥i pomérné velkém rozpéti
kiidel (63m) a délce trupu (22m). Z toho je jasné, ze s takovymito parametry
by na ném zadné aerolinky nevydélaly. Zamysleme se nad tim, jestli by solarnim
pohonem slo pohdnét néjaké standardni dopravni letadlo, a nad tim, jaky pokrok
je nutny, aby se vyvazily pripadné nedostatky.

Nasim modelovym letadlem budiz Boeing 787-8 Dreamliner. Parametry, kte-
ré budeme uvazovat, jsme nasli na Wikipedii*? Dulezité hodnoty jsou nésledujici:
plocha, kifdel Sy = 325m?, maximalni hmotnost paliva mp = 102t a vykon moto-
i Ps = 71 MW (pfi vzletu — pfi samotném letu je vykon nizsi, ale letadlo, které
nevzleti, neleti). Za poznadmku stoji také, ze co do rozpéti kiidel jsou si obé letadla,
ktera tu zminujeme, velmi podobna.

Uz jen z toho vykonu motortu je evidentni, Ze pohdnét Dreamliner solarni-
mi panely bude nejspis utopie. Pro¢? Vimet Ze na Zemi dopadé slune¢ni zafeni,
jeho? plosné hustota vykonu je pfiblizné 1000 W-m™2. I kdyby soldrni panely mé-
ly 100% uéinnost, nikdy bychom se na pozadovanych 71 MW nedostali. Museli
bychom znésobit plochu celého letadla fadové aspon 102krat. Budiz ndm ttéchou
aspon to, ze v operacnich vyskach dopravnich letadel bude tok slune¢niho zareni
vyssi nez na trovni mote. Jak bychom tomu, aby letadlo létalo, mohli pomoci? Pro-
toze jsme mohli vypustit vSechno palivo, nase letadlo ted unese 102t baterii, které
si na zemi pred letem muzeme pomoci solarnich ¢lanku dobit. Lehké lithium-iontové
baterie (ty lepsi) maji pomér uskladnéné energie ke hmotnosti asi®=2 0,8 MJ-kg™?!
(pro srovnani benzin asi 45 MJ-kg™*). Kdybychom cely prostor vyuzili na baterie,
méli bychom k dispozici asi 82 GJ elektrické energie. To uz zni 1épe, ale pii pl-
ném vykonu je to asi 20min. Jenze v tuto chvili jsme zanedbali to, ze baterie se
prti takovémto odbéru budou rychle prehtivat, coz by si vyziddalo ndro¢né chlazeni.
Dreamliner jsme zvolili jako ukazku také proto, ze jako moderni letadlo spoléhé na

3lhttp://www.solarimpulse.cor

32 http://en.wikipedia.org/wiki/Boeing_787_Dreamliner
33http://en.wikipedia.org/wiki/Air_mass_(solar_energy)
34http://en.wikipedia.org/wiki/Energy_density
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slozitou elektronickou avioniku, kterd si vyzaduje velky (sice stale fddové mensi)
elektricky vykon a stejné se v ném baterie prehfivajit

Je také potieba zminit to, ze letadla za svoje vlastnosti vdéci pravé proudovému
motoru, ktery se neda jen tak nahradit motorem elektrickym — bylo by nutné se
vratit k vrtuli, coz by snizilo i¢innost, a tudiz i dolet a dalsi vlastnosti, které
bychom od dopravniho letadla ocekavali.

7da se, ze v tuto chvili neni mozné postavit dopravni letadlo, které by pohanéla
pouze slunecni energie. Co s tim miize véda udélat? Limity jsou jasné — letadlo sa-
mo o sobé nemuze vyrabét vic energie, nez mu Slunce a jeho rozméry dovoli. Tento
vykon sdm o sobé dostatecny na pohon velkych letadel nejspis nikdy nebude. Ma-
teridlovi inzenyfii by mohli pfinést nové leh¢i konstrukéni prvky, ale cesta k letadlu
pohénénému elektiinou vede spiSe pres vykonné a energeticky husté baterie, které
budou dobijeny elektfinou (tfeba ze soldrnich ¢lankl) na zemi.

Uloha IV.1 ... zase jedna neorezana

Cerstvé ofezand tuzka 6B ma hrot tvaru kuzele s polomérem podstavy r = 1 mm
a vyskou h = 5mm. Jak dlouhou c¢aru s ni dokdazeme udélat, jestlize vzdalenost
dvou grafitovych vrstev je d = 3,4A a stopa tuhy obsahuje takovychto vrstev
v priméru n = 1007

Nez za¢neme tlohu fesit, zavedeme dva predpoklady. Prvni se tyka drzeni tuzky.
Pokud bychom béhem psani stdle ménili sklon a rotaci tuzky, mohli bychom vy-
uzivat hran plosek, které na tuze vznikaji, ¢imz bychom jeji stopu nedefinované
prodlouzili. Pfedpokladejme proto, ze tuzku drzime stéle pod stejnym thlem, a si-
ce kolmo k papiru. Kdyby byl sklon mensi, nevyuzili bychom pti psani cely objem
¢nici tuhy a opét bychom se dostali do problému pti popisovani otéru zbylého ob-
jemu. Zadruhé budeme predpokladat, Ze se jednd o tuhu z ¢istého grafitu a jeho
jednotlivé vrstvy jsou neporusené a rovnobézné s rovinou papiru

S témito predpoklady dokdZzeme vyuzit informace o vzdélenosti jednotlivych
grafitovych vrstev a jejich primérném poctu ve stopé tuhy. Primérny pocet cha-
peme tak, ze kolmy fez skutecnou stopou mé stejny obsah jako fez stopou tloust-
ky nd. Je ziejmé, ze délka stopy ! je nepfimo timérna tloustce nd. Dale je urcité
pfimo tmérna vysce hrotu h a pfima timérnost mezi r a ! jiz plyne z rozmérové
analyzy. Délka cary je tedy dana vztahem

rh

l=c—
“nd’

(16)

kde ¢ je zatim neznamd kladna konstanta, kterou musime urcit. Zkusme nejpr-

ve naivné predpokladat, ze zkriceni hrotu je pifimo imérné aktualni sifce stopy.
Potom ma stopa pudorys rovnoramenného trojihelniku a jeji objem je

V1 = ndrh .

35 http://www.ft.com/cms/s/0/4369c0d8-7dd9-11e3-95dd-00144feabdcO.html
36Ve skutecnosti se pro vyrobu tuzek pouziva smés rozemletych jili a grafitu, protoze Gisty
grafit je prilis mékky.
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Porovnanim s objemem hrotu@ dostaneme

nrh .
Iy =— =154
17 3nd 54m,

coz muzeme povazovat za horni odhad délky céry.

=Y

Obr. 10: Model otirani tuhy.

Nyni pouzijme model zndzornény na obrazku @, v némz se hrot tuzky skla-
d4 z diskdl o poloméru r; a tloustce n'd. Kuzel takto aproximovat miZeme, ne-
bot n'd < h. Nova veli¢ina n’ oznaduje pocet vrstev v jednom disku, zfejmé n’ > n,
protoze ve stopé se vrstvy z diskti musi ,rozprosttit do mezer®. Délku ¢ary muzeme

zapsat pomoci sumy jako
N
lz =2 Z T, (17)
i=1

kde N je pocet diski. Ten je dan vztahem

h
N = . 1
vy (18)
Dale muzeme vyjadrit )
Ty = %r (19)
a dosazenim (@) a (@) do (@) ziskdme
rh
l2 — m . (20)

Pfi pohledu na (@) a (E) vidime, Ze jsme na dobré cesté. Zbyva urcit ¢ = n/n’.
Plati
n_ S

n' S’

3"Pro zajimavost — pti dané tloustce stopy ¢ary pokryjeme timto objemem asi 2,5 stran forméatu
A4.
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kde S’ je obsah disku a S obsah &tverce, kterému je disk vepsany — viz teckované

¢tverce v [L1(. Potom , ,
n_5 _rmn_T (21)
n' S  4r; 4

Ctverce jsou aproximaci lichobézniki vznikljch p¥i kresleni spoleénych te¢en diski,
nebof pro ¢ > 1 plati

T2 2
S’ ~ 5 (7'7; +7"i+1) .= 7“1-2 +r1.2+1 T
Slich (ri +7i11) 2r; +22”+1 2(ri+rip1)’ 4

Dosazenim za n' z (@) do (@) dostaneme

nrh .
lp =— =115m.
>~ 4nd m
Podle ocekavani vychéazi la < 1, jelikoZ se stopa ze zacatku rozsiruje rychleji, nez
jsme predpokladali v prvnim piipadé.

Uloha IV.2 ... zkumavky

Zkumavky o objemu 3ml a 5ml jsou spojeny kratkou tenkou trubickou, v niz je
porovita tepelné nevodiva prepazka, kterda umoziiuje dosazeni tlakové rovnovahy
v systému. Obé zkumavky piivodné obsahuji kyslik pri tlaku 101,25kPa a teplo-
t¢ 20°C. Prvni zkumavku (3ml) ponofime do nddoby s rovnoviaznou soustavou
ledu a vody a druhou (5ml) do nddoby s pdrou. Jaky bude tlak v soustavé obou
zkumavek po dosahnuti mechanické rovnovahy? Jakého tlaku by se dosahlo, pokud
by ve zkumavkach byl za stejnych podminek dusik misto kysliku?

Pred ponorenim do pfislusné nadoby méa prvni zkumavka objem Vi = 3ml, tlak
v ni je po = 101250 Pa, teplota v ni je Tp = 293,15 K a obsahuje n; mola kysliku.
Druhé zkumavka mé objem V2 = 5ml, stejny tlak a teplotu a n —n; molu kysliku,
nebot celkové je v soustavé n molu kysliku.

Pro obé zkumavky si mizeme napsat stavové rovnice idedlniho plynu (kyslik
povazujeme za idedlni plyn). Pro prvni zkumavku plati poVi = n1 RTy, z ¢ehoz lze
vyjadrit
_ poa
" RTp’
pro druhou zkumavku plati obdobny vztah poVe = (n — n1)RTy, zde pouze pocet
moli vyjadirujeme jako vyse uvedeny rozdil mezi celkovym poctem moli a poctem
molu v prvni zkumavce. Po tpravé a dosazeni za n; muzeme psat

n— po(Va + V1)
RT, '

ni

Po ponofeni do nddoby s ledem bude v prvni zkumavce teplota 71 = 273,15 K,
druhd zkumavka ponorenéd do nadoby s parou bude mit teplotu 7o = 373,15 K a po
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vyrovnani tlakti bude v obou zkumavkach tlak pﬁE Aby se tlaky mohly vyrovnat,
musi dojit ke zméné rozlozeni latkového mnozstvi v jednotlivych zkumavkéch, coz
umoziiuje pérovitd prepazka. V prvni zkumavce tedy bude n}j moli a v druhé
n—mn} molt, protoZe celkovy pocet moldl n ziistane stejny. Objemy obou zkumavek
zustéavaji stejné.

Napiseme si stavovou rovnici pro prvni zkumavku za této situace p1 V1 = nj RT1,
z ni jsme znovu schopni vyjadrit vztah pro to, jaky je v ni pocet molu

n/ _ p1V1
1 RTl )

stejné tak si lze napsat stavovou rovnici pro druhou zkumavku p1 Vo = (n—n})RT»
a vyjadfit z ni vztah pro celkovy pocet moli (pti dosazeni za n)

_ pVa | i1
RT5 RT:

7 obou situaci jsme ziskali vyrazy pro celkové latkové mnozstvi plynu n, které
je stale stejné, takze pokud tyto vyrazy spojime a upravime, jsme schopni z nich
vyjadrit, cemu se rovna tlak p; a dopocitat jeho ¢iselnou hodnotu.

_ poThT (Vo + Vi)

=——"~ - -2 2113320Pa.
To (ThVa + T2 V1)

P1
Po dosazeni mechanické rovnovahy bude v obou zkumavkach tlak asi 113 320 Pa.
Pro vypocty jsme pouzivali stavovou rovnici pro idealni plyn, takze na vysledny
tlak nema vliv, zda byl ve zkumavkach kyslik, nebo dusik, protoze oboji bychom
povazovali za idealni plyn.
Nicméné pfi vypoctech s redlnym plynem by pravdépodobné rozdily mezi tla-
kem ve zkumavkach pri pouziti kysliku nebo dusiku nebyly zanedbatelné. Pro
vypocet pouzijeme van der Waalsovu rovnici

2
(p+ T‘L/f) (V —nb) = nRT.
Jedna se o kubickou rovnici v proménné n. P¥i pozadované presnosti nelze tuto rov-
nici aproximovat tak, aby byla tloha snadno analyticky fesitelnd. Budeme ji proto
fesit jako soustavu rovnic v proménnych n, n} a pi. Koeficienty pro dusik a kys-
lik jsou v jednotkéch SI ax = 0,142 7m3-Pa-mol=2, by = 3,913 - 1075 m3-mol ?,
ao = 0,1396 m3-Pa-mol~2, bo = 3,183 - 107° m®.mol~!. Tlak po ustanoveni me-
chanické rovnovahy mé hodnotu pn1 = 112220 Pa pro dusik a po1 = 114700 Pa
pro kyslik. Pii pouziti dusiku by tedy vysledny tlak byl o 2480 Pa mensi.

38Teplota ledu a pary neni zadani, predpokldddme tedy, Ze jsou rovny teploté tani ledu
a teploté varu vody, tlak v okoli uvazujeme normélni p = 101,325 kPa.

39Koeficienty a, b pro molekulérni kyslik a dusik najdeme na http://en.wikipedia.org/wiki/
Van_der_Waals_constants_(data_page).
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Uloha IV.3 ... racek

Naproti sobé pluji dvé lodé, prvni rychlosti u; = 4m-s~' a druhd rychlosti us =
= 6m-s~'. Ve chvili, kdy jsou od sebe vzdaleny sy = 50km, vzlétne z prvnaf lodi
racek a leti smérem ke druhé. Leti proti vétru, jeho rychlost je vy = 20m-s~*. Kdyz
dorazi k druhé lodi, obréti se a leti zpét, nyni po vétru rychlosti vo = 30m-s~ 1.
Takto léta tak dlouho, dokud se obé lodi nesetkaji. Jakou celkovou drahu racek
urazi?

Ulohu vyfesime v soustavé prvni lodi (rackovy ,,domovské“ lodi). Z pohledu této
soustavy se druhé lod p¥iblizuje rychlosti o velikosti w = 10m-s~ !, racek vylétava
rychlosti o velikosti w1 = 16 m-s~! a vraci se rychlosti o velikosti wo = 34 m-s™ .
Jelikoz racek leti presné polovinu své cesty rychlosti wi a polovinu rychlosti w2, je
jeho prumérnd rychlost na vsech tsecich ,tam a zpét“ stejnd a rovna

o =9 W12

w1 + w2

Jelikoz vime, Ze druhd lod dorazi k prvni za ¢as t = so/w, muZzeme (z definice
prumérné rychlosti) pro celkovou dréhu, kterou racek ve vztazné soustavé spojené
s lodi urazi, psat

_ wiwsz So
Tlog = Wt = 22— — .
w1 + w2 w
Ciselné pak mame xjoq = 109km. A¢ se zdd, Ze jsme v cili, opravdu nesmime

na tomto misté zapomenout, ze se porad nachdzime v soustavé prvni lodi, ve
které racek naléta jinou vzdalenost nez v soustave, ve které mame zadané ptivodni
rychlosti™= Vzdélenost, kterou racek uletél vzhledem k ptuvodni soustavé, potom
ziejmé bude rovna & = Zioqa +u1 (11 — T2), kde T3 je celkovy &as, po ktery se racek
k prvni lodi priblizuje a T} je celkovy cas, po ktery se racek od prvni lodi vzdaluje.
Zaroven ale vime, ze T1 + 1o = so/w a T1/T> = w2 /w1, takZe miZzeme piimocare
Vyjédf‘it T1,2 a pSét

wiw2 w2 — W1\ So
x= 12 1 — .
w1 + w2 wy w2/ w

Ciselné pak madme = = 116 km.

Uloha IV.4 ... vybity puding

Modelii atomu vodiku bylo nespocetné mnozstvi a mnohé z nich uz jsou preko-
nané, ale my mame radi puding a tak se vratime k tzv. pudinkovému modelu
vodiku. Atom tvori koule o poloméru R s rovnomérné rozlozenym kladnym na-
bojem (,,puding®), v kterém se nachdzi jeden elektron (,rozinka“). Samoziejmé
nejlépe je elektronu v misté s nejnizsi energii, tak sedi ve stredu pudingu. Celkové
je soustava elektricky neutralni. Jakou energii musime dodat elektronu, abychom
ho dostali do nekonec¢na? Jaky by musel byt polomér pudingu, aby se tato energie

40Trivi4lng, i kdyby racek v soustavé lodi sedél na misté, z hlediska ptivodni soustavy se bude
pohybovat rychlosti uj.
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rovnala Rydbergové energii (excitacni energie elektronu v atomu vodiku)? Polomér
vyjadrete v nasobcich Bohrova poloméru.

Najprv si ur¢ime hustotu elektrického naboja p kladne nabitej gule s polomerom R.
N&boj elektronu je —e a kedZze je atém celkovo neutralny, tak kladne nabité gula mé
naboj +e. Pre homogénne rozlozenie ndboja v guli je hustota v nej vSade rovnaka.
D4 sa teda vypocitat ako podiel celkového nédboja e a objemu gule V'

e e 3e

PV T Lig T &R

Budeme chciet vypoditat elektrické pole, ktoré vytvara kladna cast atému (v jej
poli sa bude elektrén pohybovat). Nato ndm bude uzitocnd Gaussova veta. T4
vravi, ze ak vezmeme lubovolni uzavreti plochu® S, tak tok elektrickej intenzity’
® plochou S je imerny ndboju Qin, vymedzenému plochou S, tj.

?{E.dsz%.
s €o

Vo vztahu este vystupuje konstanta ¢, aby sedeli jednotky (naschvdl si to mozete
vyskusat pre gulu a jeden bodovy ndboj v jej strede). Vyuzijeme symetriu nasej
situdcie a zvolime za uzavretd plochu povrch gule K (r) s polomerom r a so stredom
v strede nabitej gule. Jednak zo symetrie vieme, ze vektor elektrickej intenzity
smeruje od stredu, teda je vzdy kolmy na povrch gule (bude sa lahko rétat skaldrny
suc¢in), a po druhé vieme, ze jeho velkost je na povrchu gule rovnakd a ozna¢ime
ju E(r). Dostaneme tak

]{ E(r)dsS = Qun(r) .
K(r) €o

Velkost intenzity je v ramci integracie konstanta, takze ju mézeme vybrat pred in-
tegral. Zvysny integral je integral povrchu gule, teda vysledkom integralu je povrch
gule 4nr?. Dostaneme tak
4nr’E(r) = Qun(r) .
€0
Teraz si rozdelime vyber gule na dva pripady. Ak je polomer gule r vac¢si/rovny
polomeru R alebo ak je polomer gule 7 mensi/rovny polomeru R. V prvom pripade

41Uzavrets plocha v trojrozmernom priestore znamend plocha, ktord nemé hranicu, okraj.
Napriklad povrch gule nem4a hranicu, preto je to uzavretd plocha. Ale ak by sme povrch gule
rozrezali rovinou na dva gulové vrchliky, tak tieto vrchliky maji hranicu — kruznicu v mieste
rezu — a preto nie si uzavreté plochy.

42Tok vektorového pola A plochou je analégiou toku vody plochou, kde vektormi st vektory
rychlosti. Tok cez celii plochu sa ziska spoé¢itanim/integraciou malych tokov d® cez jednotlivé
malé plochy dS. Ak vektor A smeruje kolmo na plochu dS, tak je velkost toku d® = AdS. Ak
vektor A smeruje v rovine plochy dS, tak cez plochu ni¢ "netecie” a tok je nulovy. Tok teda
zavisi od orientéacie vektora A a plochy. Preto sa definuje vektor plochy dS, ktory ma velkost d.S
a m4 smer normély plochy dS = dSn. Tok je potom skaldrny sic¢in vektorov A a dS, d® = A-dS.
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je nédboj vo vnutri gule polomeru r rovny celkovému naboju kladnej gule e. V dru-
hom pripade je ndboj vo vnitri gule polomeru r rovny stc¢inu hustoty kladného
naboja a objemu gule polomeru r. Dostaneme tak

Qmm:{ ©. T2

egs, T<R.

A pre velkost elektrickej intenzity E(r) dosadenim dostaneme

1 e

E(’f’) _ 47:507‘72’ r 2 R’
- 1 er

Teo sy TSH.

Vsimnime si, ze pre r > R rovnomerne nabitd gula vytvira rovnaké pole ako
bodovy naboj rovnakej velkosti umiestneny v jej strede. Vo vnutri gule elektrickd
intenzita linedrne rastie z nuly v strede po maximum na povrchu gule.

A teraz vypodcitame energiu/pracu W potrebnil na prenesenie ndboja zo stredu
gule do nekonecna. Na elektron pdsobf sila velkosti F'(r) = eE(r) smerujica do
stredu gule. Najprv ukdzeme surovy postup integrovania. Préaca je

“+ oo
Wz/ F(r)dr
0

Rozdelime si integral na dva integraly na dvoch intervaloch

W= /F(r dr+/+oo F(r)dr,

dosadime vzfah pre silu a elektrickt intenzitu

+oo 1 62
W = —d
/ 4meg R3 dr +/R 4meg 72 i

vyberieme konstanty pred zdtvorku a zintegrujeme funkcie

e
= — | =7 + J— s
dreoR3 |2 1o  4meg rlRr

dosadime medze a dostaneme vysledok

3e?
8neoR

Teraz ukdzeme postup bez integrovania (integrovanie za nds urobili Tudia pred
nami). Pridcu na presun do nekoneéna mozeme rozdelit na pracu zo stredu na
povrch Wi a z povrchu do nekone¢na Wa.

V prvom pripade posobiaca sila zavisi linedrne od vzdialenosti od stredu, co
nam pripomina pruzinu s urcitou tuhostou k

62

—T
41‘[60R3 ’

62

- dmegR3

F(r) =
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Vieme, Ze potencidlna energia pruziny je@ E, = kxz?/2. Z toho vieme zistit
pracu Wi ako rozdiel potencidlnych energii v R a 0:

1 e? 2 e?

2 4negR3 o 8neoR

Wi = Ep(R) — Ep(0)

V druhom pripade, ako sme uz spomenuli, sa pole sprava ako pole bodového
naboja. Teda pracu W vypocitame z rozdielu potencidlnych energii bodovych na-
bojov v nekonecnej vzdialenosti a vo vzdialenosti R. Potencidlna energia bodovych
nabojov opacnej polarity je ,

1 e

dmeg T

By =

Potom praca Wa je

2
€

- dneoR

Wa = Ep(+00) — Ep(R)

Dokopy praca W je
3e?
81‘[80R ’
Teraz tato energiu polozime rovni Rydbergovej energii (energia zadkladného sta-
vu atému vodika, ioniza¢né energia elektrénu), ktorej vztah si mézeme néjst/od-
vodit:

W=W; + Wy =

3e? . . mee™
8neoR  8h2ed’

Vyjadrime si polomer R
_ 3h2€0

Tmee2 ’

porovndme so vztahom pre Bohrov polomer Rp (polomer drahy elektrénu v za-
kladom stave v Bohrovom modeli, vzdialenost od jadra vodika v zdkladnom stave
s najvicsou elektrénovou hustotou)

h2€0
Rp=—",
TMe€
a dostaneme
R=3Rgp.

Uloha IV.5 ... kulky

O kolik se zvysi teplota stejnych ocelovych kulek po jejich vzijemné srazce? Pohy-
buji se stejnym smérem rychlostmi vi = 0,7 ¢ a v2 = 0,9 ¢, kde c je rychlost svétla.
Uvazujte konstantni tepelnou kapacitu a uvazujte, ze kulky jsou stdle v pevném
skupenstvi.

43Veli¢ina r by v pruzine prislichala vychylke .
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Vieme, ze pri zrazke sa zachovd energia a hybnost, len ich obe musime chapat
relativisticky. V relativite sa pouziva takzvany ~ faktor popisujuci ,relativistickost“
castice s rychlostou v. Je definovany ako

Energia castice s pokojovou hmotnosﬁouQ m je potom ymc?. Jej hybnost je jej
klasickd hybnost vynasobend -, teda hybnost s relativistickou hmotnostou. Faktory
~ dvoch castic ocislujeme dolnymi indexmi ako zo zadania a smelo mozeme pisat
zakony zachovania. Nesmieme zabudnut, ze vyslednd Castica méze mat vseobecne
hmotnost M, jej rychlost oznac¢ime wvg

70Mc2 =F + FEy = 'ylmCQ + 'ygmc2 =m(y1 + 'yg)c2 .

Castice letia rovnakym smerom. Prislusné zlozka hybnosti méa teda rovnaké zna-
mienko
YoMuvo = p1 + p2 = yimuv1 + Yamuvs .

7 tychto dvoch rovnic mézeme napriklad jednoducho vyjadrit

Y11 + Y202
vg = ———— .

Y1+ Y2
Odtial lahko spocitame
_.omty vo\? _ 2 2
M= me_ s m(y+e /1= ) = my/(n +72)2 — (mv1/c + 202 /c)

a ak rozndsobime vyraz pod odmocninou a vyuzijeme definiciu ~, dostaneme

M =my/2 4 27172(1 — viva/c?).
Po dosadeni by sme dostali

M _ 2+A =2,092.
m /969

nost{ péovodnych gil — asi 0 5%. Teraz sa musime zamysliet, ¢o to v skutocnosti
zZnamena.

To, ze sa spojend gula zohreje je zrejmé uz z nasich klasickych predstav. Pri
klasickej zrdzke (pomalych) gal vi¢sinou zanedbdvame energiu, ktord unikne v po-
dobne zvukovej energie, rovnako urobme aj tu (aj ked by to bola poriadna rana).
Pri relativistickych rychlostiach nastdva este dalsia moznost, a to rozpad alebo
fazia jadier. Tuto moznost tiez nebudeme uvazovat. Takyto proces totiz nevieme
dobre popisat (unikalo by podstatné mnozstvo energie).

447Znacit relativisticki hmotnost, teda ym, nejako Specidlne vedie iba k zméatkom.
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Ak teda zrazime rovnaké gule, kazdd s N atémami, vyslednd gula bude mat
presne 2N atémov — tu samozrejme nie su zZiadne relativistické korekcie. Presnejsie
povedané, bude to pravda prave, ak neuvazujeme jadrové reakcie. Kazdy z tychto
atémov mé samozrejme rovnaki pokojovi hmotnost ako tie v pévodnej guli, pre-
toze pokojovd hmotnost je vlastnost konkrétneho izotopu. To sa ale nedé povedat
o zotrvacnosti tychto atémov. Prave pri zrazke sa rapidne zgchlia. Toto zrychlenie
teda spOsobi zmenu nameranej hmotnosti spojeného telesa*

Zrychlenie pohybu cCastic sme uz ale videli aj v klasickej fyzike, tam ho inter-
pretujeme prave ako ohrievanie. Dodané teplo je teda prave rovné pridanej energii
Castic, ktord je jednoducho (M — 2m)c®. Uz len potrebujeme tepelnt kapacitu
oceleE em = 466 J-kg1-K~! a ziskand energiu na kilogram

(M —2m)c? 1M V 2+ 7o
(7 - 1) = r+————-1|=41PJkg " .

“= om “2m 2

Nakoniec len podelime energeticky prirastok kapacitou a ziskame

AT = 2 =89TK.
Cm
Takyto vysledok si zasluzi kratky komentar, terakelviny nestretdvame kazdy den.
Ukazuje to na nase predpoklady, ktoré si velmi nefyzikalne: aj keby pri zrdazke ne-
nastala jadrova reakcia, kazdopadne by sme namiesto pevného objektu pozorovali
oblak castic rozlietajuci sa na vsSetky strany.

Uloha IV.P ... to pravé gravitaéni zrychlenf

Fales chtél v Praze (V Holesovickdch 2 v prizemi) urcit hodnotu gravitaéniho
zrychleni z experimentu, kdy poustél kulaty micek z vysky par metri na Zemi.
Rozmyslete si, jaké korekce musel pri zpracovani méreni zahrnout. Poté navrhnéte
vlastni experiment na stanoveni gravitacniho zrychleni a diskutujte jeho presnost.

Nejdilezitéjsi chyby, které musi vzit Fales v Gvahu, jsou chyby zpisobené neide-
alnosti jeho pristroju a neidedlnosti jeho samotného. Jeho stopky totiz nedokéazi
pfesné zmérit Cas a presto, ze méa rychlost reakci jako buddhisticky mnich, nedo-
kéaze presné urcit, kdy micek doopravdy spadl. Posudte sami, zda byste dokazali
vypnout stopky naptiklad do tisiciny sekundy po padu. Obvykle mizeme uvazo-
vat, ze stopky jsme schopni zastavit s presnosti na 0,2, coz je, jak jesté uvidime,
pro zahrnuti korekci docela dlouhy casovy tsek.

45Teraz by ste sa mali spytat otdzku, pre¢o meriame relativistick a nie pokojovii hmotnost
atomov v latke? Odpoved je v sposobe merania hmotnosti: va¢sinou polozime teleso na vahu
a meriame tlak, ktorym na nu posobi. Ak sa teda zvysi relativistickd hmotnost Castic, rovnako
sa zvysi aj ich hybnost, a teda aj hybnost, ktorti budt preddvat vdhe. Dobra otdzka je, ako
do toho vstupuje gravitacia. Odpoved je, ze gravitidcia posobi na celkovi energiu, prave vdaka
¢omu sa teleso zohriatim neodrazi od svojej podlozky.

40http://en.wikipedia.org/wiki/Heat_capacity#Table_of _specific_heat_capacities
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Musime si nejprve uvédomit, co Fales ve skute¢nosti méri a co je to gravitac-
ni zrychleni. Gravita¢ni zrychleni je zrychleni zptsobené gravitaci Zemé na jejim
povrchu. Kdyz ale méfime pad micku, hraji roli i jiné efekty nez hmota planety.
Nejdulezitéjsi je odstrediva sila na povrchu Zemé. Kombinaci odstiedivého a gra-
vitacniho zrychleni se rika tihové zrychleni. Fales tedy zméri zrychleni tihové.

Vypoctéme nyni vliv rotace nasi planety. Zemé se oto¢i 1,00krat za 24 hodin
(skuteénd hodnota neni pfesné 1,00, nybrz spise 1,002 7krat, ndm ovSem staci tak-
to zaokrouhlens hodnota), coz odpovida thlové rychlosti w = 7,29 - 10 °rad-s~*.
Soutadnice MFF UK V Holesovi¢kach jsou zhruba 50°6’ S, 14°26’ V, my ovSem bu-
deme potiebovat pouze zemépisnou sitku. Déle bychom potfebovali co nejpresnéji
urc¢it vzdalenost tohoto mista od stfedu Zemé. Zemi budeme povazovat za homo-
genni kouli (pfestoze ve skuteénosti se jednd o nehomogenni elipsoid) a vzhledem
k tomu, jak ndro¢né by bylo zahrnout do tvah veskeré nehomogenity, smifime se
s tim, ze korekce nebude Uplné presna. Vzdalenost od stfedu jsme schopni urcit
s presnosti zhruba na 10km, coz pri uvazovaném poloméru Zemé 6378 km neni
ani setina a vzhledem k tomu, ze korekce bude také maximalné v fadu setin, tak
ndm tato nepresnost (kterd by ve vysledku byla jedna desetitisicina) nebude vadit.
Pro vypocteni odstiedivého zrychleni potiebujeme urcit vzdalenost od osy otaceni
Zemé, coz, pokud budeme zemépisnou sitku bréat jako thel ¢, bude Rz cos . Jesté
zbyvé udélat prumét tithového zrychleni do sméru gravitace, jelikoz takto vypocte-
né zrychleni bude mirit smérem od osy rotace. Pro primét musime hodnotu opét
vyndasobit ¢lenem cos . Odstredivé zrychleni nyni muzeme tedy vypocitat jako

oa = w’(Rz cos® p) = 0,0140m-s>.

Aby tihové zrychleni prepocital na gravitacni, musi tedy pripocist tuto hodno-
tu aod.

Déle musi samoziejmé uvazovat odpor prostiedi. A¢ to ¢asto pro zjednoduseni
uvazujeme, nepohybujeme se ve vakuu. Proti micku ptsobi odpor vzduchu. Odpor
prostredi 1ze uréit pomoci Newtonova vztahu. V tomto vztahu se celkem rozumné
ocekava, ze pro prekonani odporové sily musi téleso vykonat stejnou praci, jako je
kinetickd energie vzduchu, kterou vzduch ziskal od prolétajiciho télesa. Odporovou
silu tedy urc¢ime ze vzorce

1
Foap = Cigvzs,

kde C je soudinitel odporu (pro kouli je roven 0,5) a S obsah prufezu kolmého na
smér padu. Pro presné vyreseni musime vyresit pohybovou rovnici

1
ma = —mg + CigUZS,

jejiz FeSeni s pocétecnimi podminkami v(0) = 0, y(0) = h je

y(t) =h— % In (cosh (g—t>) , (22)

Voo
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kde jsme substituovali za limitni rychlost

_[/2myg
%07”7905'

Toto je jiz ovSsem pomérné niarocna matematika.
My znédme dobu péddu, tedy cas to, pro ktery plati y(to) = 0. Z rovnice (@)
pak dokazeme po vraceni substituce vyjadrit zrychleni

argcosh? (e(thS)/(Qm)) .

_ 2m

9= o0se2

Pii tihovém zrychleni 9,81 m-s~2 by mic¢ek o hmotnosti 100 g a priméru 5cm

pfi hustoté vzduchu 1,29kg-m~2 padal ze dvou metri 0,6399s. Kdyby gravita¢ni
zrychleni pocital se zanedbanim odporu vzduchu podle vzorce

_2h
g - tg )
ziskal by vysledek 9,769 m-s™2, coz se celkem znatelné 1isi od skute¢ného v uvazo-
vané situaci. Pokud tedy Fales chce pocitat s presnosti na vice nez dvé desetinnéd
mista, mél by pocitat i s odporem vzduchu.

Pritomnost atmosféry ndm prindsi i dalsi problémy — napiiklad pusobici vztla-

kova sila. Ta bude po celou dobu konstantni a dle Archimédova zakona je rovna
tize kapaliny télesem vytlacené, tedy

Fo, =Vog.

Pohybova rovnice prejde na tvar
V 1
ma = —mg (1 — —Q) +C=ov°8S.
m 2

To znamend, ze vysledny vzorec pro g je potfeba vydélit hodnotou 1 — V/m. Pro
predstavu je toto pro nas micek zhruba 0,999. Uvédomme si ale, Ze pokud zvazime
midek na vzduchu, bude samotné vazeni zatizeno chybou vézeni na vzduchu (kilo
pefi bude na vadhach ,lehéi“ nez kilo Zeleza). Ve vahéch je vidy malé vlastni zdvazi —
etalon. Jelikoz i na etalon ptisobi vztlakova sila, naméfend hmotnost je zavisla na
hustoté tohoto etalonu. Pro skutecnou hmotnost m poté plati vzorec:
_ %a
Qc

1— Q2 ?
o

m =

kde ¢ je hustota naseho zavazi, o, je hustota vzduchu a . je hustota etalonu.
Predpokladejme ale, ze Fales si micek zvazil v nékteré z laboratoiri MFF UK a zné
hmotnost s vysokou pfesnost{ (mohl ho napiiklad zméfit pod vyvévou ve vakuu).

Zanedbatelny vliv muze mit i Slunce, Mésic a ostatni planety Slunec¢ni sousta-
vy, ale tento vliv je opravdu pouze zanedbatelny. Koho by vypocet této korekce
zajimal, muze se podivat na vzorové reseni ulohy III.1 z 26. ro¢niku.
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Uvédomme si také, ze gravitacni zrychleni se méni z vyskou, ve které ho mérime.
Pro ilustraci si spoctéme, jak rychle se gravitacni zrychleni méni dle Newtonova
gravitacniho zédkona. Zrychleni dle Newtonova gravitacniho zakona bude

M
ﬁ )

kde G ~ 6,67384 - 107 m®*kg~'.s7? a R je vzdéalenost od stiedu planety (tento
vzorec muzeme pouzit pouze nad povrchem planety, nikoliv v jejim nitru). Pokud
budeme pocitat s polomérem Zemé 6 378 km, tak ndm je asi hned zfejmé, ze 1 nebo
2 metry nebudou hrat vyrazny rozdil, ten bude zhruba 3- 1076 m-s—2.

Celkové tedy muzeme tici, ze zdaleka nejvétsi vliv maji na méfeni gravitacniho
zrychleni odporové sily ptisobici na padajici micek. Pak nasleduji korekce z tthového
zrychleni na zrychleni gravita¢ni. Ostatni vlivy jsou zanedbatelné.

Klasickym experimentem pro méreni tthového zrychleni je méreni periody ky-
vadla. Méjme zavazi kmitajici s malymi vychylkami a periodou T'. Pro tuto periodu
plati vztah T' = 2n4/J/(mgR), kde J je moment setrvacnosti télesa viéi ose oté-

Fe=G

Pfi vypoctu momentu setrvacnosti ovSem muze byt zanesena relativné velkd
chyba. Proto se napiiklad v praktiku u nas na Matfyzu méri tithové zrychleni
pomoci takzvaného reverzniho kyvadla. Pro objasnéni potfebujeme zavést velici-
nu I, = J/(mR) a budeme ji tikat redukovand délka kyvadla. Po zavedeni této
veli¢iny muzeme psat

Redukovanou délku muzeme ovsem urcit i bez znalosti momentu setrvacnosti ky-
vadla. V pripadé, ze téleso kmita kolem dvou rovnobéznych os se stejnou periodou,
tak vzdélenost téchto dvou os je pravé nase redukovana délka. Tihové zrychleni
bychom poté mohli dopocist ze vzorce

4n®
T2 *
Jak takové reverzni kyvadlo vypada si muzete prohlédnout napiiklad na videu.
Nejprve se kyvadlo ot4aéf kolem jedné osy a poté je otoceno. Cocky na kyvadle
jsou nasledné nastaveny tak, aby perioda kmita kolem obou os byla stejna.

Za béznych podminek jsme schopni redukovanou délku kyvadla urcit s presnosti
zhruba 40,1 cm. Pokud bude redukovana délka naptiklad 0,5 m, je tedy chyba 0,2
%. Dobu kmitu jsme schopni urcit velmi pfesné, pouzijeme-li svételnou zévoru pro
zapnuti a vypnuti stopek. Svételna zavora je mechanizmus, ktery kontroluje, zda
jde do detektoru svétlo. Svétlo umistime tak, aby svitilo do detektoru skrz rovno-
vaznou polohu kyvadla. Ve chvili, kdy kyvadlo projde touto rovnovaznou polohou,
draha paprski jdoucich do detektoru je prerusena a svételnd zavora spusti stopky.
Pockame na deset period kyvadla a ve chvili, kdy kyvadlo znovu projde rovnovaz-
nou polohou, stopky se zastavi. Je dilezité, ze ¢as méfime v rovnovazné poloze.

g=1l

4Thttp://youtu.be/6wFIxz2p_Cs
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V rovnovazné poloze mé totiz kyvadlo nejvétsi rychlost. Tim padem dokazeme
velmi presné vzdy urcit, ze je kyvadlo ve stejné poloze. Kdybychom chtéli mérit
od okamziku, kdy mé kyvadlo nejvétsi vychylku, bude kyvadlo branit paprskim
v prichodu po mnohem delsi ¢as. Bude tedy mozné, Ze se stopky budou spoustét
v ruznych polohach. Svételnd zdvora cas zméri pomérné presné, ale kdybychom
mérili ruéné, bylo by opravdu obtizné urcit, zda se kyvadlo opravdu nachézi v té
samé poloze, ve které jsme stopky spustili.

Pokud méfime velic¢inu g zavislou na veli¢inach I, a T', urc¢ime celkovou chybu

meéreni podle vzorce
B ag 2 ag 2
7= \/(azr‘”f) * (ﬁ‘”) ’

kde o vizdy znaci chybu veli¢iny, kterd je uvedena v dolnim indexu. Po vypocteni

ziskdme vzorec
1674 64mt
J—\/ T ai—i—l? T6 k.

S pomoci svételné zdvory budeme schopni urcit 7' s presnosti zhruba na tisicinu
sekundy. Doba kmitu bude zhruba 1,5s. Dosadme tedy do vzorce pro vypocet
chyby a dostaneme

o=0,02ms 2,

pri¢emz pouze minimum chyby je zplisobeno nepfesnosti urceni ¢asu (pokud bychom
¢as meérili tiplné presné, byla by chyba 0,017 mA572). Vidime, zZe nejvétsi problém

nam tvorii nepfesnost zptisobend urcenim I.. Pokud bychom meérili ¢as ruc¢né, mi-

Zeme oCekdvat, ze stopky zastavime s pfesnosti na jednu desetinu sekundy (0,1s).

Pokud zmérime 10 period, rozlozi se chyba mezi jednotlivé periody a jednu periodu

tedy budeme schopni urcit s presnosti 0,01s. V tuto chvili jiz prestane byt chyba

zpusobend nepresnosti méfeni casu zanedbatelna — celkové budeme schopni g urcit

s presnosti £0,12m-s~2.

Uloha V.1 ... natlakovan Zirafa

Porovnejte krevni tlak v hlavé dospélé zirafy a dospélého c¢lovéka. Systolicky tlak
na urovni srdce je u ¢lovéka pp; = 120mmHg a u Zirafy py1 = 280 mmHg, hustota
krve obou Zivoéichi je p = 1050kg-m>. Uvazujte pouze piipad, kdy &lovek i zirafa
stoji. Rychlost proudeni krve v téle povazujte za konstantni.

Krevni soustava savcu je velmi husté rozvétvena, nicméné pro zjednoduseni bude-

me predpoklddat, ze celym télem Clovéka/zirafy vede pouze jedna velkd céva. Na
zékladé Bernoulliho rovnice by pro tlak u srdce a v hlavé mél platit vztah!

1 1
p1+ 591)? + hiog = p2 + §Qv§ + h20g,

48Ve skutecnosti bychom jesté méli zohlednit viskozitu krve, jejiz Gc¢inky jsou popsany Poise-
uillovym zakonem.
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kde indexem 1 znacime veliciny prislusejici srdci a indexem 2 znacime veli¢iny
prislusejici hlavé. Pro rozdil tlakt mezi srdcem a hlavou méme diky predpokladu
o konstantni velikosti rychlosti proudéni (aneb vi = vs)

p1 —p2 = Ap = (h2 — h1) og = Ahpg.

Nyni potfebujeme odhadnout Ah. Vyska dospélého muze je v pruméru 180cm,
srdce je zhruba ve vysce 130 cm, takze Ahy, = 50 cm. Ziraf je nékolik riiznych druhi
dosahujicich vysek od 4m do 6 m, vezmeme prumérnou hodnotu 5m; srdce Zirafy
je zhruba v poloviné jeji vysky, takze Ahy = 250cm. Ze znalosti hodnot pn, =
= 120mmHg = 16000 Pa, p; = 280mmHg = 37300 Pa ze zadani nyni miizeme
urcit tlak v hlaveé clovéka

DPh,2 = Ph,1 — Ahnog = 10850 Pa
a tlak v hlavé zirafy
Dg,2 = Pg,1 — Ahgpg = 11700Pa.

Vzhledem k tomu, Ze jsme Ah pouze hrubé odhadovali, mizeme obé hodnoty py 2,
Dg,2 Povazovat za priblizné stejné (1isi se o méné nez 10 %). To znamend, ze srdecni
tlak zirafy dobre kompenzuje vysku jejiho krku. Muzete si pro zajimavost sami
zkusit dopocitat, zda to plati i pro jiné zivocichy.

Uloha V.2 ... uranova hvézda

Predstavme si, ze ve hvézddach neprobiha termojadernd fiize, nybrz stépna jadernd
reakce. Odhadnéte, jak dlouho by takova hvézda dokéazala vyzarovat, jestlize na
pocatku svého zivotniho cyklu sestava pouze z uranu 235, jeji hmotnost i zarivy
vykon jsou priblizné konstantni a odpovidaji soucasnym hodnotam pro Slunce.

Uran 235 je nuklid, ktery podléhd stépné reakci, pricemz energie, kterd se uvolni
$tépenim jednoho atomu *°U, ¢ini asitd E, = 200 MeV. Produkty této reakce
jsou sice také nestabilni, ale jejich energeticky prispévek by byl maly a lze jg
zanedbat. Hmotnost hvézdy M odpovidda hmotnosti Slunce, takze ma hmotnost
M =2,0-10%° kg. Pokud tuto hmotnost vydélime hmotnost{ jednoho atomu 23°U,
ktera je ma = 235my = 3,9 - 1072° kg, kde m, je atomova hmotnostni konstanta,
pak zjistime, kolik atomt 23U hvézdu tvoii, a tim, Ze celkova energie E, kterd by
se z takto hmotné hvézdy mohla stépenim uranu uvolnit, je
p-M . =1,6-10"17.

Predpoklddame-li, Ze ma hvézda priblizné konstantni zafivy vykon L = 3,8-10% W
odpovidajici Slunci®= pak muzeme urc¢it dobu zivota hvézdy, tedy dobu, po kterou

“http://cs.wikipedia.org/wiki/Uran-235

5%http://cs.wikipedia.org/wiki/Slunce

51Tato informace v zaddni nam ulehuje praci, nebot s uréitou aproximaci bychom méli byt
schopni ze zndmych ddaju zafivy vykon uranové hvézdy dopocitat.
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bude vyzatovat, jako podil celkové energie, kterd se uvolni stépenim uranu, a jejiho
zarivého vykonu.

t:z:1,4.101°1et.

Nase hypotetickd uranova hvézda by zéarila asi 14 miliard let, coz je doba radové
srovnatelnd se skutecnou délkou zivota hvézd (napfiklad pro Slunce je odhadova-
nd délka zivota kolem 10 miliard let). Nebylo zjisténo, ze by existovaly hvézdy, ve
kterych by probihaly stépné reakce, a nepravdépodobnost tohoto jevu podporuje
extrémni vzacnost vyskytu prvkl tézsich nez zelezo ve hvézdéach (fize prvkt mu-
ze probihat pfi vybuchu supernovy, a tyto prvky se pak mohou dostat do nové
hvézdy pfi jejim tvofeni). Asi nejzdsadnéjsim problémem takovéto konkrétni ura-
nové hvézdy by bylo, ze mnozstvi uranu v ni by bylo nadkritické, takze by velice
rychle vybuchla.

Uloha V.3 ... ta jemné nadoba

Méjme valcovou nadobu, jez zaujima objem V = 11. Nadoba je uzavrena vzducho-
tésnym pohyblivym pistem, ktery ma nezanedbatelnou hmotnost M. Dale vime,
ze nddoba je vodorovnymi prepdzkami rozdélena na n komor a v i-té komore (Cis-
lovano odshora) je 2'a &dstic, kde a je blize neurcend konstanta. Piepazky nejsou
k nddobé pripevnény, presto nedovoluji, aby si komory, v nichZ je idedlni plyn,
vymernovaly teplo nebo castice. Cely systém je v rovnovaze. Poté zdvojnasobime
hmotnost pistu a pockame, az se nas systém opét ustavi v rovnovaze. Jak se zméni
objem, ktery plyn v nddobé zaujima? Atmosfericky tlak neuvazujte.

Hned ze zac¢dtku musime podotknout, ze v zadani neni specifikovan jisty ,detail“,
ktery vyznamné ovliviiuje spravné reseni. Timto prvkem je rychlost procesu pre-
chodu mezi ustdlenymi stavy v nddobé. Jinymi slovy, zalezi na tom, jestli na pist
ten druhy jen tak laxnim zptisobem upustime, nebo naopak ,Setrné“ polozime.
V feci zvysovani hmotnosti pistu pak mluvime opét o rychlosti nartstu jeho hmot-
nosti. Prvni z pripadu 1épe odrazi praxi, avsak jeho kvantitativni rozbor nespadé
do ramce stfedoskolské ani FYKOSI termodynamiky. Jde totiz o Cisté dynamicky
problém, na néjz nejsou kladeny pozadavky kvazistaticity, které nam treba umozni
definovat pojem teplota. Problematikou ,rychlych* procest se zabyva nerovnovaz-
né termodynamika, kterd by ndm také odpovédéla, ze za téchto okolnosti k zadné
rovnovaze nedojde, pist bude okolo své rovnovazné polohy oscilovat. Intuitivné lze
tuto skutecnost nahlédnout, kdyz si rozmyslime, ze pri vyrovnani tlaktt bude mit
pist nenulovou pohybovou energii, kterou ztrati az po opusténi tohoto rovnovaz-
ného stavu. Tém z vas, kteri si zadani upresnili podle svého, a dle svého upresnéni
dlohu i spravné vytesili, jsme udélovali plny pocet bodi.

V dalsim se jiz budeme zaobirat jen kvazistatickou variantou, kdy se pistu ,,do-
statecné pomalu* zvysuje hmotnost. Tim , dostate¢né pomalu* myslime tak rychle,
aby tlak pistem vyvijeny byl vzdy roven tlaku plynu v horni komore. Jediné tim-
to pomalym prechodem zajistime, ze vzdy budeme prechézet mezi rovnovaznymi
stavy, bude ndm po cely déj platit klasickd stavova rovnice a podobné.
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Takto formulovand tloha tedy spadd do kategorie vysetfovani rovnovaznych
stavi v termodynamice. V tomto pripadé se jednd o rovnovahu mechanickou, kte-
rou zname nejlépe z mechaniky. Pod mechanickou rovnovdhou v termodynamice
rozumime silové vyrovnani pusobici na kazdou fyzickou, ale i imagindrni plosku
uvnitt naseho systému. To jinymi slovy vynucuje vyrovnani tlaku. Pfirozené je se
ptati, na jaké rovnovazné hodnoté se nas tlak v riznych komorach ustali. Muzeme
to néjak urc¢it rovnou? Neni tézké si rozmyslet, ze argument rovnovahy bude platit
mezi kazdymi dvéma sousednimi komorami, coz nas vede k zavéru, ze pri dosazeni
rovnovéhy bude nastolena rovnost tlaki napti¢ celou nddobou a hodnota tohoto
tlaku bude rovna tlaku, ktery urcuji vnéjsi podminky — okamzitd hmotnost pistu.
Pri vySetfovani zmény objemu se tak muzeme omezit na zkouméani zmény objemu
v jedné komofte, protoze, jak jsme si rozmysleli vyse, podminky jsou v pripadé kaz-
dé komory stejné. Pro vychozi a koncovy stav tlaku v kazdé z komor tak muzeme
s vyuzitim stavové rovnice idedlniho plynu psét

gM  NETo  NEkTp

S Po = ‘/0 = Sdo ) (23)

kde 0 oznacuje pocatecni, 1 koncovy stav, p tlak v komore, g tihové zrychleni, M po-
¢atecni hmotnost pistu, S plochu pistu, N pocet ¢astic v komore, k Boltzmannovu
konstantu, 7" teplotu plynu, d vysku pistu. Podobné pro koncovy rovnovazny stav
plati
2gM NEkETy  NET
20 = 9py = -
S Wi Sd
Jak ale souvisi zména teploty se zménou vysky komory? Lze to ur¢it? Vratme
se zpét k otazce podstaty procesu, ktery se realizuje. Uz vime, ze déj probiha za
neustdlé vyrovnanosti tlaku pistu s tlakem v komofe, navic pii déji do komory
neptichézi zddné teplo. Takovy déj je zndm jako déj adiabaticky. Premosténi mezi
témito dvéma rovnovaznymi stavy ndm podé energetickd bilance procesu. K to-
mu potiebujeme kalorimetrickou rovnici pro idealni plyn a vztah pro praci pri
adiabatickém déji
f " poly ! o

AU = LNK(Ty, — To) = — PoYo gy — poyit2/f [,Vﬂ/f] 7
B (Tx 0) /Vo Vite/f PoVg D) sdo

(24)

kde jsme pro obecnost predpokladali f stupnt volnosti plynovych c¢astic a rovnou
dosadili za Poissonovu konstantu k = (f +2)/f. Drobné upravy s dosazenim za po
a Vo ze stavové rovnice vedou na vedou na

f f d1 -2/f
§(T1 —To) = §T0 |:<do> - 1:| . (25)

Abychom mohli ze vztahu vyloudit teploty, vyuZijeme sadu rovnic (@) a (@), z niz
ptimocare plyne
di T

o _ 11
do 1o
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a po dosazeni do (@) mame

(e 4@

Resen{ této rovnice pro nezndmou di /do davéa

di _ 5—f/(1+2) _ g-1/n

do

Tim jsme ziskali pomér vysek komor na konci ku na zacatku déje. K dobrani se
konec¢né odpovédi na otdzku zadani jiz vedou dvé jednoduché uvahy. Uvédomime
si, ze byl spocten kompresni pomér pro libovolnou komoru, takze rovnou zniame
kompresni pomér pro celou naddobu, a navic, protoze se jedna o valcovou nado-
bu, je pomér vysek pistu nade dnem pifimo roven poméru objemu plynu, ktery je
pistem do nadoby uzav¥en. Reden{ nasf slovni tlohy uz postrada pouze slovni od-
povéd. Po opatrném zdvojndsobeni hmotnosti pistu bude plyn v nddobé zaujimat
objem 27'/* litra.

Uloha V.4 ... trojihelnikovy odpornic¢ek

Urcete odpor trojihelniku vytvoreného z odporového dratu mezi A
svorkami A a B, které vidite na obrazku. Jedna strana malého
trojithelnicku (ze kterych se sklddd velky trojihelnik) md od-

por Ro. Odpor privodnich vodicii neuvazujte.

Zamyslime sa, ¢im vieme popisat elektricky obvod. Kazdému uzlu
vieme priradit potenciél ¢ a kazdému drotu prid I. Ak spaja drot
s odporom 7 i-ty a j-ty uzol, potom nim tecie prad

I; = Yi — Pj
r Obr. 11:
z i-teho do j-teho uzla (ak je zdporny, znamend to len, ze kladny Trojthelnik

prud —1I;; = I;; tedie opaénym smerom). Ide o obyéajny Ohmov zdkon — napétie
medzi uzlami je totiz rozdiel ich potencidlov a prad tecie z vacSieho potencidlu na
mensi.

Ak teda priddme medzi 2 uzly s rovnakymi potencidlmi drét s lubovolne malym
odporom, nebude tymto drétom tiect ziadny prid — ten ale netiekol ani pred tym,
takze sa v obvode ni¢, vratane odporu medzi bodmi A a B, nezmeni. Potom mo6zeme
tento drot skracovaf na Tubovolne mali diiku, az kym sa nase 2 uzly spoja do
jedného, tiez bez zmeny odporu medzi bodmi A a B. Pozor, pri takomto spojeni
uzlov stéle existuji vsetky povodné droty!

Dvojic s rovnakymi potencidlmi sa da lahko najst dost vela. Obvod je totiz
symetricky podla osi AB, teda kazdé 2 uzly, ktoré su si navzdjom obrazmi v tejto
osovej sumernosti, budi mat aj rovnaké potencidly. Spojme teda kazdé dva také
uzly do jedného.
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A A
- B B

Obr. 12: Zjednodusenie obvodu pomocou symetrie.

Pri druhom zjednoduseni na obr. @ este zahodime drot, ktory spajal jeden
uzol sdm so sebou (tymto drétom ziadny prid zjavne netecie) a nahradili kazdé 2
paralelne zapojené drdty s rovnakymi odpormi r jednym drétom s odporom r/2.
Celd strana malého trojuholni¢ka bude potom mat odpor Ro/2 a jej polovica pri
uzle A odpor Ry /4.

Transformacia trojuholnik-hviezda

Predstavme si ciernu skrinku, do ktorej moézeme pripojit dréty na niekolkych
miestach (tzv. terminédloch), zvolit potencidly na tychto termindloch a merat pr-
udy, ktoré cez tieto droty tecu.

Ak by sme mali dve takéto ¢ierne skrinky (T a S), pre ktoré namerdme pre rov-
naké potencialy vzdy rovnaké pridy, potom moézeme v lubovolnom obvode vymenit
skrinku T za skrinku S (a naopak) bez toho, aby sa Iubovolna veli¢ina (odpory,
prudy, atd.) v obvode zmenila.

D4 sa dokdzatt® Ze skrinky na obr. B (s termindlmi K, L a M) sd v tom-
to zmysle ekvivalentné. Zapojeniu v skrinke T hovorime trojuholnik, zapojeniu
v skrinke S zasa hviezd®.Ekvivalentni hviezdu vieme najst Tubovolnému trojuhol-
niku, vzfahy medzi odpormi v hviezde a v trojuholniku st ale zlozitejsie.

Vsimnime si, ze prave trojuholnik zlozeny z drétov s rovnakymi odpormi sa
v nasom (uz zjednodusenom) obvode nachddza. Mézeme ho teda nahradit hviezdou
ako na obr. @

Odpor R tohto obvodu uz spocitame priamociaro — uz zo zakladnej skoly predsa
vieme, ze sériovo zapojené rezistory s odpormi R: a Ro sa spravaju ako jeden
rezistor s odporom R; + R2 a pri paralelnom zapojeni zasa ako rezistor s odporom

1

1 1
R1+R2

52Ide o velmi znamy trik pri poéitani odporov, dokaz preto neuvadzame.
53
1
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K T L

Obr. 13: Ekvivalentné zapojenia do trojuholnika a do hviezdy.

A
Ro
2
Ro
6
Ro Ro
6 6
—p
Lo /' Ry Ro Bo /' Ry Ry
2 2 2 2
Ro R B Ro R B
2 4 2 4

Obr. 14: ZjednodusSenie obvodu nahradenim trojuholnika hviezdou.
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Odpor medzi bodmi A a B teda bude

R= ]:’10 n 1 Ry  Ro _ 101

1
R T —

Uloha V.5 ... hlidani d&ti

Meéjme houpacku zaveésenou na dvou svislych lanech délky | = 1,5m na vodorovné
ty¢i o poloméru r = 4cm. Ditéti sedicimu na houpacce udélime v dolni uvrati
takovou rychlost vo, aby dité vykonalo celou otocku kolem horizontélni tyce a lana
byla béhem namotavani stale napnuta. Zaroven chceme, aby pocatecni rychlost
byla nejmensi mozna. Urcete rozdil iihlové rychlosti wy houpacky s ditétem po
navratu do dolni dvrati a pocatecni iihlové rychlosti wy.

Népovéda Pro vypocet odstredivého zrychleni mizete uvazovat, ze se dité pohy-
buje lokalné po kruznici.

V celé iloze budeme predpoklddat, ze lana maji zanedbatelnou sitku i hmotnost,
a dité s houpackou budeme povazovat za hmotny bod. Vime, Zze béhem rotace hou-
packy kolem tyce se budou lana postupné navijet a tim se bude zkracovat polomér
rotace. Houpacka se tedy bude pohybovat po Archimédové spirdle, tj. zkraceni
lana bude pfimo imérné thlu, o ktery se houpacka otocila.

Aby zustala lana napnuté a dité z houpgvky nevypadlo, musi byt v horni tvrati
odstrediva sila vétsi nebo rovna sile tihové®= Zaroven vsak musime splnit podmin-
ku, ze pocatecni rychlost houpacky musi byt co nejmensi. Toho dosdhneme pravée
tehdy, kdyz si budou odstiediva a tihova sila pfesné rovny. Pro zjednoduseni zatim
predpokladejme, ze pfi otoceni o maly ihel se zméni délka lana pouze minimélné,
a muzeme proto velikost odstiedivé sily v daném bodé pocitat ze vztahu F =
= mv?/d, kde d je vzdalenost od osy otaceni (diskusi vlivu tohoto zanedbéni viz
nize).

Délka lana v horni tvrati je | — nr/2, protoZze lana se za¢nou navijet az po
otocen{ o /2. Z ivah v pfedchozim odstavci ndm plyne rovnost

va

l—mnr/2 - (26)

kde vy je rychlost houpacky v horni tvrati. Zaroven ze zdkona zachovani mecha-
nické energie ziskdme vztah

1 roonr
Z rovnice (@) vyjadifme v2, dosadime do (@) a vyjadiime pocdtecni rychlost
2 3 ’I")
= ol _2:T 2
vy =gl (5 + 1T 37 (28)

54Horni dvrati zde myslime polohu, kdy je houpacka nejvyse, lana tedy sméiuji kolmo vzhtru.
Spravné bychom podminku pro sily méli vysetfovat v mirné odlisné poloze, viz nize.

66



Resent teoretickych tloh

Rychlost v1 v dolni tvrati po otoceni houpacky o plny thel ur¢ime opét na zakladé

ZZME z rovnice 1 1 3
2 2 r
- =gl ey 29
S0 - 5l =t (7 +577) - (29)
kde nartst potencialni energie je imérny souctu délky namotaného lana a poloméru
tyCe (stfed rotace je nyni pravé o tento jeden polomér vyse nez na pocatku). Ze
vztaht (R) a (R9) dostaneme

2 9 7")
vy =gl (5 577 ) - (30)
Nyni uz jsme schopni po odmocnéni vztaht (@) a (@) vyjadrit rozdil dhlovych
rychlosti
/g _ 9 f
l 2 l 3 . _
@ = g \/ 25—5 %)zO,Glrads L (31
2™

Pfi vypoctu dhlovych rychlost{ jsme (podobné jako v pfipadé odstfedivého
zrychlen{) pouzili pfimo délku lana piislusejici obéma polohdm. Pokud ovsem bu-
deme chtit zahrnout skutecnost, ze se houpacka pohybuje priblizné po spirdle,
budeme muset poloméry pouzité ve vypoctu odstiedivé sily a tthlové rychlosti na-
hradit polomérem oskula¢ni kruznice. To je takova kruznice, jejiz polomér je roven
prevracené hodnoté kiivosti trajektorie ve zkoumaném bodu této trajektorie. Pro
parametricky zadanou rovinnou kfivku

je polomér R oskula¢ni kruznice definovan vztahem

3
2 .2\%
T°+y
R= (7) ) (32)
2§ — yi|
kde % je derivace x podle parametru t. Trajektorie houpacky lezi na Archimédové
spirale s poc¢atkem rotujicim po kruznici, kterou v parametrizaci ithlem 1 popiseme

rovnici ;
r (sinﬁ + (f — 19) cosﬁ)
a(¥) = Tl . (33)
r( COSI9+(7719> sinﬂ)

Uhel ¥ je volen tak, aby byl nulovy ve chvili, kdy houpacka pii otddeni poprvé
dorazi do vodorovné polohy. Tato volba parametrizace je vyhodnd, protoze se pro
kladnd ¥ vyhneme tseku na zacitku pohybu, béhem kterého se houpacka pohy-
buje presné po kruznici. Poloze, kdy ma lano délku L(¢), pak odpovidd hodnota
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parametru ¢ = (I— L(¥))/r. Po dosazeni (@) do (@) dostaneme velmi sympaticky

vyraz
R=r (£ —19) .
r

Za ¥ nyni dosadime hodnoty 91, Y2 odpovidajici dolni tvrati po jedné otocce
a horni dvrati, tedy

ﬂ1=§n:%,
2 r

gy = & = L= L02)
2 r

Tento zapis pomoci okamzité délky L(¥) ndm nyni umoziuje kompaktné zapsat
hledané poloméry oskulac¢nich kruznic

R) =r <l - Z_L(ﬁ)> — L().

r r
Odtud je jiz vidét, ze se pri ztotoznéni okamzité délky lana a poloméru rotace
nedopoustime zadné chyby.

Nyni se vratime k vypoctu pocatec¢ni tthlové rychlosti wo, u néjz jsme pozna-
menali, ze podminka na rovnost velikosti odstfedivé sily a tihové sily v horni
dvrati (R6) neni zcela spravnd. Polohu, kde ma tato rovnost nastat, uréime na
zékladé zdkona zachovani energie. Jelikoz se charakter pohybu houpacky zméni
pti dosazeni vodorovné polohy, budeme ji povazovat za pocatecni a popiSeme ji
pomoci ¥ = 0, ¥ = wn. PouZivame tedy stejnou parametrizaci jako pii vipoctu
poloméru oskula¢ni kruznice. Potom miizeme pro kinetickou a potencidlni energii
psat

T = %mR(ﬁ)Qﬁz’ - %m(l — )22,
V =mg(r(1 —cos?) + (I — r9)sin?) .
Nulovou hladinu potencialni energie jsme pritom nastavili do vodorovné polohy,

kineticka energie odpovidd pohybu po oskula¢ni kruznici. Z volby nulové hladiny
potencidlni energie plyne, ze celkovd mechanickd energie systému je

E= lmwﬁﬁ.

2
Ze zakona zachovani E =T + V jsme schopni vyjadrit kvadrat tthlové rychlosti

Wil? —2gr(1 — cos¥) — 2g(1 — r0¥) sin ¥

o
V= (1 —r0)2

Pro odstredivé zrychleni potom méame

aq = (I — r9)d?
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a pozadujeme, aby stale platilo
aq > gsind,

kde gsin? je slozka tthového zrychleni ve sméru lana. Rovnost ma nastat pouze
v jednom jediném bodé blizkém horni tivrati — v ném musi mit rozdil zrychleni
minimum, které nalezneme derivaci. Resime tedy soustavu rovnic

Wil? — 2gr(1 — cos ) — 2g(1 — rvd) sin 9
l—rd

d W2 — 2gr(1 — cos ) — 2g(I — 9) sin ¥
dd l—rd

—gsind =0, (34)

— gsin 19) =0 (35)
pro proménné wy, 9. Z rovnice (@) jsme schopni vyjadrit
wil® = 2gr(1 — cos ) + 3gsin I(l — r1)) (36)
a po zderivovani (@) a dosazeni za wil? z (@) dostaneme
3cos¥(l — 1Y) —rsind =0.

Ziskali jsme tak transcendentni rovnici pro 9, kterou nedokazeme analyticky resit.
K pomérné presnému vysledku bychom dospéli rozvinutim funkce sin a cos ¢
do Taylorovy fady kolem bodu ¥ = /2. Pokud bychom provedli rozvoj do druhého
radut resili bychom kvadratickou rovnici pro 9. Vysledkem je ¢ = 1,561 52 rad.
Veétsi presnosti vsak mtzeme dosdhnout numerickymi metodami. Mezi nejroz-
Sifenéjsi metody feSeni nelinedrnich soustav rovnic patii metoda bisekce (puleni
intervalu), metoda teden, metoda seCen a metoda regula falsi. Jejich podrobny
popis a implementaci do programovaciho jazyka C++ nalezneme napi. v knize
Numerical Recipes in CE My zde pouzijeme metodu tecen zvanou téz Newtonova.
Tato metoda aproximuje funkci f(z) v okoli odhadu zj prvnim élenem Taylorova
rozvoje, tj. teénou v bodé [z, f(x1)]. Resime rovnici f(z) = 0 v aproximaci

flzk) + f'(zk)(zx —x) = 0.

Reseni této rovnice oznaéime zx11 a pokracujeme v iteraci az po dosazeni konver-
gence, lépe feceno dokud neni splnéna podminka |zx — zk11] < 4, kde & volime
podle pozadované presnosti. Metoda tecen konverguje obecné rychleji nez ideové
jednodussi metoda bisekce, ale na rozdil od ni muze selhat a divergovat. Nebude-
me zde uvadét presné predpoklady kladené na zkoumanou funkci, ale snadno si
rozmyslime, ze problematickd budou naptiklad okoli staciondrnich bodt (derivace
nulové, délime nulou).

Implementace zédkladni verze metody tecen do nékterého z béznych programo-
vacich jazyku neni slozitd, my jsme vSak radéji zvolili odladénou funkci NEWTON
obsazenou v programovacim jazyce IDL. Pro odhad ¥ = 1,55 jsme dostali vysle-
dek ¥ = 1,561 52rad a z (@) jsme dopoéetli wy, = 4,375 82rad-s~!. Hledan4 poloha,

S5cos9 m /2 — P asind = 1— (1/2 —9)?/2
56Starsi verze dostupné online na http://www.nr.com/oldverswitcher.html.
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ve které m4a nastat rovnost sil, je od svislé polohy odchylena o pfiblizné 0,5°. Ze
ZZME trividlné dopoéteme wo = 5,676 95rad-s~*. Zjednoduseny vypodet wo v (@)
déva hodnotu 5,676 87rad-s~*. Lisime se aZ na paté platné &slici, odhad kritické
polohy ¢ = 1/2 je tedy velmi dobry.

Uloha V.P ... fyzika v plamenech

Na jakych fyzikdlnich (a chemickych) parametrech zdvisi teplota, kterou hofi né-
jakd konkrétni latka? Jak? Urcete tuto teplotu pro néjakou konkrétni latku.

V feSeni se budeme zabyvat hofenim vodiku 2H, + O, — 2H,0, protoze jde
o nejjednodussi reakci horeni s nejvyssi dosahovanou teplotou. Budeme tak moci
demonstrovat nejvice efektti.

V celé tloze budeme uvazovat, ze plyn ma stdle atmosféricky tlak a ze pripadné
zvyseni tlaku bude velmi rychle kompenzovano rozepnutim daného plynu. Protoze
uvazujeme model idealniho plynu, tak veskera energie je ulozena v kinetické energii
jednotlivych atomiu ¢i molekul. Podivejme se podrobnéji na to, jakym zpusobem
by mohl rast v plameni tlak. Tlak vzroste proto, zZe kinetickd energie produkti
reakce bude vyssi nez kinetickd energie reaktantu. Tyto atomy a molekuly se vlivem
Brownova pohybu rozptyli po okoli tplné stejné, jako kdyz si oteviete v mistnosti
vonavku a ta vam zavoni cely pokoj. Dilezité je to, ze na produkty reakce neptisobi
zadna vnéjsi sila a proto je spravné uvazovat tepelnou kapacitu za konstantniho
objemu, nikoli tlaku (vnéjsi sila — zavazi na pistu je zodpovédné za vétsi tepelnou
kapacitu). Poznamenejme, ze jde o nevratny déj, tzn. produkty reakce z plamenu
budou odchézet, ale nebudou se do néj samovolné vracet.

Ukéazeme si nejprve prvni odhad teploty spalin vodiku na vybuchu smési vodiku
a kysliku smichanych ve slu¢ovacim poméru 2 : 1. Pak jej zobecnime na ptipad
plamene, kde ukazeme, jaké vSechny vlivy mohou snizovat jeho teplotu.

Pokud smichame vodik s kyslikem v poméru 2 : 1, tak se veskeré spalné teplo
zméni na kinetickou energii produkti. Uvazime-li spalovani jednoho molu vodiku
a pul molu kysliku, ziskdme po reakci jeden mol vody. Tato voda se ptirozené bude
vyskytovat ve formé pary, proto musime jesté od spalného tepla odecist jeji sku-
penské teplo varu. Vyslednd veli¢ina se pak oznaduje jako vyhfevnost (angl. lower
heating value). Mérnou molarni tepelnou kapacitu vody za konstantniho objemu
oznacme™ cp,0 = 29,2J -mol™1-K™!, vyhfevnost vodiku vztaZenou k litkovému
mnozstvitd Hy, = 240kJ-mol~'. Podélenim vyhfevnosti vodiku a tepelné kapacity
vody dostavame vysledek AT, = 8200 K, tedy produkty by mély mit teplotu vyssi
o AT, oproti reaktanttim.

Prvni z efektt1, ktery jsme zanedbali, je zména velikosti tepelné kapacity vodni
pary. Na zakladé vyhledanych dat®™ mutzeme zkonstruovat zavislost tepelné ka-

57http://en.wikipedia.org/wiki/Heat_capacity, uvazujeme hodnotu za teploty 100 °C.

58Na http://cs.wikipedia.org/wiki/Vyhfevnost najdeme, ze vyhfevnost je 120 MJ-kg~*.

5%http://www.engineeringtoolbox.com/water-vapor-d_979.html, od kterych musime odeéist
molarni plynovou konstantu, abychom dostali tepelnou kapacitu za konstantniho objemu.
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pacity vodni pary na teploté, viz obr. @ Vidime, zZe neni vibec linearni, ale na
rozsahu teplot (0,2000) K jej muzeme aproximovat linedrni zdvislosti

Cu,0
J-mol—1.K-1
a na intervalu (2000, 5000) K linedrni funkci

~220+108-10°K - T = A, + BiT (37)

CH,0
J-mol—1-K-1!
kde teplotu T dosazujeme v Kelvinech. Teplo potfebné k ohtati plynu z pokojové
teploty (skupenské teplo nemiizeme uvazovat, protoze reaktanty jsou plyny a pro-
dukty téz) odpovida plose pod kfivkou, tedy, pfi pouzit{ prvni aproximaéni kiivky,
muzeme polozit

~385+27-10°K - T = Ay + BoT, (38)

B
Hy, :Al(TQ—T1)+71(T2 —T1)27 (39)

kde konstanty A; a Bj jsou definovany vztahem (@) Dosazenim 77 = 273K
obdrzime kvadratickou rovnici pro T» s feSenim 7o = 5200K, z ¢ehoz vyplyvi,
Ze nemuzeme pouzit pouze prvni vztah, protoze ndm vysla teplota, kterd nespadé
do rozsahu aproximace odpovidajici vztahu (B7). Musime nejprve spoéitat teplo
nutné k ohrati na teplotu 2 000 K a nasledné urcit finalni teplotu pary 7, obdobnym
postupem, ale pro aproximaci (BY).

para +
60 - pira — model ——— 1
dusik
0 dusik — model I N
50 kyslilk e 1
c kyslik — model - T
J-mol-1 40 | / .
* * * * =
30 | 4
20 F i
1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
T
K

Obr. 15: Graf zavislosti molarni tepelné kapacity vodni pary, dusiku a kysliku na
teploté.

Vypocitame nejprve energii F1 potrebnou k ohrati spalin na teplotu 2000 K,
dosazenim do (BY) dostavdme E; = 54,1 kJ-mol~!. Pouzitim obdobného postupu
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jako v (@) dostavame odhad na findlni oh#at®d o AT, = 6200K, kterou se téz
dostdvdme mimo platnost naseho modelu, ale dalsi data bohuzel neméame.

Spalovani neni idedlni, takze budeme uvazovat dalsi vlivy. VSechna déle uvé-

déné procenta jsou objemova ¢i molarni.

e Aby mohlo jit o spalovani, nikoli o vybuch, musi byt koncentrace vodiku
mensi néz 67 %. Pro smés s kyslikem musi byt koncentrace vodiku mens{
nez 15 % a pro smés se vzduchem 18,3 %, pak nemuze dojit k vybuchut

o Reakce spalovani neni dokonald, takze mezi produkty zbude i néjaky nezre-
ﬁovany vodik. Tento prispévek je jiz zapoclteny v mérném spalném teple.

o Cést energie se vyzaii infradervenym a optickym zéfenim, proto nepfispéje
do teploty plamene.
Spocitame si zde oba vyse uvedené pripady a pro pripad spalovani na vzduchu
i v nevybusné smési s kyslikem.

Spalovani smési s kyslikem

Je-li koncentrace vodiku 15 %, tak v reaktantech bude 7,5% spéaleného kysliku
a 77,5 % nespaleného kysliku. Tedy pro jeden mol spaleného vodiku vznikne je-
den mol vody, ale také musime ohrat 5,17 mol kysliku. Pro kyslik jsou hodnot
konstant {A} = 20,2 a {B} = 5,4 - 1072, definice viz (B7). Pouzitim vztahu (B9),
do kterého dosadime vazené pruméry molarnich tepelnych kapacit, dostaneme pro
rozdil teplot pouze T, = 1800 K, pokud porovnidvame s vybuchem.

Spalovani smési se vzduchem

Pokud budeme spalovat smés 18,3 % vodiku ve vzduchu, tak spalime 9,1 pro-
centniho bodu kysliku ze vzduchu a budeme muset na kazdy spélenémol vodiku
ohrat 3,96 mol vzduchu. Vzduch je predevsim dusik a kyslik, z grafu®™ na obr.

zjistime ale, ze tepelnd kapacita dusiku i kysliku je podobna a bude tedy odpo-
vidat tepelné kapacité vzduchu. Dosazenim odpovidajicich hodnot do vztahu (@)
dostaneme vysledek ATy = 2100 K, coz je podeztele vice nez pro spalovani s ¢istym

kyslikem, ale rozdil je zpusoben vyssi bezpecnou koncentraci vodiku.

Zavér

Nejprve jsme urcili narust teploty spalin vodiku s kyslikem pro model konstantni
tepelné kapacity s vysledkem 7, = 8200 K, pak jsme model zobecnili pro ptipad
linedrné se ménici tepelné kapacity a teplota klesla na 6200 K. Déle jsem uvazili
spalovani ,bezpecné“ smési vodiku a kysliku s teplotou plamene 7. + Tp &~ 1800 K
a pro smés vodiku se vzduchem o teploté Ty + Tp ~ 2100 K. Poznamenejme, ze
napf. pro pripady svareni ¢i taveni kovi se pouzivaji niz$i koncentrace kysliku,

69Wikipedia http://cs.wikipedia.org/wiki/Vodik uvadi hodnotu pies 3000 K. Nesoulad bu-
deme diskutovat dale.

81http://www.odbornecasopisy.cz/index.php?7id_document=3146€

52http://en.wikipedia.org/wiki/Heat_of_combustion

53http://www.engineeringtoolbox.com/oxygen-d_978.html

84http://www.engineeringtoolbox.com/nitrogen-d_977.html
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kde je moznost vybuchu, ale dokud hoti smés plamenem, nemtize k vybuchu dojit.
Ale sniZzenim koncentrace kysliku téz vzroste teplota plamene, protoze nemusime
»zbytecné“ ohrivat prebytecny kyslik.

Uloha VI.1 ... antijadro

Maéame dvé homogenni nerotujici planety tvaru dokonalych kouli s vnéjsimi polomé-
ry Rz. Prvni z nich je dokonala koule o hustoté p a na jejim povrchu je gravitacni
zrychlenf agz. Druhd je dutd do poloviny jejtho poloméru a az pak je plna.

a) Pokud by obé planety byly ze stejného homogenniho materidlu, na povrchu
které planety bude vétsi gravitacni zrychleni a jaky bude pomér mezi hodnotami
gravitacniho zrychleni na obou planetdch?

b) Pokud by i na povrchu druhé planety bylo gravitacni zrychleni a,, jakd by
musela byt hustota druhé planety?

Intenzita gravita¢niho pole, a tedy i zrychleni na volny objekt jim vytvarené, je
stejnd, at uz jsme vzdaleni od hmotného bodu s néjakou hmotnosti ¢i jsme na po-
vrchu télesa, které je kulové, mé sféricky symetricky rozloZzenou hustotu (tj. zavisi
pouze na vzdalenosti od jeho hmotného stfedu) a jeho polomér je roven vzdélenosti
od hmotného bodu v predchozim pripadé. Gravitacni zrychleni na povrchu homo-
genni koule tedy muzeme vypoéitat ze zndmého vztahu ag = Gm;/ R%, kde m; je
hmotnost dané koule. Hmotnost plné koule ze zadani, kterou si oznacime M; je

tedy pevné déna jako M; = a.R%/G.

a) Hmotnosti koul{ miizeme pocitat z objemt, tedy M1 = oVz a Ma = 0 (Vz — Vin),
kde ¢ je hustota kouli, Vz je objem plné koule a Vi, je objem dutiny. Objem
koule je obecné V; = (4/3) nr3, kde 7; je polomér dané koule. Vyjadieme si nyni
hmotnost duté koule M> v zavislosti na hmotnosti M,

Mz = 0(Vz — Vin) = 05 <R% - Ff) = T,
Gravitacni zrychleni na povrchu prvni, plné, planety by bylo
o = 28
Z

Gravitacni zrychleni na povrchu druhé, duté, planety by bylo
_GM> TGMy, 7

ago = = = —ag1 .
¢~ "R2 8RZ ~ 8%
Odpovédi tedy je, ze gravitac¢ni zrychleni na povrchu prvni planety by bylo
vétsi, a to 8/7Tkrat vic nez na druhé planeté.

b) Ponechme oznaceni hustoty plné koule jako ¢ a hustotu duté koule ozna¢me
jako ¢2. Hmotnost obou planet mé byt stejna, takze hustota duté planety musi
byt o néco vyssi. ZapiSme si vztahy pro gravitacni zrychleni na povrchu obou
planet v zavislosti na hustoté:

Vz—Vi)_G7sz

vz L gl
G angG R% = SR%.

2
RZ

g1 =
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Pokud ma platit, ze Gg1 = Gg2, pak dostdvame vysledek

_8
92—7Q~

Pokud dutd planeta bude mit hustotu 8/7krat tak velkou, co plnd, pak budou
mit obé planety na svém povrchu stejné gravita¢ni zrychleni.

Uloha VI.2 ... go west

Jiz pred vice nez sto lety méreni geodeti potvrdila, ze kdyz plujeme lodi smérem na
zapad, ukazuji gravimetry vétsi hodnoty tihového zrychleni nez pri cesté na vychod.
Urcete, jaky rozdil namérime na rovniku, jestlize nejprve provedeme méreni v klidu
a poté za konstantni rychlosti 20 uzli v zdpadnim sméru.

Tym geodetii ze zadani, vedeny O. Heckerem z Geodetického institutu v Postupi-
mi, mél za kol promérit gravitacni pole Zemé v Atlantickém a Tichém ocednu.
Méfteni probihalo na lodich, které se béhem experimentu pohybovaly, ¢imz byla
do experimentu zanesena systematickd chyba, které si pti ¢teni Heckerovych vy-
sledkt povsiml madarsky fyzik Lorand E&étvos. Za pricinu chyby povazoval rotaci
Zemé, coz se pri dalsich méfenich potvrdilo. Proto se dnes pokles ¢i narust tihové-
ho zrychleni v zavislosti na vychodozapadnim pohybu oznacuje jako Eétvosuv jev.

Naméteny rozdil v hodnotéach tithového zrychleni urcime cisté z rozdilu odstie-
divych zrychleni ptsobicich na lod v klidu a v pohybu, nebot hodnota gravitacniho
zrychleni je v dané malé oblasti v case témér konstantni. Vse vySetfujeme v iner-
cidlni soustavé spojené se sttedem Zemé. Oznacme Rz polomér Zemé, wyz thlovou
rychlost rotace Zemé a w; thlovou rychlost lodi vzhledem k povrchu Zemé. Potom
rozdil odsttfedivych zrychleni pro oba pohybové stavy lodé vyjadiime jako

Aa = (wz —wl)QR— w%R.

Znaménka pritom volime tak, aby zdpornd hodnota znamenala pokles odstredi-
vého zrychleni, a tedy nérust tihového zrychleni. Zadvorku umocnime a odecteme
&len w2 R, dostaneme vztah

Aa = —2wzw R + wIQR.

Za rychlost lodi v latitudindlnim sméru dosadime v; = w1 R a upravime vztah do

vysledného tvaru
2

Aa = —2wzv1 + % . (40)

V prvnim élenu pozndvame slozku Coriolisova zrychleni kolmou k povrchu (pii
pohybu po rovniku je to jeho jedina slozka), druhy ¢len predstavuje odstiedivé
zrychleni pohybu po kruznici s polomérem R. Z fddového odhadu je zfejmé, ze
druhy ¢len bude pro bézné rychlosti, kterych lodé bézné dosahuji, zanedbatelny.

85http://www.elgi.hu/museum/elatud_.htm
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Vztah lze snadno zobecnit pro pohyb v libovolném sméru na libovolné zemépisné
sifce, stac¢i do druhého ¢lenu zahrnout pohyb v longitudindlnim sméru v a prvni
¢len prendsobit cos p, kde ¢ je zemépisnd sirka. Ziskdme tak vztah

2 2
U1 +’U2
R ’

Aa = —2wzw1 cosp +

ktery se pro ¢ = 0°, vo = 0 zfejmé redukuje na vztah (@)

Nyni uz zbyva pouze spravné dosadit. Rychlost lodi je zaddna v uzlech, coz
je mezindrodni jednotka rychlosti definovand jako jedna ndmoini mile za hodinu,
v soustavé ST 1kt = 1,852km/1h = 0,514m-s~'. Déale potfebujeme znit polomér
Zemé Rz = 6370km a tdhlovou rychlost rotace Zemé wyz = 7,29 - 10 % rad-s~!
(vypocteno z délky jednoho siderického dne Ty = 23,93h). Rovnice (@) dava vy-
slednou hodnotu

Aa=-15-10"3ms2.

Tihové zrychleni tedy bude pfi pohybu na zépad o 1,5- 1073 m-s~2 vétsi, nez kdyz
lod setrvava v klidu.

Uloha VI.3 ... kule a $lupka

Médme médénou plnou kouli a médénou tenkou kulovou slupku (tak tenkou, Ze
muzete zanedbat jeji tloustku). Obé maji pii pokojové teploté stejny polomér. Jak
se bude jejich polomér ménit, kdyz je zacneme ohrivat? (Zapiste zavislost poloméru
na teploté a okomentujte ji.) U médéné slupky uvazujte, Ze méd v sobé malé otvory,
které vyrovnavaji vnitini a vnéjsi tlak vzduchu.

Mame-li prii teploté Ty ty¢ délky lo, dokdZeme malé zmény jeji délky zptisobené
zménou teploty popsat pomoci koeficientu délkové teplotni roztaznosti a a teplot-
niho intervalu AT vztahem

UTo+ AT) = lo (1 + aAT) . (41)

Malou zménou se rozumi takové, ze souc¢in aAT < 1.

Co se ale déje s plosnym nebo prostorovym ttvarem? To samé. Predstavme si, ze
téleso, které zkouméame, je slozeno z atomil, které jsou navzdjem spojeny vazbami,
které podléhaji stejné deformaci jako pruzna ty¢ (tj. s teplotou se roztahuji podle
vztahu (fI) — je jasné, ze kdyz se takto méni délka jedné vazby, pfi spojeni vice
vazeb za sebe se celkovd délka télesa bude ménit stejné). Ukazme si to na obdélniku
(strany a, b; plocha So = ab), resp. kvadru (strany a, b, ¢; objem Vo = abe). Pokud
uvazujeme, ze teplotni roztaznost je izotropni (tj. do kazdého sméru se zkoumany
predmét roztahuje stejné), daji se plocha, resp. objem vyjadrit jako

S(To + AT) = a(1+aAT) -b(1+aAT) = S (14 aAT)? , resp.
V(To + AT) = a (1 + aAT) - b (1 + aAT) - c(1+ aAT) = Vo (1 + aAT)? .
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Nyni vyuzijeme predpokladu, ze a AT < 1. Umocnime-li zavorky, dostaneme
(14 aAT)? =14 2aAT + >AT?,
(14 aAT)? =14 3aAT + 30°AT? + *AT?.
Jestlize je koeficient o maly, jeho druhé nebo tfeti mocnina je jesté mensi. Muzeme
tedy Cleny s vysSsimi mocninami zanedbat a dostavame pouze linedrni zdvislost.
Pro¢ jsme se zabyvali témito vztahy? Odpovéd souvisi se zaddnim — zvétsuje-li se
koule, déje se tak ve vsech trech rozmeérech. Roztahuje-li se zanedbatelné tenké
kulovd slupka, méni se rozméry jen dva (predpokldddme, ze se vSechno déje tak
pomalu a rovnomérnég, ze nedochdz{ k zddnym lokdlnim deformacim).

Pokud vyjadifme rozméry obou téles pomoci poloméru (prvni fddek bude od-
povidat slupce, druhy plné kouli, bereme r¢ ptfi puvodni teploté Ty, r pfi teplo-
té To + AT), dostaneme:

4nr® = 4nrg (14 2aAT) ,  resp.
4 4
gnr?’ = gm“g (14 3aAT) .

Z téchto vztahi si uz jednoduse muzeme vyjadiit pomér r/ro v zavislosti na tep-

lotnim rozdilu AT.
I V14 2aAT, resp.

To
I — {1+ 3aAT.
To

Coz znamenad, ze kulova slupka bude pri zahtati zvétsovat sviij polomér s druhou
odmocninou teplotniho rozdilu, zatimco pro plnou kouli bude platit zavislost na
odmocniné tfeti. Protoze v argumentu odmocniny ale neni stejnd zavislost na «,
je potfeba znovu vyuzit toho, ze aAT je mald hodnota a rozepsat si odmocninu
do Taylorova polynomu®™ Dostaneme

L:\/1+2aAT%1+%2aAT+..., resp.
To

R \3/1+3aATx1+%3aAT+...,

To

coz se po pokraceni zlomku redukuje pro oba pripady na

- =14+ aAT.
To

Tento vysledek je identicky se vztahem (@) a znamen3 to, ze koule i kulova slupka
se bude rozpinat s teplotou stejné.

6pro 2 < 1 plati, ze V1+z =14 £ + 0(932)7 kde o(xz) je velmi maly, az zanedbatelny

zbytek zavisly na z2.
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Uloha VI.4 ... nenasytny pavouk

V tmavém kouté ¢iha pavouk, ktery pravé polapil mouchu a postupné ji travi za
predpokladu, ze traveni probiha podle rovnice

A+B ::1 AB ¥ 0 4B,
—1

kde A je mus{ substrat, B jsou travici litky (neustdle v dostatku) a C je produkt
traveni. AB oznacuje nestabilni meziprodukt. Reakce je prvniho fddu, tzn. rychlost
Jje primo umérna koncentraci dané latky. Urcete, za jak dlouho se pavouk vyda opét
na lov, jestlize mu interoreceptory oznami pocit hladu pri poklesu koncentrace
substrdtu na 10 % piivodni hodnoty.

Népovéda Pouzijte aproximaci stacionarniho stavu meziproduktu.

Ze zadané reakce sestavime dvé rovnice:

dec  dea I
? = _F = K2CAB,
dCAB
dr
Prvni rovnice ndm rik4, ze koncentrace produktu C je pfimo imérnd rychlostni kon-
stanté ko a koncentraci meziproduktu AB, z néjz C vznikd. Ptirustek C je zfejmé
roven Ubytku A. Druhé rovnice vychézi z predpokladu, Ze se koncentrace mezipro-
duktu v priabéhu reakce ustéli, derivace cap tedy bude rovna nule. Clen kjcacs vy-
jadruje narust koncentrace substratu reakci latek A a B, —k_icap predstavuje
tubytek meziproduktu zpétnou reakci a —k2cap oznacuje tbytek vlivem rozpadu
na vysledny produkt C a enzym B.
Pokud si pivodni koncentraci travicich latek oznac¢ime cpo, miizeme jejich oka-

mZitou koncentraci zapsat jako cg = cgo — cap (kolik enzymu ubude, tolik mezi-
produktu vznikne). Z druhé rovnice mizeme po dosazeni vyjadrit

= kchCB — k_chB — k'QCAB = 0 .

kicacso

CAB= ————————
AB k_1+ ko + kica

a z prvni rovnice potom dostaneme

dec  kacpoca
T k_1+tk2 :

Zavedeme konstanty vmax = k2cpo, kterd ma vyznam maximaélni rychlosti tvor-
by produktu pfi maximdln{ koncentraci enzymu, a K = (k—1 + k2)/k1. Ubytek
koncentrace substratu A ozna¢me x. Pro néj ziejmé plati ca = cao — = a z toho
také

dec _ dz
dr — dr’
Uzitim tohoto vztahu a dosazenim zavedenych konstant mame
K+4cao—2

dz = Vmax d7.
CAO — X
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Cas, za ktery klesne koncentrace A na 10 %, tj. = 0,9cao, dostaneme integraci

0,9¢ca0 K Ao
VmaxT = — 2t ) de=KIn | —% ) 4090
0 ca0 — cao — 0,9¢a0

a konecné

(K 1In10 + 0,9¢cA0) -

T =
vmax
Za ucelem ziskani ¢iselné hodnoty bychom museli odhadnout rychlostni konstan-
ty, které se vsak méri experimentdlné. Koncentrace reaktantti taktéz nelze dobte
odhadnout, takze se musime spokojit pouze s obecnym vysledkem.

Uloha VI.5 ... toaletdk

Roli s papirem uchytime do loziska (bez treni) a nechdme odmotdvat konec papi-
ru (zanedbdme lepeni vrstev na sebe, tfeni v loZisku a hmotnost loZiska). Jakou
thlovou rychlosti se bude otdcet rulicka potom, co se odmotd vsechen papir? Zna-
me polomér a hmotnost rulicky, délkovou hustotu papiru, jeho celkovou hmotnost
a délku. Uvazujte, ze se papir bude odmotavat do nekonecné hloubky.
Bonus Uvazujte, Ze papir dopadne na zem drive, nez se cely odmota.

Kdybychom se do feseni chtéli poustét standardnim postupem a pocitat pohybovou
rovnici odmotavajictho se pruhu papiru a rotujictho tlustého vélce, sice bychom
k vysledku dosli, ale tiloha by byla spi$ cviceni na derivace a integraly. Podivejme
se, jak tuloha vypada z energetického hlediska.

Pojmenujme si nejprve zadané veli¢iny. Necht L je celkova délka papiru, \ je
jeho délkova hustota (plati, Ze hmotnost celého papiru je M = AL) a m je hmotnost
rulicky. Prazdnd rulicka mé polomér R.

Potom, co se vSechen papir odmotd, zistane ndm rotujici duty valec (rulicka)
a pruh papiru, ktery se v tuto chvili dotyka vélce uz jen v jednom misté. Kaz-
da z téchto ¢asti ma urcitou kinetickou energii, vdlec rotaéni (Er), pruh papiru
transla¢n{ (F1). Celkova energie soustavy je

1 1
Ey=Er+ Er = EJw2+§Mv2. (42)

V tomto vztahu vystupuje moment setrvacnosti rulicky (J = mR?), tthlova rychlost
rulicky w a rychlost pruhu papiru v okamziku odmotani v. Protoze sledujeme praveé
tento stav, muzeme psiat v = Rw, protoze rulicka i konec papiru se v tuto chvili
musi tocit stejné rychle, jelikoZ mezi nimi jesté existuje pevné spojeni. Kdyz vime,
ze M = AL, mUzeme energii role a papiru prepsat na

2 2
By = “’ZR (m+AL) . (43)

Zamysleme se nyni nad tim, jakou hodnotu bychom napsali na druhou stranu
energetické bilance. Odpovéd je jasnd — je to prace (ozna¢me ji W). Jeding sila,
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ktera v soustaveé préaci kond, je tihova sila F', kterda urychluje padajici pruh papi-
ru. ProtoZe je sfla pfimo dmérna délce papiru I (F = Alg), nemizeme ji napsat
jednoduse jako soucin jeji velikosti s délkou drahy, po které ptisobi, ale musime si
pomoci integralni berlickou, tj., ze

W:/Fdl.

Budeme uvazovat, ze sila pusobi po dréze L (tj. celé délce papiru), takze predchozi
vztah muzeme prepsat a vyresit

L 21"
W= [ MNgdi=Xg|=| =z=XgL*. (44)
) 2 2
0

Energetickd bilance ndm k4, Ze soucdet kinetickych energii (@) musi byt roven
vykonané praci (@)7 tedy

w?R?
2

Vyfesenim této rovnice pro w dostavame vztah

L Ag
Y= R\ maar (49)

Zbyva jen vytesit bonusovou ¢ast. Tam bohuzel nelze pouzit energeticky pii-
stup, protoze pri dopadu na zem dochéazi k nepruznym srazkam. Uvazujme, ze jsou
dokonale nepruzné, tj. veskera energie se pohlti pri dopadu, a tudiz neexistuje sila,
kterou by pusobila zemé pres papir na rulicku.

Zamérme se nejdrive na okamzik, ve kterém se konec odmotéavajiciho se papiru
pravé dotkne zemé. Budou nas zajimat dvé veliCiny, aktualni polomér toaletniho
papiru rp, a aktualni thlova rychlost rulicky s papirem w;,. Dosud jsme se nemuseli
zabyvat tim, Ze papir ma néjakou tloustku — v nasich ivahach ji bude reprezentovat
pocéateéni polomér papiru na roli ro. Také se bude hodit oznacit si hloubku role d
a objemovou hustotu papiru g. Pomoci poc¢atecni hmotnosti papiru mg ji budeme
moci svazat s diive definovanou hustotou A a délkou L. Z geometrie situace vime,
ze

(m+ AL) = %)\gLQ .

mo = )\L
mo = ndo (rg — RQ) ,

z &ehoz vyplyva, ze ndo = AL/(r§ — R?) = A. Tuto substituci budeme moci vyuzit,
kdyz budeme urcovat r,, po odmotani papiru délky h.

AL — Ah = ndg (r, — R?) ,
coz po upravach da

A(L — h)

Tpo = \/ R+ 1

(46)
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Uhlovou rychlost wr, urcime podobné jako v hlavni casti tlohy, z energetické
bilance. Na levé strané bude opét stat soucet kinetickych energii (rotaéni a translac¢-
ni)

1 1
By = Erot + Eirans = 5 (Jr + Jp) WrQO + 5Ah’02 .

Stejné jako diive vime, ze v = wr, v tomto pripadé v = wy,rp,. Na pravou stranu
rovnice dosadime opét vykonanou praci podle vztahu (@3, tentokrat ale jen po
draze rovné h, takze vyresime rovnici

1 1 1
= (e + Jp)wi, + Al rh ) = 2 Agh®.
2 2 2
Pokud dosadime za moment setrvacnosti rulicky, resp. papiru J, = mR?/2, resp.
1
Jp = A (L —h) (rp, — ),

dostaneme vysledek

2Agh?
rg — . 47
“ro \/mR2 FAL — h) (r2, — R2) + 2\hr, (47)
Nyni se podivejme na situaci z hlediska druhé impulsové véty (Je = Mr), ze

které bychom mohli uréit, jak se bude soustava chovat dal. Rozeberme si jednot-
livé cleny. Za¢néme momentem setrvacnosti J. Veliciny zavislé na case oznacme
napft. jako b(t).

J=Ji4 = %mRQ + %A (o) — B?)” . (48)

Zde jsme vyuzili geometrie rulicky a vztahu pro moment setrvacnosti dutého vélce.
Dalsim jednoduchym clenem je moment sily Mp. Sila, ktera rulicku roztaci, je
totiz konstantni a rovna tize papiru o délce h. Pusobisté sily se ovSem priblizuje
ose otédeni, je vzdy ve vzddlenosti rp(t) od ni.

Mp = Ahgrp(t). (49)

Zbyva uz jen vyjadrit thlové zrychleni €. Zde si pomuzeme mensim deriva¢nim
trikem trikem. Plati, ze
p = dw _ dwdry
Codt drp dt

Prvni ¢ast (dw/drp) vyuzijeme pozdéji, zbyva zjistit, jak prepsat druhou (drp/dt).
Vime, ze z papiru kazdou chvili ubude hmotnost dm, = Avdt, tudiz, pokud opét
vyuzijeme toho, ze v = wrp, dostaneme

T AWrp .
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Zména hmotnosti jde ovSem vyjadfit i jinak — pfes geometrii. Hmotnost papiru je
totiz mp = A (rp (t)* — R2), coz po zderivovani da

dmp
dt

drp
dt -

= 2A rp(t)

Pokud porovndme oba zptlisoby zapisu dmp/dt, najdeme vztah pro drp/dt.

drp _ wA

eyt (50)
Spojime-li tedy cleny (@)7 (@) a (E) zpét do impulsové véty, dostaneme
1 2 2 2 2} dw wA
p— A —_ — —
5 [mR + (Tp(t) R ) dr, A Ahgry (1),

coz je jednoduché diferencidlni rovnice, kterou lze vyfesit separaci proménnych.
V separovaném tvaru bude vypadat nasledovné:
2Ahgry

wdw = 5drp .
mR?2 + A (r3 — R?)

Pokud zintegrujeme obé strany, dostaneme

R

W17 b JA e [ RA
2 IRV m M R m ’

“ro Tpg

pricemz indexy u hranatych zavorek vyjadiuji tzv. meze integrace. Ty jsme urcili
z jiz dffve zndmych pocdteénich podminek (dolni meze), resp. jsou zfejmé — wy je
hledana thlova rychlost a R je polomér rulicky bez papiru. Odecteme-li meze
a vSimneme si, Ze pro r, = R se odpovidajici ¢len vynuluje kvili funkci arctg,

dostaneme
2 _ p2
wr = “30*%\/%““@ B4

Do tohoto vysledku, ktery predstavuje ithlovou rychlost rulicky po odmotani vseho
papiru do hloubky h < L, zbyvd jiz jen dosadit z (@), (@) a desubstituovat A,
nicméné to si jiz laskavy ctenar udéla za cviceni sam.

Uloha VI.P ... svétlo presné podle norem

Navrhnéte rozmisténi svétel nad stolem tak, abyste dodrzeli normy pro osveétle-
ni. K dispozici mdte dostatecné mnozstvi kompaktnich zdrivek (lidové uspornych
zérovek) se svételnym tokem P = 14001lm. Normy fikaji, Ze pro bézné pracovni
tkony ma byt osvétleni pracovni plochy E = 3001x. Zarivky miiZete umistit do
libovolnych pozic na strop ve vysce H = 2m nad pracovni plochu. Pro jednodu-
chost uvazujte ctvercovou pracovni plochu o strané a = 1m a zarivku povazujte
za bodovy izotropni zdroj zareni. Odraz a rozptyl svétla zanedbejte.
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Pripomenme, ze svételny tok odpovidé celkové svételné energii, kterd opusti zdr%'
za jednotku ¢asu. Jednotkou svételného toku vsak neni watt (J/s), nybrz lument
Osvétleni je pak svételny tok vztazeny na plochu kolmou ke sméru zafeni. Neni-1i
plocha kolma, uplatni se jen ¢ast toku odpovidajici pramétu na normalu plochy,
coz muzeme pohodIné vektorové zapsat jako

E—Lcosa— P _n-R
_41'5\R|2 _4n|R|2 IR

kde R je relativni poloha zdroje vici osvétlovanému mistu, n je norméla osvétlované
plosky (Jn] = 1) a «a je thel mezi témito dvéma vektory. Poznamenejme, Ze vyse
uvedeny vzorec predpoklada zdroj, jenz sviti do vSech sméru stejné.

Jedna kompaktni zafivka (ddle KZ) osvétli tedy bod r na stole ndsledovné

P

Pocatek souradné soustavy jsme zvolili ve stfedu stolu, takze normala povrchu
stolu n = (0,0, l)T a R; = ri — r, kde r; je poloha i-té KZ. Vzhledem k charakteru
osvétleni mizeme prispévky k osvétleni od jednotlivych KZ sé¢itat, celkem tedy

kde pocitame s pouzitim k KZ.

Nyni prejdeme k ¢iselnym hodnotdm. Nejprve se pokusme odhadnout, kolik
budeme minimélné potiebovat KZ. Dosadime-li hodnoty pro osvétleni presné pod
jednou KZ, vyjde E =~ 281x, coz normu fddové nespliuje. Vyjdéme z jednoduché-
ho rozmisténi vSech zdrovek nad stfedem stolu (bodovy zdroj :-). Pod jedendcti
KZ je jiz F =~ 3061x, ale to bychom nesplnili normu na rozich stolu (E ~ 257 Ix).
Abychom s timto rozmisténim normu splnili na celé plose stolu, staci, kdyz ji zkon-
trolujeme na (libovolném) rohu, jelikoz ten je od stfedu nejhtie osvétlen (kvili
vzdalenosti i thlu dopadu). Tim dojdeme k poctu k = 13, s nimz i roh osvétle-
ny F =~ 303 lx spliuje normu.

7 vyse uvedenych cisel se nabizi otdzka, zda bychom vhodnéjsim rozmisténim
jedenécti nebo dvandcti zarovek nedosdhli i dostate¢ného osvétleni rohi. Jelikoz
prostor netrividlnich rozmisténi je obtizné analyzovatelny ((—a/2,a/2)??, respek-
tive (—a/2,a/2)**), predpoklddejme vzhledem k symetrii tlohy FeSeni, které je
invariantn{ viéi rotaci o 90°. Dalsi zjednoduseni budiz vyuziti pouze thlopticky.
Umistéme |k/4| KZ na kazdou dhlopficku ve vzdalenosti —t a ¢ od stfedu étver-
ce a (kK mod 4) KZ do stfedu. Prostor feseni je pak uz jen jednodimenzionalni
a maximalizaci osvétleni roht dostaviame optimum ¢ = 0 m, takze trividlni feseni
s k = 13 je v této situaci optimalni z hlediska k.

57Pro monochromaticky zdroj o frekvenci 540 THz jsou svézany pomérem 683 Im/W.
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k=13, Enin = 3031x k =30, Emin = 3001x k =38, Emin = 3001x

\
.

0,0 0,5 —-1,0 0,0 1,0 -2 -1 0 1 2

S

)

7

Obr. 16: Osvétleni stolt velikosti a = 1m (,nezfhané* trividlni feSeni), a = 3m
aa=4m z vysky h =2m.

Zévérem poznamenejme, ze kdyby byl pomér h/a mensi, trividlni feSeni by jiz
nebylo optimalni (co do po¢tu KZ pro splnéni normy) a bylo by nutné pouzit né-
@kou metodu vicedimenziondln{ (globalni) optimalizace, napf. simulované zihdni.

Priklad takovych vysledku je na obrazku [1f, kde je dobfe vidét, Ze zcela obecnd
optimaliza¢ni metoda si féradlla (vyuzili Jsme implementaci simulovaného zihani
v programu GNU Octave®?), ale s vyuzitim dalsich omezeni (napf. ona symetrie)
bychom dosahli i lepsich vysledki.

68viz 1.dil seridlu 21.roéniku (http://fykos.cz/archiv/rocnik21/serial).
8% ttp://fykos.cz/rocnik27/6-6-samin.zip
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Zadani experimentalnich tloh

Uloha L.E ... Ohni to, neohybej to! 8 bodu
Zmérte vzdélenosti vrypi na difrakéni félii pomoci svétla ze trech riznobarevnych
LED-diod. (Tesent str. |89)
Uloha ILE ... kutululd 8 bodit

Méme naklonénou rovinu, na které postréime micek, aby se zacal kutédlet bez pro-
kluzovani smérem nahoru po naklonéné roviné. Zmérte zavislost rychlosti micku
na case a urcete zavislost ztraty energie na cCase. Naklonéna rovina necht svird
thel s vodorovnou rovinou thel a ~ 10°. Nezapomeiite popsat parametry vaseho
micku. (tesend str. 199)

Uloha IILE ... viskozoidni 8 bodu

Kazd4 kapalina mé svou specifickou viskozitu. Pokuste se doma vyrobit prutokovy
viskozimetr a zméfit relativni viskozitu nékolika vhodnygch tekutin (alespon tif)
vici vodé. Vase vysledky porovnejte s idaji vyhledanymi na internetu.

(Tesend str. @)

Uloha IV.E ... nékdo to rad vlaZné 8 bodt

Zmérte zavislost teploty na case v uvareném salku caje. Proméite klidny pripad
i ¢aj michany lzickou. Déle ovérte, ze doba vychladnuti na pitnou teplotu nezavisi

na tom, zda se s ¢ajem michd ¢i nikoli. (TeSend str. )
Uloha V.E ... gumipuk 8 bodu

Zavazi o hmotnosti m na gumicce délky [y je zavéseno v pevném bodé o sourad-
nicich x = 0 a y = 0. Z osy z, kterd je horizontalné, zavazi poustime. Jaka bude

zdvislost nejnizstho dosazeného bodu na poloze na ose x7 (Tesend str. )
Uloha VLE ... Zelatinova rychlost svétla 8 bodu

Urcete rychlost svétla v prihledném zelatinovém dortu, ktery sami pripravite.
Nezapomente popsat jeho slozeni.
Ndpovéda Sezente si na to tieba laser nebo mikrovinku. (Tesent str. )
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Uloha I.E ... Ohni to, neohybej to!

Zmeérte vzdalenosti vrypu na difrakcni f6lii pomoci svétla ze trech riiznobarevnych
LED-diod.

Teorie

Dopada-li svétlo na mrizku, dochédzi k difrakci. Protoze difrakci pozorujeme ve
vzdéalenosti [ velké vzhledem ke vzdalenosti vrypu d na mtizce a velikosti osvétlené
¢asti mrizky, muzeme uzit aproximace, ze paprsky dopadajici do daného mista na
stinitko jsou rovnobézné. Dle obrazku [L71 plati

. A
sino = — . (51)
Aby v misté na stinitku uréeném thlem « (viz obrézek @) doslo ke konstruktivni
interferenci (a bylo v tomto misté tedy lokdln{ maximum a my na stinitku vidéli
svétlo), musi byt drédhovy rozdil A roven celo¢iselnému nasobku vinové délky A,
tedy
A=k\ keZ,

odkud jiz dostaneme podminku pro maximum

kX
ina=—. 52
sina = — (52)
Obdobnym zpisobem bychom dostali podminku pro minimum (pro které musi
byt drahovy rozdil roven lichému ndsobku poloviny vinové délky). Minima vSak
v nasem experimentu detekovat nebudeme.

Obr. 17: Difrakce na mfizce, svétlo dopadd zespodu kolmo na mfizku,
pozorujeme pod thlem .
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Budeme méfit polohu maxim na stinitku, nikoliv thel. Z obrazku @ plyne

sinq = ——0 (53)

Z rovnic (@) a (@) pak vyjadiime vzdélenost vrypt na difrakéni félii

kM\x? + 12

d= 54
2 (54)
krabice LED  Stérbina folie stinitko
_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,/:,:,}é ,,,,,,,,,,,,,,

Obr. 18: Usporadani experimentu, za stinitkem je schematicky znazornén
ocCekavany priubéh intenzity.

Dosud jsme uvazovali, ze difrakéni félie je rovnobéznd se stinitkem. To se ndm
vSak v praxi naprosto presné nepodari. Jestlize stinitko oto¢ime, obraz na ném se
zdeformuje tak, Ze na jedné strané budou maxima blize, na druhé dale. Jestlize
je uhel maly, budou rozdily mensi. Uvazujme, ze stinitko svira s osou félie thel 3
(v idedlnim piipadé 8 = 90°). Pak dle sinové véty a za vyuziti vlastnosti funkce

sinus plati
T l l

sina  sin(180° —a — )  sin(a+ fB)

Tento vztah bychom méli pouzit misto vztahu (@) Daéle uvazujme nad tim, co se
stane, nebude-li naopak félie rovnobéznd s osou, ale bude s nf svirat thel v (v ide-
alnim pfipadé v = 90°). Uvazujme zdroj svétla v nekoneénu (resp. tak daleko, aby
vzdalenost zdroje od félie byla mnohem vétsi nez vzddlenost vrypi na f6lii). Pak
svétlo, které v dany okamzik opustilo zdroj, dorazi na nékteré ¢asti félie drive, na
nékteré naopak pozdéji. Potom se drahovy rozdil pri prichodu dvéma sousednimi
otvory miizky zvétsi o dcosvy a muzeme upravit vztah (b]f) na

. A
sina +cosy = — .

d
Pak muzeme vyjadrit vzdélenost vrypu na difrakéni folii
kA
d= x sin 8

+ cosy ’

v z2+12 -2zl cos B
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pfi¢emz pro 8 = v = 90° samoziejmé dostdvame vztah (@) Jelikoz jde o pomérné
slozity vyraz, budeme dile predpokladat, ze félie i stinitko jsou na osu dokonale
kolmé.

Uvahou vyse jsme zjistiti polohu minim a maxim, nedokdZeme vak jednoduse

Pro zdjemce vSak zminime, Ze se pro 3 = v = 90° d4 popsat vztahem

. i 2 . n 2
sin p s}in e’ sin nNd)\sm [e%
I=1 : 4 , (55)
Tp sin & s mdsin o
I — sin I —

kde Iy je amplituda, N je pocet otvorii na mrizce a p je jejich sitka. Prvni zavorka
(tzv. otvorovy faktor) popisuje difrakci na otvoru sitky p (tedy na jednom otvoru
miizky). Druhd zévorka (tzv. miizkovy faktor) pak popisuje interferenci zéreni
z N otvoru vzdalenych d. Graf této funkce po dosazeni vztahu (b3) uvaddime na
obrazku [LY.

T T T T
cervend ————

zelena
modrg -

\

1 AN e b

-02 -015 -0 -005 O 005 01 015 0.2
X

m

Obr. 19: Teoretickd zavislost intenzity na poloze na stinitku pro vSechny tti
vlnové délky koherentniho svétla, vzdélenost félie od stinitka 20 cm, pocet
vrypi N = 10, periodu miizky d = 1,1 ym a sitku otvoru v miizce p = 0,55 um.

Doted jsme predpokladali, ze svétlo, které pro experiment pouzivame, je ko-
herentni. Ze tomu tak Uplné neni, ukdzeme, vypocitame-li koherentni délku, tedy
takovou vzdalenost, na které muzeme zareni povazovat za koherentni, jako

)\2

le=2x"
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kde AM je tzv. polositka ¢ary (tedy sitka v poloviné vysky). V ndvodu byly za-
dény vlnové délky s nejistotou 15nm. Odhadneme-li polositku na AX = 30nm,
dostaneme napt. pro zelenou barvu l. = 11ym, coz je vzdélenost 10 vrypd na
pouzité miizce. Osvétlime-li vrypl vice (pocet osvétlenych vrypa budeme ome-
zovat §térbinou), pak spolu bude interferovat vzdy jen svétlo z nékolika otvoru
vedle sebe, u zbytku dojde pouze ke s¢itani intenzit. Muzeme si predstavit, ze Si-
roké sStérbina predstavuje mnoho stérbin vedle sebe, vzdy o kousek posunutych.
Svétlo z kazdé této malé stérbiny bude koherentni a po prichodu mrizkou vytvori
difrakéni obrazec, z kazdé stérbiny o kousek posunuty. Naopak zafeni z ruznych
Stérbin koherentni neni, proto se tyto obrazce prosté sectou (seGtou se intenzity),
coz vzhledem k tomu, Ze jsou s¢itané obrazce navzajem posunuté, zpusobi rozsiteni
maxima na stinitku a prakticky zénik (resp. splynuti) maxim s nizkou intenzitou
viditelnych na obrazku [19.

Rozsiteni ¢ary na stinitku se d& snadno vysvétlit také tim, ze svétlo vychézejici
z LED diod neni z principu monochromatické (coz samoziejmé s tvrzenim vyse Gzce
souvisi), tedy obsahuje rizné vinové délky. Rizné vinové délky pak maji difrakéni
maxima v ruzné vzdalenosti.

Meéreni

Nyni jiz k samotnému usporadani experimentu, které je vyobrazeno na obrazku @
Vsechny tii diody byly pfipevnény pod sebe na nepajivé kontaktni pole, které bylo
prilepeno na jednu vnitrni sténu krabice. Na opacné strané byl v krabici otvor
s tzkou svisle orientovanou $térbinou (dvé vedle sebe pfilepené ziletky), za kterou
byla prilepena difrakéni folie, pricemz vrypy v ni byly orientovany svisle. Diody
byly pouzivany vzdy po jedné, bez rezistoru a napdajeny zdrojem konstantniho
proudu 20mA, coz je maximdlni proud, ktery muze dle ndvodu dlouhodobé timto
typem diod protékat. Difrakéni obrazec byl promitin na bilé stinitko opatiené
pravitkem. Obrazec byl fotografovan, pficemz v mistnosti byla tma.

Pti experimentovani bylo tfeba vyzkouset optimélni Sitku stérbiny. Prilis tzka
Stérbina znamend malou intenzitu na stinitku. Pi velmi malé sifce stérbiny bychom
navic pozorovali i difrakci na ni, coz je v nasem pripadé nepatiicné. Pokud je Stér-
bina naopak prilis Siroka, difrakéni prouzky se rozsifuji a maxima intenzity nejsou
tak ostrd, nalezeni stfedu prouzku je pak méné presné, a tedy nejistota polohy ma-
xima roste. Také bylo i pfi pohledu okem patrné, ze svétlo vychazejici z LED neni
monochromatické, protoze po prichodu mfiizkou se na stinitku v pripadé modré
LED objevila i zelena barva, v piipadé zelené barva cervena.

Fotografie byla nasledné zpracovana v programu Matlab®™= Nejprve byl od foto-
grafif odeCten Cerny snimek (tedy takovd fotografie, kterd byla pofizena za stejné
expozice, ale s vypnutym zdrojem svétla), aby bylo mozné eliminovat svétlo nepo-
chézejici z LED. To se ukézalo nutné zejména u zeleného svétla, u kterého bylo

70Zéjemci si_skript pro Matlab vcéetné ukéazkovych fotografii mohou stdhnout na http:
//fykos.cz/rocnik27/1-e.zip. Po drobnych dpravéich by mél jit spustit téz v Octave. Do skriptu
je treba vlozit jména souboru s fotografiemi, polohu difrakéniho obrazce na nich a délku mé-
ritka v pixelech. Po spusténi nacte obrazky, najde maxima, vykresli profil intenzity a vypocita
vzdalenost vrypu na félii véetné nejistoty.
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vzhledem k malé intenzité tfeba pouzit expozi¢ni cas v fadu desitek sekund. Na-
sledné byl obrazek preveden do stupnu Sedi a byly odec¢teny hodnoty pixelu podél
zadané tsecky, na které byl vidét difrakéni obrazec. Z fotografie pofizené za svétla
byla v pixelech odec¢tena délka pravitka znamé délky, ¢imz byla kalibrovana dél-
kova osa. Timto byla zjiSténa intenzita podél obrazce, resp. presnéji receno néjaka
bezrozmérnd veli¢ina (ddle ji nazyvejme intenzitou), kterd je na intenzité zavis-
14. Poté jiz bylo mozné vykreslit zavislost intenzity na poloze na stinitku (graf na
obrazku Q) a odecist polohy difrakénich maxim, coz bylo kviili eliminaci Sumu pro-
vedeno pomoci prolozeni polynomem druhého stupné v okoli maxima a nasledné
urceni maxima tohoto polynomu.

Kromé vlastnoru¢né napsaného skriptu pro Matlab je mozné pouzit i jiz hotové
feSeni, napf. volné dostupny program ImageJ™, ktery umi mj. vykreslit profil
intenzity podél zadané tsecky a data ulozit pro dalsi zpracovani, viz obrazek R(.

IS Image) 2 & LI EIe Plot of L v & s
Fle Edit Image Process Anahze Plugins Window
olo/c|of 4|+ |Alalofs] [s]s]a]z]

#=2699, y=1457, value=017 108,252

200

12 & b JPG (16.7%) v X

H
w
S

Gray Value
=
o
e

50

] 500 1000 1500 2000 2500
Distance (pixels)

List | save..| Copy.| Live

Obr. 20: Pomoci programu ImageJ je mozné vykreslit prubéh intenzity podél
zadané usecky.

Graf na obrazku @ kon¢i prvnim difrakénim maximem, protoze dalsi maxima
nebyla viditeln4.

Vinové délky pouzitych zdroju svétla (LED diod) zndme, v pripadé Cervené
LED je to (623 & 15) nm, pro zelenou (572 £ 15) nm a pro modrou (470 £ 15) nm.

Meérili jsme vzdalenost maxim prvniho rfddu od maxima druhého radu, coz
jsou pro kazdou zpracovavanou fotografii (pro danou vlnovou délku A a danou
vzdalenost stinitka od mfizky [) dvé hodnoty — x1 a z2. Z kazdé z nich bylo
néasledné mozné vypocitat vzdalenost vrypu di, resp. d2. Vsechny tyto hodnoty
uvadim v tabulce ﬁ

Nejistoty méreni
Nejistoty vlnové délky mame zadané na A\ = 15 nm.

Vzdélenost [ difrakéni félie od stinitka byla méfena pravitkem, nejistotu od-
hadneme na Al = 3mm.

Pokud bychom polohu difrakénich maxim urcovali pouhym okem, byla by jeji
nejistota pomérné velkd, zdvisela by na Sifce Stérbiny (pfi Siroké Stérbiné bude

"attp://rsbweb.nih.gov/ij
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0
xr
m

T T T T vl T T T
J‘;rf‘l cervena
I zelené
‘ \ modrd
I
| Lo
N ,f/ \
/ \\ Ay \\
/ “, / \
/ y | \
1 ) AN I | S \ \ )
-0,2 -0,15 -0,1 —0,05 0,05 0,1 0,15 0,2

Obr. 21: Zmérfena zavislost intenzity na poloze na stinitku pro vsechny t¥i barvy
LED a pro vzdalenost félie od stinitka 20 cm.

Tabulka 1: Namérfené a z nich vypocitané hodnoty.

A l I1 X2 d1 d2

nm mm mm mm ym pm
470+ 15 150+ 3 69+ 1 71+1 1,1240,04 1,10+0,04
470+15 200+£3 93+1 9141 1,11+0,04 1,13+0,04
470+15 250+3 1174+1 1161 1,11+£0,04 1,124+0,04
5724+15 150+ 3 93+£1 92+1 1,094+0,03 1,09+0,03
572+15 2003 121+1 118+1 1,11+£0,03 1,13£0,03
5724+15 250+3 155+£1 156+1 1,094+0,03 1,08=+£0,03
623+£15 150+3 1031 102+1 1,10£0,03 1,11+0,03
623+15 200+3 140£1 136+1 1,094+0,03 1,11+0,03
623+15 250+3 170+£1 171+1 1,114+0,03 1,10+£0,03

prouzek Siroky a stfed se bude hledat obtizné) a vzddlenosti félie od stinitka.
Protoze jsme vSak pomoci fotoaparatu zmérili profil intenzity, miuzeme maxima
najit mnohem presnéji. V nasem piipadé bychom odhadli nejistotu na Az = 1 mm.

Z vyse uvedenych byla nejistota typu B (tedy nejistota zpisobend napft. ne-
presnosti pouzitych méfidel) vypocitdna (a uvedena u veli¢in di a d2 v tabulce [If)
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pomoci zakona sifeni nejistot jako

od\? od\? od\?
Apd = AN— Al— Ax— ) .
° \/< 8)\) +( az) +< Iam)
Déle budeme uvazovat Agpd = 0,04 pym.
Protoze bylo zpracovano 9 snimki, dostali jsme 18 ruznych hodnot d. Z téchto
hodnot byla vypocitana vybérova smérodatna odchylka aritmetického priméru. Po

vynasobeni Studentovym koeficientem dostavame nejistotu typu A Aad = 0,01 ym.
Nakonec vypocteme vyslednou nejistotu

Ad = £/ (Aad)® 4 (Apd)® = 0,05 um.

Diskuse vysledkii

vvvvv

lenou) vysvétlit, pro¢ byla viditelnd pouze maxima prvnfho faddu. Dle vztahu (52)
musi platit kA < d (funkce sinus je vzdy mensi nebo rovna 1, nicméné hodnota 1
by znamenala pravy thel, coZ na stinitku nezachytime), coz pro zméfenou hodno-
tu d a zadané vinové délky cerveného a zeleného svétla plati pouze pro k = 1. Pro
modrou barvu je pripustné i £k = 2, nicméné maximum druhého fadu téz neby-
lo viditelné. Ve vztahu (b5) urcuje intenzitu maxim druhd zdvorka. Dle velikosti
otvoru v difrakéni mfiZzce se muze stét, ze tento ¢len bude v misté maxima ¢lenu
prvniho nulovy, pak by cely vyraz byl nulovy, a tedy maximum by v daném misté
nebylo. Také se muze stat, ze intenzita bude tak mald, Ze maximum nebudeme
schopni detekovat.

Srovname-li teoretickou zavislost intenzity na obrazku @ a naméfenou na ob-
razku R1, objevime nékolik rozdili. Jednim z nich jsou chybéjici mald maxima. Pro
vypocet teoretické zavislosti byl pro ndzornost pouzit pocet vrypa N = 10. Ve sku-
teCnosti vSak bylo vzhledem k $ifce Stérbiny asi 0,5 mm osvétleno asi 500 otvoru. Se
vzristajicim poctem otvori intenzita téchto maxim klesd (zdjemci si mohou zkusit
vykreslit vztah (a) pro rizné parametry). Druhym rozdilem je rozdilng intenzita
maxim prvniho fadu pro rizné vinové délky. To je mozné pripsat zpusobu zdzna-
mu a nasledném zpracovani. Maxima nultého fddu neméla po zpracovani stejnou
intenzitu, coz bylo zptsobeno rozdilnou svitivosti jednotlivych diod, a tedy nut-
nosti pfizpisobovat expozi¢ni Cas (pficemz nebylo mozné jednoduse trefit takovy,
aby byla intenzita stejnd).

Zavér

Pomoci analyzy fotografii difrakénich obrazct byla zméfena vzdalenost vrypd na
difrakéni félii d = (1,11 4+ 0,05) pm.
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Uloha I1.E ... kutulul@

Mame naklonénou rovinu, na které postrécime micek, aby se zacal kutalet bez pro-
kluzovani smérem nahoru po naklonéné roviné. Zmérte zavislost rychlosti micku
na case a urcete zavislost ztraty energie na case. Naklonénd rovina necht svira
tthel s vodorovnou rovinou tihel o ~ 10°. Nezapomerite popsat parametry vaseho
micku.

Teorie
Méme urcit zdvislost ztriaty energie na Case, proto se nejprve musime zamyslet
nad tim, jaké druhy energie budeme zapocitavat do ztrat a jaké nikoli. Do ztrat
budeme zapocitdvat raznd tfeni (o vzduch, podlozku), ale nebudeme zapocitavat
energii potencialni, kinetickou a rotacni.

Zakon zachovani mechanické energie rikéd

Ex + E, = E = konst,

tedy soucet energie potencialni a kinetické translacni a rota¢ni by mél byt konstant-
ni, pokud by $lo o pohyb beze ztrat, tj. vSechny piisobici sily by byly konzervativni.
Proto muzeme ztratovou energii v ¢ase t definovat dle vztahu

E.(t) = Bu(t) + Ey(t) — (Eu(t = 0) + Ey(t = 0)) ,

kde E(t = 0) je energie v ¢ase ¢ = 0 a E(t) je dand energie méfend v Case t.
Posledni dva ¢leny muzeme anulovat vhodnou volbou nulové hladiny potencidlni
energie. Nulovou hladinu potencidlni energie volime v misté, kam by kulicka dojela
v ptipadé, ze by pohyb probihal bez tieni. Proto pro ztratovou energii muzeme
napsat

E,=Ex+ E,.

Pokud kulicka rotuje okolo osy kolmé na smér pohybu a paralelni k naklonéné
roviné a oznac¢ime-li I moment setrvacnosti kulicky vuci této ose, mizeme pro Ey
a E, napsat

1
mv® + ZIw? — mgh,

E,=—-
2 2
1 2 1 v 2
FE, = imv + 5] (E) —mgh,
1 1
E, = §m112 (1 + W) —mgssina,

kde jsme oznacili: a sklon naklonéné roviny, h vertikalni vzdalenost od nulové
hladiny potencialni energie, s vzdalenost po naklonéné roviné od mista obratu,
m hmotnost kulicky a g tthové zrychleni (definujeme h,s > 0).
Pro kouli plati I/ (mRQ) = 2/5, tj. pro ztrdtovou energii mizeme psat
E, 7

e
— =gV —gssina. (56)
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Nyni uré¢ime moment setrvac¢nosti pro homogenni kulovou slupku o vnitfnim
poloméru R; a vnéjsim Ra. Vztah pro moment setrvac¢nosti koule miazeme prepsat

do tvaru 9 9 4 8

I = 2mR® = Zp=nR® = ZZoR°.

KT T T 15
Moment setrvac¢nosti kulové slupky bude rozdilem moment setrvacnosti kouli
o polomérech Rz a R;. Hmotnost této slupky je

M= ilng (RS - RY) .

3
Proto 5 5
81 5 5 2 R2 - Rl
Is=1Ig, — Ir, = EQ(R2—R1) =z R_R-
Pro tenkou slupku pak proto plati
2
Iis = gMR2 :
Pro energetické ztraty kulové slupky pak plati
E, .
o 202 —gssina. (57)

Nyni uré¢ime vzdélenost, do které by kulicka vyjela od pocatku, pokud bychom
neuvazovali tfeni, tj. hladinu nulové potencidlni energie. Je-li zrychleni kulicky ax =
= (5/7)gsin a (1ze odvodit ze silového rozkladu), pak vzdalenost teoretického bodu
obratu je

vs
E ;

kde vo je rychlost, kterou jsme kulicce na zacatku udeélili.

(58)

Smax =

Meéreni

Vyrobili jsme naklonénou rovinu, na které byly pripevnény $pejle zarucujici pohyb
kulicky pouze v pifimém sméru, viz obrazek RJ. Délka naklonéné roviny byla so =
= (1500 £ 5) mm, vyska byla ho = (66 £+ 1) mm, proto je sklon o = (2,52 +0,04)°.
Uhel jsme volili zamérné mensf, aby mély odporové sily vétsi vliv.

Obr. 22: Fotografie naklonéné roviny

Na naklonéné roviné jsme méli pripevnéno téz délkové méritko, abychom mohli
prepocitat soutadnici v pixelech na polohu kulicky na naklonéné roviné.

Pro kalibraci jsme stejnou situaci vyfotili v rozliSeni 5184 x 3 456. Zaznamenali
jsme si z-ovou a y-ovou soutfadnici bodd na métitku, a to po deseti centimetrech.
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Na grafu @ je uvedena zavislost x-ové a y-ové soutadnice na poloze na méritku.
Na levé ose je x-ova soufadnice a na pravé ose je y-ova. Odchylka od kalibra¢nich
primek je mensi nez 50 pixelt, coz odpovida 1,5 cm, tedy chyba je v fddu procenta.
Upozornujeme, ze na levé a pravé ose je jind skala. Vysledkem linearni kalibrace
je Skalovaci faktor £ = (32,7 & 0,2) pix-cm ™.

5000 : : : : : : 1130
4500 | Z T 4125
4000 20
3500 | 1 1115
3000 | I ﬁég
92500 | el 1 =
prx 4 1100  pix
2000 | - 1 1005
1500 | { 1000
1000 1{ 1085
500 - 4 1080
O 1 1 1 1 1 1 1075
0 20 40 60 80 100 120 140
pozice
cm

Obr. 23: Kalibra¢ni kiivky

K meéfeni jsme pouzili dvé ruzné kulicky, jednak kulicku z mysi, jednak kulicku
z deodorantu. Kulicka z mysi byla plnd, kulicka z deodorantu byla prazdna, proto
jsme si v teorii pripravovali téZ momenty setrvac¢nosti pro kulovou slupku.

Pomoci programu Tracker jsme urcili zavislost polohy a rychlosti na case.
Abychom _odstranili Sum, vypocitali jsme vzdy prumér 7 okolnich hodnot. Pak dle
vztahu ) ur¢ime zédvislost energetické ztraty na poloze kulicky z mysi a podle
vztahu (p1) uréime energetické ztraty kulicky z deodorantu.

Na grafech jsou uvedeny mérné ztraty energie, tedy vydélené hmotnosti odpo-
vidajici kulicky. Graf zavislosti energetickych ztrat pro kulicku z mysi je uveden na
obrazku R4, tyz vysledek pro kulicku z deodorantu je uveden na obrazku R5. Poloha
v pixelech byla prepocitdna pomoci kalibrace £ a informace, ze kamera zabirala
stejnou oblast, ale misto 5 184 pixelti méla pouze 1280 pixeli, dava skalovaci faktor
pro kameru & = (8,06 £ 0,04) pix-cm ™. Video bylo pofizovano s frekvenci 50 fps.

Nejzajimavéjsim vysledkem by samoziejmé bylo urceni zavislosti zrychleni ku-
licky na rychlosti pohybu. Tyto zavislosti jsou uvedeny na obréazku R6.
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Kulicka z mysi +
Kulicka z deodorantu
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Obr. 26: Zéavislost zrychleni na rychlosti

Diskuse

Krivky zavislosti ztratové energie na Case jsou znac¢né zasumeélé, protoze urcovani
polohy je limitovano jednak rozliSovaci schopnosti kamery, jednak presnosti iden-
tifikace polohy kulicky na videozdznamu. Tento Sum je vidét, i kdyz jsme pouzili
filtrovani. Toto filtrovani neni mozné pouzit na vétsim rozsahu, protoze by mohly
byt nespravné shlazeny extrémy.

Pro kulicku mysi odpovidaji vysledky predpokladu, tj. ztratova energie s casem
klesé. Je zajimavé, ze kulicka prijde o vétsi ¢ast energie na sestupné ¢asti trajek-
torie. Odchylky mezi jednotlivymi méfenimi jsou zpiisobeny rtznymi pocatecnimi
rychlostmi. Jistou malou odchylku mohlo zpusobit gumové oplasténi kulicky, kte-
ré zvétsovalo polomeér, ale nikoli moment setrvacnosti vuci stredu. Dalsi odchylku
mohly zptisobit kolejnicky, kvili cemuz kulicka musela rotovat rychleji. Tyto dvé
systematické chyby se ale nastésti odecitaji.

Pro kulicku z deodorantu muzeme pozorovat strmy pokles ztratové energie na
pocatku pohybu predevsim pro prvni dvé méreni. Tato odchylka od modelu se da
vysvétlit prokluzovanim kulicky, tj. plati v ¢ wR. Dals{ zajimavosti je vysoky peak
pozorovany pri druhém méfeni. Tento je zpusoben pravé vyhodnocovanim polohy
kulicky pomoci programu Tracker — referen¢ni bod se posunul. Zajimavosti je,
ze pokud bychom pro vypoclet ztratové energie pouzili vztah (pf) a nikoli (a),
pozorovali bychom nartst ztratové energie okolo horni tvrati pohybu. Muzeme
tedy toto méreni pouzit i pro vyvraceni hypotézy o plnosti kulicky.

Zavislost zrychleni na rychlosti je bohuzel velmi zasuméla, a proto z ni néco usu-
zovat lze pouze velmi stézi. Je zde vidét, ze zrychleni se blizi k nule pro v — —oo.
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Tato asymptotika je pochopitelnd, protoze po dlouhé dobé, kdy jede kulicka po
naklonéné roviné doli, dosdhne ustaleného stavu a bude se pohybovat s nulovym
zrychlenim. Jednoduse nevysvétlitelna je ale prava ¢ast grafu, kde mizeme pozoro-
vat klesajici velikost zrychleni pro velké (pocdtecéni) rychlosti. Jednim z vysvétleni
je vyrovnavani momentu hybnosti a hybnosti tfenim o podlozku, v této dobé neni
splnén predpoklad v = wR.

Pokud by tyto hodnoty nebyly zatizeny sumem, mohli bychom tvofit hypotézy,
jaké jsou puvody trecich sil ptisobicich v systému.

Zavér

Zmérili jsme zavislost ztratové energie na Case pro kulicku z mysi, viz graf @,
a také pro dutou kulicku z deodorantu, viz graf % Pokusili jsme se analyzovat
puvod trecich sil, ale bohuzel netispésné, viz graf Rg.

Uloha lIILE ... viskozoidn{

Kazda kapalina ma svou specifickou viskozitu. Pokuste se doma vyrobit priitokovy
viskozimetr a zmérit relativni viskozitu nékolika vhodnych tekutin (alesporl tif)
viic¢i vodé. Vase vysledky porovnejte s tidaji vyhledanymi na internetu.

Teorie
Viskozita je veli¢ina, kterd udava pomér mezi te¢nym napétim a gradientem rych-
losti ve sméru kolmém na rychlost pti proudéni kapalin. Idedlni kapalina méa visko-
zitu nulovou, realné kapaliny maji vSak v dusledku pusobeni sil mezi ¢asticemi
kapaliny nenulovou viskozitu. Tyto sily lze oznacit jako vnitini tfeni, pokud mé
kapalina velké vnitini tfeni, ma i velkou viskozitu a potece pomaleji.

Pro méfeni viskozity je tfeba pouzit newtonovské kapaliny (zpravidla nizkomo-
lekuldrni latky), u kterych je pfimd iméra mezi rychlosti jejich deformace a napé-
tim. Tyto kapaliny se fidi Newtonovym zdkonem viskozity

du
T:n@7

kde 7 je teCné napéti, n je dynamickd viskozita a du je vzdjemnd rychlost pohybu
smykovych rovin vzdalenych o dz. Kromé dynamické viskozity pak jesté zavadime
kinematickou viskozitu v = n/p, kde p je hustota kapaliny.

Viskozita zavisi na teploté a se zvysujici se teplotou klesd, coz ma podklad
v chovani castic, které se pfi nizsi teploté vice shlukuji. Plati, ze pro jednoduché
méreni viskozity je tfeba, aby proudéni kapaliny bylo laminarni a ne turbulent-
ni, nebot turbulence by byly dalsim faktorem mimo viskozitu, ktery by proudéni
kapaliny brzdil, a rusily by tak urceni viskozity. Zda je proudéni laminéarni ¢i tur-
bulentni lze urcit pomoci Reynoldsova &isla Re = (vd) /v, kde v je stfedni rychlost
proudéni kapaliny a d je pramér trubice. Za stfedni rychlost proudéni lze priblizné
povazovat prumeérnou rychlost kapaliny vztazenou k priufezu trubice S, prumérnou
rychlost kapaliny vypocitame jako podil objemu kapaliny V/, jehoz pritok mérime,
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a prumérné doby prutoku 7T'. Po tpravé dostavame pro vypocet Reynoldsova cisla

vztah
4V

ndTv
Priblizné ¢iselnd hodnota Re pro kazdou kapalinu je uvedena u vysledki v tabul-
ce B Pokud je hodnota Reynoldsova ¢isla do dvou tisic, proudéni je lamindrni.
Stanoveni viskozity pomoci prutokovych viskozimetru je zalozeno na méreni
doby prutoku T'. Pro objemovy tok ® pfi lamindrnim proudéni kapaliny v trubici
o kruhovém prirezu s polomérem r a délce | mizeme psat

Re

_ tAprt
Tosnl

kde Ap je rozdil tlakid na zacatku a na konci trubice. V nasem piipadé uvazujeme
svislou trubici, na kterou je shora pripojen zasobnik s kapalinou a z jejihoz dolniho
konce kapalina volné vytékd (zdsobnik je otevieny, takze na hladinu vody v ném
pusobi atmosfericky tlak). Je tedy zfejmé, ze Ap = pgl + p, kde p je hydrostaticky
tlak u dna zdsobniku (takze p = p(h), kde h vyska hladiny kapaliny v zdsobniku
nad néjakou pevnou referencni hladinou, a p je rovnéz primo umérny p, nebo-
li p(h) = pII(h) pro né&jakou funkci II(h), pficemz II(h) zdvis{ pouze na geometrii
experimentu a ne na pouzité kapaliné).

Ozna¢me nyni S(h) vodorovny prifez zdsobniku ve vysce h. Potom podle rov-
nice kontinuity musi platit S(h)h = —®(h), coz je diferencialni rovnice pro h.
Métime-li ¢as T pro vsechny kapaliny mezi dvéma pevnymi hladinami h; a ho
v zasobniku, dostaviame primou integraci vztah

ho ha
T:—/ S g4y, — 8”1/ S g = K,
h h

®(h) mprd gl +11(h)

1

kde K je konstanta pro nads mérici aparat a nezavisi na volbé kapaliny. Dostavame
tedy dulezity vysledek: doba pritoku T kapaliny viskozimetrem je primo dmérnd
jeji kinematické viskozite. Zmérime-li doby prutokd pro rizné kapaliny, dokéze-
me pak jednoduse spocitat poméry jejich kinematickych viskozit. Znédme-li pak
presné kinematickou viskozitu jedné z kapalin, mizeme z téchto pomért dopocitat
kinematické viskozity vsech ostatnich.

Pomiicky — vyroba priitokového viskozimetru

Pro vyrobu viskozimetru byla vyuzita tenka plastova trubicka s vnitfnim priameé-
rem d = 1mm. Trubicka byla kouskem zasunuta do vrsku od PET lahve (s vy-
vrtanou dirkou na ni) a oblepena, aby se ve vrsku neposunovala a neprosakovala
kolem ni kapalina. Jako zdsobnik kapaliny byla pouzita sefiznutda PET lahev, na
které byly tenkym fixem udélany rysky pro vymezeni objemu kapaliny, jehoz doba
prutoku bude mérena. Tento vymezeny objem byl zhruba 400 ml, tedy dostatecné
mnozstvi, aby vysledky méfeni vyrazné neovlivnily nepfesnosti pfi méfeni casu
prutoku s pouzitim stopek.

"2Jedn4 se o Poiseuilletiv zdkon, jehoz odvozeni z Newtonova zdkona ponechdvdme &tenafi
jako instruktivni cviceni.
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Tabulka 2: Namérené ¢asy prutoku jednotlivych kapalin a prumérny ¢as prutoku.

Tvoda Tsacharoza T‘mléko Tbenzin &
S S S S S
312,06 395,81 421,85 305,07 309,08
301,67 407,72 429,06 314,79 315,34
310,91 404,67 429,73 310,26 321,94
307,39 397,62 425,80 303,94 312,87
304,99 402,50 422,84 299,51 317,63
309,23 396,25 427,49 304,36 311,58
310,72 399,13 426,87 311,27 317,27
308,14 401,59 430,15 313,48 320,04
307,58 406,74 424,88 302,02 316,76
313,42 402,45 425,92 305,44 313,83

308,6 £2,5 401,5+3,0 426,5+20 307,0+3,6 3156+28

Meéreni

Doba pritoku byla méfena u vody, 20 % roztoku sacharézy, nizkotuéného mléka,
technického lihu a technického benzinu. VSechny kapaliny se nechaly néjaky cas
temperovat na pokojovou teplotu. Samotné méreni probihalo takovym zptisobem,
ze kapalina byla nalita shora do pripraveného viskozimetru tak, aby jeji hladina
dosahovala nékolika centimetrti nad horni rysku a nechala se protékat. V oka-
mziku, kdy hladina dosdhla horni rysky, byly spustény stopky a zastaveny byly
ve chvili, kdy hladina dosdhla spodni rysky. Kapalina byla zachytdvana v nddobé
pod viskozimetrem, aby bylo mozné s ni mérfeni provést celkem desetkrat. Pred
méfenim kazdé dalsi kapaliny byly jak viskozimetr, tak ostatni pomocné nadoby
vzdy umyty a vysusSeny.

Vysledky

Vysledky ziskané méfenim jsou ¢asy prutoku jednotlivych kapalin, tyto ¢asy byly
statisticky zpracovany pomoci Studentova intervalu spolehlivosti na hladiné vy-
znamnosti o = 0,05, vysledky jsou uvedené v tabulce E)

Cilem tlohy je stanovit relativni viskozitu ostatnich kapalin viici vodé, ¢ehoz
docilime, pokud podélime vysledny c¢as prutoku kapaliny ¢asem prutoku vody.
Vime-li, Ze kinematické viskozita vody p¥i 18°C ¢ini 1,06 - 1075 m?.s71
za pomoci ziskané relativni viskozity odhadnout kinematické viskozity ostatnich
kapalin. Tabulka B uvadi relativni kinematickou viskozitu kapalin viéi vodé, odhad
kinematické viskozity (relativni kinematickd viskozita vyndsobend kinematickou
viskozitou_vody) a kinematickou viskozitu uvedenou pro jednotlivé kapaliny na
internetu*™ Zde je vSak nutné mit na zfeteli, ze technicky lih nem3 stejné chemické
slozeni jako ¢isty lih, pro ktery byla viskozita uvedena, to samé plati o technickém

, muzeme

"Shttp://cs.wikipedia.org/wiki/Viskozitd
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Tabulka 3: Urceni relativni kinematické viskozity vaci vodé a priblizné
kinematické viskozity. V predposlednim sloupci je kinematicka viskozita latek
(v ¢istém stavu) podle tidaju z internetu. Posledni sloupec obsahuje pfibliznou

hodnotu Reynoldsova cisla.

i v v-10° Viap - 10°
latka - o g Re
voda 1 1,06 £ 0,00 1,06 160
sacharéza 1,30+0,09 1,38=+0,10 90
mléko 1,38+ 0,05 1,46+ 0,05 30
lih 1,02+0,08 1,08+0,09 1,07 160
benzin 0,99+0,10 1,04 0,11 0,77 150

benzinu. Jednd se tedy spi$ o idaj pro porovnani, jakou kinematickou viskozitu
ma dand kapalina, pokud je v chemicky Cistém stavu. Mimo to je v poslednim
sloupci tabulky uvedeno jiz zminéné Reynoldsovo ¢islo pro kazdou kapalinu, aby
bylo ovéteno, ze proudéni bylo laminarni.

Diskuze

I presto, zZe se jednd o domécky vyrobeny viskozimetr, méreni poskytla pomérné
dobré vysledky. Diky dostatecné tenké trubicce je proudéni laminarni tak, jak po-
tfebujeme, coz je vidét z vypocitanych hodnot Reynoldsova ¢isla pro vSsechny kapa-
liny (zddné hodnota nepfesahuje 2000). Proto je mozné pouzit jednoduchy model
urceni viskozity z doby prutokt bez dalsich komplikaci. Ukézalo se, Ze je nazornéjsi
na takto doméacky vyrobeném viskozimetru mérit latky od pohledu visk6znéjsi nez
voda, protoze napriklad namérend doba pritoku technického benzinu byla vodé
tak blizka, ze jejich relativni kinematickd viskozita se liSila jen minimalné, takze
by nebylo mozné od sebe s velkou presnosti tyto dvé kapaliny rozlisit pomoci mé-
feni viskozity s nasi technikou (pomineme-li nepiehlédnutelny zdpach technického
benzinu).

Zaver

Podarilo se urcit relativni kinematické viskozity vici vodé u rtznych kapalin.
Viskozita u mléka se ukazala byt zhruba 1,4krat vyssi nez viskozita vody, viskozi-
ta roztoku sacharézy byla 1,3krat vyssi a viskozity technického benzinu a lihu se
viskozité vody hodné blizily, technicky lih mél viskozitu o malo vétsi a technicky
benzin témér zanedbatelné mensi. Bohuzel ziskané vysledky nelze dobfe porov-
navat s tdaji na internetu, nebot pouzité kapaliny byly smési a neslo je presné
chemicky definovat. Presto lze experiment povazovat za pomérné zdarily a vzhle-
dem k pouzitému vybaveni vlastni vyroby i za pomérné presny (pfi opakovani
méfeni se jednotlivé ¢asy prutoku dané kapaliny liSily minim4lnég).
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Nakonec lze pro odlehéeni doporucit stranku o vice nez 85 let probihajicim
experimentu, ktery s problematikou nasi tlohy souvisi*

Uloha IV.E ... n&kdo to rad vlazné

Zmérte zavislost teploty na case v uvareném Salku caje. Promérte klidny pripad
i ¢aj michany lzickou. Dale oveérte, ze doba vychladnuti na pitnou teplotu nezavisi
na tom, zda se s ¢ajem micha ¢i nikoli.

Teorie
Budeme predpokladat prenos tepla pouze vedenim. Uvazujme, zZe teplota vody t. je
v celém objemu stejnd a je rovna teploté hrnku (keramika vede teplo oproti vzduchu
velmi dobfte). Pokojovou teplotu ozna¢me t,. Uvazujme, Ze teplota vody se méni
tak pomalu, ze vedeni tepla muzeme povazovat za ustdlené. Pak za dobu dr se
vedenim pienese teplo

dQ =k (t, —t,) dr, (59)
kde k je konstanta. Tepelny tok je zdporny, protoze jde ven z hrnku. Abychom
snizili teplotu vody a hrnku o teplotu dt¢, musime odebrat teplo

d@Q = Cdt, (60)
kde C je tepelné kapacita hrnku a vody. Rovnice (@) a (@) dohromady dévaji
k (tp —tv) dr =dQ = Cdt.
Nezname obecné ani konstantu k, ani C, proto zavedeme jinou konstantu A = k/C.
Pak po tpravé (separaci proménnych)

11
————dt =dr,
Nt —t,

coz je diferencidlni rovnice. Obé strany zintegrujeme a dostaneme
1
—Xln(t—tp) =7+D,

kde D je néjakéd integracni konstanta (uréime pozdéji z pocdteénich podminek),
odkud
tr) = T

po upravé

t(r) = BEe ™ 4 tp, (61)
kde E je opét konstanta, kterou je mozné vyjadrit pomoci pivodni D a kterou tedy
téZ muzeme urcit z pocatecnich podminek. Pocateéni podminka je, Ze na pocatku
(v ¢ase 0) je teplota to, tedy ¢(0) = 0. Po dosazeni do (1) dostaneme

to=E+t, = FE=ty—1p,

"http://smp.uq.edu.au/content/pitch-drop-experiment
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a tedy zavislost teploty na case je
Hr) = (to—tp) e N +tp. (62)

Rozdil pripadid, kdyz se s cajem micha a kdyz nikoliv, nedokdzeme snadno
kvantitativné popsat, pokusme se alesponn odhadnout nékolik rozdili. Vyse jsme
predpokladali, Ze teplota vody je v celém objemu v kazdém case stejnd a je stejné
jako teplota hrnku. To vSak neni pravda, nejvyssi teplotu bude mit voda priblizné
ve stfedu hrnku, blize u stén bude teplota o mélo nizsi a teplota hrnku bude téz
nizsi. Jestlize ¢ajem michame, pak tuto teplejsi vodu ze stiedu hrnku premistujeme
k okraji. Z rovnice (pY) vidime, Ze teplo prenesené za jednotku éasu je imérné
teploté vody a hrnku, presnéji teploté vnéjsi stény hrnku. Jestlize tuto teplotu
michdnim zvysime, tepelny tok bude vyssi, a tedy caj se bude ochlazovat rychleji.
Kovova 1zice navic teplo velmi dobfe vede a odvadi z vody pry¢. Jestlize michame
1zickou, pak nad hladinou rukou premistujeme vzduch, nad hladinu se dostava
vzduch chladnéjsi a opét dojde k rychlejsimu ochlazovani. Ze vsech téchto duvodu
by doba vychladnuti na pitnou teplotu méla byt nizsi v pripadé, ze se s cajem
micha.

Meéreni teploty

Teplota byla mérena pomoci NTC termistoru 2322 640E, ktery mé pfti teploté 25 °C
odpor 10k, pii vyssich teplotdch odpor klesd (termistor je NTC — negative tem-
perature coefficient).

Automatizovat méreni odporu by bylo mozné pomoci multimetru pfipojeného
k pocitaci, nicméné by v jednom okamziku bylo mozné mérit jen tolik teplot, kolik
mame k dispozici multimetru pripojitelnych k pocitaci. Protoze chceme provadét
vice méreni paralelné, zvolime jiny zptusob.

Meéfeni odporu muzeme snadno prevést na méreni napéti pomoci napétového
déli¢e (viz obrazek R7), ktery se sklddd obecné ze dvou ruznych odport, v nasem
pripadé z termistoru a odporu Ryer = 10k2. Zanedbame-li proud tekouci pripad-
nym voltmetrem, pak obéma soucastkami tece stejny proud, proto dle Ohmova
zakona pomér napéti na nich je roven poméru jejich odpori. Budeme-li méfit na-
péti na referenénim odporu Ryef, pti teploté 25 °C namétime Uer/2, jestlize teplota
stoupne, odpor termistoru klesne, napéti na ném taktéz a my na referencnim od-
poru namérime napéti vyssi.

Automatizovat méfeni napéti je jiz podstatné snazsi. Pouzili jsme Arduino Na-
no™, coz je deska obsahujici mikrokontrolér Atmel ATmegal68 a prevodnik UART
na USB. Obsahuje nékolik 10bitovych analogovych vstupi (na obrdzku oznacenych
A1,..., Ap), které umoznuji méfeni napéti (presnéji méfi pomér méfeného napé-
t{ a referenéniho napéti Uet). Jako referencéni napéti (a téz napéti pro napétovy
deéli¢) slouzil 3,3V stabilizator HT'7533-1. V principu je mozné za referenci pouzit
primo 5V z USB, nicméné toto je velmi zdvislé na pouzitém kabelu, dalsich pfipo-
jenych zafizenich apod. a muze se v priubéhu méfen{ velmi ménit (ackoliv na jeho

"Shttp://www.gme.cz/img/cache/doc/118/042/ntc640-10k-datasheet-1.pdf
"6http://arduino.cc/en/Main/arduinoBoardNanc
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Obr. 27: Schéma zapojeni pro automatizované méreni teploty pomoci termistoru
a Arduino Nano.

N,

hodnoté métren{ nezdvisi, Sum na referenénim napéti zvysi Sum méfenych hodnot),
proto je vhodnéjsi pouzit stabilizator.

Mikrokontrolér snadno naprogramujeme, aby v néjakych casovych intervalech
(v nasem pifpadé asi 1s) po sériovém portu posilal aktudlni hodnotu napéti na
analogovych vstupech. Na pocitaci, ke kterému je Arduino pres USB pfipojeno,
pak tyto hodnoty ze sériového portu ¢teme a ukladdme do souboru.

Je tfeba téz prevést naméfené napéti na teplotu. To je mozné bud s pomoci
adaji, které uvddi vyrobce termistoru (nejprve je tieba ze znalosti Ryer prepodi-
tat napéti na odpor; po kratkém vypoctu zjistite, Ze na Uyes skutecné nezavisi),
nebo provedeme kalibraci jinym méridlem. My zvolili druhou metodu a provedli
kalibraci pomoci dvojice ¢islicovych teploméru Dallas DS18B20Y, které byly téz
pfipojeny na mikrokontrolér. Oba teploméry i vSechny termistory byly ponofeny ve
vodé, kterd byla michdna, na poc¢atku méla teplotu asi 95 °C, postupné byla okol-
nim vzduchem ochlazena na pokojovou teplotu a nakonec byla ochlazena ledem na
asi 0°C, pri¢emz byly zaznamendvéany teploty obou teplomért (nakonec se z nich
vzal primér) a hodnota napéti (pfesnéji feeno pomér méfeného a referenéniho
napét{) namérend mikrokontrolérem. Pro kazdy z termistort byla naméfena kalib-
racni kiivka. Vzhledem k tolerancim jednotlivych soucastek se kiivky pro kazdy
termistor s danym referenénim odporem mirné lisily, proto po provedeni kalibrace
nebylo mozné termistory mezi sebou navzajem vyménovat, aniz bychom vyrazné
zvysili nejistotu méfeni.

Na zavér kapitoly jesté poznamenejme, Ze popsany postup je mozné pouzit pro
meéreni i dalsich veli¢in, které dokdzeme prevést na napéti.

Meéreni
Krivka chladnuti byla vzdy zaroven métrena pro tii pripady — voda v hrknu se
nemichala, voda byla michdna definované pomoci rotujici kanceldiské sponky na

"Thttp://www.gme.cz/img/cache/doc/530/067/ds18b20-datasheet-1.pdf
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dné hrnku (pod hrnkem rotoval magnet stdlou hlovou rychlosti) a voda byla
michéna 1zickou. Méreni vsech tri pripada vzdy probihala zaroven, aby se odstranil
vliv rozdilné pokojové teploty, kterd se pohybovala mezi 20,0 °C a 21,5 °C. Objem
vody v hrnku byl vzdy asi 0,51.

Ve vSech pripadech byly pouzity pro méreni tii termistory, jeden pripevnény na
dné hrnku u okraje, druhy na vnitini strané stény hrnku tésné pod hladinou a tfeti
priblizné na ose hrnku v poloviné vysky hladiny. Zaznamenany byly vzdy vsechny
tfi teploty, pricemz pri zpracovani bylo zjisténo, ze jejich rozdil je srovnatelny
s nejistotou méreni teploty, proto z nich byl vypocitdn pramér, ktery byl déle
povazovan za prumérnou teplotu vody v hrnku.

U prvnich dvou pripadu predpoklddéame, ze rozptyl namérenych hodnot bude
maly, protoze bud nemichame, nebo michame vzdy stejné, nicméné michani 1zickou
mohlo byt v kazdém pripadé jiné, proto rozptyl predpokladame vyssi.

Krivka chladnuti pro vsechny tti ptipady byla vzhledem k ¢asové narocnosti az
do pokojové teploty mérena jednou, viz obrizek R§. Dalsi méreni byla ukoncena
pri 50 °C, coz je priblizné teplota, pii které dva organizatori jiz oznadili teplotu
¢aje za pitnou.

90 T T T T T T T T
| bez michani

80 H michatko i

01
60
50 |
40 b

30 |

20 Il Il Il Il Il Il Il - ‘I“» o

min

Obr. 28: Naméiené kiivky chladnuti.

Méfené kiivky vzdy zacinaly tésné nad 90°C (to proto, ze voda se lila do
hrnku, ktery mél pokojovou teplotu, a tedy jeji teplota poklesla dtive, nez senzory
teploty zaregistrovaly zménu teploty). Za dobu vychladnuti na pitnou teplotu,
kterou mame mérit, tedy budeme déle povazovat dobu, za kterou se teplota vody
snizila z 90 °C na 50 °C. Namétené ¢asy uvadime v tabulce {.
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Tabulka 4: Naméfené doby zchladnuti vody v hrnku z 90 °C na 50 °C v zévislosti
na zpusobu michani.

Thezmichani  Tmichatko Tzicka
s s s
2035 1648 1723
1967 1666 1693
2018 1697 1737
2061 1731 1653
1996 1701 1683
1983 1682 1705
2034 1699 1716
2035 1709 1671

2020£40 169020 1700 =20

Hypotéza o rovnosti stfednich hodnot

Z prumérnych hodnot a nejistot uvedenych v tabulce H by se jiz dalo usuzovat, ze
doba vychladnuti na pitnou teplotu zavisi na tom, zda s ¢ajem michdme, protoze
intervaly spolehlivosti se neprekryvaji. Podivejme se vSak na problém, ktery mame
fesit, z pohledu statistiky.

Testujme hypotézu, ze doba vychladnuti na pitnou teplotu nezavisi na tom,
zda se s Cajem micha lzickou ¢i njkoli. Znovu pripomenme, ze méfeni probihalo
vzdy po trojicich, tedy v tabulce | méfeni, kterd jsou na jednom radku, probéhla
soucasné a za stejnych podminek, métfeni na rtznych fadcich mohla probéhnout za
ruzné teploty, tlaku, vlhkosti...Pro testovani vyuzijeme Studentiv test pro dvo-
jice. Testujeme, zZe stredni hodnota doby vychladnuti na pitnou teplotu v ptipadé,
Ze s Cajem michame, je stejnd jako stfedni hodnota doby vychladnuti na pitnou
teplotu v pripadé, ze s cajem nemichdme.

Hypotézu budeme testovat na hladiné vyznamnosti o = 0,05 = 5%, kterd
uddvé pravdépodobnost toho, ze hypotézu zamitneme, ackoliv plati (tzv. chyba
1. druhu). To nicméné nic nerika o pravdépodobnosti toho, ze hypotézu nezamité-
me, ackoliv neplat{ (tzv. chyba 2. druhu).

Ozna¢me n pozorované dvojice (z;,y;), kde ¢ = 1,2,...,n, a jejich rozdily d; =
= x; — yi. Vypocitdme aritmeticky prumeér jejich rozdilu

a vybérovou smérodatnou odchylku jejich rozdila

s(d) = | g S (d - d)”.
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Pozorovana hodnota testovaciho kritéria je
t= i\/n -1
~ s(d)
a porovnavame ji s doplinkem kritického oboru
Wa=(-ti_g(n—1)iti_a(n—1)),

kde t1_q/2(n—1) je (1 — a/2)-kvantil Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
Jestlize t € W, hypotézu nezamitime, v opacném piipadé hypotézu na hladiné
spolehlivosti 1 — o zamitame.

Aplikujme popsany postup na nase méfeni, tedy z; jsou hodnoty v prvnim
sloupci tabulky Y a y; hodnoty ve tretim sloupci, pfi¢emz n = 8 je pocet radku.
Vypodéitdme jejich rozdily a nésledné aritmeticky pramér d = 319s a vybérovou
smérodatnou odchylku s(d) = 47s. Odtud ¢t = 18,0. Kvantil ¢0,075(7) = 2,365 zjis-
time ze statistickych tabulek. Protoze 18,0 ¢ (—2,365;2,365), hypotézu, ze doba
vychladnuti na pitnou teplotu nezdvisi na tom, zda s ¢ajem michame, na hla-
diné vyznamnosti 5% zamitdme. Hodnota testovaciho kriteria je dokonce vyssi
nez to,0995(7) = 5,408, takze hypotézu bychom zamitli i na hladiné vyznamnos-
ti 0,1 %. Dle naméfenych hodnot je tedy mensi nez 0,1 % pravdépodobnost, Ze
rychlost vychladnuti na pitnou teplotu nezavisi na tom, zda se s cajem micha.

Nejistoty méreni

Dallas DS18B20 méii teplotu presnéji nez 0,5 °C, po kalibraci byl rozdil primér-
né teploty namétrené dvojici téchto ¢idel a pomoci termistori mensi nez 0,1 °C.
Nejistotu méfeni teploty tedy odhadneme na asi 0,5 °C.

Cas byl méfen pomoci mikrokontroléru s pfesnosti na nanosekundy. Zazna-
menavan byl vzdy cas zacatku cyklu meéreni, béhem kterého se postupné precetly
a vypocitaly hodnoty ze vsech snimaci, coz dohromady trvalo asi 0,5s. Doby, za
které se teplota vody snizila z 90 °C na 50 °C, byly odecditdny z grafu, pti¢emz
vzhledem k $sumu odhadneme nejistotu jejich stanoveni na 2s.

Rozptyl vysledki je zfejmé velmi ovlivnén také tim, ze objem vody v hrnku byl
definovany pouze na zdkladé rysky v ném pred méfenim nakreslené, takze nejistotu
objemu odhadujeme na 10 ml.

Diskuse vysledkii

Zkusme prolozit naméfenou zdvislost teploty na ¢ase (tu, kde se s vodou nemicha-
lo) teoretickou zavislosti (p2), viz obrazek R9. Vidime, Ze teoretickd a namérend
zavislost si neodpovidaji. To je zptsobeno zjednodusenimi, které jsme pouzili. Mé-
feni zacalo témér ihned po naliti vody do hrnku, tedy v dobé, kdy teplota hrnku
byla mnohem nizsi nez teplota vody, a tudiz hrnek vodu ze zacatku ochlazoval
mnohem rychleji. Dalsi podstatné zjednoduseni spociva v tom, ze jsme zanedbali
vyparovani vody*

"8 Piesnéjsi modely najdete napf. na http://www-ucjf.troja.mff.cuni.cz/dolejsi/outreach/
sedlacek_ajp.pdf.
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Obr. 29: Namérené kiivka chladnuti pro ptipad, kdy se s ¢ajem nemicha,
prolozend teoretickou zdvislosti (@)

Zavér

Byla namérena zdvislost teploty na ¢ase v uvareném $dlku éaje (obrdzek @) pro
klidny pfipad, ¢aj michany pomoci michatka (stdlou thlovou rychlosti rotujici kan-
celafskd sponka na dné $dlku) a pro ¢aj michany lzickou. Testovali jsme hypotézu,
Ze doba vychladnuti na pitnou teplotu (50 °C) nezévisi na tom, zda se ¢ajem mich4,
a na hladiné vyznamnosti 0,1 % jsme ji na zédkladé naméfenych hodnot zamitli.

Uloha V.E ... gumipuk

Zavazi o hmotnosti m na gumicce délky ly je zavéseno v pevném bodé o sourad-
nicich x = 0 ay = 0. Z osy x, ktera je horizontalné, zavazi poustime. Jaka bude
zavislost nejnizsiho dosazeného bodu na poloze na ose x?

Tuto tlohu pojmeme témér Gplné experimentilné a z teorie se omezime na dru-
hy Newtonuv zdkon. Specidlni pripad pohybu zavazi sice vyresime analyticky, ale
pro popis obecného pripadu pohybu vytvorime numericky model, ktery potom
srovname s experimentem. V experimentu jsme pouzivali pomicky s témito pa-
rametry: hmotnost zévazi m = (51,5 &+ 0,1) g, délka nenatazené gumicky lp =
= (19,1 £ 0,1) cm, délka gumicky s volné visicim zdvazim (pfed samotnym méfe-
nim) d = (23,4 £ 0,1) cm. Stejné hodnoty parametru byly pouzity v numerickém
modelu.
Rozbor situace vidime na obrazku @
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Obr. 30: Zavazi na gumicce — oznaceni veli¢in a sil.

Polohu zavazi budeme popisovat kartézskymi souradnicemi x, y nebo poldrni-
mi I, ¢. Plat{ transformac¢n{ vztahy | = /22 + y2, cosp = z/l, sinp = y/I.

Na zévazi pusobi v kazdém okamziku tihova sila Fg o velikosti Fo = mg, kde
g je tihové zrychleni, a sila pruznosti gumicky F, o velikosti F, = k(I — lp), kde
k je tuhost gumicky a (I — lo) je jeji prodlouzeni (tato sila pusobi pouze tehdy,
kdyz I > o).

Za pomoci uvedenych vztahi muzeme napsat pohybové rovnice (& a ¢ znaci
druhou derivaci soufadnic podle ¢asu, tedy zrychleni v jednotlivych soufadnicich)

mx = —Fpcosp,

my = Fg — Fpsine.

Dosadime-li do nich za vySe uvedené veli¢iny a vyjadiime zrychleni, dostaneme
tvar, ktery vyuzijeme pti numerickém feseni:

kx (s/mQ + y2 —lo>

i= (63
m /$2+y2 )
ky («/mQ + y? —lo)
j=9- .

ot

Analytické reseni

Budeme fesit pfipad, kdy pocatecéni poloha zavazi je (0, 0), tedy Ze ho volné pustime
dolti (pohyb probihd pouze v ose y).

Tuhost gumicky spocitdme z protazeni vlastni vahou zdvazi — ddme do rovnosti
tihovou silu a sflu, jakou je gumicka napindna, a vyjadiime k = mg/(d — lo).
Vyjde k = (11,7 4 0,4) kg-s 2.

Ke zjisténi protazeni gumicky Al zvolime pristup pres energie. Zvolime-li hla-
(po pusténi) se bude potencidlni energie zavazi rovnat energii pruznosti z natazeni
gumicky, neboli

mg(lo + Al) = %mz?.
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Tabulka 5: Maximalni délka gumicky lmax pro ruzné pocatecni
polohy x — z numerického modelu.

z/lo 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
lmax/cm 36,93 36,89 36,76 36,53 36,20 35,76 35,21

z/lo 0,7 08 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3
lmax/cm 34,51 33,66 32,65 31,91 33,15 3447 3588

z/lo 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0
Imax/cm 37,25 3850 39,67 40,80 41,95 43,13 44,36

Dosadime za k a s vyuzitim [ = [ + Al vyjadiime prodlouzeni

Al=d—1ly++/d>— 12,

tedy Al = (17,8 & 0,4) cm, kde jsme nejistotu typu B uréili podle zdkona Sifeni

nejistot
NN 2+ oAl Y’
At Ay " ad ")

kde sa; oznacuje nejistotu velic¢iny Al atd.
Kdyz prodlouzeni pricteme k ptivodni délce gumicky lo, dostaneme

lo+Al=(36,9+0,4)cm.

Numericky model

Numerickym feSen{m rovnic (@) Eulerovou metodou (prvniho fddu) jsme ziskali
model pohybu zavazi. Jako poc¢atecni podminky jsme zvolili ¢as t = 0s, y = Om,
Uy = Uy = 0m-s~!; polohu zo jsme ménili v intervalu (0,21). Simulaci jsme nechali
bézet 20s s casovym krokem 0,001 s.

Pro hruby odhad chyby metody zkusime ménit casovy krok a sledovat, o ko-
lik se prodlouzeni zméni. Je-li prodlouzena délka 31,908 7cm s krokem 0,001 s,
31,922 3 cm s poloviénim krokem 0,000 5s a 31,901 8 cm s dvojnasobnym krokem 0,002 s,
odhadneme chybu na 0,05 cm.

Zvolend metoda je sice jedna z nejjednodussich, nicméné vypocéteny pohyb se
od vysledkt jinych metod vyznamné lisi az po nékolika kyvech.

Pro dvacet raznych pocatec¢nich poloh jsme vykreslili polohu zavazi a zavislost
délky gumicky na case a odecetli délku gumicky, kdyz poprvé dosdhla spodni tvrati.
Ciselné vysledky jsou v tabulce | a vyneseny v grafu na obrazku B1.

Pro zajimavost jsme vykreslili pohyb zévazi pro dvé ruzné pocdtecni polohy
(obrazky B9 a @)
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Obr. 31: Zavislost prodlouZeni gumicky na pocatecni poloze — z numerického
modelu.

20

Obr. 32: Pohyb zdvazi pro pocateéni polohu (lo/2,0).
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Obr. 34: Namérend zavislost prodlouzeni gumicky na x-ové poloze, z které zavazi
poustime.
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Experiment

Jako zévazi jsme pouzili nastrénou hlavici, lidové ofech. Gumicku jsme k nému
pripevnili stylové dalsi gumickou. Cely pokus jsme filmovali oproti svétlému pozadi
a nezapomnéli na méritko. Z videa jsme potom odecetli délku gumicky ve spodni
uvrati. Pro kazdou polohu jsme udélali nékolik pokusti, z nich aritmeticky pramér
a vybérovou smérodatnou odchylku; jeji hodnotu jsme potom pouzili jako délku
chybové tsecky.

Vysledky jsou v grafu na obrizku @

Diskuze

Ve vysledném grafu nelze v rdmci chyb s jistotou pozorovat hledanou klesajici zavis-
lost. Mohlo by to byt chybami méfeni, které by mohly byt zptusobeny nahrdvanim
videa v kvalité 30 fps, nepresnym usporadanim, zkreslenim videa, atd. — ale tyto
dtvody nebudou hlavni pfi¢inou neispéchu. Porovnejme klidovou délku gumicky
pred méfenim a po dvaceti mérenich — 19,1 cm a 21,3 cm! Hlavnim problémem tedy
bude hystereze gumicky.

Guma je polymer (pfirodni kaucuk) a v klidovém stavu je tvofena navzdjem
smotanymi uhlovodikovymi fetézci, které se po natazeni narovnaji. Pfi opétovném
uvolnéni se ale nenaskladaji zpatky presné tak, jak byly, a pokud proces stéle
opakujeme, na stejné prodlouzeni potiebujeme stdle méné préce.

Zavér
Numericky model ukazuje, ze prodlouzeni gumicky smérem od polohy (0, 0) nejprve
klesa, v poloze (lo,0) je nejmensi a pak dal roste.

Délka gumicky ve spodni Gvrati z polohy (0,0) bude 36,93 cm. Z analytického
feSeni mame pro srovndn{ Al = (36,9 + 0,4) cm. Do tohoto intervalu se numericky
model krasné trefil.

Experimentélné se ndm tento vysledek bohuzel nepodarilo potvrdit. Kvili velké
hysterezi gumicky jsou chybové tiseCky v grafu zavislosti prodlouzeni na poloze tak
velké, ze z néj nelze zavislost s jistotou urcit.

Uloha VI.E ... Zelatinova rychlost svétla

Urcete rychlost svétla v prithledném zelatinovém dortu, ktery sami pripravite.
Nezapomerite popsat jeho slozeni.
Népovéda Sezerite si na to treba laser nebo mikrovinku.

Teorie
Nejprve si feknéme néco ke dvéma moznym metodam pro urcovani rychlosti svétla
v prostredi pevné latky. Obé tyto metody jsou proveditelné v domécich podmin-
kach.

Snad nejelegantnéjsim fesenim je zméreni indexu lomu n, ktery lze chapat jako
pomér rychlosti svétla ve vakuu (vzduchu — v nasich podminkéch nerozlisitelné)
¢ ku rychlosti svétla v daném prostiedi v, n = c¢/v. To je sice uziteénd formule,
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kterou skutecné pouzijeme pro vycisleni rychlosti svétla v nasem experimentu, ale
je nutno mit na paméti, ze tato predstava je fyzikalné chybnd, protoze index lomu
je obecné zavisly na vlnové délce.

O puvodu indexu lomu pojedndva R. P. Feynman v prvnim dile svych predna-
Sek v kapitole 31. Prevypravét zde tuto kapitolu by bylo ponékud zbytecné, viele
doporucujeme prostudovat alesponi oddily 31.1 a 31.2 (jsou to 3 listy, které vam
mozné zméni zivot :)). Zminme ale alespon stézejni myslenky. VSe vychézi ze dvou
predpokladi, které jsou pomérné intuitivni a ,,stoji nékde pobliz zakladu celé fyzi-
ky*“: celkové elektrické pole lze vyjadrit jako soucet poli vytvorenych vSemi naboji
ve vesmiru; radiacni pole vytvorené jednim nabojem je dédno jeho zrychlenim vy-
poctenym se zpozdénim pii rychlosti c¢. Pole prochazejici latkou je tedy tvoreno
polem ze zdroje Es a polem, které vznika rozkmitanim atomu latky E,. Prispévek
od atomu je fazové posunuty, coz my pozorovanim souctu Fs + F, vnimame jako
zpomaleni svétla v daném prostiedi.

Druhou metodou, kterd pripadala v tvahu, bylo méreni rychlosti svétla po-
moci mikrovlnné trouby. Rychlost Sifeni elektromagnetické vlny o vinové délce A
a frekvenci f lze zapsat jako v = Af. V mikrovlnné troubé vznika stojaté vinéni.
Vyndame-li oto¢ny tac a polozime material do trouby, bude se latka v mistech
kmiten zahrivat rychleji nez v mistech uzli. Provedeme-li tento experiment na
¢okoladé, vytavi se na ni pravidelny vzorek. Rozestupy uzli odpovidaji poloviné
vlnové délky a s uzitim idaje o frekvenci, kterou ndm poskytne vyrobce, jiz snadno
dopocteme rychlost svétla.

S zelé ale nastal problém. Frekvence, ktera je uzivana v mikrovinnych trou-
béch, je f = 2,45 GHz a odpovida resonané¢ni frekvenci molekuly vody. To ma své
opodstatnéni — voda mé velkou tepelnou kapacitu a tepelnou vodivost. Potraviny
zpravidla vodu obsahuji a jejim rychlym zahratim se tak dostane do ohfivané véci
dostatek tepla za kratkou dobu, proto jsou mikrovinky tak rychlé. Zaroven to s se-
bou ale nese mnohéd omezeni a nevyhody. Pokud jste zkouseli nékdy rozmrazovat
néco v mikrovlnce, mozna jste si vSimli, Ze to neni tak aplné ono. Zatimco potravi-
ny obsahujici kapalnou vodu se ohfivaji v celém objemu z vyse uvedeného divodu,
zmrzlé véci se ohtivaji jen od povrchu. Led m4 totiz resonanéni frekvenci uz trochu
jinde, a proto neabsorbuje pritomné zareni o nic 1épe nez zbylé slozky potravin. Na
povrchu, kde dochézi k tani vlivem vyssi okolni teploty, je pak uz zase absorpce,
a tedy ohtivani, velké. To je tedy piipad, kdy ndm vadi pfili§ pomalé predavani
energie. V pripadé zelé, které je skoro samé voda v kapalném skupenstvi, naopak
dochézi k tak rychlému zahrati, ze se vzorek roztece diiv, nez jsme schopni urcit
polohy uzli.

Navic, i kdybychom néjakym zpiusobem polohy uzla odecetli a rychlost svétla
urcili (nékterym fesitelim se to skuteéné alespori trochu povedlo), odpovidalo by
to pravdépodobné rychlosti svétla dané vinové délky ve vodé.

Meéfteni bylo tedy provedeno pouze metodou urceni indexu lomu pro vlnovou
délku A = 650 nm (to je nutno uvést, nebot pro jiné vinové délky se budou vysledky
lisit kvuli disperzi).
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Experiment

Index lomu jsme méfili nasledujicim zpusobem: Pulkruhovy kus Zelé jsme podlozili
papirem s tthlovou stupnici po 10° tak, ze jejf stfed splyval se stfedem ptivodniho
kruhu zelé. Laserem jsme pak svitili do tohoto stredu tak, aby se paprsek zlomil na
celé desitky stuptii (10-50) a odecetli jsme vstupni dhel na podlozeném thloméru.

Nejprve jsme méreni provedli pro Cervené neslazené zelé. Koncentrace cuk-
ru v celé varce byla konstantni. Zajimavym efektem byla zména indexu lomu po
roztaveni a opétovném zatuhnuti. Pro primérné zatuhlé zelé vysel index lomu n =
= (1,25 £ 0,03), pro roztavené a znovu zatuhlé n = (1,45 £ 0,04). Tento efekt je
komentovan nize. V tomto druhu zelé byla pomérné velka absorpce, coz znacné
komplikovalo méfeni (paprsek neproSel az ven z pulkruhu), ale nastésti rozptyl
pro tuto vlnovou délku byl optimélni — bylo mozno dobfe pozorovat drdhu laseru
uvnitt materialu.

Hodnoty byly urceny fitem nameétenych dat zavislosti danou Snellovym zako-
nem ; = arcsin (nsin¥¢), kde ¢; je vstupni thel, ¥, je dhel, pod kterym se paprsek
zlomi, a n je index lomu coby fitovaci parametr. Uddvané chyby jsou chyby fitu.

Druhy typ zelé, prihledny, mél absorpci mnohem mensi, a tak bylo mozno mé-
fit na ,kulatém thloméru, tedy s vétsi presnosti, jak vstupni, tak vystupni thel.
Toto zelé bylo pripraveno nejprve bez cukru a pak ve 4 hrniccich do néj bylo pri-
déno 1, 3, 5 a 8 1zicek cukru. Jedna lzicka odpovida priblizné 2,2 g a hrnicky mély
objem 250ml — tyto ddaje slouzi pro orientaci, v jakém rozsahu koncentraci jsou
nami namérené a vyvozené vysledky platné. Vysledky jsou uvedeny v tabulce
a vyneseny do grafu na obrazku BY. Zjistujeme, ze index lomu zelé s rostouci kon-
centraci cukru v ndmi méreném rozsahu linedrné roste. Z linedrniho fitu zavislosti
je mozné ziskat extrapolovanou hodnotu neslazeného zelé (konstantni ¢len linedrni
z4vislosti). Tato extrapolovand hodnota vysla nnesiazene = (1,31 & 0,04).

Nyni se vratme k pozorované zméné indexu lomu po roztaveni a opétovném
ztuhnuti ¢erveného zZelé. Nabizeji se dvé moznd vysvétleni a pravdépodobné budou
oba efekty pritomny. Tézko vS8ak uréime v jaké mire, diskuse bude tedy kvalita-
tivni. Index lomu zavisi, jak se dozvite ve zminované kapitole ve Feynmanovi, na
hustoté (pfesnéji Feceno na poétu naboju na jednotkovy objem). Po pfetaveni pa-
trné tato hustota vzrostla, a to jednak tim, ze latka dostala moznost se 1épe, vice
nahusto, usporddat. To je mozné prirovnat k jevu, ktery pozorujeme i nizkomole-
kulérnich latek, jako je naptiklad voda. Ta ndm mnohem 1épe zmrzne po prevateni.
Druhy mozny divod je, Ze pfi roztaveni (roztat{) zelé se samoziejmé zvysila teplo-
ta a tim se zrychlilo odpafovani vody. Zménila se tedy koncentrace, slozeni. Cela
smés zhoustla. ZvysSeni indexu lomu muze byt také synergickym efektem téchto
dvou jeva — zelé se 1épe uspordda nejen proto, ze k tomu dostane moznost tepel-
nym rozvolnénim, ale také proto, zZe se s mensim obsahem vody usporadava snéze
(to pozorujeme i mechanicky — pfiddme-li méné vody, je tuzsi).

Zavérem uvedme v tabulce f hodnoty rychlosti svétla v Zelé spoctené z namé-
fenych indext lomu, bereme-li rychlost svétla ve vakuu ¢ = 3- 108 m-s™1.
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Reseni experimentdlnich tdloh
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Obr. 35: Z&avislost indexu lomu na mnozstvi cukru.

Tabulka 6: shrnuti vysledkt

v
103 m-s—1
Cervend zelatina 1,254+0,03  2,40+0,06
¢. zel. pretavend 1,454+0,04 2,07£0,06
bila s 1 1z. cukru 1,33+0,01  2,264+0,02
bild s 3 1z. cukru 1,374+0,02  2,1940,03
bila s 5 1z. cukru 1,424+0,03  2,1140,04
bila s 8 1z. cukru 1,484+0,04 2,03+0,05

typ a pocet lzicek n
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Serial o teorii strun

Kapitola 1: Relativisticky

Nedavno jsem si listoval v minulych ro¢nicich FYKOSiho seridlu a zaujala mé
posledni tloha ze seridlu Jardy Trnky o kvantové mechanice. Ulohu tehdy nazval
Za nobelovku a zadani znélo nésledovné: ,Vytvorte lokdlni renormalizovatelnou
kvantovou teorii pole, kterd popisuje vSechny Ctyfi typy sil jako projevy jedné
sjednocené interakce.* A tak mé napadlo: ,Co na toto téma napsat leto$ni serial?*

Doufédm, ze vas hned ve druhé vété nevystrasilo mnozstvi cizich slov a vydéte
se s nami na pout, ve které poodhalime stézejni metody a predstavy, bez kterych
se teoreticky fyzik neobejde jediny den. [lustrujeme je na jednom z pravdépodobné
nejslibnéjsich proudt moderni fyziky, ktery se o sjednoceni vSech interakci pokousi,
tedy teorii strun.

V prvnim dile tohoto seridlu si nejprve osvétlime problémy se sjednocenim
a nadsvételnou rychlosti probéhneme formalismus a nékteré zdkladni pojmy Ein-
steinovy teorie relativity.

Sjednoceni v potiZich

V ¢em je tedy vlastné problém v soucasné teorii? Na svété se setkdvame se Ctyi-
mi zédkladnimi interakcemi, tedy elektro-magnetickou, slabou, silnou a gravitac-
ni. Elektro-magnetickd je podstatou vSech elektrickych a magnetickych jevu, jevi
svételnych, ale také je to sila drzici elektrony v atomovych obalech a urcujici tak
vlastnosti prvku. Slaba jadernd interakce je pro zménu zodpovédnd za nékteré
jaderné reakce, jako je naptiklad S-rozpad. Silné interakce drzi pohromadé nukle-
ony v jadrech atomu, ale také vzdjemné pritahuje kvarky, které tvori konstituenty
samotnych nukleont, tedy protonu a neutront. Posledni zminénou interakci je gra-
vitac¢ni, u které nardzime na problém.

Fyzika 20. stoleti stoji na dvou zékladnich pilitich, a témi jsou Einsteinova teorie
relativity a kvantova fyzika. Uz v pocatcich védy se lidé snazili vytvorit jednot-
nou konzistentni teorii, kterd by popsala vSechny zndmé ¢éstice a jejich interakce.
V pripadé prvnich t¥i vysSe uvedenych interakci takova teorie existuje. Prave v reci
kvantové teorie lze konzistentné formulovat teorii elementarnich ¢astic a prvnich
t¥{ interakei (tzv. standardni model fyziky elementarnich ¢astic).

Gravitace je vSak popsana Einsteinovou teorii relativity a jazyk této teorie je
naprosto odlisny od jazyka teorie kvantové. Za béznych situaci to pfilis nevadi,
protoze kvantova teorie je relevantni teorii na mikroskopickych vzdélenostech, za-
timco gravitace ridi pohyb planet a hvézd. Problém nastane napiiklad u ¢ernych
dér nebo ve fazich vesmiru hned po Velkém tiesku. V téchto situacich je hmota
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tak hustd, ze gravitacni i kvantové efekty jsou velmi silné a pro konzistentni popis
takovych situaci je potieba teorie kvantové gravitace.

Snaha o vytvoreni teorie kvantové gravitace je uz od pocatku znesnadnéna
vyskytem vyrazi, které jsou nekonecné (diverguji), a s nekoneény se rozhodné
nepocitda snadno. Kvantova teorie to vSak umi pomoci tzv. renormalizace, ktera
tato nekonecna za jistych podminek odstrani. V pripadé gravitace jsou nekonecna
vSak tak ,silnd“, ze béznda renormalizace selhava a je potieba vytvorit teorii novou.
Teorie strun je doposud jedinou znadmou konzistentni teorii kvantové gravitace
a dokonce existenci gravitace predpovida.

Setkani v Casoprostoru

Nez zaCneme mluvit o strunach, podivejme se nejprve
na par pojmu z Einsteinovy teorie relativity. Pominme
nyni{ moznou existenci vice rozméri, ke které se mozna
vratime v dalsich dilech. N&s prostor je potom tfiroz-
mérny. Pro jednoznacné urceni polohy bodu staci udat
tri kartézské souradnice x = (ml, x?, azS), kde 2! je
hodnota prvni souradnice, > hodnota soufadnice druhé
a z2 hodnota tiet{ jako na obrazku 6. Vsimnéme si, Ze
slozky vektoru cislujeme hornim indexem. To je bézné
notace v teorii relativity a my tak budeme znacit slozky
vSech vektoru (narozdil od dolnich indext, které pozdé-
ji pouzijeme ke znaceni tzv. kovektrorii). Budeme vzdy
davat pozor na rozdil mezi indexem a mocninou.

Co vsak zaddnim polohy neni urceno jednoznacné, je
uddlost. Kdyz se domluvim spoluzakem, ze se sejdeme
pred skolou, tak prestoze oba vime, kde se setkat, miuzeme tam byt kazdy v jiny cas
a stejné se nesetkdme. Do teorie je proto prirozené pridat ¢tvrty rozmér, tedy cas.
Udalost je potom popsana ¢tyfrozmérnym vektorem (xo, zt, 22, 1:3). Kamaréadovi,
se kterym si chci domluvit schiizku, mazu napsat SMS ve tvaru (15:00, Xskola)
a najednou je vSe jasné.

Vzdélenost vsak méfime v metrech, zatimco ¢as v sekun- 20
déch a my bychom rédi, aby mély viechny slozky &ty¥vektoru bod
stejnou jednotku. Toho docilime snadno tak, ze vynasobime
casovou soufadnici ¢ néjakou univerzalni konstantou s roz-
mérem rychlosti, jako je napftiklad rychlost svétla c. Mame
tedy

(xo z', o’ xs) = (ct z', o’ 3:3)
P o svetocara
a trojrozmérny prostor jsme tak povysili na casoprostor. x!

Sledujme nyni pohyb &astice v ¢asoprostoru. Céstice zde
opisuje tzv. svétocaru. Jedna takova svétocCara je zndzornéna  QObr. 37: Svétodara
na obréazku, kde nejsou vyobrazeny vSechny Ctyfi rozméry, bodu pohybujiciho
ale jen prvni odpovidajici ¢asu (na ose y) a druhd odpovida-  se v asoprostoru
jici soutadnici ' (na ose z). Castice startuje v dase z° = 0

Obr. 36: Vektor
v kartézskych
soutradnicich
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z polatku a poté se pohybuje podél nasi zvolené osy x' nejprve smérem dopra-
va, poté doleva a zase zpét doprava. Pohyb takovéto Céstice je popsatelny ¢tyrmi
funkcemi ve tvaru (mo (p), z*(p), *(p), =* (p)), kde p je néjaky libovolny parametr
urcujici polohu na svétocdre (tj. prvni slozka ¢as uddlosti a zbylé polohu v prosto-
ru).

Ted, kdyz jsme si vylozili, jak znazornovat pohyb bodu v prostorocase, radi
bychom znézornili pohyb jednorozmérného provazku. Teorie strun je teorii téch-
to provazku, které se pohybuji v prostorocase. Bodova cCastice ndm pri pohybu
v prostorocase zaznamenavala svétoc¢aru, zatimco struna bude zaznamenévat dvou-
dimenzionélni plochu, tzv. svétoplochu. Struny lze rozdélit na dva typy. Prvnim
typem je otevrend struna se dvéma konci a druhym je uzavrend struna se spojenymi
konci. Svétoplochu oteviené struny vidime na obrazku vpravo a uzaviené struny
vlevo.

3

="

=

.ZUQ
Obr. 38: Svétoplocha uzaviené struny (vlevo) a oteviené struny (vpravo)
v Casoprostoru

Jednorozmérnou svétocaru c¢astice jsme byli schopni popsat ¢tverici funkei za-
vislych pravé na jednom parametru p. Svétoplochu struny vsak jednim paramet-
rem nepopiSeme, protoze jde o dvojrozmérny objekt. Zde budeme potiebovat pa-
rametry dva, 7 a o, a svétoplocha bude popsdna Ctverici funkci téchto promén-
nych (:1:0(7'7 o), #'(1,0), 2%(1,0), 3(r, O’)). Dosazenim za 7 a o dostaneme bod na
svétoploSe struny v prostorocasu. Chceme-li pro zménu védét, jaky ma struna tvar
v daném ¢ase, sta¢i udélat fez svétoplochou kolmy na osu z° v daném &ase. Ke
svétoplochdm se vSak blize vratime v dalsich dilech.

V prostoru umime mérit vzdalenosti. Mame-li dva body v prostoru urcené po-
lohovymi vektory x; a x2, potom vektor Ax = x — x; nam urcuje jejich vzajemnou
polohu. Velikost tohoto vektoru je zfejmé vzdalenost téchto bodia. Pro velikost Al
prostorového vektoru v kartézskych soutadnicich plati

(AD? = (Axh)? + (22®)® + (Ac®)?

Vsimnéme si, ze tato vzdalenost vyjde stejné, posuneme-li polohové vektory obou
bodu ve stejném sméru o tutéz vzdéalenost. Také se nic nestane, otocime-li oba
vektory o stejny thel kolem pocatku. Témto dvéma vlastnostem rikame invariance
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vici translaci a rotaci. Pokud chceme budovat teorii ve ¢tyfrozmérném prostoro-
Case, budeme se muset naucit mérit ,vzdédlenosti“ také v ném. Naivnim ptriddnim
clenu + (Amo)2 bychom se vsak daleko nedostali. Mnohem uzitecnéjsi se ukaze
zavedeni vzddlenosti (étyFintervalu) As, pro ktery plati

(A = (80°)° 4 (a0)" + (0%) + (a")". (61

Uzite¢ny je tento Ctyfinterval proto, Ze pravé v tomto pripadé je vzdalenost in-
variantni nejen vuci translacim a rotacim v prostorovych slozkach, ale také vuci
specidlnim Lorentzovym transformacim (viz tloha), které jsou kliCovym prvkem
specidlni teorie relativity. Specidlni Lorentzova transformace odpovida transfor-
maci, pri které prechdzime mezi ruznymi inercidlnimi systémy, které se vici sobé
pohybuji.

V dloze c) si mizete vyzkouSet, Ze tato podivna ,vzdélenost* naptiklad nemusi
byt vzdy redlnd nebo muze byt nulova i pro velmi odlisné udélosti. Tudiz se pro
ni lépe hodi pravé nazev ,Ctyfinterval®

Mravenci a kfivost

V predchozim jsme se sezndmili s Casoprostorem a naucili se v ném mérit vzdale-
nosti. Tim jsme si vlastné nejrychlejsi moznou cestou pfipravili pudu pro specidlni
teorii relativity. Nyni si jesté néco povime o jejim rozsireni, obecné teorii relativity.
Obecné teorie relativity je teorie gravitace, ale na rozdil od Newtonova gravitac¢ni-
ho zdkona nepopisuje gravitaci pomoci pritazlivého silového piisobeni mezi télesy,
ale pomoci zaktiveni casoprostoru. Podle obecné teorie relativity hmotnd télesa
kolem sebe zaktivuji ¢asoprostor a ostatni ¢dstice se pak v tomto ¢asoprostoru po-
hybuji po nejrovnéjsich a nejkratsich moznych drahach, takzvanych geodetikdach.

N&s zivot v zakfiveném casoprostoru si lze vyobrazit nasledovné. Predstavme
si, ze jsme mravenci pohybujici se po povrchu balénu a nevnimame nic jiného nez
jeho povrch. Vyddme-li se podél rovniku, po chvili zjistime, ze jsme dorazili na
misto, kde uz jsme jednou byli. Mravenec Isaac by mohl pfijit s vysvétlenim, ze se
tak déje proto, Ze na nas pdl pusobi pritazlivou silou, kterd zakrivuje nasi drahu.
7 pohledu ¢lovéka vsak vime, Ze se tak déje proto, ze je balén zakiiveny. A takto
Ize popisovat gravitaci jako zakriveny c¢asoprostor.

Neni to ale zdaleka tak jednoduché, jak by se na prvni pohled mohlo zdat.
Stejné jako je ¢tyfinterval jakasi ,podivnd vzdélenost®, jsou geodetiky v relativis-
tickém prostorocase ,,podivné nejkratsi“, protoze jejich ,,délku“ mérime podobnym
Ctyfintervalem.

Gravitacni silu jsme tedy vyménili za zakiiveny Casoprostor. Jak ale zaktiveny
Casoprostor popsat? Zakriveni pozndme podle toho, ze mérime thly, vzdalenosti
mezi objekty, obsahy, objemy,...v prostoru a porovniame je se vztahy znidmymi
z plochého prostoru. Piikladem takovych vztaht muze byt vztah pro obvod nebo
obsah kruhu vzhledem k jeho poloméru nebo treba soucet vnitinich thla trojihel-
niku. Nakreslime-li na povrch balénu kruh, zjistime, ze neplati vztah pro obvod
kruhu (zkuste si to). Nakreslime-li trojihelnik, tak souet vnit¥nich Ghld nebude
roven 180 °. To plati jen v plochém prostoru.
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Zkusme vztah (@) pro plochy casoprostor prepsat tak, aby ndm umoznoval
zobecnéni, jak mérit vzdéalenosti ve kiivych ¢asoprostorech

3 3
(As)? = Z Z Nu Azt Az”

pn=0 v=0

kde 7, nazyvame metrikou a v nasem pripadé plochého casoprostoru je oo = —1,
1 = 1, n22 = 1, n33 = 1 a ostatni komponenty jako napiiklad 71, 723 atd. jsou
nulové. Vsimnéme si, ze tento vztah lze také interpretovat jako skaldrni soucin vek-
toru Ax se sebou samym. Stejné miuzeme definovat skalarni soucin i dvou raznych
vektorti a pomoci néj ziskdvat kromé vzdalenosti i hly mezi vektory. U metri-
ky nuv jsme pouzili dolnich indexti. Jsou-li stejné indexy v opac¢nych polohéch,
vzdy se pres né s¢ita a casto se dokonce suma pied vyrazem ani nepise.

Jak uz jsme tekli, v pripadé zakriveného Casoprostoru mohou byt tyto vzda-
lenosti, ale také thly, jiné. Pokud chceme méfit vzdélenosti v zakfiveném caso-
prostoru, musime védét, jaké jsou vzdalenosti a ihly mezi vektory v kazdém bodé
Casoprostoru a musime tedy znat metriku

3 3

(As)? = Z Z Guv AT Az |

p=0 v=0

kde Az" je rozdil soutfadnic dvou blizkych bodu a g, jiz nemd slozky jako 1.,
ale tyto slozky mohou byt odlisné a dokonce v kazdém bodé Casoprostoru mohou
byt ruzné. Tato metrika popisuje zaktiveni ¢asoprostoru a pravé pole odpovidajici
této metrice se automaticky objevi v teorii strun.

Uloha L.S ... relativisticka 6 bodit

a) Kvantovou gravitaci potfebujeme jen pii studiu velmi malych vzdalenosti, kdy
jsou gravitacni sila a kvantové efekty rovnocenné. Gravitacni silu charakterizu-
je gravitacni konstanta, kvantovou mechaniku Planckova konstanta a specialni
teorii relativity rychlost svétla. Najdéte hodnoty téchto konstant v tabulkach
a zkuste z nich vzdjemnym nasobenim a umocnovanim ziskat veli¢inu s jednot-
kou délky. Tak ziskate délkovou skalu, na které je relevantni gravitace a kvan-
tovad mechanika soucasné.

b) Ukazte, ze provedeme-li specidlni Lorentzovu transformaci (tj. prejdeme do
systém pohybujicimu se vici ptivodnimu rychlosti v ve sméru osy ')

0 v .1 v ,.0 1
o _ T —T 1 Tt 2 2 3 3
Tnov = > 9’ xnov - 2 I Tnoy = T ’ Inov =T ’
v v
1-(2) 1-(2)
potom se hodnota ¢tyfintervalu nezméni.
¢) Vzpomeiite na definici étyFintervalu a polozte Az® = Az? = 0. Mame pak

(As)® = — (Aw0)2 + (Aazl)z .
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V jaké casti roviny (A:EO, Axl) je Gtyfinterval (As)? zéporny a kde kladny?
Jak vypadd kiivka definovand (As)? = 07
(Tesend str. )

Kapitola 2: Akcni

V minulém dilu jsme si predstavili problémy se sjednocenim interakeci a formulaci
teorie kvantové gravitace. Seznamili jsme se se zdkladnimi pojmy teorie relativi-
ty jakozto teorie gravitace. Také jsme si rekli, ze teorie strun je, zda se, doposud
jedinou zndmou konzistentni teorii, kterd mé potencidl popsat vSechny interakce
a Céstice. Teorie strun je kvantovou teorii relativistické struny, tedy jednorozmeér-
ného objektu pohybujiciho se v prostorocasu.

Nez zacneme mluvit o této slozité teorii, musime nejdiiv uvést jazyk, ve kterém
je budovana. V tomto dile si povime néco o varia¢nich principech, které zahrnu-
ji i takzvané ,zdkony kosmické lenosti“. Ukazuje se totiz, ze pfiroda v mnohych
okamzicich kona co nejméné akce, nebo tak to alespon formulovali osvicensti fy-
zici. Co to ale presné znamena? A je to zcela obecné pravda? O tom se dozvite
v nasledujicim textu.

Retéz v podivném ddoli

V(x)

T

Obr. 39: V¥ska zvinéné krajiny V(z) v zavislosti na 2. Sedé puntiky oznacuji
mista, kde je derivace nulova (V'(z) = 0) a kde muZe kulicka nehybné stat.

Predstavme si kulicku, kterd se nachazi ve zvlnéné krajiné popsané vyskovou
funkei V(z) jako na obrazku BY. Kulicka se mize nachézet v rovnovaze, lezi-li
na rovince. Matematik by fekl, ze vyska terénu musi v daném bodé byt staciondr-
ni — derivace (neboli sklon) vysky V'(x) musi byt v daném bodé nulova.

Kromé plochych oblasti nastavd podminka stacionarity v lokalnich minimech
nebo maximech funkce V(z) (tj. na vrchu kopce nebo v nejnizsim bodé ddoli)

121



FYKOS, XXVII. roénik

nebo v tzv. sedlovych bodech, které odpovidaji plosiné, jako m4a napiiklad funk-
ce V(z) = 3 v nule. (Pfesvédéte se, ze zde mé funkce nulovou derivaci, a jde tedy
o staciondrni bod.)

Podobné tvahy dost mozna znéte s funkei V() jakozto potencidlni energii, kde
jeji derivace —V'(x) (spad) odpovida sile piislugného pole. Potencidlni energie je
obecné funkci polohy a jeji rozdil mezi dvéma body O a P urcuje energii, kterou
dané silové pole (tfeba gravitacni) pfedd ¢astici, pokud se pfesune z O do P. Nulovd
derivace potencialni energie znamend nulovou silu, a tudiz lokalni rovnovahu ¢éstice
(nulové sila znamend nulové zrychleni, a tedy moznost klidu).

Y

T

Obr. 40: Tvar fetizku y(z) v homogennim gravitaénim poli a jeho variace.

Doted jste se mozna nedozvédéli nic zas tak nového, ale zkuste premyslet nad
nésledujici tlohou: méate idedlni fetizek konstantni délky [ a povésite jej mezi bo-
dy A a B v homogennim gravitacnim poli. Potencidlni energie hmotného bodu
v tomto poli je dédna vztahem V(z,y) = mgy. Uvazujme Fetizek, jehoz tvar je
popsany funkei y(x) (viz obrdzek UQ). Rozdélime-li nas fetizek na malé elementy
délky ds, bude potencidlni energie elementu v bodé y(z) rovna dV (z) = ogy(z)ds,
kde p je hustota fetizku a g tihové zrychleni. Otazka zni: jaky bude tvar Fetizku
v rovnovaze?

Mohli bychom nyni dlouhosahle pocitat sily, které na fetizek pusobi, a pak se
je pokouset vyrovnavat a zjistovat tvar retizku. Mtzeme si ale vzpomenout na
predchozi odstavce a prosté Fict: fetizek se usporada do tvaru y(z) tak, aby mél
minimalni celkovou potencidlni energii V(y(z))™ Celkovou energii minime soucet
energii vsech kousicku fetizku. Pokud je retizek dostatecné jemny, muzeme vyscita-
ni prispévki jednotlivych ¢lanki k celkové potencidlni energii nahradit integralem
pres jeho délku. Pro ty, ktefi nejsou na integraly zvykli, je na internetu mnoho
text1, nebo si sta¢i precist prislusnou ¢ast z textu ke treti sérii 24. roéniku naseho

9Vsimnéte si, ze je celkova energie funkci funkce y(z), tj. kazdé funkci y(z) popisujici tvar
fetizku priradi ¢islo. Takovym objektiim matematikové fikaji funkcionédly.
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seridlu. Rikame tedy, ze

V(y(a)) = / 0gy(c) ds (65)

je minimdln{ pro stabiln{ tvar y(z). Minimalizovat musime vSak pfi zachovan{ délky
fetizku a uchyceni na koncich.

Matematik se na nasi formulaci zbézné podiva a fika: to znamenad, ze integral
v rovnici (B5) musi byt nutné staciondrni. Co to ale znamena? Ze jakikoliv ne-
koneéné mald vychylka od rovnovazného rozlozeni y — y + dy (viz obrazek {()
zachovavajici délku fetizku a uchyceni na koncich nezméni hodnotu celkové poten-
cidlni energie z rovnice (p3).

To nam ale jako fyzikim dava smysl, protoze zatimco u castice v potencia-
lu nekoneéné mald vychylka dx z rovnovazné polohy zpusobi nekone¢né malou
zménu potencidlni energie imérnou jejimu sklonu V'(z), néco podobného se dé-
je i tady, jen v mnohem obecné&jsim duchu. Misto malé zmény potencidlni ener-
gie V(z + 6x) = V(z) + V'(z)dz mame takzvanou variaci 6V celkové potencidlni
energie V(y(z) + dy(x)) = V(y(z)) + oV.

Kdyz se ovSsem znovu podividme na obrazek @, prijde nam divné, ze by se
potencidln{ energie pfi variaci dy(z) neménila vibec — stejné jako se pfi malé
vychylce doopravdy trochu méni ve staciondrnich bodech i funkce V (z) na obraz-
ku BY. Pravda je takova, Ze ve staciondrnich bodech se potencidlni energie V (z)
i celkovd potencidlni energie V(y(z)) neméni az na nekoneéné malé veliciny vyssiho
rddu. Pozadavek §V = 0 do prvniho fddu presnosti je tedy matematicky preciznéjsi
formulaci stacionarity.

Podminky na nulovou variaci § nakonec vedou na tplné stejné podminky
rovnosti uréitych vektoru v kazdém bodé, jako bychom dostali pfi tvahich nad
silovym plisobenim v fetézu. To se ndm povedlo bez nutnosti slozitého analyzovani
sil. Potvrzuje se tak spravnost naseho tvrzeni o minimalizaci celkové potencidlni
energie.

Kfiivee y(z), kterd minimalizuje integral (@), se Tikd od této slavné tlohy re-
tezovka a jedna se o soucet dvou exponencidl symetricky okolo stiedu fetézu téz
znamy jako hyperbolicky kosinus. Muzete ji nalézt ve tvaru opravdovych provése-
nych Fetézi nebo i v prirodé, napriklad na provésenych vldknech pavudiny.

Abychom si to tedy zrekapitulovali, v minulé ¢asti textu jsme ukézali, Ze po-
kud si odvodime néjaky fyzikalni princip minima nebo maxima naptiklad pro bod,
bezrozmérny (0-dimenzionalni) objekt, s trochu opatrnosti ho mtzeme lehko roz-
§ifit i na mnohem obecnéjsi pripady, jako je Tetizek nebo struna — 1-dimenzionalni
objekt s nekonecné mnoha body.

Vyhoda daného ptistupu je v tom, ze se prilis nemusime zabyvat néjakou fyzikou
sil atp., kterd je s problémem spojena, ale mizeme rovnou formulovat princip
celkového maxima nebo minima s néjakymi dodateénymi podminkami, jako je
pevnd délka Tetizku. Fyzikdlni rovnice pak ale ziskdme zpétné z podminek nulové
variace minimalizované nebo maximalizované veliciny okolo Teseni problému!

Tento zpusob ,,hadani“ fyziky se muze zdat dost divny u klasické mechaniky, kde
nam sily prijdou intuitivné ziejmé. Ve zkoumani iplné nové fyziky, kde mechanické
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intuice uz davno selhdvd, se ale jedna o tspésnou a Casto pouzivanou metodou
formulovani novych teorii.

Nejmensi, nejvétsi, nejlepsi

Principy minima a maxima uhranuly matematiky a fyziky pocinaje zacdtkem
18. stoleti. Ne, Ze by predtim nebyly takové principy zndmy, ale osvicensti matema-
tici méli tendenci je hledat vsude. Napiiklad filozof, matematik a spoluvynélezce
integralniho a diferencidlntho poétu Gottfried Wilhelm Leibniz tvrdil, ze nas svét
je ten nejlepsi z nekonecéného poctu moznych svéti, kde dobro je maximalizovino
a zlo minimalizovdno. Jiny matematik, Leonard Euler, kterého budete nejspis znat
diky Eulerovu dislu e, tfeba v jedné své préci tvrdil, Ze ,,nemuze byti...nejmensi
pochybnosti, ze veskeré ucinky ze Vsehomiru lze dovoditi jak metodou maxim
a minim, tak z ptusobeni pfi¢in.“

Citovat bychom mohli jesté dlouho, ale pojdme se podivat na nejstarsi principy
maxim a minim, kterym budeme fikat jednim slovem extremdini nebo téz variacni.
Princip, podle kterého se da odvodit zdkon odrazu a lomu paprsku svétla, byl
pouzivan v ruznych obdobédch uz od pocatku naseho letopoctu a definitivné jej
formuloval v 17. stoleti Pierre de Fermat. Tento Fermatuv princip prosté tvrdi, ze
svetlo cestuje po drahdch, které ho mezi kazdymi dvéma body dopravi za nejkratsi
dobu.

Cas T spotfebovany na cestu paprsku mezi body M a N lze také prepsat jako

tn N N
T:/ dt:/ gds:l/ nds,
t v ds ¢ Ju

kde n = ¢/v je index lomu optického prostiedi v daném bodé, ¢ rychlost svétla ve
vakuu, a kde jsme pri tpravé vyuzili skutecnosti, ze

b oo
Tde

Pravda je ovSsem takova, ze v nékterych specidlnich ptipadech se svétlo pohybuje
i po drize s maximdinim Casem. Takze obecné plati, ze se svétlo pohybuje po
drahéch s extremalnim c¢asem, neboli po drahdch s nulovou variaci doby potrebné
k uraZent, jak to nyni formulujeme v souladu s predchozi ¢asti textu.

Pokud je rychlost svétla v néjaké oblasti konstantni, je jasné, ze paprsky nebu-
dou délat zadné zatacky, ale Ze se bude pohybovat po nejkratsich spojnicich mezi
body — primkéach. Nyni si ale odvodime, co se stane, pokud paprsek dopadne na
rozhrani dvou prostredi.

Zvolime si dva body A a B, jeden v optickém prostredi s indexem lomu n;
a druhy v prostfedi s indexem lomu ng jako na obrazku Yll. Vime, ze v kazdém
prostredi zv1ast se bude svétlo pohybovat po pfimce a na rozhrani mize tedy pouze
zménit smér. Vzhledem k tomu, ze body A a B jsou pevné, jediny volny parametr
je vyska x, ve které paprsek dopadd na rozhrani. Vyjadiime si dobu 7T, kterou
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Obr. 41: Nékres lomu paprsku.

drdha z bodu A do B zabere, za pomoci rychlosti vi, v2 a drah di, de2 v prvnim,
respektive druhém prostredi .

T(@) = A, B2,
T(x) = \/“““ZUIW SR 7;2)2 i (66)

kde jsme pouzili Pythagorovu vétu pro vypocet vzdalenosti d1 a dz s pouzitim zna-
éenf vzddlenosti z obrdzku f1. Podminka pro extrém doby T'(z) je nulova derivace
podle z, takze kdyz rovnici (66) zderivujeme, ziskdvime podminku na x

1 T 1 l—x

v1 V22 1 a2 _Uizw/(l—x)2+b2.

Pokud si navic uvédomime, ze

0=

(67)

x sin ¢ il
TS5 2= " /0
Va2 +a? (I — )2+ b2

pak po upraveé rovnice (@) pouzitim definice n1,2 = ¢/v1,2 ziskdvdme znadmy zdkon
lomu

sin =

n1sin 1 = no sin Ys.
Zakon lomu je dobfe ovérena skuteénost, na jehoz principu napiiklad funguje vétsi-
na klasickych optickych pristroju, a proto vidime, ze variacni principy maji uplat-
néni nejen ve statice, ale © v dynamice, tj. v casovém vyvoji.

To je podstatné méné intuitivni skutecnost, protoze nas nuti si klast otdzky
typu: jak paprsek vi, Ze bude nardzet na rozhrani nebo Ze bude potrebovat dorazit
do bodu B¢ Odpovéd samoziejmé zni, ze to paprsek prosté nevi a védét k takovému
chovani nemusi. Fermatuv princip nam 1iké, ze pokud body A a B prochazi néjaky
paprsek, tak bude mit urcité takovyto tvar. Neni to pfimy zpusob, jak predvidat
vyvoj jednotlivého paprsku, kdyz jesté nevime, kde skonéi (bod B pfedem nezné-
me). Fermativ princip je obecné tvrzeni o pfirozenosti paprski, ze kterého lze pak
okamzité zakony chovani jako zakon lomu odvodit. Obdobné to bude platit i pro
dalsi principy, které nyni uvedeme.
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T¥i, dva, jedna — AKCE!

Vsichni zndme Newtonovu klasickou mechaniku, podle které se hmotné body pohy-
buji vlivem sily F(t) po trajektoriich x(¢), které jsou feSenim druhého Newtonova

zédkona, 5
d“x

F=ma= m@ .

Dost mozna vés prekvapi, ze osvicensti fyzikové uspéli ve vymysleni extremal-
niho principu i v pripadé zminénych Newtonovych rovnic. Zatimco u svétla se
z trajektorii mezi dvéma body vybirala ta spravna trajektorie na zakladé extre-
malni doby, u mechaniky je to mnohem hufe pochopitelnéjsi velic¢ina, takzvand
akce. Historicky prvni byl Maupertuisiv princip akce, postulovany v 18. stoleti.
Maupertuistv princip tvrdi, zZe suma velikost{ hybnosti po délce trajektorie (ak-
ce) je mezi libovolnymi dvéma body minimélni, pokud je energie po celou dobu

pohybu stejna. Tedy integral
B
Sy = / mv ds
A

m4 urcité nulovou variaci pfi nekoneéné malé variaci dx(t) vedouci na variaci

5v@)::é%5x@).

Tento tvar takzvané redukované akce reprodukuje z podminky na nulovou variaci
Newtonovy rovnice v ¢asové neménnych konzervativnich polich a pouzil jej napii-
klad Niels Bohr na zacatku 20. stoleti, kdyz odvozoval kvantovani energetickych
hladin vodiku. Opét nemutzeme Fici, jestli je redukovand akce nutné minimélni,
proto pro jistotu rikdme, zZe je stacionarni.

Existuje ale i jind, ,,neredukovana“ akce S, jejiz stacionarita je v ¢asové nepro-
meénnych situacich ekvivalentni se stacionaritou redukované akce So, a ktera urcuje
trajektorie i v ¢asové proménnych situacich. Musime ale definovat novou funkci,
jejiz integral se po dobu béhu extremalizuje, a tou je Lagrangidn (¢ti lagranzidn).
Lagrangian je definovany jako rozdil kinetické a potencidlni energie L =T — V.

Kinetickou energii hmotného bodu o hmotnosti m a rychlosti v vypocteme jako

1
T= §mv2.

Jedna se o energii, kterou libovoln4 sila musela do ¢astice vlozit, aby se urychlila na
je obecné funkei ¢asu a polohy hmotného bodu V(x,t). Jak bylo Feceno v prvnf
Casti textu, je to pravé potencialni energie, kterou predava silové pole castici nebo
hmotnému bodu pfi pohybu v prostoru.

Kdyz tedy nyni zndme Lagrangidn a jeho vyznam, muzeme zformulovat Hamil-
tonv princip staciondrni akce. Hamiltontv princip tvrdi, Zze pro trajektorii x(t),
kterd se nachézi v Case t1 v bodé P a v ¢ase t2 v bodé Q, je stacionarni nésledujici
akce

s—/huﬂmwmwa.

t1
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Vidite, ze nyni neklademe pozadavek jen na koncové body trajektorie, ale i na
casy, ve kterych se v danych bodech P, Q nachdzi. To je prosté dusledek faktu,
ze se nam napiiklad silové pole mize pod trajektorii ménit a pozice v ruaznych
Casech miize znamenat docela jinou fyzikalni situaci. Nebudeme vas dlouho napinat
a rovnou vam fekneme, ze z podminky 05 = 0 dostdvdme Newtonovy rovnice
se silou odpovidajici poli potencidlni energie V. Zkusme si i néco jednodussiho
spocitat, tfeba rovnice plynouci pro volnou ¢astici.

Variace na svobodné lety

Ukéazeme si, jak zkonstruovat akci pro volnou castici a jak z ni odvodime pohy-
bové rovnice z podminky S = 0. Na volnou ¢astici nepusobi zadn4 sila, a proto
miizeme zvolit potencidlni energii nulovou V' = 0. Do Lagrangidanu prispé&je proto
jen kineticky ¢len a dostavame

to 1
S :/ —mg(t)* dt.
L 2

1

Nyni provedme malou variaci y(t) — y(t) + dy(t). Dostaneme
to t2
1 . L2 1\
08 = 5m (y(t) + oy(t))” dt — gmy(t) dt.
t1 t1

Pokud je ale dy(t) malé (feknéme o Fad mensi nez y(t)), pak je (6y(t))? jiz zcela
zanedbatelné a budeme ho povazovat za nulové. Potom mame

5 — /:;m( (1) + 25(0)39(1) dt - /tlQ;m?J(t)zdt— /tlzmw)ay(t)dt

Posledni dpravu, kterou musime provést, je integrace per partes;E podle které je

/ " 030 dt = F(t)g(t2) — Ft)g(t) / " i dt

V nagSem pripadé dostavame

0S = y(t2)oy(ta) — y(t1)oy(tr) / mi(t)oy(t) / mg(t)oy(t)
t1

kde jsme vyuzili toho, ze ze zadani vime presné pocatecéni a koncovou polohu bodu,
a proto je dy(t1) = 0y(t2) = 0. Protoze mize byt dy(t) jinak libovolné, musi platit

§(t) = a(t) =0,

abychom splnili podminku 6§ = 0. Vidime, Ze jsme v tomto jednoduchém pripadé
odvodili druhy Newtoniv zékon pro bod, na ktery neptsobi zadn4 sila (tj. zrychlen{
je nulové).

80 Ctenaf, ktery se nespokoji s pouhym uvedenim p¥islusné formulky, mtze nahlédnout do li-
bovolné ucebnice matematické analyzy nebo tfeba na Wikipedii.

127



FYKOS, XXVII. roénik

Snad jste béhem této kratké ochutnavky z historie a praxe variacnich principt
okusili alespon ¢ast jejich elegance a moznosti. Zv1asté principy stacionarni akce se
béhem historie fyziky jiz mnohokrat osvédéily a muzeme je snadno rozsirit z dyna-
miky hmotného bodu na dynamiku vicerozmérného télesa jako struny nebo celého
trirozmérného objektu. Zobecnit se princip stacionarity akce da zcela obdobné,
jako jsme to udélali s principem minimalizace potenciadlni energie a fetizkem. To
si ale ukazeme az v pristim dile. Za¢neme s akci pro volnou relativistickou castici

vvvvvv

Uloha IL.S ... akéni 6 bodi

a) Jaky je fyzikdlni rozmér akce? (Jaké ma tato veliina jednotky?) M4 stejnou
jednotku jako néktera z fundamentalnich konstant z prvni otdzky k minulému
dilu seridlu? Ktera?

b) Od Nielse Bohra — UvaZzujte pohyb hmotného bodu po kruznici s dostfedivou
silou o

Fd = maq = 7"72 s
kde r je polomér kruznice a o néjaka konstanta. Pak

1. Spocitejte redukovanou akci So pro jeden obéh po kruznici jako funkei jejiho
poloméru r.

2. Urcete hodnoty r,,, pro které je hodnota Sy prirozenym nasobkem konstanty
z podulohy a).

3. Celkovd energie hmotného bodu je E = T + V. Pro tuto silu je V = —a/r.
Vyjadrete energie E,, castic v zavislosti na polomérech r,, za pomoci uvede-
nych konstant.

Tip Jisté jste ve fyzice probirali pohyb po kruznici a odpovidajici vztahy mezi

pohybovymi velicinami. Pouzijte je a pak se integrace akce po obvodu kruznice

s konstantnim r podstatné zjednodusi (veli¢iny konstantni pfi integraci muze-

te pred integral vytknout). Nezapomente také, ze samotny drdhovy integral

,niceho* je prosté délka zintegrované dréahy.

¢) Posledni podiloha muze znit komplikované, ale je pouhym cvidenim na deri-
vaci a integraci jednoduchych funkci. Vystacite si se zdkladnimi tabulkovymi
derivacemi a integraly. Ovérte, ze plna akce S pro volnou Castici pohybujici se
z bodu [0; 0] do bodu [2;1] je pro trajektorii odpovidajici pfimocarému pohybu
(prvni pfipad) minimélni, tedy je vétsi v ostatnich dvou pfipadech

y(t) = (24,1)
y(t) = (1 — cos (nit) + %sin 2nit, t) ,

B et —14t3(t—1)
y(t) = (2’5, el) ,

kde e je Eulerovo ¢islo.
Tip Nejprve spoctéte derivaci y(t), dosadte do vyrazu pro akci a zintegrujte.

(Tesend str. )
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Kapitola 3: Aplikacni

Tento dil seridlu bude tak trochu aplika¢ni. Minule jsme si povédéli ivod k variac-
nim metodam ve fyzice, nyni bychom radi nabyté znalosti aplikovali na tfi specidlni
pripady. Povime si néco o varia¢ni tloze pro klasickou strunu, pro relativistickou
Castici a na zavér zavedeme slavnou Nambu-Gotovu akci pro relativistickou stru-
nu. Znalost této akce ndm otevre brany ke vSem tajim teorie strun. Zac¢néme ale
od pocatku.

Klasicka struna
Kazdy z nds uz v minulosti vidél néjaky strunny hudebni nastroj. Polozili jste
si nékdy otézku, jak se struna pri brnknuti hybe? Odpovéd je snadnd. Jak jsme
si v minulém dile tekli, pohybuje se tak, Ze je hodnota akce prislusejici tomuto
pohybu extremélni. Jak ale akce pro nasi strunu vypada?

Pripomenme, ze jsme akci pro ¢éastici definovali jako integral

kde rozdil L = T — V kinetické energie T a potencidlni energie V' jsme nazvali
Lagrangianem. Uvazujme nyni strunu délky ! a celkové hmotnosti m, ktera se
pohybuje v roviné [z; y]. Struna je natazena mezi body Ala; 0] a B[b; 0], kde b = a+1.
Tvar struny v daném éase muzeme popsat funkci y(z) pro z z intervalu (a, b) tak,
jak jsme to délali v predchozim dile seridlu pro fetizek v gravitacnim poli. Jelikoz
se vSak tvar struny mize v Case ménit, je ve skutecnosti vychylka zavisla jak na
soufadnici x, tak na Case t a piSeme y = y(z,t).

Zde poznamenejme, ze mame-li funkci vice proménnych (v nasem piipadé te-
dy y(z, 1)), pak se zavadi parcidini derivace jakozto veli¢ina charakterizujici zménu
funkce pfi malé zméné jedné z proménnych. Napiiklad parcidlni derivace y(z,t)
podle z, kterou zapisujeme jako

by ndm charakterizovala zménu y(x,t) pfi malé zméné z. Prakticky to znamen4,
Ze pii parcidlnim derivovani y(z,t) podle x derivujeme funkci stejné jako v pripa-
dé obycejné derivace a druhou proménnou ¢ povazujeme za konstantu. Podobné
postupujeme i pro derivaci podle t.

Spoctéme nejprve kinetickou energii nasi struny. Strunu muzeme rozdélit na ma-
linké kousicky délky dz o hmotnosti dm = (m/l) dz, kde m je celkovd hmotnost
struny. Jde-li o dostatecné malinké kousky, muzeme kazdy kousicek v daném case ¢
povazovat za hmotny bod s polohou (z,y(x,t)), jehoz kinetickou energii zndme

2
dT(z,t) = %v(m,t)Qdm = % (%) dm
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Presc¢itame-li pres vSechny malé elementy, ziskdme celkovou kinetickou energii stru-
ny. V pripadé infinitezimalné malych elementt prejde tato suma v integral

8 1" dy\? Jy
T’/A ar= Q/A <8t> dm =3 <8t> a

Déle musime urcit potencidlni energii odpovidajici dané konfiguraci. Jsou-li
deformace malé, lze uvazovat s dobrou pfesnosti, ze je v celé struné konstantni
napéti Tp. Pri natazeni ma struna tendenci vratit se do pavodniho stavu s délkou [
a prislusné energie odpovidajici prodlouzeni Al bude imérnd tomuto prodlouzeni,
takze V = TpoAl. Nam zbyva urcit toto prodlouzeni. Opét rozdélme strunu na malé
kousicky a kazdy aproximujme malou tseckou. Délka takovéto tisecky bude z Py-
thagorovy véty

= VT = 1 ()

kde dx odpovidd délce kousicku podél osy = a dy prislusné délce podél osy y. Vi-
dime, ze v dusledku naivniho déleni diferencidlii se ndm pod odmocninou objevila
parcialn{ derivace y(z,t) podle z jakozto sklon struny v daném case. Jelikoz uva-
zujeme jen malé vychylky, je tento sklon velmi maly a muzeme tedy psat ptriblizny

vztah
Jy 3y)
1+<8x> 1*2(895 ’

o jehoz platnosti pro malé % se lze snadno presvédcit. Celkovou zménu délky

struny pak ziskdme opét integraci pres celou strunu a dostdvame potencialni energii

V—TOAZ—TO(/ dl — ) To /,/1+ 8y de—1)| ~
A
b 2
- 9y A ) @)
~To (/a dz +2/E (aa:) dz l) Q/E (81’ dz,

kde jsme vyuzili znalosti délky struny

b
/ de =1.

Celkové tedy mame akci pro strunu vyvijejici se z ¢asu t; do ¢asu t2 ve tvaru

s[y(m,t)}z/t Ldt= / / (21 AN 2 (gz) ) dzdt .

Vsimnéme si, ze akce struny na rozdil od akce pro ¢éstici obsahuje dva integrély.
Funkce v zévorce je funkci nejen casu, ale také polohy na struné a integraci pres
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celou strunu pak ziskavame Lagrangian. Je pfirozené veli¢inu v zavorce nazvat
hustotou Lagrangianu a oznacit

L(9:y, Ory) = (g::) 2 (gayv)

Analogicky, jako jsme minule odvodili z akce pro volnou c¢astici jeji pohy-
bové rovnice, mizeme odvodit pohybovou rovnici pro klasickou strunu. Uvazuj-
me strunu, kterd se vyviji z pocatecniho casu t1, kde ma tvar popsany funk-
cl y(x,t1) = yi(z), do Casu t2, kde ma tvar popsany funkei y(z,t2) = ya(x),
a pokusme se najit ,trajektorii, po které se struna vyviji, jakozto extremdlu nasi
akce. Pripomenme, ze v ptripadé bodové castice, jejiz trajektorii parametrizujeme
parametrem p, jsme provadéli zménu y(p) pro kazdé p o malou hodnotu dy(p)
a dostali jsme tak trajektorii y(p) + dy(p) nepatrné odlisnou od trajektorie y(p).
V pripadé struny mame vsak funkci dvou proménnych a musime provést malou
zménu v kazdém case t a v kazdém bodé x struny. Musime tedy provést varia-
ci y(z,t) = y(z,t) + dy(z,t). Na tuto zménu vSak musime nalozit dvé podminky.
Pfedné musi byt dy(x,t1) = 0 = dy(x, t2), protoze pocateéni i koncovy tvar struny
mame pevné zadany. Déle jsme fixovali krajni body struny, takze v kazdém case
mus{ byt také dy(a,t) =0 = dy(b, ).

Nyni uz ndm nic nebrani v odvozeni pohybovych rovnic pro klasickou strunu.
Najdéme tedy variaci akce a polozme ji rovnu nule. Mame

an= [ [ (o (2 ) - B (3 22)') s
GG R () -

to b
- m 9y 9oy _ 5y95y)
_/ (75 o~ Toge ) et

kde jsme rozndsobili obé zévorky, jeden z takto ziskanych ¢leni se odecetl s dru-
hym ¢lenem a ¢leny obsahujici druhou mocninu variace dy jsme pro jejich malost
zanedbali.

Stejné jako v minulém dile provedeme nyni pro kazdy z ¢lend integraci per
partes a dostavame

b
0
STy(e. )] = / ultana) — 2| sy(n,w) | dam
a t=to,x t=t1,x
t2
dy oy
To/t1 D :bt5y(b,t) p . téy(a,t) dt

mdy s 5%
/ /(l8t2 Toggz 0 ) drdt
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kde svislici znacime vyhodnoceni parcidlnich derivaci v danych bodech. Dostali
jsme tak tfi ¢leny. Prvni dva jsou ale nulové z okrajové, pocateéni a koncové pod-
minky, které vyzaduji dy(z,t1) = dy(z,t2) = dy(a,t) = dy(b,t) = 0. Dostdvame
tedy podminku

m 0%y 8%y
0 =46S[y(z,t)] / / <18t2 Toa 2>5yda:dt

coz musi platit pro vSechna dy. Toho docilime jen tehdy, pokud je vyraz v zdvorce
nulovy a dostédvame tak rovnici

Py(z,t)  Tol O®y(x,t)
o2 m a?
ktera je pohybovou rovnici pro klasickou strunu a nazyva se vlnovou rovnici. Pozna-
menejme zde jesté, ze odmocnina z konstanty stojici pred druhym ¢lenem odpovidéa
rychlosti sifen{ vlny na struné.

=0,

Relativisticka castice

Druhym prikladem tohoto dilu seridlu je volné relativistickd céastice, tedy ¢astice,
na kterou neptisobi zddné sila. V prvnim dile jsme si povidali o teorii relativity
a tekli jsme si, Ze fyzikdlni zdkony musi byt nezavislé na inercidlnim systému,
ve kterém studovany jev popisujeme. Matematicky feceno musi byt konzistentni
fyzikalni teorie invariantni vic¢i Lorentzovym transformacim.

Nyni bychom radi vysetrili pohyb volné relativistické ¢astice. Tento pohyb bude
opét dan jakozto extremdla néjakého funkciondlu. Abychom dostali spravnou rela-
tivistickou teorii, je prirozené uvazovat také relativisticky invariantni akci. Polozme
si tedy otdzku: zndme néjaky invariant vuci Lorentzové transformaci? Znédme! Pyi-
kladem je ¢tytinterval, jak jsme diskutovali v 1tloze k prvnimu dilu naseho seridlu.
Podivejme se na konstrukci akce trochu detailnéji.

R4adi bychom nasli akci pro ¢astici pohybujici se z bodu casoprostoru A se
soutadnicemi (;c(f,x%,x%,ml) do bodu B se soutadnicemi (mg,mQ,xS,xg) Céstice
se pohybuje v ¢asoprostoru po svétoc¢ére x(A) = (mo(/\),xl()\), z2(N), z? (/\)), kde
A je libovolny parametr urcujici polohu na svétocare (v predeslém znaceny p), jak
jsme diskutovali jiz v prvnim dile seridlu, a nabyva hodnoty A1 v bodé A a A2
v bodé B. Rozdélime-li tuto trajektorii na malé kousicky, pak muzeme pro kazdy
element spocist prislusny c¢tyrinterval

(ds)? = — (d2°)* 4 (da') + (do?) + (d2)? | (68)
ktery je, jak vime, invariantni vuci Lorentzové transformaci.

Akci nyni ziskdme integraci pres celou trajektorii. K tomu potfebujeme odmoc-
nit vztah (6§). Jiz z dlohy k prvnimu dilu seridlu vime, Ze vyraz na pravé strané
je zaporny pro ¢éastici pohybujici se rychlosti mensi, nez je rychlost svétla. Proto
si musime pfi odmocnovani dat pozor na znaménko a psat

S[x(s)] = —mc/ ’ v/ —(ds)?,
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kde m je klidovd hmotnost Castice a c je rychlost svétla a s jsme zvolili jako
parametr svétoCary nabyvajici hodnot s; v bodé A a s2 v bodé B. Prefaktor mc
jsme museli do definice akce pridat, aby méla spravny rozmeér.

Vyvstava otdzka, jaky mé nalezend akce fyzikdlni vyznam. Vime, Ze nezdvisi
na tom, v jakém systému pocitame (ds)Q. Predstavme si tedy, ze sedime primo
na pohybujici se ¢astici. V tom pripadé se vuci ndm poloha cCastice neméni a te-
dy (d:cl)z = (dx2)2 = (dx3)2 = 0. V tomto pripadé je nenulova jen jedna sloz-
ka (ds)2 =— (dm0)2 = —c2dr?, kde 7 je vlastni ¢as pozorovatele pohybujiciho se
s Castici. Potom dostavame

S[x(1)] = —mc® /: dr

a akce je tedy rovna (az na prefaktor) vlastnimu casu, ktery je potfeba, aby se
Castice po dané trajektorii dostala z bodu A do bodu B.

Uz jsme zbéhli v pocitani variaci a odvozovani pohybovych rovnic. Provedme
to i pro tento pfipad. Uvazujme variaci trajektorie z*(\) — z*(\) 4+ dz*(\) mezi
body A,B s hodnotami parametru A1 a A2 Jako obvykle, fixujeme pocatecni
a koncovou polohu &éstice, takze dz# (A1) = 0 = dz#(A2). Vzpomeneme-li si na
prvni dil seridlu, kde jsme zavedli metriku 7,,, mizeme psat

-6 (mc/52 W) _
s1
_5 mc/ an dw; (Lm/\» R
/ \/ an dﬁ djf\“) (ddx; * djiy) dx — S[x(V)] =
/ \/ Z M CEE; (LQC; +2%d§f\y)d>\_3[x()\)]7

kde jsme v poslednim radku vyuzili symetrie 1., = nv,. Nyni ,vtdhneme* diferen-
ciél dX zpét pod odmocninu, dosadime za S[x(\)], vapomeneme si, ze /—(ds)? =

3S[x(N)]

SlPFipomeflme, ze za index p muzeme dosadit 0, 1, 2 nebo 3.
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= cdr, a dostaneme

5S[x(\)] = / \/ (ds)? —2andz#d 5zv) +mc/ V/—(ds)? =

_m/ \/1—22 deud ) d4r +m/ dr ~
T1
2 dz* déx” 2 dz* déz”
~ y— dr = y—
m/ﬂ DL m/h P
v v

kde jsme opét vyuzili ptfiblizného vztahu jako vyse a zanedbali prispévky vyssich
fadu v dx*. Je prirozené definovat relativistickou (Ctyf)hybnost v analogii s kla-
sickou hybnosti jako

da*
B =m——.
P dr
Tuto hybnost mtzeme dosadit to vztahu vyse a provést integraci per partes. Do-

stavame tak

A2 déz”
0:55[X(A)]:/ > nur” o A=
A1 v
dap*
—Z”W (A2) 62" (A2) — p*(\1) 8z (A1) / me P 5z dx,

kde prvni élen je opét nulovy diky pevné pocatedni a koncové poloze dz” (A1) =
= 0 = dz”(A2). Jelikoz musi tato rovnost platit jinak pro vSechny variace dz”,
dostdvame pohybové rovnice ve tvaru

dp*

dr

Podobné jako v klasické mechanice se zde tedy zachovava ¢tyrhybnost volné castice.
Pohybuje-li se ¢astice malou rychlosti, je vlastni cas c¢astice priblizné roven casu
pozorovatele t &~ 7 a muzeme psat pro i =1,2,3

T T e T "ae

V limité malych rychlosti tedy opravdu dostdvdme pohybovou rovnici pro klasickou
volnou ¢éstici z minulého dilu seridlu.

Jak by vypadala akce pro volnou ¢astici v obecné teorii relativity? Akce by
méla naprosto stejny tvar, jen by nyni nemélo ds tvar (f§), ale mélo by obecny
tvar z prvniho dilu seridlu, ktery odpovidd obecné zakfivenému casoprostoru. Ted
tedy konecné vidime, co se mysli tim, ze se Castice pohybuje v zakiiveném ca-
soprostoru po nejrovnéjsich moznych drahich. Myslime tim to, ze délka mérend
CtyTintervalem ds je extremdlni.
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Relativisticka struna

Nase diskuze akce nyni vyvrcholi studiem akce pro relativistickou strunu, tedy
jednorozmérny provazek pohybujici se v Casoprostoru. Nase akce bude pfimym
zobecnénim tvah o relativistické ¢astici.

Pohyb castice v Casoprostoru, kterému odpovida svétocara, je urcen Ctverici
funkef x(7) = (mo(r),ml(r),;1:2(7),963(7)) vlastnfho ¢asu 7. Podobné bude pohy-
bujici se struné odpovidat svétoplocha v casoprostoru a bude parametrizovana
dvéma parametry

X(1,0) = (XO(T,J),XI(T,U),X2(T, o), X*(r, 0)) .

Parametr 7 odpovidd ¢asupodobnému sméru na svétoploSe (odpovida tedy c¢asu
néjakého pozorovatele), zatimco parametr o odpovidd prostorupodobnému smé-
ru. Presuneme-li se do soustavy spojené s pozorovatelem, jehoz vlastni cas je T,
pak pro néjaké T = 79 konstantni uréuje funkce (XI(T(), o), X?(10,0), X3 (10, O’)),
podobné jako v pripadé klasické struny, jeji tvar v tomto Case. Parametr o pak
odpovida parametru x v klasickém pripadé a parametrizuje strunu v daném ca-
se. Na funkci X(7,0) tedy mlzeme nahlizet jako na funkci, kterd kazdému bodu
z prostoru parametru [, o] € (11, 72) X (0,1) pfifadi jeden bod na svétoplose struny
jako na obrazku §9.

A 0
AT r

T2

T1

Obr. 42: Prostor parametru a funkce X(7, o) prifazujici kazdému bodu z prostoru
parametru jeden bod svétoplochy. Na svétoplose jsou také vyobrazeny souradnice
odpovidaji konstantnimu 7 resp. o. Integrace v akci odpovida s¢itani obsahii
vSech zobrazenych elementdrnich rovnobézniku.

Zobecnéni akce je nyni nasnadé. V piipadé relativistické ¢astice byla akce (az
na konstantni prefaktory) rovna Lorentzovsky invariantni délce svéto¢ary. V pri-
padé relativistické struny mame v casoprostoru dvourozmérnou svétoplochu a akce
bude tmérné plosnému obsahu této svétoplochy.

Akce relativistické ¢dstice vznikla vyscéitanim pres ¢tyTfintervaly malych elemen-
tu podél trajektorie ¢astice. V pripadé struny budeme scitat plosné obsahy malych
elementu svétoplochy. Rozdélme si prostor parametri (71, 72) X (0,!) na malinké
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obdélnicky o délce stran d7 a do. Zména parametru 7 o element dr odpovidd
zfejmé zméné polohy
oxH

or
na svétoplose. Podobné bude posunuti o o element do v prostoru parametria od-
povidat zméné polohy

axt = dr

"
axy = aai do
o

na svétoplose. Kazdému malému obdélnicku d7do bude odpovidat na svétoplose
v Casoprostoru malinky rovnobéznik urceny ctyrvektory dXi a dX2. My bychom si
prali spocist plochu tohoto rovnobézniku a secist plochy vSech takovychto malych
rovnobézniku.

Vypoctéme tedy plosny element na svétoplose v prostoru parametru odpovi-
dajici obdélnicku (7,7 4+ d7) X (0,0 + do). Velikost a skaldrni soucin prislusnych
Ctyfvektort v Casoprostoru dX; a dXz pocditdme pomoci metriky, kterou jsme si
zavedli v prvnim dile seridlu. Zde vyuzijeme nésledujiciho znaceni

jdXi* = nudX{dXY,  (dXel* =) mudXfdxy,
pov Hov
dX; - dXe = Y mudX{dXs .
v

Jak ale vypocist obsah rovnobézniku zadaného dvéma vektory u a v? Ze skoly
vime, ze obsah rovnobézniku spocteme jako velikost zdkladny krat vyska. Pohledem
na obréazek @ vidime, Ze pro obsah S musi platit

S = |ulh = |ul|v|sina = |u||v][{/1 — cos?Z a =

= VIl —Jul|v cos? a = /]ul?|v]? — (u-v)2.

Obr. 43: Obrazek k vypoc¢tu obsahu rovnobézniku zadaného dvéma vektory.
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Pouzijeme-li tento vzorec v nasem ptipadé, dostaneme plochu naseho malého
elementu ve tvaru

ds = \/(dx1 ~dXo)? — [dX. | [dXa]? =

_ \/ GRS

o or Oo or
Nyni uz staci integrovat pres celou plochu a prenasobit prefaktorem se spravnym
rozmérem a dostdvame slavnou Nambu-Gotovu akci

BX BX 0X |2

S[X = -—

[X(r, / / \/ or 80 or
Poznamenejme nyni, ze funkce X(7, o) neni uréena jednozna¢né. Relevantni je
vysledny tvar svétoplochy, ale nezavisi na tom, jak budou na svétoplose vypadat

kiivky konstantniho 7 a o. Pokud je zvolime tak, aby byly na sebe vzdy kolmé,
bude prvni ¢len pod odmocninou vyse nulovy a my mame akci

oX|?

drdo .

2
% dodr.

S[X(r,0)] = —— — 2d0’d7’.

Variaci této akce a odvozeni prislusnych pohybovych rovnic si nechdme az
na jindy. Vypocet bude velmi podobny jako v pripadé relativistické céstice, ale
diskuze pohybovych rovnic pro strunu a jejich feseni si zdda vlastni dil.

V tomto dile jsme se tedy seznamili se tfemi vyznamnymi akcemi a ukézali si,
jak postupovat v odvozeni prislusnych pohybovych rovnic. V dalsim dile odhléd-
neme od akce a povime si néco o kvantové mechanice. K Nambu-Gotové akci se
pak vratime v patém dile, kde nas ¢eka odvozeni pohybovych rovnic, jejich reSeni
a kvantovani celé struny.

Uloha IIL.S ... aplikaéni 6 bodit

a) V textu seridlu jsme vyuzili priblizny vztah pro v/1 4+ h2, kde h je mald hodnota.
Zkoumejte, jak presnd je to aproximace. Jak moc se muze h lisit od nuly, aby
se aproximovana a presnd hodnota lisily o méné nez deset procent? Podobnou
aproximaci muzeme provést pro libovolnou rozumnou funkci pomoci tzv. Ta-
ylorova rozvoje. Pokuste se na internetu najit Taylorav rozvoj naptiklad pro
funkce cos h a sin h kolem bodu h = 0, zanedbejte ¢leny vyssi nez h? a najdéte
ptibliznou mezni hodnotu h, kdy se aproximovana a presna hodnota lisi o 0,1.

b) Uvazujme vlnovou rovnici pro klasickou strunu ze seridlu a nechf je struna
pevné upevnéna na jednom konci v bodé [z;y] = [0;0] a na druhém konci
v bodé [z;y] = [I;0]. Pro jaké hodnoty w, «, a a b je vyraz

y(z,t) = sin(ax) [a cos (wt) + bsin (wt)]

82Vsimnéme si, ze jsme museli pod odmocninou, stejné jako v piipadé relativistické castice,
prohodit znaménko, abychom odmocnovali kladnou veli¢inu.
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feSenim vlnové rovnice?
Tip Dosadte do pohybové rovnice a vyuzijte okrajové podminky.

¢) V minulém dile seridlu jsme porovnévali hodnoty akce pro rtzné trajektorie
castice. Nyni vypoctéte hodnotu Nambu-Gotovy akce pro uzavienou strunu,
kterd od ¢asu 0 do ¢asu t stoji na misté v roving (z',z?) a ma tvar kruhu
o poloméru R. Méme tedy

X(r1,0) = (c1, Recos o, Rsin o, 0)

pro o € (0, 2n). Nacrtnéte dale, jak vypada svétoplocha této struny (na posledni,
nulovou komponentu zapomertime) a jak vypadaji ¢dry konstantniho 7 a o.

(Tesent str. )

Kapitola 4: Kvantovy

Prehoupli jsme se za polovinu tohoto serialu, a proto bychom si méli zrekapitulovat,
co uz mame za sebou.

V prvnim dile seridlu jsme podnikli velmi kratky a divoky nélet na teorii relati-
vity a otdzku kvantové gravitace. Specialni teorie relativity mluvi o tom, jak riizné
rychli pozorovatelé vidi véci odlisné. Prostor a ¢as uz nejsou oddélené a pro ruzné
pozorovatele se michaji — potfebujeme je popisovat jako jeden celek, casoprostor.
Zaroven nam ale specidlni teorie relativity rika, ze jsou néekteré véci, které se prosté
nemeént, al se divdme, jak se divame (jako je napiiklad Casoprostorovy ¢tyfinter-
val (As)?) a opravdova fyzika se ned4 jinym pohledem obelhat. Obecn4 teorie rela-
tivity pak tyto myslenky rozsifuje a formuluje gravitaci pomoci zkfiveni, zmackani
a pootadeni toho, co znamend ¢tyfinterval (As)?) v riiznych bodech ¢asoprostoru.

V dile druhém jsme uvedli dulezity nastroj kazdého teoretického fyzika — vari-
acni principy. Varia¢ni principy jsou nejbaje¢néjsi pomuicka pri hdddni fyzikdlnich
zakont, protoze umoznuji prirozené rozsitovat stavajici teorie — tfeba od bodu k fe-
tizku nebo od castice ke struné. Ve druhém i tietim dile jsme vidéli, ze variacni
principy lze pouzit uplné vSude, u statické rovnovahy, u lomu paprski, u kmita
mechanickych strun, u let volnych c¢astic v relativité i v klasické fyzice, a nakonec
i u pohybu téch zvlastnich provazkovitych objekti, kterym fikdme relativistické
strunyé,

Co ted? Pokud jste si zatim nestihli poradné procist slozitd odvozeni z minula,
nemusite zoufat, protoze k akci struny se vratime az pristé. Po uvedeni relativity
a principu akce se nyni vrhneme na néco docela jiného — na principy kvantové
fyziky. O to tady preci od zacatku jde, nakvantovat gravitaci. Co ale vibec je to
kvantovani? Proc je potfeba mit kvantovou teorii? A jak se to déla? To si vysvétlime
v tomto dile.

V roli slepce s nejistou rukou

Pokud sledujete objekt v kazdodennim zivoté, feknéme mokrou houbu vrzenou
po vés spoluzdkem, onu houbu bombarduje v kazdém okamziku nespocet fotonu,

83Znovu opakujeme, Ze mechanickou strunou myslime opravdovou strunu napiiklad na kytaie
a relativistickou strunou jakousi jednorozmérnou usecku nebo smycku plujici v ¢asoprostoru.
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ze kterych cast pak vnima vase oko. V primém prenosu tak mtzete sledovat detailni
pohyb houby a presné predpovédét jeji pohyb tak, abyste se stihli véas vyhnout
a ona nasakla zapachajici houba zasdhla vaseho nic netusictho nebohého spoluzaka
(nedostaly se k nému pres vas fotony).

V mikrosvété je vSechno jinak, kazdy foton nadéld péknou paseku a s pred-
povédi musite byt mnohem opatrnéjsi. Situaci si mizete predstavit tak, ze mate
zavazané o€i a znac¢né roztresenou ruku s hulkou. Pokud chcete najit néjaky ob-
jekt, feknéme houbu nebo, abychom se trochu priblizili tomu mikrosvétu, elektron,
musite na né&j narazit hilkou. Tuknutim pfedmét vzdy trochu vyrusite a rozpohy-
bujete. Nicméné ruka se vam také tiese tolik, ze mizete omylem prekmitnout pres
cely hledany predmét! Nad tfasem ruky nemadte zddnou kontrolu, takze i kdyz
ucitite dotek hilky a objektu, nedokazete urcit, jestli jste pfedmét tieba z ptlky
neprekmitli a teprve pak do néj nenarazili.

Je ale jeden zpusob, jak zjistit presnéji, kde se pfedmét v prostoru nachézi,
miizete svoji tycku drzet kieCovitéji. Hulka pak kmité rychleji a do predmétu narazi
diiv a s kratsim prekmitem. Je tu ovSem jedna nevyhoda — do predmétu pri setkani
narazite rychleji a tim ho vic vyrusite. Pokud bychom chtéli najit pfedmét uplné
presné, nase ruka by kmitala tak rychle, ze by pri narazu predmét vystielila nékam
iplné do nezndma (méme s tim tfasem ruky opravdu docela problém).

Obrat Luiho D Broje

Doopravdy ale nejsme slepci v mikrosvété, ale misto roztresené hulky s rukou si
muzete predstavit elementarni ¢astice, jako je foton nebo elektron. Jak to? Nebojte,
hned se k tomu dostaneme.

Asi dobre vite, ze svétlo lze stejné dobie popsat jak jako elektromagnetickou
vlnu, tak i jako proud fotont. Spojeni mezi témito dvéma obrazy poskytuje po-
zorovani fotoelektrického efektu, kdy kov vystieluje elektrony, pokud je vystaven
svétlu vysoké frekvence (napiiklad ultrafialovému) a vystreluje elektrony o vétsich
a vétsich rychlostech s rostouci frekvenci svétla.

Tento jev vysvétlil v roce 1905 Albert Einstein®™ pomoci predstavy, ze existuji
malé baliky oddélenych vin, kde pro svétlo o frekvenci f nese kazdy balik energii

E=hf, (69)

kde h je néjaka konstanta, kterou dnes zndme jako Planckovu. Lze vSak jit jesté
déle, specidlni teorie relativity pridéluje castici letici rychlosti svétla ¢ energii

E =pc, (70)

kde p je hybnost ézis‘cice?E Kdyz zkombinujeme rovnice (@) a (@) se vztahem pro
vilnovou délku svétla A = ¢/ f, dostdvame

A= (71)

84V roce 1921 pak dostal Einstein Nobelovu cenu za své sluzby teoretické fyzice a zejména
za jeho objev zdkona fotoelektrického jevu, za nic jiného!
85Fotony vSak nemaji zddnou vlastni klidovou hmotnost m, proto nemuzeme fict p = mv!
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Ve své doktorské praci predstavil Louis De BroglieE zajimavou hypotézu — kdyz
maji na mikroskopické trovni vlny vlastnosti ¢astic, nemély by mit mikroskopické
Castice vlastnosti vin? Pro vypocet vinové délky takovychto hmotngch vin pouzil
pravé vztah (EI) s pouzitim klasického p = muv.

Zajimavy, ale trochu zvlastni napad, rikate si. To ale jesté nevite, ze tii roky
na to naméfili experimentatori Davisson a Germer vlnovou difrakci elektront
na krystalové miizce odpovidajici vinové délce (/1) a De Broglieho hypotéza tim
byla potvrzenal

vinovd cdstice

Prekmitnuty
objekt

Obr. 44: Ilustrace nepresnosti pfi zkoumani mikrosvéta.

To je tedy ta nase slepeckd hillka — mikroskopické ¢éastice jako foton, elektron
nebo proton, které vysilame, aby narazely do predmétii. Nic lepsiho prosté k dis-
pozici nemame. Tras hillky odpovidé jejich vinovému charakteru a délka prekmitu
vinové délce. Na obrazku muzete vidét ilustraci prekmitu mikroskopického ob-
jektu.

Nesmime ale zapomenout, ze na téchto skdldch musi mit i pozorovany objekt
vinovy charakter. Navic vlastné dobfe nevime, co to znamend srdzka dvou vinovych
castic, takze je obrazek pouze jakymsi intuitivnim priblizenim toho, proc¢ jsou
nase pozorovani nepresna.

Sila sevrieni nasi slepecké hilky zvysujici frekvenci jejiho trasu odpovida energii
Castice nebo téz jeji hybnosti. ZvysSenad energie nebo hybnost ¢astice pak vyrusi
jakoukoliv véc, kterou se ndletem mikroskopické ¢astice pokousime pozorovat.

Pokud si takto uvédomime, ze polohu ani hybnost édstice nemuzZeme zndt sou-
casné presné, dojdeme navic k legracni zacyklenosti: pomoci castic, jejichz presnou
polohu ani hybnost nezndme, se snazime zjistit polohu a hybnost dalsich cdstic, coZ
bychom ani tak nemohli udélat presné.

Mikroskopicky svét je prosté jako rozmlzend struktura, na kterou si nemuzeme
sdhnout, at se snazime sebevic. Rozmlzenost fdzového prostoru na mikroskopic-
kych skalach je pak nejlépe demonstrovana pro chybu polohy Ax a hybnosti Ap
takzvanymi Heisenbergovymi relacemi neurcitosti:

AzAp > g ; (72)

kde i = h/(27) je redukovand Planckova konstanta.

86Byl to Francouz, takze se to ¢te Lui D Broj, viz nadpis.
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Jesté nez prejdeme k formulaci kvantové mechaniky, zminime jednu posledni
poznamku — o ¢astici tu mluvime jako o viné a naopak. Pravda je takova, ze v fadé
kontextt se mikroskopicka ¢astice chovd vyhradné vlnové, v dalsich ale vyhradné
Casticove, tj. jako hmotny bod. Je to pravé tato podivna dualita, kterd zamotava
hlavu védctm jiz skoro stoleti a neexistuje jasné shoda na tom, jak ji vysvétlovat.

Shoda vsak existuje na aparatu, ktery predpovida vysledky experimenti, ten
uvedeme zahy.

Hmotny bod je mrtev, at Zije stav!

V historii fyziky se ukazal byt nesmirné plodny pristup: Nemizu to ani v principu
zmeérit? Pak to nend potreba v Zadnich fyzikdlnich zdkonech. Takto napriklad Albert
Einstein vyskrtl z fyziky éter a absolutni souradny systém, vici kterému se mélo
pohybovat svétlo svoji konstantni rychlosti ¢, a ziskal specialni teorii relativity.

U kvantové mechaniky se jde ovsem jesté o krok dél — protoze nemuzeme na mi-
kroskopickych skaldch presné znat polohu ani hybnost ¢astice, prosté je zahodime
a fyzikéalni zdkony budeme popisovat bez nich. Polohy a hybnosti, tj. bod ve fazo-
vém prostoru, jsou nahrazeny stavovym vektorem, ktery budeme znadit |¥). Smiri-
me se s tim, Ze v sobé nese pouze informaci o pravdépodobnosti riznych hybnosti
a poloh, nikoliv vsak jejich ostré hodnoty. Protoze se obecné muze ¢éstice s néja-
kou nenulovou pravdépodobnosti v principu nachéazet v nekone¢né mnoha bodech,
bude stavovy vektor obecné nekoneéné-dimenzionalni (bude mit nekoneéné mnoho
slozek).

To vSak neni vSechno, protoze ndm experiment bezpodminecné potvrzuje relace
neur¢itosti () pro vSechny fyzikdlni situace, musi byt dusledkem néjaké funda-
mentdlni fyziky! Jak to udélat se dozvite az za par odstavcu.

O kvantové mechanice, kterd udava stavové vektory a jejich dynamiku, se pred-
nasi celé semestry vysokoskolskych prednasek. Pokud si ale chcete precist néjaky
stfedné zevrubny tvod, muzete si v archivu na nasem webu najit XX. roénik FY-
KOSiho seridlu, ktery se pravé kvantové mechanice vyhradné vénuje.

My si tady fekneme pouze nasledujici: informace o méfitelnych veli¢indch se
z kvantovémechanického stavového vektoru tézi takzvanymi operdtory. Operatory
si muzete predstavit jako matice sklddajici se z nekonecné mnoha c¢isel nasobi-
ci nekoneéné-dimenziondlni stavovy vektor (nekoneéné dlouhy _sloupcovy vektor).
Podivejte se, co udéla nasobeni matici v nasledujicim pripadeé:

: 0 0 0
0 A 3 I R I )
0 ... Mo\ 0 0

87Pokud neumite nasobit matice a vektory, pak vézte, ze se to provadi tak, ze vysledny
sloupcovy vektor postupné plnite skalarnim souc¢inem nasobeného sloupcového vektoru s radky
nasobici matice. Jako prvni tedy do vysledného sloupcového vektoru napisete souc¢in pavodniho
sloupcového vektoru s prvnim rddkem matice atd.

141



FYKOS, XXVII. roénik

Vidite, ze na sloupcovy vektor ptisobilo nasobeni ¢tvercovou matici jako nasobeni
¢islem A. Pokud mame ¢tvercovou matici M a néjaky vektor vy, pro ktery plati

]\JV)\:)\V,\7

fikdme, Ze vy je vlastnim vektorem operdtoru (¢tvercové matice@) M s vlastnim
¢islem A. Pravé takovymto zptsobem ale ziskavame z kvantové-mechanického stavu
méfitelné veliciny — pomoci jejich odpovidajicich operatori a vlastnich cisel.

Co se ale stane, pokud stavovy vektor neni vlastnim vektorem daného opera-
toru? Matematickd teorie ndm zajistuje, Ze se na vlastni vektory dé kazdy vektor
rozlozit a podil™ zastoupeni jednotlivych vlastnich vektora je imérny pravdépodob-
nosti, s jakou nalezneme jeho vlastni hodnotu jakozto hodnotu sledované fyzikdlni
veliciny!

Legracni je, ze pak mame operatory, jako je energie castice, které mohou v né-
kterych situacich nabyvat pouze diskrétnich hodnot a nic mezi tim2d Mizeme tedy
namérit pouze jednu hodnotu energie a dalsi az o néjaky kus, kvantum, dal.

Spousta z vés si doted mozné fikala, proc se kvantové mechanice tika kvantovd,
kdyz se doted zdala oproti klasické hlavné vlnovd. Toto kvantovani pozorovanych
hodnot riznych veli¢in nézev jiz osvétluje.

Souvislost mezi vlnovosti a kvantovanim muzeme priblizit nasledovné — asi
dobfte vite, Ze struna uchycend na houslich zni pii daném utazeni jen jednim ténem,
kmit4 s jednou frekvenci. To ale neni tak iplné pravda, na strunu se vejdou i vyssi
mddy nebo vyssi harmonické, které kmitaji s celociselnymi ndsobky hlavni frekvence
a trochu pozménuji vyznéni ténu a doddvaji mu jeho specifické zabarveni*

Pozorujeme tedy vinéni, které se déje pouze na urcitych frekvencich, které jsou
od sebe vzdéleny o néjaka kvanta. Proto, kdyz je ¢astice nékde néjakym zpiisobem
uchycend nebo téz vdzand (jako tfeba elektron v atomu), pozorujeme jeho energie
v néjakych diskrétnich hladinach.

Zpéatky ke kvantové mechanice, jako vSechny fyzikdlni veliCiny, ma i poloha z
svij operator Xa hybnost p operdtor P. Heisenbergovy relace neurcitosti ([/9) jsou
zajiStény postuldtem, Ze pisobeni operdtorem polohy na stav |¥) a pak operdtorem
hybnosti da jiny vysledek nez prii prohozeném poradi. Tj. méfeni polohy a poté az
hybnosti d4 jiny vysledek nez pii prohozeném poradi danych méfeni. Matematické
zkoumani pozadavku Heisenbergovych relaci vede na pozadavek rovnice

XP|¥) — PX|W) = in|¥).

Protoze zminénda rovnost musi platit pro libovolny stav, zkracené se téz tato tzv. ko-
mutacni relace zapisuje jako

[X,P]=1ih. (73)
Ted tedy konec¢né vite, co je to kvantovani — opusti se dosavadni popis pomoci
presného stavu fyzikdlniho systému a zacne se popisovat objektem, kterému fikdme

88Vsimnéte si, e Etvercovd matice vzdy ndsobenim vektor jen preoperuje — stane se z néj opét
sloupcovy vektor stejné délky.

89 p¥esndji druhd mocnina jeho absolutni hodnoty

90Vzpomeite na tlohu od Nielse Bohra k druhému dilu seridlu.

91To odpovida diskrétnimu systému feseni vinové rovnice z tilohy k minulému dilu seridlu.
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stavovy vektor. Ze vSech velicin, jako je poloha nebo hybnost, se stanou operatory,
a jako nas hlavni priavodce pro jejich identifikaci nam slouzi komutacni relace (@b),
tika, ze kvantovdni je spis umeént, nez matematicky postup. Nakvantovani systému
musi proto vzdy jesté potvrdit experimentalni pozorovani.

Primeéty v nekonecnych déalaviach a prostorech

Mohli jste si vSimnout, ze jsme doted nepouzivali slozky polohy nebo hybnosti.
To je proto, ze budeme pro jednoduchost uvazovat pouze Castici, kterd se muze
pohybovat pouze v jednom rozméru a ne ve tfech, jako jsme zvykli. Slozka hyb-
nosti i polohy je pak jen jedna a znac¢ime ji z a p. K tomu, abychom popsali
stavovy vektor, si musime vybrat néco jako souradny systém, ve kterém vyjadii-
me slozky vektoru. Zatimco u prostorovych vektoru volime slozky podle pramétu
do celych os z,y, z, v pripadé stavového vektoru je vse tuplné jinak. Musime totiz
promitat stavovy vektor do wlastnich vektori néjakého operdtoru, kterych muze
byt nekonec¢né mnoho.

Jednim z nejcastéjsich operatort, do jehoz vlastnich vektoru se stavovy vektor
promitd, je operator polohy X. Jeho vlastni vektory jsou dost podivné, protoze
jsou to stavy, ve kterych ¢éstici zcela urcité nalezneme na néjaké naprosto pres-
né pozici x. Pokud se ale podivate na Heisenbergovy relace (E)7 je jasné, ze pak
neurcitost hybnosti takové castice musi byt nekonecnd. U vlastnich vektort opera-
toru X prosté nevime, jakou rychlosti se ¢astice v odpovidajicim stavu pohybuje.
Tim si ale nebudeme lamat hlavu a pirejdeme ke slozkam stavového vektoru.

Stejné jako vektor v ma obvykle tii slozky v., vy, v2, tak stavovy vektor |¥) mé
slozky v této takzvané z-reprezentaci ¥ (z), kde x indexuje primét na vlastn{ stav,
ktery se urcité nachdz{ v bodé x. Vidite, ze slozky ¥ (x) mlizeme vlastné chdpat
jako funkci polohy, kterd v nasem pripadé nabyva obecné komplexnich hodnot. Této
funkci se ¢asto tiké vinovd funkce. Hustota pravdépodobnosti, ze Castici nalezneme
v daném bodé, je pak déna kvadratem velikosti vinové funkce v daném bodé

Kdyz pusobime operatorem X na n4s stavovy vektor |¥), promitne se na vlastni
stavy operdtoru a kazdy z primétu je vyndsoben vlastnim ¢islem operdtoru. V tom-
to pripadé jsou vlastni hodnoty polohy Céstice x a vlastni vektory jsou zminéné
zcela presné lokalizované stavy v téchto polohach. Proto, kdyz pisobime operato-
rem X na nas stav, kazdy pramét neboli slozka vektoru se vynasobi odpovidajic
hodnotu polohy z:

Napdl mrtvé kocky a jejich spektra
Geometricky si predstavovat promitdni na nekone¢né mnoho vektori muze byt
docela fuska, ale zatnéte zuby, protoze se uz dostdvame k zdvéru tohoto dilu seridlu.
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V druhém dilu jsme zminovali, ze celkova energie Castice je soucet jeji kinetické
energie T = mv?/2 a potencidlni energie V(z). Pokud vztah prepiseme pomoci
hybnosti p = mv ziskavame

2
p
E=H=—+V(x). 74
o TV (@) (74)
V kvantovém pripadé staci tedy jen prejit do xz-reprezentace a pocitat energetické
hladiny jako vlastni stavy tohoto operdtoru. Operator potencidlu bude na slozky
stavového vektoru ¢ (x) pusobit ndsobenim svoji hodnotou V(z) stejné jako ope-
rator X, protoze zavisi jen na poloze. Horsi uz je to s operatorem P, pro jehoz
identifikaci mdme jen komutacni relaci ([(3). V poduloze a) k seridlu si mizete
ovérit, ze v x-reprezentaci splnuje komutacni relace operator
A 9]
P)y = —ih—. 75
(P). = —ih— (75)
Kdyz tedy chceme hledat energetické hladiny néjakého fyzikalniho systému, jako
je tieba elektron v atomu vodiku, vezmeme definici energie ([/4), vloZzime do ni
operédtor hybnosti vyjddfeny v z-reprezentaci ({3) (potencidl neni tfeba meénit)
a Tesime diferencialni rovnici

R ()

2m  O0x?

()b (x) = +V(@)(@) = By(a),
kde E uz je ovsem obycejné ¢islo — moznd mérend hodnota energie, kterou ovsem
nezname. Ziskdme tak vlnovou funkci, a tudiz i rozlozeni pravdépodobnosti vyskytu
Castice, ale co nés vétsinou zajima vice, mozné energetické hladiny daného systému.

Céstice jako napiiklad elektron v atomu, ktery pak prechdzi mezi dvéma od-
délenymi energetickymi hladinami, se néjak musi zbavit celého rozdilu energie na-
jednou, v jednom kvantu. Forma energie, kterou se elektron energie zbavuje, je
vyzéareny foton. Proto, kdyz ionizujeme atomy, pozorujeme u nich diskrétni hod-
noty frekvenci (a tudiz energii), na nichz vyzafuji pfi rekombinaci elektronu (jejich
ndvratu do slupek atomu).

Jinak feceno, pozorujeme pii ionizaci a nésledné rekombinaci diskrétni spek-
trum. Protoze byla kvantovd mechanika pouzivana nejdiive v kontextu spekter
atomu a molekul, fika se Casto tloze nalezeni energetickych hladin daného problé-
mu hleddni spektra hamiltonidnu.

Tim protentokrat konc¢ime. Kvantovd mechanika je divné, a jak fikal Richard
Feynman, kvantové mechanice nerozumi nikdo. Jeji vyhoda je v tom, ze ackoliv
jsme v mikrosvété jako slepci s roztifesenou rukou, kvantovda mechanika dokéze
v téchto oborech presto poskytovat neuvéritelné presné experimentdlni predpoveds.
A o tom fyzika je, o tom, co miZeme zmérit. Vice ke kvantové mechanice pristé
a v poslednim dile nakvantujeme strunu — je se na co tésit.

92 Celkové energii se téz nékdy rika hamiltonidn, proto se téz kromé E znaci jako H.
93Této rovnici se nékdy Fika bezéasova Schrédingerova rovnice.
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Uloha IV.S ... kvantova 6 bodii

a)

Podivejte se do textu, jak pusobi operator polohy Xa hybnosti Pna slozky sta-
vového vektoru v z-reprezentaci (vlnovou funkci) a spocitejte jejich komutétor,
tj.

(X)e (P)ato(@)) = (P)s (X)at()) -

Tip Zjistéte si, co se stane pfi derivaci souc¢inu dvou funkci.

Problém energetickych hladin pro volnou kvantovou é&astici, tj. pro V(z) = 0,

vypada nasledovné: )

T
m  Ox

1. Zkuste jako Fesen{ dosadit ¢ (z) = e a zjistéte, pro jakd a (obecné kom-
plexni) je E kladnd (nadale pouZzivejte pouze takovd «).

2. Je toto feSeni periodické? Pokud ano, tak s jakou prostorovou periodou (vl-
novou délkou)?

3. Je ziskand vlnova funkce vlastnim vektorem operdtoru hybnosti (v z-repre-
zentaci)? Pokud ano, najdéte souvislost mezi vinovou délkou a hybnosti (t;j.
odpovidajicim vlastnim ¢islem operdtoru hybnosti) daného stavu.

4. Zkuste forméalné spocitat hustotu pravdépodobnosti vyskytu Castice v pro-
storu nasi vlnové funkci podle vzorce uvedeného v textu. Pravdépodobnost,
7e se Céastice vyskytuje v celém prostoru by méla byt pro fyzikdlni husto-
tu pravdépodobnosti 1, tj. fR p(z)dz = 1. Ukazte, ze nelze nasi vinovou
funkci nanormovat (tj. prendsobit néjakou konstantou) tak, aby jeji forméal-
ni hustota pravdépodobnosti podle vzorce z textu byla opravdovou, fyzikalni
hustotou pravdépodobnosti.

5. Bonus Jaka si myslite, Ze je limitné neurcitost polohy céstice, jejiz vinova
funkce je hodné blizkd té nasi? (Tj. blizi se ve vSech vlastnostech, ale m4
vzdy normovanou hustotu pravdépodobnosti a je to tudiz fyzikalni stav.)
Lze odhadnout pomoci Heisenbergovych relaci neurcitosti jakd pritom bude
nejméné neurcitost hybnosti?

Tip Dévejte pozor na komplexni ¢isla, napriklad kvadrat komplexniho ¢isla je

néco jiného nez kvadrat velikosti komplexniho ¢isla.

V druhém dile jsme si odvodili energetické hladiny elektronu ve vodiku pomoci

redukované akce. Zvlastni shodou by feSeni spektra hamiltonidnu v coulombic-

kém potencidlu protonu vedlo na tplné samé energie, tj.

1
En = _R’yi )
n

kde Ry = 13,6 €V je energetickd konstanta znama jako Rydberg. Elektron, ktery
spadne z libovolné hladiny na n = 2, vyzafi energii ve formé jediného fotonu
umérnou rozdilu energie danych hladin. Ze kterych hladin musi elektron na
druhou hladinu spadnout, aby bylo vyzatrené svétlo viditelné? Jakou budou mit
odpovidajici spektralni ¢ary barvu?

Tip Vzpomerite si na fotoelektricky jev a na vztah mezi frekvenci svétla a jeho

vlnovou délkou.
(Tesent str. )
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Kapitola 5: Strunny

Tento dil bude vyvrcholenim naseho seridlu. Odvodime pohybové rovnice, které
plynou z Nambu-Gotovy akce zavedené ve tietim dile. Rekneme si, Ze ji lze za ur-
¢itych dodateénych podminek (které lze ale vzdy splnit) piepsat do tvaru vlnové
rovnice klasické struny. Povime si néco o feSenich pohybové rovnice a objevime
pojem D-bran. Prechod ke kvantové teorii provedeme tak, ze z klasickych pozo-
rovatelnych (v nasem piipadé funkci X*(7,0) parametrizujicich strunu v daném
¢ase spolu s piislusnou hustotou hybnosti na struné) prejdeme k operatorim, které
splnuji kanonické komutacni relace z minulého dilu seridlu. Dostaneme tak hleda-
nou kvantovou teorii relativistické struny. Po tomto matematicky vycerpavajicim
dilu seridlu néas jiz pristé ¢eka fyzikalni diskuze toho, co v sobé teorie strun skryva.

Pohybové rovnice relativistické struny

Zacnéme odvozenim po ébovych rovnic pro relativistickou strunu. Strunu pohy-
bujici se v D-rozmérném®= prostorocase jsme parametrizovali funkcemi

X(r,0) = (XO(T, o), X (, 0),...,Xd(7',0)) ,

kde d = D — 1 je dimenze plrostorufE ve kterém se struna pohybuje. My uz vime,
ze rozumnou akci pro nasi strunu je Nambu-Gotova akce

S[X(r,o / / X X dcrdT,

kde jsme v analogii s klasickou strunou oznacili hustotu Lagrangidnu

LX,X') = TO\/(x x1)* —|Xx|*1x?

Pro jednoduchost znac¢ime X derivaci vektoru podle T a X’ derivaci podle o. P¥ipo-
menme také, ze skaldrni soucin a velikosti vektori nepocitame stejné jako v euklei-
dovské geometrii: pro vektory A = (AO, AL A% Ad) aB= (BO, B, B?, ... ,Bd)
mame predpis

A B=-AB°+ A'B' + A2B% + ...+ A'B?.

Velikost vektoru lze pomoci tohoto skaldrniho soudinu spoéist jako |A|*> = A - A.

Vime jiz, ze pohybové rovnice, které ndm popisuji vyvoj struny v ¢asoprostoru,
ur¢ime z podminky nulovosti variace akce. Provedme proto naposledy v tomto
seridlu variaci

T2 l T2 !

58 [X(7,0)] :/ / L(X+6X X +5X") dadr—/ / £(X,X') dodr.
T 0 T 0
1 1 (76)

94Uvazovani obecného rozméru prostoro¢asu je nutné. Kdybychom se totiz omezili hned na za-
¢atku na D = 4, dostali bychom nekonzistentni teorii.
95 Jednotlivé slozky znaéime souhrnné X*(r, o).
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Pro malé zmény 6 X se ¢leny na pravé strané lisi jen mélo a muzeme pouzit v pripadé
prvniho élenu Taylortiv rozvoj do prvnfho ¥adu, a to v obou proménnych X i X’.
Dostavame tak

ot L (oL (X, X)) g (6xr)  OL (X, X') 9 (5xH)
58 [X(7,0)] = /T / > < 5+ —a%m 5o | dodr,

kde prvni ¢len v rozvoji se odecetl s druhym ¢lenem v (E) a dalsi ¢leny v rozvoji
jsou umérné prvnim derivacim hustoty Lagrangidnu. Ve vyrazu vySe jsme také
prohodili derivaci a variaci 0.

Protoze se ndm zacinaji vyrazy komplikovat, oznacme

oL s 0L
oxm’ BT X e

P = (77)
Stejné jako u vsech ostatnich variaci, i nyni bude nasledujicim krokem pouziti per
partes, v jednom pripadé k prohozeni derivace podle 7 a ve druhém k prohozeni
derivace podle o

S [X(r,0)] = / /Z<3PT it )5X“dad7+/ Z [Prox*]" do
+ / mz [Poox"]! dr
T1 n=0

Nyni se vSak objevily dva okrajové cleny. Jeden z téchto clend je nulovy, protoze
stejné jako v pripadé volné castice ¢i klasické struny predpokladame, ze znidme
pocatecni a koncovou konfiguraci struny, tj. dX*(71,0) = §X#(12,0) = 0.

Vymizeni druhého okrajového ¢lenu si zaslouzi vlastni kapitolu a podivime
se na néj za chvili. Aby tedy byla variace akce nulovéd pro vSechny 6 X* (7, o), musi
byt nulovy i vyraz v zdvorce a dostavame tak pohybové rovnice pro relativistickou
strunu

oP;, n oP;, _o.
or do

Okrajové podminky a D-brany

Nyni je Cas vratit se zpét k okrajovému c¢lenu ve variaci Nambu-Gotovy akce.

Nulovosti tohoto ¢lenu docilime tak, ze

[PE6X"]. = Pg(r,)6X"(7,1) — PL(r,0)6X" (r,0) = 0

pro vSechna p = 0,1,2,...,d. Existuje nékolik moznosti, jak nulovosti docilit, a ty
si nyni podrobnéji rozebereme.

1. Uzavrené struny nemaji zadny okraj, a proto neni ani potfeba anulovat zad-
ny okrajovy clen. Hodnoty ¢ = 0 a ¢ = [ zde odpovidaji témuz bodu na
svétoploSe. Na tento pripad lze proto nahliZet také tak, ze se prislusné dva
¢leny ve vztahu vyse odectou diky tomu, ze jde o hodnoty v témze bodeé.
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2. Otevrené struny prindseji zajimavéjsi moznosti. Uvazujme pro jednoduchost
jeden index p odpovidajici néjakému prostorovému rozméru a jeden z koncu
oteviené struny. Mame nésledujici dvé moznosti, jak zajistit nulovost:

o V piipadé tzv. Neumannovy okrajové podminky je P; (1,0) = Py (7,1) =
= 0. Toto je dodatecnd podminka na konce struny, které se v tomto
sméru pohybuji jinak volné.

e V pripadeé tzv. Dirichletovy okrajové podminky méame na okraji d X* = 0.
To znamend, Ze je poloha konce struny v tomto sméru fixovana. Konec
struny se v tomto sméru nemize pohybovat libovolné, ale je vdzan na
pevnou trajektorii.

Na kazdém konci oteviené struny a pro kazdou prostorovou dimenzi muzeme
zvolit bud Dirichletovu, nebo Neumannovu okrajovou podminku. V d prostorovych
dimenzich musime tak zvolit celkem 2d okrajovych podminek. Podle toho, jak ty-
to podminky namichdme, dostdvame ruzné fyzikalni situace. Uvazujme napiiklad
otevienou strunu, ktera spliuje Dirichletovy okrajové podminky na obou koncich
v p prostorovych dimenzich, tedy §X* =0 pro u = 1,2,...p a Neumannovy pod-
minky v ostatnich rozmérech. Konce struny se nemohou volné pohybovat v téchto
smérech a maji tedy pevnou soufadnici (obecné v8ak pro oba konce riznou). Jsou
pripevnény k p = d — q rozmérnému objektu, ktery nazyvame Dp-branou™= Tento
néazev vznikl slozenim souslovi Dirichletova-membréna, tj. membrana v ¢asoprosto-
ru, kterd odpovida Dirichletové okrajové podmince pro strunu.

D-brany jsou objekty, na kterych ziji oteviené struny. Z nasi analyzy se nam tak
prirozené vynorily objekty, které hraji vyznamnou roli v dnesni teoretické fyzice
a vyrazné presahuji ramec teorie strun. Existuji napiiklad modely vesmiru, které
predpokladaji, ze zijeme na 4-rozmérné D-brané ve vice rozmérném prostorocasu.
Nékteré modely vzniku vesmiru zase predpoklddaji, Ze se vSechny castice zrodily
pii kolizi a ndsledném vymizeni (anihilaci) dvou nestabilnich D-bran béhem velké-
ho tresku. D-brany stdly také u vzniku tzv. AdS/CFT korespondence. Ukdzalo se
totiz, ze dvé zcela odliSné teorie (teorie gravitace na anti de-Sitterové pozadi a kon-
formnf{ teorie pole na jeho hranici) jsou svdzdny neéekanou dualitou. Gravitaci v D
dimenzich mizeme popsat kvantovou teorii v D — 1 dimenzich. Neni to uzasné?!
AdS/CFT korespondence se stala centrem vyzkumu mnohych teoretickych fyzikt
a dodnes ji nikdo poréddné nerozumi.

Reseni pohybové rovnice relativistické struny
Prestoze jsme nepocitali explicitné derivace (@), dokdzeme si predstavit jejich
komplikovanost. Dosazenim do pohybové rovnice bychom pak dostali prakticky
neresitelnou soustavu diferencidlnich rovnic. Nastésti se nam podari rovnici tak
zjednodusit, ze jiz nebude déle co fesit. Ziskdme totiz vlnovou rovnici, kterou jsme
vytesili jiz v tloze ke tfetimu dilu seridlu.

Vyuzijeme toho, Ze v nasem popisu struny je velikd nejednoznacnost. Fyzikalné
preci nemuze zdviset na tom, jak popisujeme svétoplochu struny. Nesmi zaviset
na tom, jak vypadaji ¢ary konstantniho 7 a o na svétoplose. Rozhodujici je pouze

9%Pokud nespecifikujeme rozmér tohoto objektu, mluvime jen o D-brang.
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tvar této svétoplochy. Jinak fefeno, ruzné funkce X* (7, o) mohou popisovat stej-
ny vyvoj struny. Muzeme tedy vybrat parametrizaci (kfivky konstantniho 7 a o)
specidlné tak, aby se ndm pohybové rovnice zjednodusily.

Uz dfive jsme volili tyto ¢ary konstantniho 7 a o navzdjem kolmé. To miuzeme
urcité vzdy udélat a vede to na podminku

X'(1,0) - X(1,0) =0. (78)

Vzdy také mizeme za¥idit to, ze o € (0, 2n). Mame-li totiz funkci X* (7, &) parame-
trizujici svétoplochu a konce struny odpovidajici & = 0 a & = I, stadi vzit o = 2n5 /I
a mame tuto podminku splnénu. Déle mizeme ménit to, jak jsou na sebe ,nahus-
tény“ cary konstantniho 7, tedy jak daleko jsou od sebe tyto cary odpovidajici
parametru 7 lisiciho se o jednotku. Vzdy mizeme brat

X" =—|x]”. (79)

Zvolime-li nyni libovolné ¢ary konstantniho o na svétoplose, fixuji nam tyto

podminky jiz jednoznacné parametrizace celé svétoplochy. Vezmeme-li podmin-
ky (@)7 (E) v tvahu, derivace (/1) se dramaticky zjednodusi a lze ukdzat,ze

T TO % o TO
PM = ?UM»LXMa Pu = *?UWX’“7

kde 1, je stejné jako v prvnim dile seridlu rovna —1 pro p =0 a 1y, = 1 jinak.
Dosazenim do pohybové rovnice dostavame opravdu vlnovou rovnici

XH X" =0

pro kazdy smér v Casoprostoru pu.

Toto je rovnice, kterou jsme se jiz naucili fesit. Muzeme ocekévat, ze pujde o né-
jakou kombinaci sint a kosint stejné jako v jedné z predchozich seridlovych tloh.
Kromé téchto ¢lenti bude obecné feseni obsahovat také linedrni ¢ast v proménné 7.
Reseni rovnice by vedlo na zdlouhavy a ne piili§ zajimavy vypocet, a proto ihned
feSeni napiSeme a pouze ho okomentujeme. Poctivy ¢tendr si muze vyzkouset, ze
jsou pohybové rovnice i okrajové podminky splnény.

V pripadé oteviené struny s volnymi konci bychom napriklad dostali feseni

oo
1 —inT i
XH(r,0) =ab +2a'p" T +1V20 Z; N (ahie™™ —alf'e™ ) cosno . (80)

V feseni se vyskytuje spousta konstant, jejichz vyznam si nyni vysvétlime. Prvni
dva ¢leny popisuji pohyb stfedu struny, zatimco posledni ¢len se sumou odpovida
oscilacim struny. Jelikoz je struna velmi mald™ ocekdvame, zZe se bude z dalky jevit
jako bodova castice. Pokud na tuto Castici nepusobi zddna sila, oCekavame, ze se
bude pohybovat rovnomérné primocare. To zajistuji pravé prvni dva cleny, které

97Vsimnéme si znaménka na pravé strané. To odpovida tomu, Ze je vektor X casupodobny
a jeho velikost na druhou je zdporna. Znaménka se tak vyrusi.
98Tak mald, ze ji jesté nikdy nikdo nepozoroval.
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popisuji pohyb hmotného stfedu struny. Dosadime-li do vyrazu 7 = 0, zjistime,
ze poloha hmotného stfedu je uréena préavé konstantami xzf. Zderivujeme-li vyraz
podle 7, méli bychom ziskat vyraz, ktery odpovida rychlosti. Prvni ¢len feSeni pti
derivaci vypadne a posledniho oscilujiciho ¢lenu si zatim nevSimame. Jako rych-
lost hmotného stiedu miizeme tedy identifikovat 2a/pl. Konstantu 2a jsme zavedli
pouze z konvenénich diivodd a zajistuje to, ze mizeme pj povazovat za hybnost
struny. o/ je konstanta viudyp¥itomnd v teorii strun, ve které se objevila jiz od je-
jiho samotného pocatku. Tuto konstantu lze také vyjadrit jakozto funkci napéti
struny 7o, ale nebudeme se nyni zdrzovat takovymi malickostmi.

Nyni prejdéme k ¢asti obsahujici sumu. I zde se objevuje konvencni konstanta,
tentokrat iy/2a//n, kde i je imagindrni jednotka. Nékoho by mohla zmdist ex-
ponencidla komplexniho ¢isla. Té se ovSsem nemusime bat, protoze podle definice
plati

e = ¢%(cos b+ isin b)

a pomoci tohoto vyrazu dostaneme v rozvoji (@) ocekavané cleny se siny a ko-
siny a nyni jiz s redlnymi argumenty. Celkové mame nasledujici parametry fe-
Seni pohybové rovnice pro otevienou relativistickou strunu s volnymi konci: x}

a ph pro vSechna n prirozend ¢isla a u=0,1,...d.

Kvantujeme strunu!

Tato kapitola bude tvodem ke kvantovani relativistické struny. Protoze jde vétsi-
nou o naro¢né vypocty s komplikovanym vysvétlenim, nebudeme vse délat do de-
tailu, ale jen celou proceduru nastinime.

Prvnim krokem ke kvantové teorii je povyseni klasickych veli¢in na operatory
a postulovani kanonickych komutacnich relaci mezi nimi. Musime tedy najit analo-
gii polohy castice a jeji hybnosti v pripadé struny. Jak lze snadno vytusit, polohdm
bude odpovidat X*(7,0). Hybnost musi v néjakém smyslu odpovidat ¢asové deri-
vaci polohy. Rozumnym kandiddtem na roli hybnosti bude proto funkce P (7, o),
kterd je az na konstantu derivaci X*(r, o) podle parametru 7.

Pti feseni vlnové rovnice je ovSsem potreba vzit v ivahu vztahy, které nam za-
fixovaly parametrizaci struny. Lze proto oCekavat, ze ne vsechna X"(7,0) a P;
budou nezavislé, ale obecné jsou spojeny podminkami fixujicimi parametrizaci. Je-
li dimenze Casoprostoru D, pak bude nezavislych komponent jen D — 2. To lze
prirozené ocekavat, vezmeme-li v ivahu fakt, ze teorie musi byt nezavisld na pa-
rametrizaci svétoplochy, kterd je dvourozmérné. To neni uplné pravda a presné
vysetfovani podminek na fixovani parametrizace dovoluji jesté dvé dalsi promén-
né, které oznaéime z, a p'. Ty odpovidaji kombinacim poloh a hybnost{ hmotného
stfedu ve zbyvajicich dvou rozmeérech. Celkové mame nasledujici nezavislé opera-
tory kvantové teorie relativistické struny

Xr0), P dg, BT, (81)

kde nyni I = 2,3,...,d. Strisky nad pismenky znamenaji, Ze jiz nejde o dislo,
ale o operator. Mame-li definovany operatory, je dalsim krokem pro kvantovani
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postulovani komutacnich relaci. Minule jsme se dozvédéli, ze kanonické komutacni
relace mezi operatorem polohy a operdtorem hybnosti maji tvar

[£4, D] = ihdi;

kde d&;; je nulové, pokud i # j, a je rovno jedné, pokud jsou si indexy rovny.
V nasem pripadé mame vSak indexy dva. Mame index I a k tomu jesté spojity
index o. Zobecnénim komutacnich relaci je

[XI(T, o), P™ (7, 6)] =ihé156(c —5),

kde jsme 0(c — &) nazvali §-funkei a je zobecnénim symbolu d;; pro piipad spo-
jitého indexu o. Z matematického pohledu jde o priklad tzv. distribuce, ale my
se pro nyni spokojime s intuitivnim pohledem, Ze jde pouze o zobecnéni ¢;;. Kro-
mé komutacnich relaci vyse musime také postulovat

& (1),"(7)] = ~in

a vSechny ostatni komutatory operdtoru (@) jsou nulové.

Méme prozatim nekoneéﬁ; mnoho kvantovych operdtort (@) parametrizova-
nych spojitym parametrem o= Bude vyhodné piejit od tohoto spojitého parametru
k diskrétnimu. To nadm prinese dvé vyhody. Operatory budeme schopni ocislovat
prirozenymi ¢isly namisto redlného o a navic se ndm z §-funkce stane J;;, se kte-
rym uz_umime pracovat. Jak tedy provést diskretizaci? My jiz zndme klasické
feseni (BJ) pohybové rovnice. V rozvoji jsou jiz koeficienty ¢islované celymi Cisly p
an. V kvantové teorii se z koeficient stanou operdtory a mame tak novou mnozinu
operéatoru

I S N N e

(27 An Zo, Po, Zo p -
Vidime, ze jiz vSechny spojité indexy zmizely a zUstaly jen diskrétni I = 2,3,...,d
a n prirozend cisla. Trocha pocitdni s integraly a J-funkcemi by ndm umoznila
spocitat komutatory téchto operdtoru

[afn, QILJ] = nIJ(Smn ) [air{7 aILJ:I = 07 I:a’Iﬂ7 ai] =0.

Posledni ingredienci, kterou budeme pristé potiebovat, je operator energie,
tj. Hamiltonian. Jeho tvar lze opét spocist ze znalosti Lagrangianu. My jeho tvar
ale uhadneme. Vyuzijeme zkusenosti ziskané z klasické struny. Energie je souctem
kinetické a potencidlni energie. Kineticka energie je imérnd hybnosti na druhou,
zatimco potencialni energie byla v pripadé klasické struny timérné derivaci para-
metrizace struny v pevném c¢ase. V analogii s klasickou strunou nés neprekvapi
tvar Hamiltonidnu

4na’

271
ﬁ:/ do (na/ﬁﬂﬁﬂJr ! X/IX'I) .
0

99Kazdému odpovidd o jeden operdtor.
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My jsme ovsem ftekli, Zze budeme pracovat s diskrétni mnozinou operatort, a pro-
to musime i predpis pro Hamiltonian vyjadrit pomoci_této mnoziny. Dosazenim
z Teseni pohybové rovnice dostaneme jednoduchy vyraz

GEDLE

Zde vidime, pro¢ jsme volili konstanty v feseni pohybové rovnici tak, jak jsme
volili. Je to proto, aby ndm vysel vztah pro energii takto jednoduse.

Nyni médme vSechny potfebné ingredience k tomu, abychom nasli vsechny fy-
zikalni stavy nasi teorie. V pristim dile se zamérime na tyto stavy a ukazeme si,
ze ruzné médy kmitajici struny odpovidaji riznym casticim. Prvni méd pro uza-
viené struny bude napiiklad odpovidat gravitonu (&astici zpusobujici gravitaci),
zatimco prvn{ méd oteviené struny odpovida fotonu (Castici svétla, ale také ¢astici
zprostredkujici elektrickou a magnetickou interakei).

Pristé si také povime o problémech teorie, kterou jsme vybudovali, a jaka jsou
feSeni téchto problémi. Jednim z problému je to, Ze nase teorie neobsahuje fermi-
ony (napiiklad elektron), které se v nasem svété vyskytuji. Teorie je tedy netplné.
Resenim tohoto problému je supersymetrie a teorie superstrun, kterd je o néco
komplikovanéjsi nez teorie bosonovych strun, o které jsme se jiz leccos naucili.
Druhym problémem je existence tachyonu, tedy Castice s imagindrni hmotnosti.
Resenim je opét prechod k teorii superstrun, ale ne tak tplné. Rekneme si, 7e
tachyony jsou v teorii strun néco prirozeného a nastinime jejich roli. Dalsim pro-
blémem je predpovézena dimenze casoprostoru D = 26, kterou zatim jesté nikdo
nepozoroval. Na zdvér zminime par zajimavosti a aplikaci teorie strun, které vas
snad motivuji k hlubsimu studiu teorie a jednou tieba i vyzkumu na tomto aktiv-
nim poli teoretické fyziky.

Uloha V.S ... strunna 6 bodu

1. Uvazujme oteviené struny a omezme se jen na tii prostorové rozmeéry. Nama-
lujte, jak vypada
a) struna volné se pohybujici v ¢asoprostoru,
b) struna pfipevnénd obéma konci k D2-bréné,
¢) struna natazend mezi D2-brdnou a D1-branou.
Jaké jsou moznosti, kde mohou struny koncit v pripadé konfigurace t¥i rovno-
béznych D2-bran?

2. Vyberte si jednu z funkci P, nebo P;; definovanou v prvni ¢ésti seridlu a na-
jdéte jeji explicitni tvar (tJ primo zav1slost na X" a X'*). Ukazte, Ze pod-

minky X' - X =0 a |X| = —|X | opravdu vedou na zjednoduseni uvedené
v textu.

1007de je potieba pouzit jesté relativistické invariance teorie. Relativisti¢nost jsme narusili
zvolenim parametrizace svétoplochy a aby byla vysledné teorie relativisticky invariantni, musi
byt napriklad dimenze Casoprostoru rovna 26. Dalsim dusledkem je také tento jednoduchy tvar
Hamiltonidnu.
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3. Najdéte spektrum energii harmonického oscilatoru.
a) Energie harmonického oscildtoru je ddna Hamiltonidnem
2
2 p 1 2.2
H=——4-mw2".
2m 2
Druhy clen je ocividné potencialni energii, zatimco prvni dava po dosaze-
ni p = mo kinetickou energii. Definujme linearni kombinaci & = a& + ibp.
Urcete redlné konstanty a a b, tak aby mél Hamiltonidn tvar

g:hw<dfa+%),

kde &' je komplexni sdruZen{ é.
b) Ukazte ze znalosti kanonickych komutac¢nich relaci pro & a p, ze plati

[@,6]=0, [a',a]=0, [aa']=1.

¢) Ve spektru oscildtoru bude jisté stav s minimaln{ energi{ odpovidajic{ nejmen-
§imu moznému kmitdni. Oznac¢me ho |0). Tento stav musi spliiovat «|0) = 0.
Ukazte, 7e je jeho energie rovna fiw/2, tj. H|0) = hw/2|0). Dale ovéite, ze
pokud by bylo «|0) # 0, pak méme spor s tim, Zze m4 |0) minim4ln{ energii,
tj. ﬁa\()) = Eal0), kde nyni je E < fiw/2. VSechny vlastni stavy Hamiltoni-
4nu muzeme potom psat jako (aT)n |0) pro n = 0,1,2,... Najdéte energie
téchto staviy, tj. &isla B, takova, ze H (aT)n |0) = E, (aT)n |0).
Tip Pouzijte komutaéni relace pro &' a a.
(Tesend str. )

Kapitola 6: Spektralni

Po minulém technickém dilu se dnes podivame jiz na fyzikélni dtsledky nasich vy-
poctu. Nejprve zkonstruujeme spektrum otevienych strun a povime si také o uza-
vienych strunich. Nasledné shrneme problémy nami vybudované teorie bosonovych
strun a nastinime jejich feseni. Zavérem si povime néco o aplikacich teorie strun.

Spektrum struny
Uhodime-li do struny natazené mezi dvéma body, zactne kmitat. Jak uz vime,
struna muze kmitat s riznymi médy. V piipadé kvantové struny odpovidaji tyto
médy ruznym Casticim.

Z minulého dilu vime, ze Hamiltonidn (operdtor éasového vyvoje v kvantové
teorii) struny m4 tvar

oo

d d
H=d Zplpl + Z Zj()b;“ra;T —-1. (82)
I=2

Jj=—o0 I=2
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Prvni ¢len v Hamiltonidnu mé (az na konstantu) tvar jako Hamiltonidn volné éasti-
ce. Je to suma pres vSechny nezavislé prostorové slozky hybnosti umocnéné na dru-
hou. Zapomeneme-li na chvili na druhy ¢len, muzeme strunu povazovat za volnou
hybnosti mizeme pro jednoduchost oznacovat |p1,p2, .. ,pd>, kde pt,p?, ... p% jsou
konkrétni ¢iselné hodnoty hybnosti, které operator na stavu nabyva.

Druhé cast je ndm také povédomda. V prikladu k minulému dilu seridlu jsme
podobné éleny (opét az na konstanty) vidéli v pfipadé harmonického oscildtoru.
Spektrum jsme zkonstruovali aplikaci operdtori a' na vakuum. Tady méme na-
prosto stejnou situaci, jen mame clentt odpovidajicim harmonickému oscilatoru
nekonecné mnoho. Kazdému prostorovému sméru I = 2,...,d a kazdému inde-
xu j ¢islujicimu médy, na kterém struna kmitd v daném sméru, odpovida jeden
takzvany krea¢ni operdtor a;r-l.

V nasem pripadé ale mame jesté navic prvni ¢len, ktery je ale na druhém dplné
nezavisly. Budeme proto stavim |p*,p?,.. .pd> rikat vakua, protoze je to vlast-
né jen pozadi vubec neovliviiujici zivot kmitajicich médu na struné. Muzeme si
to predstavit tak, ze sledujeme strunu z pohledu soustavy spjaté s jejim tézis-
tém. Ruzné stavy struny pak dostaneme aplikaci kreacnich operdtoru na tyto nase
vakua*

Podivejme se, jak situace vypadé pri aplikaci malého mnozstvi krea¢nich ope-
ratord. Nejprve uvazujeme samotnd vakua

p'p% )

Tyto stavy odpovidaji &stici pohybujici se hybnosti se slozkami p', p?,...p%. Jaka
je hmotnost této ¢astice? Jelikoz jsme slibili, Ze v tomto dilu jiz nebudeme pocitat,
napiseme vztah pro hmotnost struny rovnoul

1 oo
M2:a Zja}%ﬁ—l
j=1

Vsimnéme si, ze jde az na multiplikativni konstantu o posledni dva ¢leny v Ha-
miltonidnu (@) V pripadé nejméné excitované struny dostdvdme tedy hmotnost
rovnu M? = —1/a’. V&imnéme si, Ze je hmotnost v tomto piipadé ryze imaginarni.
Takové Céstice se nazyvaji tachyony a povime si o nich néco pozdéji.

Ptejdéme k pripadu prvnich excitovanych stavi. Druhé nejmensi mozna hmot-
nost bude odpovidat ptisobeni jednim krea¢nim operatorem aJ{I. V ptipadé zaptiso-
beni vice operdtory bychom dostali vétsi hmotnost. Podobné bychom dostali vétsi
hmotnost i v pripadé nasobeni ay. Pro kazdy index I = 2,...,d mame tedy stav

I 1 2 d
al’ [p*,p°,...p%) .

101Stejné jako v piipadé harmonického oscildtoru spliiuje nade vakuum a; pt,p?, .. .pd> =0
pro vsechny indexy j a I.

102Tento vztah lze snadno odvodit z Hamiltonidnu uvedeného vyde. Museli bychom vsak de-
tailné diskutovat tzv. light-cone kalibraci a kvantovani poli v light-cone souradnicich. Diskuze
je pfimocard a pomérné nudné. Proto jsme se rozhodli ji vynechat.
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Hmotnost ¢éstice odpovidajici tomuto stavu vychazi nulovd, M? = 0. Obecny stav
Castice o dané hmotnosti mizeme vyjadrit jako linedrni kombinaci téchto d —1 sta-
vil. Mdme tedy vlastné vektorovou c¢éstici s d — 1 slozkami a nulovou hmotnosti.
V redlném svété se takova castice opravdu vyskytuje a je ji foton, kvantum svétla,
neboli castice zprostiedkovavajici elektromagnetickou interakci.

Zminime si uz jen, ze elektromagnetické pole je popsané vektorovymi veli¢ina-
mi E a B a Ze tyto veli¢iny lze s pouzitim Maxwellovych rovnic uréit z koeficient
nasi (d — 1)-slozkové linedrni kombinace. Nulovd hmotnost fotonu je spojena s tim,
7e se ve vakuu pohybuje presné rychlosti svétla, kterd je jinak hmotnym ¢ésticim
zZapovezena.

Dalsf ¢éstice, tentokrat s hmotnosti M? = 1/a/, miiZzeme ziskat dvéma zpiisoby.
Mame pro I = 2,...,d moznost

d
af’ |p',p% .. p%)
a podobné pro dva indexy I, J lze ziskat Castice
J1 2 d
al’al” |p',p%, ... p%) .

Na této hmotnostni skdle dostavame proto jednu vektorovou ¢éstici (prvni pfipad)
a jednu tenzorovou ¢dstici (druhy ptipad), jejiz slozky jsou ¢islovany dvéma indexy.
My uz jsme na jednu tenzorovou veli¢inu se dvéma indexy narazili, a to v prvnim
dile seridlu, kdy jsme mluvili o obecné teorii relativity. Zakfiveni casoprostoru
jsme tehdy zakdédovali do tzv. metrického tenzoru g"”. Pfirozené nds napadd, Ze
by céstice, kterou jsme zde ziskali, mohla odpovidat c¢astici tohoto gravitacniho
pole. Neni tomu tak. Tenzorova castice, kterou jsme ziskali z oteviené struny, ma
nenulovou hmotnost, a to se ndm nezamlouvd. Graviton vsak musi byt ¢éstice
nehmotnd, podobné jako foton, jinak by nebyla gravitace dalekodosahova.

Proc¢? Vzpomenme na podobnost Coulombova zdkona a Newtonova zdkona gra-
vitace. Céstice se v obou pfipadech piitahuji (pifpadné odpuzuji), a to v libovolné
vzdéalenosti. Naopak napiiklad zminovand slabd interakce mé koneény dosah a ¢és-
tice prislusejici této interakci jsou hmotné. Gravitacni viny, vzruchy v gravitacnim
poli, se navic v obecné teorii relativity sifi rychlosti svétla. Proto pokud chceme
ziskat kvantovou verzi teorie relativity, musi byt graviton nehmotny.

Kdybychom provedli stejnou konstrukci i pro uzaviené struny, také bychom
dostali tenzorovou ¢astici, ale v tomto pripadé jiz s nulovou hmotnosti. Graviton
tedy odpovidé excitaci uzaviené struny, zatimco foton odpovida excitaci oteviené
struny. Podobné bychom mohli pokracovat déle a konstruovat dalsi ¢astice z vyssich
excitaci oteviené a uzaviené struny. Vy si to vyzkousite na dalsi hmotnostni skéle
v uloze k serialu.

Kmitajici problémy

Mohli bychom v tuto chvili zajasat, ze mame v ruce kvantovou teorii gravitace.
Gravitaci popsanou jako kvantové excitace struny. Navic se ndm povedlo v rdamci
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jedné teorie popsat také elektromagnetické pole. Zda se, zZe teorie strun je sjed-
nocujici teorii gravitace a elektromagnetické interakce. Narazime vsak na spoustu
problémii.

Nejprve si vSimnéme, zZe excitace struny mohou dat dohromady nekone¢né mno-
ho ¢astic. My jich v8ak pozorujeme jen koneéné mnoho. Pro¢ nevidime vSechny?
Tomu se nemiizeme divit v piipadé, Ze je konstanta o’ hodné malé. Pak je hmotnost
excitaci uz na tiet{ hmotnostni hladiné ohromé velké (1/a’ je velké ¢islo). Produk-
ce takovych tézkych castic je mozna jen v pripadé nesmirné energetickych srazek.
Takové energie se ndm nepodarilo docilit zatim ani na nejvétsich urychlovacich.

Problém nekonecné mnoha ¢astic se nam podarilo vyresit. I kdyz je ¢astic ne-
konecné mnoho, néco ndm tu prece jen schazi. Zatim jsme totiz dokézali vyrobit
pouze bosony (fotony, gravitony), ¢dstice odpovidajici polim, ne kazdodenni hmoté.
Hmota, ze které je napiiklad vas stil v pokoji, je slozena hlavné z fermiond (elek-
tront, kvarkl), které excitaci na nasi struné nevyrobime. Nasi pravé predstavené
teorii strun se proto fika bosonovd teorie strun. Neni vSak zadny problém bosono-
vou teorii strun rozsitit pomoci supersymetrie, kterd elegantné fermiony a bosony
propojuje do jednoho velkého celku.

Této rozsirené teorii se 1ika teorie superstrun. My jsme se pro ted zabyvali jen
jednodussi bosonovou teorii, ale pfechod k teorii superstrun je uz jen o néco malo
komplikované;jsi.

Jak uz jsme si pred par odstavci povédéli, spektrum kvantovych stava struny
obsahuje také stav s imagindrni hmotnosti. Céstice s imaginarni hmotnosti se vak
musi pohybovat rychlosti vétsi nez rychlost svétla a mame tak zdanlivy rozpor
s teorii relativity. Tachyonové stavy lze v nékterych ptipadech odstranit také pre-
chodem k teorii superstrun. I v teorii superstrun se vSak za nékterych podminek,
pokud struna konc¢i na nékterych typech D-bran, mize tachyon objevit.

Existenci tachyonu lze snadno pochopit v rdmci kvantové teorie pole. Uvazujme,
ze mame tachyon popsany veli¢inou ¢ (pole konstantn{ v celém prostoru). Uvazuj-
me situaci, kdy je dynamika tachyonu popsana pribliznym potencialem ve tvaru

V(p) :a+b<p2+c<p3+... ,
kde tecky znazornuji ¢leny odpovidajici vyssim mocnindm ¢ a a, b, ¢ jsou konstanty.

V teorii pole ma hmotovy ¢len v potencidlu vsak nésledujici tvar

fm2<p2
2

a porovnanim s vyrazem vysSe muzeme odecist, ze hmotnost musi byt rovna
2
m~ =2b.

Co kdy?z je tedy konstanta b zdporna? Pak je také zdpornéd druhd mocnina hmotnos-
ti a jednd se o tachyon. To odpovidd tomu, ze ma potencidl V() v nule zdpornou
druhou derivaci a jde o maximum potencidlu. Kdyz si ale vzpomeneme na obrazek
s kulickami z druhého dilu seridlu, je nam jasné, ze tato situace je neudrzitelné.
Maximum je nestabilni rovnovazny stav a ¢dstice ma tendenci se pii libovolném
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vyruseni posunout do minima potencidlu (tj. do 4doli). V ném je ovSem druhd deri-
vace potencidlu jiz kladné a pri rozvinuti potencidlu kolem této hodnoty dostaneme
¢len, ktery odpovida kladné druhé mocniné hmotnosti. Sklouznuti do minima tedy
odpovida okamzitému rozpadu na ¢astici s kladnou hmotnosti.

I v pfipadé tachyonu tedy pujde o stabilni stav a tachyon ziské kladnou hmot-
nost. Predchozi tvrzeni mizeme také formulovat tak, ze je pivodni teorie nestabilni
a tachyon ma tendenci kondenzovat do stabilniho stavu. To odpovida tomu, zZe se
puvodni nestabilni D-bréana rozplyne. Tato takzvana tachyonovd kondenzace vsak
neni v ¢asticové fyzice zas tak vyjimecnou situaci, jeden z nejslavnéjsich pripadu,
kde je situace zcela obdobnd, je Higgsuv boson.

Poslednim problémem, o kterém se zminime, je problém dimenze. Teorie strun,
tak jak jsme ji vybudovali, bohuzel neni obecné Lorentzovsky invariantni, tj. je
v rozporu s teorii relativity. K tomu ovsem nedochézi tehdy, je-li dimenze c¢aso-
prostoru rovna

D=d+1=26.

Ze by byl nas casoprostor 26-rozmérny? Uz dvakrat ndm z problémi pomohla
teorie superstrun. Mizeme tedy cekat, ze i zde povede prechod k této teorii na di-
menzi D = 4 tak, jak bychom ¢ekali. Neni tomu ovSem tak! Teorie superstrun dava
podminku D = 10. To je uz velkd redukce puvodnich 26 rozméri. Co provést se
zbylymi Sesti dimenzemi?

To, ze dalsi dimenze nevidime, nemusi nutné znamenat, ze neexistuji. Kdyby
totiz byly ostatni rozméry svinuté do malinkych rulicek, bézné bychom je nebyli
schopni detekovat. Predstavme si napiiklad list papiru, ktery muzeme povazo-
vat za dvojrozmérny objekt. Pokud jej srolujeme do tenké trubicky a podivame
se na ni z dostatec¢né déalky, bude se ndm jevit jako jednorozmérny objekt. Podob-
né kdyz svineme neboli kompaktifikujeme dalsi rozméry a ctyfi klasické nechame
rovné, z dalky uz je nevidime.

A zkousel nékdo, jestli je to vsechno pravda?

Existuji experimenty, které by mohly vést k objevu kompaktifikovanych extra di-
menzi. Napriklad 1ze studovat velice jemné odchylky od Newtonova zdkona gravita-
ce na malych vzdalenostech (mensich nez centimetr). Takova odchylka by signalizo-
vala existenci vyssich dimenzi. Bohuzel ale nic takového nebylo zatim pozorovano.

Ptimé experimentdlni potvrzeni vysledkd teorie strun je zatim v nedohlednu.
Presto napriklad objev ¢éstic, které predpovida supersymetrie, by ndm vsak na-
znacoval, ze se ubirdme tim spravnym smérem. V CERNu bude po kratké pauze
brzy opét v provozu velky srdze¢ hadronti a bude testovat (kromé dalsich jevi)
supersymetrii. Nésledujici roky rozhodnou, zdali se bude teoreticka fyzika ubirat
»super-smérem“, nebo uplné jinudy.

Dalsim klicovym experimentem je pruzkum fazi vesmiru kratce po Velkém ties-
ku. Mozné jste zaznamenali v tomto kontextu prevratné vysledky experimentu
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BICEP2 z minulého mésice. Tym védct naméril specifické vzorce v mikrovlnném
pozadit= které doklddaji existenci takzvanych primordidlnich gravita¢nich vin.

Dilezité jsou pro nés na vysledku tymu BICEP2 dvé véci. Prvni dulezita véc je,
ze energeticka skéla, pri které dokumentované procesy probihaly, je jen o dva fady
nizsi nez planckovska, kterou jste si mohli odvodit v prvnim dilu seridlu. V déjich
by se tedy jiz mohla otisknout slabd zména gravitace vzhledem ke kvantovani.
Druhy zésadni fakt je, ze vzruchy budici nepfimo pozorované gravitaéni viny jsou
s vysokou pravdépodobnosti kvantového pivodu. To jest mohou za né nejspis primo
kvantové fluktuace v gravitacnim poli. Kazdopadné je BICEP2 milnikem v historii
fyziky, kdy lidstvo stoji na jakési pomyslné hranici v mnoha ohledech, at uz jde
o kosmologii nebo fundamentalni fyziku.

Zaver

V letosnim seridlu o teorii strun jsme nastinili stézejni metody vyuzivané v teore-
tické fyzice. Pfedevsim se jednalo o zéklady teorie relativity, kvantové mechani-
ky, klasické mechaniky v Tfe¢i akce a nékterych matematickych metod. Vse jsme
prokladali diskuzi teorie strun. Umime vyfesit pohybovou rovnici klasické struny,
odvodit pohybové rovnice relativistické struny z Nambu-Gotovy akce, vime, jakym
zpusobem lze strunu nakvantovat a jaké jsou razné mozné stavy struny.

Tim vS8im ale rozmanitost teorie strun nekonc¢i, nybrz zac¢ind. Struny mohou
napiiklad interagovat, mohou se spojovat a rozpojovat. Muzeme studovat super-
struny a duality v této teorii nebo spoustu dalsich aspektu. I kdyby se ukézalo, Ze
teorie strun neni spravnou teorii kvantové gravitace, je prinosem v mnoha dalsSich
oborech matematiky a fyziky, kde dnes hraje vyznamnou roli.

A je konec seridlu o teorii strun. Pokud jste se docetli az sem, gratulujeme.
Timto dilem seridlu se s vami louc¢i Vojta a Mirek. Je ndm potésenim predat stafetu
tvarcu seridlu na pristi rok nékomu jinému. Doufame, Ze se vam seridl libil a nékdy
na vidénou.

Uloha VLS ... spektralni 6 bodii

1. Jak bude vypadat spektrum oteviené struny na hmotnostn{ hladiné M? = 2/a/?
Kolik madme moznych stavu struny na této hladiné?

2. Pokud bychom uvazovali interakci tachyonu s jinymi strunami, zjistili bychom,
7e ho muzeme popsat priblizné jako ¢astici pohybujici se v néjakém potencidlu.
Uvazujme model struny, kterd je upevnéna na nestabilni D-brané. Odpovidajici
potencidl tachyonu je urcéen vztahem

_ 1 L( _ )2( +1 )
T 30l 290 TP \PT ¥

V(p)

kde o’ a ¢ jsou kladné konstanty. Rozndsobte zévorky a uréete hmotnost
tachyonu jako dvojnésobek koeficientu stojiciho ptred ¢?. Najdéte minimum po-

L03Nejstarsi svétlo ve vesmiru vzniklé ve chvili, kdy zacal byt vesmir po Velkém tresku prii-
hledny.
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tencidlu ¢ a ukazte, ze provedeme-li v potencidlu zdménu ¢ — @+ ¢ (tj. rozvi-
jime teorii kolem minima tachyonového potencidlu), dostaneme po rozndsobeni
a odeéteni koeficientu pred ¢? kladnou hmotnost tachyonu. Zaporna hmotnost
tedy ukazuje na nestabilitu D-brany a ve stabilni konfiguraci, kdy D-brina vy-
miz{ (minimum potencidlu), jiz hmotnost neni zdporna.

. Teorie superstrun umoznuje popis fermiont. Pro jejich popis je vSak potieba
antikomutujicich veli¢in. Pro ty se zavede namisto komutatoru antikomutator
vztahem

{A,B} = AB + BA.

Najdéte takové dvé 2x2 matice a a b, které spliuji {a,a} = 1, {b,b} = 1 a {a,b} =

=0.
(Tesent str. )
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Reseni tloh ze serialu

Uloha I.S ... relativisticka

a)

b)

5
Nay

Kvantovou gravitaci potrebujeme jen pri studiu velmi malych vzdalenosti, kdy
Jjsou gravitacni sila a kvantové efekty rovnocenné. Gravitacni silu charakterizu-
Jje gravitacni konstanta, kvantovou mechaniku Planckova konstanta a specialni
teorii relativity rychlost svétla. Najdéte hodnoty téchto konstant v tabulkach
a zkuste z nich vzajemnym nasobenim a umocnovanim ziskat velic¢inu s jednot-
kou délky. Tak ziskate délkovou skalu, na které je relevantni gravitace a kvan-
tova mechanika soucasné.

Ukazte, ze provedeme-li specidlni Lorentzovu transformaci (tj. prejdeme do
systém pohybujicimu se viiéi ptivodnimu rychlosti v ve sméru osy ')

0 v .1 v .0 1
o X =T 1 TeT +T 2 2 3 3
:Enov - ) xnov - ) mnov =T ) mHov =T )

v 2 v 2
1-(2) 1-(2)
potom se hodnota ¢tyrintervalu nezméni.
Vzpomerite na definici étyFintervalu a polozte Az® = Az? = 0. Mdme pak

(As)® = — (Az0)2 + (Aml)z .

V jaké casti roviny (Aavo7 Axl) je ctyrinterval (As)? zdporny a kde kladny?
Jak vypadd kfivka definovand (As)? = 0?

Abyste tlohu vytesili, stac¢i védét prislusné rozméry konstant; jejich ¢iselné hod-
noty si dohledéte pozd&jit®® Mame gravitaéni konstantu [G] = kg™'m3.s72
Planckovu konstantu [h] = kg-m?-s™! a rychlost svétla ve vakuu [¢] = m-s~
(hranaté zdvorky znaci jednotky danych konstant).

Thned si mizeme vsimnout, ze kilogramy figuruji jenom v G a h. Proto po-
kud chceme kilogramy vyfadit, musi byt nutné vysledek v mocninich [Gh] =
= m®-s73. Pro vyfazeni sekund je potieba Gh vydélit rychlosti svétla na tieti.
Pro rozmér v metrech veli¢inu Gh/c® odmocnime a ziskavame

,/%’:4,05-10*35m.
&

V teoriich kvantové gravitace se mnohdy vice hodi takzvand Planckova dél-
ka /p definovand analogicky jako nase délka jen pomoci redukované Planckovy
konstanty & = h/2m.

)
1

104pokud byste konstanty nasli v jinych jednotkdch, nezapomeiite, ze J = kg-m?.s™2 a N =
= kg~m~s_2.
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b) Chceme spocitat ¢tyfinterval mezi néjakymi dvéma obecnymi prostorocasovy-
mi body (udédlostmi) x a y v inercidlnim systému soufadnic. Definujeme-li vek-
tor Ax = x — y, jeho ¢tyfinterval pak vypada takto:

(As)? = — (A:EO)2 + (A;cl)2 + (Am2)2 + (Am3)2 .

Pokud transformujeme polohy udélosti x a y podle predpisu v zadéani, dosta-
neme pro jeho slozky po transformaci

Az’ — 2Ag!
Ay, = ——<—
xnov - > I
v
1-2
1 Azt — 2Az°
A:L.]'XOV 5 )
v
1=
2 2
Azho, = Az,
3 3
Axyo, = Az

Je tedy vidét, ze rozdil polohovych vektori se transformuje stejné jako vektory
samotné. Transformacni vztahy dosadime do nového ¢tyfintervalu a upravuje-

me:

(Asnon)* == (A2for)* + (AThor) "+ (A70y)” + (Aaher)” =

2 2
= 1v2 |:— (Aazo — %Aaf) + (Awl — %Amo) } +

c2

b (ar) + (ar) =

2 2
1 {_ (8a) + 2 (") + (Aa')* - 25 (mlﬂ 4

2
+ (Axiov)2 + (A:E:rinov)2 =
= (80" 4 (A0') ¢ (a0 4 (80%)°
kde jsme po dosazeni rozepsali mocniny v hranatych zavorkach, odecetli od-

povidajici ¢leny a vytkli a pokratili 1 — v?/c?. Ziskali jsme tedy pozadovanou
invarianci ¢tyfintervalu pri specidlni Lorentzové transformaci

(Asnov)? = (As)” .

¢) Zaénéme nejdifv poloZenim (As)? = 0. Pak mizeme zkoumat znaménko na
riznych stranach krivky

0=-— (Am0)2 + (Aw1>2 = Az’ =+Az',
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Az®
Az® = Azt
II
111 I .
Az
v
Azl = —Ag!

Obr. 45: Graf roviny (Az', Az®) s vyznacenym Fesenim (As)? = 0.

coz definuje jednu p¥imku se smérnici 1 a druhou —1 v roviné (Az', Az®), jako
je vidét na obrazku 1. Tyto dvé pfimky znaci udélosti propojené s pocatkem
Casticemi cestujicimi rychlosti svétla.

Zpatky k prikladu, na obrazku @ jsou vyznacCené oblasti I, II, III a IV. Je
jasné, Ze v nich bude znaménko (As)2 konstantni, protoze neprochézi nulou (to
prochézi jenom na nakreslenych piimkéch). V danych oblastech snadno zjistime,
ze plati

I: (Awl) > (Amo) ,
I : (Am1)2 < (Am0)2 ,
mr: (Az')” > (Az®)?,
Iv: (A:c1>2 < (Am0)2

Vzhledem k definici étyFintervalu je jasné, Ze v oblastech Ta ITT (|Az°| < |Az?))
bude ¢tytinterval kladny. Vektorim posunuti mezi udélostmi, pro které je cty-
finterval kladny, se fika prostorupodobné, protoze se mezi danymi udalostmi
nelze dostat mensi nez svételnou rychlosti, a tudiz pro nikoho nepredstavuji
dvé udélosti na jeho vlastni Casové ose.

Naopak v oblastech II a IV (|Az°| < |Az'|) je ¢tyfinterval urcité zaporny.
Témto vektorim mezi udédlostmi se fiké casupodobné, protoze dané udélosti
lze v principu spojit cestovanim podsvételnou rychlosti, a tudiz to mohou byt
udélosti pozorované jednim pozorovatelem na jeho casové ose.
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Uloha IL.S ... ak&ni

)

Jaky je fyzikdlni rozmér akce? (Jaké méd tato velic¢ina jednotky?) M4 stejnou
jednotku jako néktera z fundamentalnich konstant z prvni otdzky k minulému
dilu seridlu? Ktera?

b) Od Nielse Bohra — Uvazujte pohyb hmotného bodu po kruznici s dostredivou

b)

silou
Fy=maq = 772 ,

kde r je polomér kruznice a o néjaka konstanta. Pak

1. Spocitejte redukovanou akci So pro jeden obéh po kruznici jako funkci jejiho
poloméru r.

2. Urcete hodnoty ry,, pro které je hodnota Sp prirozenym nasobkem konstanty
z podiilohy a).

3. Celkova energie hmotného bodu je E =T + V. Pro tuto silu je V = —a/r.
Vyjadrete energie E,, castic v zavislosti na polomérech r, za pomoci uvede-
nych konstant.

Tip Jisté jste ve fyzice probirali pohyb po kruznici a odpovidajici vztahy mezi

pohybovymi velicinami. Pouzijte je a pak se integrace akce po obvodu kruznice

s konstantnim r podstatné zjednodusi (veli¢iny konstantni pfi integraci miize-

te pred integral vytknout). Nezapomerite také, ze samotny drahovy integrdl

,niceho“ je prosté délka zintegrované drahy.

Posledni podiiloha miize znit komplikované, ale je pouhym cvicenim na deri-

vaci a integraci jednoduchych funkci. Vystacite si se zakladnimi tabulkovymi

derivacemi a integraly. Ovérte, Ze plna akce S pro volnou castici pohybujici se

z bodu [0; 0] do bodu [2;1] je pro trajektorii odpovidajici pfimocarému pohybu

(prvnf pripad) minimélni, tedy je vétsi v ostatnich dvou pripadech

y(t) = (24,1)
y(t) = (1 — cos (nt) + %sin 2nit, t) ,

B et —14t3(t—1)
y(t) = (2’5, el) ,

kde e je Eulerovo dislo.
Tip Nejprve spoctéte derivaci y(t), dosadte do vyrazu pro akci a zintegrujte.

Rozmér integrované velic¢iny ur¢ime vzdy jako rozmér toho, co je integrovano,
krat rozmér toho, pfes co je integrovano. Kdyz se tedy podivame na definici
redukované akce, je jeji rozmér [hybnost-délka], coz dévé kg-m?-s~* nebo téz J-s.
Stejné tak méa lagrangidn rozmér energie a je integrovan pres Cas, takze i pro
neredukovanou akci ziskavime rozmér J-s. Jedinad ze t¥i konstant G, h, ¢ ma
takovyto rozmeér, a to Planckova konstanta h.

Od Nielse Bohra
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1. Abychom spocitali redukovanou akci, potfebujeme nejdiive vyjadrit hyb-
nost, a tudiz i rychlost ¢astice na kruznici. Pro rovnomérny pohyb s rych-
losti v a dostfedivym zrychlenim aq po kruznici s polomérem r mame

v? _ Fy o«

— = a4 = =3
T m mr

(83)

Ziskdvame tedy tpravou p = mv = y/am/r. To je ovSem vyraz konstantni
pro cely kruhovy pohyb, a tudiz dostavdme po integraci redukované akce
podél kruznice

SO:/Opds:W/O ds = 2rr\/am/r. (84)

2. Akci (@) upravime a polozime pro néjaké poloméry r, rovnu n-nasobkum
Planckovy konstanty h (viz vysledek podilohy a)):

2n/amry, = nh. (85)

Umocnénim celé rovnice (@) na druhou a pfevedenim vsech ¢lenti kromé rp,
délenim na pravou stranu ziskavame

n2h?

4n2ma’

Tn

3. Vyjadiime si nejdrive kinetickou energii ¢astice na kruznici pomoci jiz pou-
zitych vztahu (g)

T = 1mv2 = 1ma r= la
T2 T T g
Protoze V = —a/r, dostdvdme pro celkovou energii E = T +V = —a/2r.

Dosazenim 7,, a krdcenim dostavame

2r?ma?

S

Zkuste si za o dosadit 62/4715-:0, kde e je ndboj elektronu a €¢ permitivita
vakua, a za m hmotnost elektronu — dostanete energetické hladiny elektronu
v atomu vodiku. Pokud jste se dostali az sem, gratulujeme. Pravé jste totiz
spocitali néco, za co dostal Niels Bohr pred 91 lety Nobelovu cenu.

c) V této podiiloze je potieba znit derivace mocnin (t™)' = nt" ™!, sinti (sint)’ =
= cost a kosinti (cost)’ = —sint a exponencidlni funkce (e')’ = e’ a derivaci
funkce s pfendsobenym argumentem (f(at))’ = af’(at), kde derivaci podle ¢
znacime v celém feSeni ¢arkou. Déale potfebujeme znat primitivni funkce k moc-
nindm [ t"dt = t"*'/(n 4 1), sinu [sintdt = —cost a kosinu [ costdt
= sint a exponencidlni funkci fet dt = e’ spolu se substituci ff(ozt) dt =
= (1/a) [ f(t)dt a integraci per-partes zminénou jiz v textu seridlu. VSechny
tyto vztahy naleznete v libovolném textu k diferencidlnimu a integralnimu po-
ctu.
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Vsimnéte si, ze kazda z trajektorii je v ¢ase ¢ = 0 v bodé [0;0] a v Case t =
=1 v bodé [2;1] (argumenty sinu a cosinu jsou v radidnech). Vime, ze akce je
integral z (my'?)/2, ale protoze m/2 je jen pouhd konstanta, bude ndm tplné
stacit porovnavat integral )
/ y/2 dt
0

pro kazdou zadanou trajektorii. Pro prvni trajektorii ziskdme derivaci podle
t rychlost y' = (2,1). Vyndsobenim na druhou ziskévime y? = y' -y’ = 5.
Integrél z pétky pres interval o délce jedna je snadny, je to prosté 5- 1. Celkové
tedy musime ovérit, Ze ostatni integraly z kvadratu rychlosti jsou vétsi nez 5.
Derivace pro druhou trajektorii je uz tézsi, ale pfi spravném pouziti vSech zmi-
nénych pravidel ziskdvame

y' = (nsin (nt) + 2cos 2nt, 1) .

Musime tedy spocist integral
1
/ ((Tc sin (mt) 4 2 cos 2nt)® + 1) dt.
0

Integrél z jednicky spocteme opét snadno. Po roznasobeni zdvorky dostaneme
tTi Cleny, které lze zintegrovat velmi podobné. Integrace téchto tii ¢lend je tro-
chu pracnéjsi a nam stacilo, kdyz jste si prislusné integrily nasli na internetu.
Ukazme si jako priklad, jak integrovat jeden z téchto ¢lenu. Integral muzeme

prepsat nasledovné
1 1
1-—- 2t
sin?(nt)dt = [ L= 4y
0 0 2

coz plyne z identit cos® z+sin? z = 1 a cos® z —sin® x = cos 2z jejich vzdjemnym
odectenim. Prvni ¢len vyse opét zintegrujeme snadno, protoze jde o konstantu,
a druhy clen je jiz tabulkovy integral. Primitivni funkci ke kosinu jsme si uvedli
vyse a pro nas integral mame tedy

1
1 1
=35~ 5/0 cos(2nt) dt =

Podobné vypocteme zbylé dva cleny a celkové dostavame hodnotu 5,27, coz je
vétsi nez predchozich 5.
V poslednim pripadé mame derivaci rovnu

t _ 2
J = (276 + 2t — 1)t +t ) .

(sin (2n- 1) — sin (2n - 0)) =

N | =
N —
)

¥~

e—1

Dosadime-li do vyrazu pro akci, zjistime, ze musime po umocnéni zintegrovat
vyrazy tvaru t" pro n = 2,3,4, e, te' a t?e’. Prvni dva pifpady jsou piimo
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tabulkové integraly. Druhé dva integraly l1ze spocist pomoci metody per partes.
Ukazme si prvni pripad. Druhy je zcela analogicky. Dostavame

1 1
/tetdtzl-elfo-eof/ efdt=e—(e' —e”) =1.
0 0

Spocteme-li poctivé vSechny integraly, dostaneme hodnotu akce 5,23, coz je
opét vice nez puvodnich 5.

V této podiloze jsme si tedy uvédomili, ze akce kazdé trajektorii pfiradi né-
jaké cislo. Fyzikélni trajektorie, podél které se Castice pohybuje, odpovida pak
extremalni hodnoté akce. Ukézali jsme si, jak spocist par zakladnich derivaci
a integralt a véfime, ze se vam tyto znalosti budou v budoucnu hodit.

Uloha IIL.S ... aplikaéni

a)

b)

V textu seridlu jsme vyuzili priblizny vztah pro «/1 + h?, kde h je mald hodnota.
Zkoumejte, jak presna je to aproximace. Jak moc se miize h lisit od nuly, aby
se aproximovana a presnd hodnota liSily o méné nez deset procent? Podobnou
aproximaci muzeme provést pro libovolnou rozumnou funkci pomoci tzv. Ta-
ylorova rozvoje. Pokuste se na internetu najit Tayloriv rozvoj napriklad pro
funkce cos h a sin h kolem bodu h = 0, zanedbejte &leny vyssi nez h* a najdéte
pribliznou mezni hodnotu h, kdy se aproximovand a presnd hodnota lisi o 0,1.
Uvazujme vInovou rovnici pro klasickou strunu ze seridlu a necht je struna
pevné upevnéna na jednom konci v bodé [z;y] = [0;0] a na druhém konci
v bodé [z;y] = [I;0]. Pro jaké hodnoty w, o, a a b je vyraz

y(z,t) = sin(ax) [a cos (wt) + bsin (wt)]

resenim vinové rovnice?

Tip Dosadte do pohybové rovnice a vyuZzijte okrajové podminky.

V minulém dile seridlu jsme porovnavali hodnoty akce pro riizné trajektorie
¢astice. Nyni vypoctéte hodnotu Nambu-Gotovy akce pro uzavrenou strunu,
kterd od &asu 0 do Casu t stoji na misté v roviné (z',2?) a ma tvar kruhu
o poloméru R. Mame tedy

X(7,0) = (¢r, Rcoso, Rsin o, 0)
proo € (0, 2rn). Nacrtnéte déle, jak vypadd svétoplocha této struny (na posledni,
nulovou komponentu zapomenme) a jak vypadaji ¢ary konstantniho T a o.

V textu seridlu jsme vyuzili aproximace

\/1+h2z1+%h2.

Dosadime-li par hodnot do obou stran vyrazu, zjistime, ze pro mala h lze vztah
povazovat za prakticky piesny (relativni odchylka od presné hodnoty je pro h =
= 0,1 pouhych 0,001 %). Rozdilnost pravé a levé strany vSak pro vys$si hodno-
ty h stoupé. Pro h = 1 je to jiz 6% rozdil a pro h = 10 nelze uz ani mluvit
0 aproximaci.
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=

Jaké je tedy hodnota h, aby byla odlisnost pravé a levé strany pravé 10 %? Tuto
hodnotu ur¢ime resenim nasledujici rovnice

140,50 —V1+h%
VI+h2

Po dvou umocnénich na druhou dostaneme kvadratickou rovnici v h?, jejimz
FeSenim dostdvame dvé redlnd feseni h = £1,195. Hodnota h se tedy muze lisit
od nuly maximélné o 1,195, aby byla pfesnost aproximace maximalné 10 %.
Podobnou aproximaci lze provést i pro dalsi funkce. Specidlné pro sinus a kosi-
nus mame rozvoje

0,1.

r R
inh=h— —+—+...
s 6 T120 T

hz  pt
COSh7177+ﬂ+

Cim vice ¢lentt v Taylorové rozvoji funkce vezmeme v tvahu, tim lepsi dosté-
vame aproximaci. Jednotlivé ¢leny se obvykle lisi fddové. V ptipadé sinu dava
napriklad prvni clen pro h = 0,5 prispévek 0,5, zatimco druhy ¢len 0,02 a néasle-
dujici pouhych 0,000 3. Clen nésledujici po élenu, do kterého uvazujeme rozvoj,
pak muzeme povazovat za odhad chyby aproximace. V nasem piipadé uvazu-
jeme jen &leny do h? v rozvojich vyse a nasledujici ¢len pak uréuje pfibliznou
chybu. Pro h odpovidajici chybé 0,1 pak mdme podminku

h3
6
h4
24

~ 0,1,
~0,1.

Resenim dostdvdme v prvnim piipadé mezni hodnotu 0,843 a ve druhém pii-
padé 1,245 (hodnoty uddvame v radidnech). Tento odhad chyby neni daleko
od skutecné hodnoty, kterd je 0,854 a 1,261.

Dosadme navrhovany tvar feseni do vlnové rovnice

8221(.%, t) _ c2 82?!(1:7 t)
ot? ox?

=0,

kde jsme oznagili rychlost sifen{ viny ¢ = (Tol)/m. K tomu potfebujeme umét
parcidlné derivovat podle = a t. Derivujeme-li parcidlné podle jedné proménné,
povazujeme ostatni proménné za konstanty a tedy pro prvni derivace

% = sin (az) [—awsin (wt) + bw cosw] ,
% = acos (ax) [acos (wt) + bsinwt] .
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Pro druhé derivace pokracujeme podobné a vSimnéme si, ze

azy(xv t) 2
oz T v y(z,1),
82y($7 t) 2
o2 = —a"y(z,t).
Dosazenim do vlnové rovnice a vydélenim y(z,t¢) dostdvdme tedy podminku
2 _ 2 2
w'=c"a’.

Nyni uvazujme okrajové podminky, podle kterych musi byt v kazdém case t

0=y(0,¢)=0,
0 =y(l,t) = sin (al)[a cos (wt) + bsin (wit)],

kde prvni podminka je trividlné splnéna a druha dava restrikci na hodnoty .
Protoze je ¢len v hranaté zavorce obecné nenulovy, musi byt nulovy sinus, tedy

al =1n,

kde n je celé &islo. V pfipadé n = 0 mdme vSak trividlni (nulové) feseni a za-
porné hodnoty n odpovidaji jen fesenim s opac¢nym znaménkem prefaktort,
tedy zdémeéné a — —a a b — —b, které nejsou nikterak omezené. Proto muzeme
uvazovat jen prirozena n.

Méme tedy moznd feseni vlnové rovnice

y(z,t) = sin (ax)[a cos (wt) 4 bsin (wt)],

kde
T nc
a=-n, w=-—n

l l

a hodnoty a a b mohou byt libovolné. Tyto hodnoty lze urcit ze znalosti poca-
tecni konfigurace struny.

Poznamenejme jesté, Ze ¢islo n odpovidd poctu ,,kopecku* sinu, které se na stru-
nu ,vejdou®. ReSeni pro riizna n pak odpovidajf riznym médiim kmiténi struny.
O tom si jesté povime v dalsim dile seridlu.

Kruhova struna stojici v prostoru (pro daného pozorovatele) opisuje v Caso-
prostoru plast vélce tak jako na obrazku. Na obrazku jsou také vyobrazeny
cary konstantniho 7 a o, které lze snadno urcit ze znalosti parametrizace.
Vypoétéme hodnotu akce ze znalosti parametrizace pfimym dosazenim. Cary
konstantniho 7 a o jsou na sebe kolmé a muzeme tedy dosazovat do vyrazu

2 2

oX

do

_|2X

o drdo .
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$ oo o = konst
//
AT
(HT
\\<i/—\ Ae— 7 = konst

// )

A

‘*\{/////
\

2

Obr. 46: Svétoplocha uzaviené struny z piikladu c).

My ale mame po zderivovani kazdé slozky

oX

— =1(c,0,0,0
aT (C7 K ) )’
% = (0, —Rsino, Rcosa,0).
0
o

Velikosti téchto ¢tyfvektori jsou tedy (vzpomerime na prvni seridl a tlohy k né-
mu, kde jsme tyto velikosti poéitali)

ox|”

ar| T

x|’

2| =R%*sin®c + R%cos’o = R?.
Oo

Dosazenim do vyrazu pro akci a dvéma integracemi konstanty dostavame ko-
necné

T t 2n
sixa)l == [ [ cRaras = ~et.
0 0

V tomto specidlnim pripadé lze hodnotu akce také uhadnout. Z textu seridlu
vime, ze hodnota akce odpovidd povrchu svétoplochy vyndsobenému prefakto-
rem —Tp/c. Povrch plasté vdlce (bez podstavy) o poloméru R a délce ct (viz
zadédni) je roven 2nRct a hodnota akce bude tedy & = —2nTy Rt, coz je hodno-
ta, ktera ndm vyse vysla. Poznamenejme ovSem, ze tomu tak nemusi byt vzdy,
protoze plocha je mérend metrikou ds a jeji naivni vypocet muze dat obecné
jiny vysledek.
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Uloha IV.S ... kvantova

)

b)

Podivejte se do textu, jak ptisobi operator polohy X a hybnosti P na slozky sta-
vového vektoru v z-reprezentaci (vinovou funkci) a spocditejte jejich komutdtor,
tj.

(X)z ((P)ao(@)) = (P)o (X)atp(x)) -

Tip Zjistéte si, co se stane pri derivaci soucinu dvou funkci.

Problém energetickych hladin pro volnou kvantovou édstici, tj. pro V(z) = 0,

vypada nasledovné: -

~IOVD _ pry(a.
m  Ox

1. Zkuste jako feseni dosadit ¢(z) = e a zjistéte, pro jakd a (obecné kom-
plexni) je E kladnd (naddle pouzivejte pouze takova o).

2. Je toto reseni periodické? Pokud ano, tak s jakou prostorovou periodou (vi-
novou délkou)?

3. Je ziskand vinovéd funkce vlastnim vektorem operdtoru hybnosti (v z-repre-
zentaci)? Pokud ano, najdéte souvislost mezi vinovou délkou a hybnosti (tj.
odpovidajicim vlastnim ¢islem operdtoru hybnosti) daného stavu.

4. Zkuste formalné spocitat hustotu pravdépodobnosti vyskytu cédstice v pro-
storu nasi vinové funkci podle vzorce uvedeného v textu. Pravdépodobnost,
Ze se castice vyskytuje v celém prostoru by méla byt pro fyzikalni husto-
tu pravdépodobnosti 1, tj. fR p(z)dz = 1. Ukazte, Ze nelze nasi vinovou
funkci nanormovat (tj. pfendsobit néjakou konstantou) tak, aby jeji form4l-
ni hustota pravdépodobnosti podle vzorce z textu byla opravdovou, fyzikalni
hustotou pravdépodobnosti.

5. Bonus Jakd si myslite, Ze je limitné neurcitost polohy céstice, jejiz vinova
funkce je hodné blizka té nasi? (Tj. blizi se ve vSech vlastnostech, ale mé&
vzdy normovanou hustotu pravdépodobnosti a je to tudiz fyzikdlni stav.)
Lze odhadnout pomoci Heisenbergovych relaci neurcitosti jaka pritom bude
nejméné neurcitost hybnosti?

Tip Davejte pozor na komplexni cisla, napriklad kvadrat komplexniho cisla je

néco jiného nez kvadrat velikosti komplexniho disla.

V druhém dile jsme si odvodili energetické hladiny elektronu ve vodiku pomoci

redukované akce. Zvlastni shodou by reseni spektra hamiltonianu v coulombic-

kém potencidlu protonu vedlo na tplné samé energie, tj.

1
En = 7Ry72 )
n

kde Ry = 13,6 €V je energeticka konstanta znama jako Rydberg. Elektron, ktery
spadne z libovolné hladiny na n = 2, vyzari energii ve formé jediného fotonu
imeérnou rozdilu energie danych hladin. Ze kterych hladin musi elektron na
druhou hladinu spadnout, aby bylo vyzarené svétlo viditelné? Jakou budou mit
odpovidajici spektralni é¢ary barvu?

Tip Vzpomerite si na fotoelektricky jev a na vztah mezi frekvenci svétla a jeho
vlnovou délkou.
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a)

Z textu ¢tvrtého dilu seridlu vime, ze (X') p(z) =zp(z) a ze

T

(P)z o(z) = —iha% w(z).

Zaroven pro derivaci sou¢inu plati (fg)' = f'g + fg’. Pro vyraz v zadani tedy
dostavame
Oy

x (—iha—w) + —ih% (zp(z)) = thep(z),

coz je presné vztah postulovany v textu seridlu.
Podle zaddni zkusime do rovnice dosadit e**. Musime pouze védét, ze (e**) =
= ae®”. Dosazenim a zderivovanim tedy ziskdvame

Protoze E je nejen redlnd, ale i kladna veli¢ina, musi byt « ¢isté imagindrni

V2mE

==+
o lh

Plati, ze e™'¥ = cos ¢ =+ isin . Vidime tudiz, Ze vinova délka tohoto FeSeni je
(identifikujeme ¢ = v2mE/h)

)\Zgi 2rh h

¢  V2mE \2mE’

kde si vzpomeneme, ze h = h/(2n). Jednoduchym vypoétem zjistime, zZe nase
feseni je opravdu vlastnim vektorem operatoru hybnosti a ze

(P)x e = fihée'” = —ihae™

ox
a tudiz p = —iha. Vlnova délka pak je
h
pl -

Pfesné podle De Broglieho vztahu ze seridlu. Kvantova mechanika tedy pfesné
predpovida charakter ,hmotné viny“ castic!

Pfimym dosazenim naseho feseni do vzorce pro hustotu pravdépodobnosti z tex-
tu seridlu dostavame

p(x) = (@) = " (2)p(x) = e e,

kde * znadi komplexni sdruzeni. Vime, Ze « je ¢isté imaginarni a tedy o* = —q,
takze

plx) =e e =1.
Neni tézké ukazat, ze tuto formélni hustotu pravdépodobnosti nelze nanormo-
vat, protoze integral z jakéhokoliv konstantniho ¢isla pres celou redlnou primku
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je nekonecny a nemuze byt tudiz roven jedné. Tato vlnova funkce nebo vektor
tedy neodpovida néjakému opravdovému stavu ¢astice, ale je spis matematickou
abstrakeci.

Bonus Tato vinova funkce mé presnou hybnost p, a tudiz muzeme intuitivné
pomoci Heisenbergovych relaci fict, ze neurcitost jeji polohy tedy musi byt ne-
konec¢né. To vskutku plati — hustota pravdépodobnosti je vSude stejnd, tudiz
u blizkého stavu opravdové castice by byla vSude skoro stejna, nebo prinejmen-
$im hodné rozprosttend, a tudiz bychom fakticky nedokézali viibec rict, kde by
se mohla nachézet.

Primou aplikaci vzorce ze zadani a pouzitim faktu, Ze pro foton je E=hf=

= he/)\, dostavame
he ( 1 1 )*1
A= o (o ——5)
Ry \22  m?

kde m je hladina, na kterou z n = 2 elektron pfeskakuje. Dosazenim nékolika
prvnich preskoki dostdvame:

A3 = 656 nm ,
A4 =486 nm,
A5 = 434nm ,
A6 = 410nm ,
A7 = 397nm.

VSechny dalsi preskoky uz maji kratsi vinové délky. Porovnanim s tabulkami
zjistime, ze barvy prvnich ¢tyfech ¢ar jsou Cervend, tyrkysova, modra a fialova.
Paty preskok uz je pak ultrafialovy a oku neviditelny stejné jako vSechny dalsi.

Uloha V.S ... strunna

1.

Uvazujme otevrené struny a omezme se jen na tii prostorové rozméry. Nama-
lujte, jak vypada

a) struna volné se pohybujici v ¢asoprostoru,

b) struna pripevnéng obéma konci k D2-brané,

¢) struna natazend mezi D2-brdnou a D1-brédnou.

Jaké jsou moznosti, kde mohou struny koncit v pripadé konfigurace tri rovno-
béznych D2-bran?

. Vyberte si jednu z funkci P, nebo P;; definovanou v prvni ¢dsti seridlu a na-

jdéte jeji explicitni tvar (tj. pfimo zdvislost na X" a X'"). Ukazte, Ze pod-
minky X' - X =0 a ‘X’Q = —|X'|> opravdu vedou na zjednoduseni uvedené
v textu.

. Najdéte spektrum energii harmonického oscilatoru.

a) Energie harmonického oscildtoru je ddna Hamiltonidnem

A2
- 1
H = 2pim —+ §mw2i2 .

L05Vztah mezi frekvenci a vinovou délkou svétla je zakladni vztah vinové optiky.
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Druhy c¢len je ocividné potencidlni energii, zatimco prvni dava po dosaze-
ni p = mo kinetickou energii. Definujme linearni kombinaci & = a + ibp.
Urcete redlné konstanty a a b, tak aby mél Hamiltonidn tvar

g:nw(aﬁa+%),

kde &' je komplexni sdruZeni a.
b) Ukazte ze znalosti kanonickych komutacnich relaci pro & a p, ze plati
[@,6]=0, [a,a']=0, [aa']=1.

¢) Ve spektru oscildtoru bude jisté stav s minimalni energii odpovidajici nejmen-
Simu moznému kmitdni. Oznac¢me ho |0). Tento stav musi spliiovat a|0) = 0.
Ukaite, 7e je jeho energie rovna hw/2, tj. H|0) = hw/2|0). Déle ovéite, e
pokud by bylo «|0) # 0, pak mdme spor s tim, Ze md |0) minim4lni energii,
tj. Ha|0) = Ea|0), kde nyni je E < hw/2. Vsechny vlastni stavy Hamiltoni-
anu muZeme potom psat jako (aT)n |0) pron = 0,1,2,... Najdéte energie
téchto stavu, tj. éisla E,, takovd, Ze Jii (aT)n |0y = B, (ozT)n |0).

Tip Pouzijte komutacni relace pro &' a a.

1. Na obrazku @ vidite postupné otevienou strunu, strunu s obéma konci na D2-
brané a na D2-brané a D1-brané. V textu jsme se dopustili chyby, kdyz jsme
psali, ze Dp-brédna svazuje p stupnu volnosti. Je tomu pravé naopak, p stupmnu
volnosti v rdmci Dp-brany ztstava volnych a zbytek sméra je pro konec struny
svazany. Pokud vés to zmadtlo, uzndvime samoziejmé plny pocet bodiu i za
obréacené Teseni. V pripadé konfigurace tri rovnobéznych D2-bran mohou konce
struny koncit kdykoliv na kterékoliv brané, takze moznosti je 6.

Obr. 47: Nékresy strun.
2. Derivaci Lagrangianu relativistické struny ziskavame
Ty (X X)X} — XX,
¢ V(XX = XX

Pr =

K tomu jsme pouzili faktu, ze X - X' = 1,5 X*X"? a 7e 1o X® = Xp, to vie
samozrejmé v Einsteinové sumacni konvenci. Zcela obdobné pro druhou hybnost
ziskdvame . . .

To (X - X)X, —|X?X],

¢ VXX XRIXE

P =
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Dosazenim X’ - X = 0 a substituci —|X'|* = |X{2 do prvniho vztahu (opaéné
do druhého) pak ziskdvame trividlné vztahy z textu.

3. a)

Dosadime prosté & = aZ + ibp do vyrazu
N a1
H=h(&"&d+ 5)

a pak nastavime konstanty tak, aby déval vyraz puvodni Hamiltonidn. Pro
sdruzeny operator plati &' = ai — ibp, protoze &, p jsou samosdruzené ope-
ratory a jinak sdruzeni pusobi jako komplexni sdruzeni. Po dosazeni a roz-
nésobeni dostévameLd

i = hw (a2§:2 25 — abh + %) .

Porovnanim s puvodnim Hamiltonidnem z toho uz snadno plyne

a = me b= 71
“ Voo TV 2mhw

Prvni dva komutatory nemusime pocitat, stac¢i si uvédomit, ze je to roz-

v predchozim prikladé spocitame
ata = a?2? + b?p% — abh, a6’ = a®2% + b?p* + abh.

Rozdil téchto dvou je pravé kyzeny komutator. S pouzitim hodnot a a b
z predchoziho bodu dostavame jiz

[a,aT] =1.
Zapusobenim Hamiltonidnu z predchozich bodu zni¢i « z prvniho ¢lenu nés
|0) vektor a prispivd pouze ¢len druhy, tj. hiw/2. To je tedy energie stavu
znaceného |0). Pro dalsi ¢dst tohoto bodu si ukdzeme, Ze operdtor « vlastni
stav Hamiltonidnu |¥) pfevede na dalsi s nizs{ energii. Jedind nekonstantni
¢ast Hamiltonidnu je &fé, po&itdme tedy

a'aa|v) = aa'a|v) — [a,6'] 4|¥) = a (6'a — 1) ).

Kdyz toto porovname s Hamiltonidnem, zjistime, ze zaptsobeni operdto-
rem & sniz{ energii vektoru o fiw. Pokud by tedy operdtor & vektor |0) neani-
hiloval, znamenalo by to, Ze jej zobrazil na vektor s nizsi energii, coz je spor.
Obdobnym odvozenim miizeme ukédzat, ze operdtor &' naopak o fiw zvysuje.
Energetické hladiny pak jednoduse zaé¢inaji na hw/2 a pak jdou nahoru o celé
nasobky hw, tedy

1

106 Nezapomeiite, ze &, p nekomutuji, musime proto jejich nasobeni prohazovat s pomoci ko-
mutédtoru!
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Uloha VIS ... spektrélni

1.

2.

Jak bude vypadat spektrum oteviené struny na hmotnostni hladiné M?* = 2/a’?
Kolik mame moznych stavi struny na této hladiné?

Pokud bychom uvazovali interakci tachyonu s jinymi strunami, zjistili bychom,
Ze ho miiZzeme popsat priblizné jako castici pohybujici se v néjakém potencialu.
Uvazujme model struny, ktera je upevnéna na nestabilni D-brané. Odpovidajici
potencial tachyonu je urcen vztahem

1 1
3a’ 20

V(p) = 55— =) (04 3%0) |

kde o' a oo jsou kladné konstanty. Rozndsobte zdvorky a urdete hmotnost
tachyonu jako dvojndsobek koeficientu stojiciho pied ¢?. Najdéte minimum po-
tencidlu ¢ a ukazte, Ze provedeme-li v potencidlu zdménu ¢ — @+ ¢ (tj. rozvi-
jime teorii kolem minima tachyonového potencidlu), dostaneme po rozndsobeni
a odecteni koeficientu pied p? kladnou hmotnost tachyonu. Zapornd hmotnost
tedy ukazuje na nestabilitu D-brany a ve stabilni konfiguraci, kdy D-brana vy-
mizi (minimum potencialu), jiz hmotnost neni zdporn4.

. Teorie superstrun umoznuje popis fermionii. Pro jejich popis je vsak potreba

antikomutujicich velic¢in. Pro ty se zavede namisto komutdtoru antikomutator
vztahem

{A,B} = AB + BA.
Najdéte takové dvé 2x 2 matice a a b, které splnuji {a,a} = 1, {b,b} = 1 a {a, b}
=0.

. Pripomenme vzorec pro hmotnost struny z minulého dﬂu@

= o/ ZZ]@“CLJI -1

j=1 I=2

Hmotnost M? = 2/a’ dostaneme piisobenimi na ,vakuum* {pl,p2, . ,pd>:

al [pt 0% p%) . alldl7|p' % "), alfal’al™ |pt % T

pro obecné ruzné indexy I, J, K. Stavu s takovouto hmotnosti je obecné neko-
necné mnoho, linedrné nezévislych je vsak

(d—1)+(d—-1)2+(d-1)>

kde kazdy ¢len odpovidd predchozim moznostem v uvedeném poradi.

107V seridlu ndm tam vypadla suma pres vSechny dimenze I, za coz se omlouvame, ale z textu
to snad bylo pochopitelné.
L0875, takovych, které se nedaji navzajem linedrné poskladat.
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2. Prostym rozndsobenim V' (p) ze zadani ziskdvame

V(e) = 60}@0 (wS — gsoosoz + %@3) :
Efektivni hmotnost pole ¢ odefteme tedy jako imagindrni, m> = —1/(2a/).
S pouzitim diferencidlniho po¢tu (uzndvdme i vypocet pomoci symbolického
programu nebo vypocéet uhodnutim) uréime lokdlni minimum potencidlu ja-
ko @min = @o. Kdyz dosadime do potencidlu ¢ = ¢ — o a opét rozndsobime
zavorky, dostdvame

1
- 6a’ po

3
V(e (90'3 + Qwosﬁ) 7
efektivni hmotnost ¢ je tedy ve stabilni konfiguraci m? = 1/(2¢).
3. Nejdrive si relace ze zadani trochu prepiseme

{a,a} =aa+aa=2d> =1, (2b°=1I),
kde Iy znaci jednotkovou matici 2 x 2. Pro slozky a;; matic ze zminéného zis-
kévéame nésledujici podminky (pro b;; jsou zcela analogické):

2 1 2
aiy; + ai2a21 = - Qa9 + a12021 =

2’7 2’

(a11 + a22)a12 =0, (@11 + a22)a2r =0.
Mame dohromady osm obecné komplexnich slozek dvou 2 x 2 matic, takze reseni
bude urcité nejednoznacné. Staci tedy vybrat néjakou jednoduchou matici a spl-
nujici dané rovnice a zkonstruovat b tak, aby splnovala relaci ab = —ba. Ne-
smime vsSak vybrat nasobek jednotkové matice, kterd komutuje se vsim, takze
k antikomutaci bychom ji opravdu nedonutili. Zvolme tedy naptiklad a1 =
— a9 =0 a a2 = a1 = 1/\/§ Tuto konkrétni matici a vlozime do komutac¢ni
relace s matici b a ziskdvame pro jeji slozky podminky

bia = —b21, b1 = —ba.

Zkombinovanim s predchozimi podminkami pak dostavame

1
531—532257

Pokud bychom pozadovali slozky b;; pouze redlné, byly by uz plné urceny da-
nymi rovnicemi, protoze b?; > 1/2, a tudiz z druhé rovnice b12 = 0. V redlném
oboru je pak uz jedinym fesenim matice

1 (1 0
b:ﬂ(o 1)

(pfi zvoleném a). Pokud bychom vSak slozky matice povolili komplexni, feSeni

by bylo napiiklad i
b— 1 0 i
Ve \-i 0)

b11b12 =0.
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Tim si vS8ak nemusite lamat hlavu — plny pocet bodi ziskate za libovolné z ob-
dobnych rfeseni.
Zminime jen pro zajimavost, ze pokud linedrné zkombinujete tii zminéné matice

a(00) 56 ) )
v\t o) Blo 1) B\ 0

se tremi koeficienty odpovidajicimi slozkdm néjakého vektoru A kolmého na
vektor B, jehoz tfi slozky naopak pouzijeme na tvorbu druhé linedrni kombinace
téchto matic, dostanete dvé matice, které jsou opét fesenim naseho zadani.
(Muzete schvilné vyzkouset a promyslet proc.)
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f’& Akce FYKOSu

G

Podzimni soustredéni v Ludvikové
Podzimn{ soustiedéni FYKOSu probéhlo ve Ludvikové ve dnech 5.-13. 10. 2013.

Organizatori

Michal Cervetidk, Veronika Dockalové, Ales Flandera, Dominika Kalasovéd, Ka-
rel Kolar, Lukas Ledvina, Jifi Narozny, Kristina NesSporové, Ales Podolnik, Jan
Pullman, Tereza Steinhartova

Uéastnici

Filip Ayazi, Pavel Blazek, Jakub Dolejsi, Petr Dolezal, Jakub Dvoidk, Tomas Fia-
la, Martin Gazo, Peter Hojnos, Lydia Janitorova, Petr Kepcija, Samuel Kocisc¢dk,
Tom&s Kremel, Anna Kufovd, Jakub Kvorka, Zuzana Mickovd, Marek Otypka,
Mojmir Poprocky, Viktor Skoupy, Miloslav Stanék, Klara Stefanova, Katefina Sto-
dolové, Petr Simtinek, Karolina Sromekovéa, Pfemysl Stastny, Petra Stefanikova,
Radka Stefanikové, Lubo$ Vozdecky, Frantisek Zajic, Mikulds Zindulka

Ucastnici podzimniho soustredéni v Ludvikové
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Legenda

Podzimn{ soustiedén{ bylo pfipraveno na motivy filmu In time (Vyméfeny éas)@,
ve kterém se uspésni resitelé dostali do svéta, kde se za vSechno plati casem vlast-
niho zZivota. Kazdy ucastnik mél na zacatku pridélen jeden den casu, ktery mohl
ucasti na prednaskach a hrach rozmnozit, aby , prezil“ do dalsiho dne. Béhem tydne
bylo potfeba sehnat dost casu na to, aby se dal koupit vstup do bohatsich oblasti
svéta, kde byla moznost sehnat kontakt na odbojare, kteri bojovali za navraceni
prirozeného zivota. Nakonec se podatilo sestavit umély virus, ktery pomohl zvratit
uéinky puvodni genetické manipulace a vSechno se vratilo do normaélu.

Jarni soustredéni ve Skleném u Frysavy

Jarni soustfedéni FYKOSu 2014 probéhlo ve Skleném u Frysavy ve dnech 26. 4.
az 4. 5. 2014.

Organizatori

Veronika Dockalova, Lubomir Grund, Erik Hendrych, Dominika Kalasova, Karel
Kolar, Lukds Ledvina, Jifi Nédrozny, Kristina Nesporova, Michal Nozicka, Ales
Podolnik, Jakub Safin, Lukss Timko (a v duchu byl s nami i Michal Cerveridk)

Ucastnici

Denisa Lampasova, Filip Ayazi, Jachym Bartik, Jakub Kvorka, Jakub Maruska,
Jakub Sldma, Jan Preiss, Jaroslav Janos, Jozef Burkus, Katerina Smitalova, Ka-
tefina Stodolovéd, Klira Stefanova, Krystof Sulc, Lubo$ Vozdecky, Lubos Krnag,
Lucie Brichové, Lydia Janitorovi, Marek Martaus, Marek Otypka, Martin Styks,
Matéj Mezera, Michaela Horndkova, Miloslav Stanék, Mojmir Poprocky, Pavel Bla-
7ek, Pavel Soudek, Petr Hruby, Petra Stefanikové, Pfemysl Stastny, Tom4as Fiala,
Tomés Kremel, Veronika Rajnakova, Zdenék Turek

Pocatek legendy

Ucastnici byli na soustfedéni pozvéani jako peélivé vybrani uéastnici vesmirného
programu — prvniho letu k hvézdé jiné nez Slunce, k Proximé Centauri. Po pri-
jezdu k letové zakladné byli provéreni a vycviceni k cesté. Vzhledem k soucasnym
technologiim bylo rozhodnuto, ze vétsi ¢ast cesty k Proximé bude probihat ve stézi
(bylo by komplikované prevazet dostatek jidla a ve stdzi, jak dobfe zndmo, clovék
jist nepotiebuje).

109 ttp://www.imdb.com/title/tt1637688/
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Maskot vesmirného programu

Nésledujici ¢ast byla pravdépodobné skupinovou halucinaci vyvolanou jednim
ucastnikem, ktery si ji vysnil a pfes stdzovy systém byla pfenesena na ostatni.

Sen v priibéhu kosmického letu

Ucastnikiim se zdalo, Ze se probudili po havarii raketopldnu. Velice brzy zjistili,
ze to mélo byt vyvolané havarii lodé, kterd nastala tésné u Proximy. Lod se pry
méla obrétit, ale vzhledem k tomu, Ze méla poskozené motory, tak se k Zemi méli
vratila, jak sami tvrdili, v roce 2184. Lod pak havarovala, protoze nebyly funkéni
vSechny pristavaci systémy a posledni energii investovala do oziveni osob ve stézi.

Uéastnici (pry) zjistili, ze se probrali do diktatury ovlddané Velkym Bratrem
Pavlem Augustinskym. Vsude vlaly prapory Fykosie a Pavel Augustinsky je sle-
doval na kazdém kroku (dokonce snad i na zachodech a ve sprchéch). Rozhodli se
prezit, ale proti rezimu bojovat jako odbojari. S tim jim poma&hali nékteri clenové
vnitini strany (pry organizatori FYKOSu, ktefi by v té dobé jiz museli byt uréité
mrtvi), kteff je pri priletu zachranili od vaporizovani a soucasné jim zaridili pozici
ve vnéjsi strané. Nemuseli pry tedy jako proléti jist jednou denné ze zemé.

Moc v zemi byla pry rozdélena mezi Ministerstvo miru (vdlky), Ministerstvo
pravdy (propagandy), Ministerstvo hojnosti (které neustéle snizovalo piidély po-
travin, i kdyz v rozhlase bylo neustdle ohlasovano jejich zvySen{) a Ministerstvo
lasky (které provddélo opravdu, ale opravdu nepékné vyslechy a podvazovalo ¢le-
ny Anti-sexudlni ligy mlddeze). Jejich ndzvy se zkracovaly jako MirMini, PraMini,
HojMini a LaMini. Z rozhlasu (s hlasem nezaujaté Elisky), ktery jakoby mél ampli-
ony vsude, se denné ozyvaly, kromé hldSeni o zvySeni pridélu a bojich na Malabar-
ské fronté, popravich na namésti a hrdinskych ¢inech Fykosanu, i tzv. ,pravdy“
Jednalo se o udani, kterad zpracovdvalo PraMini, ale mohly pochdzet od kohokoliv.
Lidé v té dobé dokonce snad i sbirali ,,body* za udani a PraMini pry mélo co délat,
aby udrzelo svou nadvlddu pravd. Vzhledem k tomu, Ze rezim se zdal byt v do-
hledné dobé neznicitelny a ucastnikim pry hrozila vaporizace na kazdém kroku
a jiz byli jednou i zadrzeni a vyslychéani, néktefi dokonce na LaMini (opét se zde
objevuje zcela nelogickd véc — pry je kruté vyslychali samotni odbojati z vnitini
strany), se rozhodli opravit lod a utéct.
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Zakonceni legendy

Po tydnu se tcastnici v porddku probudili ze stdze, prestoze jejich mise byla ne-
aspésna. Hned ze zacCitku, jesté v centru Slunecni soustavy, doslo ke kolizi lodi
s prudkym zavanem slunecniho vétru. Motory lodé byly poskozeny. Sice ne ne-
vratné, ale dostatecné na pochybnost o moznosti 100% tspéchu mise. Pozemska
kontrola tedy vyslala signal na lod, aby se navratila. Tento manévr trval pravé
tyden. Vsechny halucinace lze rozumné vysvétlit. Naptiklad hlas, ktery slychavali
z rozhlasu, byl ve skuteCnosti synteticky hlas lodi. Zména jednoho tcastnika byla
vyvoldna zdkefnou infekci ze staze, kterd zpusobuje nezvratitelné plastické opera-
ce. A rozhodné nikomu nevérte to, ze ma obleceni s obrazem Pavla Augustinského
¢i stranické spodni pradlo s heslem strany ,,Spolecné za ptdka Fykosaka!“, protoze
si to nejspis sami vyrobili, aby svou iluzi podpoftili.

Z jarniho soustredéni ve Skleném u Frysavy

FYKOST Fyziklani

Osmy ro¢nik FYKOSiho Fyziklani probéhl v patek 14. 2. 2014 v budovach Mate-
maticko-fyzikélni fakulty Univerzity Karlovy v Praze. 74 tymi mezi sebou soutézilo
ve trech kategoriich, do kterych byly rozrazeny podle ro¢niku studia jednotlivych
clent. V kategorii A, kam spadaly tymy s nejstarsimi studenty, vyhral tym Po-
zitrény z Gymnézia Ludovita Stira v Trenéiné. Na druhém a tietim misté se se
shodnym poc¢tem bodti i vSemi ostatnimi pomocnymi hodnocenimi umistily tymy
Truhla z Gymnézia a ZS G. Jarkovského v Praze a Budulinci, tym slozeny ze
studentd Gymnézia J. Skody v Pierové a Gymnazia Kojetin. Losem ovem bylo
rozhodnuto, ze druhé misto nalezi tymu Truhla. V kategorii B se na prvnim misté
umistil tym Fyzici GVBN z Gymnézia V. Nedozerského v Prievidzi a v kategorii
C tym Gymtri z gymnézia v T¥inci.

Pravidla

Soutéze se ucastni druzstva s nejvyse péti ¢leny. Na zacatku soutéze dostane kaz-
dé druzstvo sedm prikladt. Za tspésné vyreseny priklad si druzstvo pripise pocet
bodu, ktery zavisi na po¢tu pokusu potfebnych k jeho vyreseni. Déle si od organi-
zatori muze vyzvednout novy priklad. Samotné soutéz probihd 3 hodiny a jejim
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cilem je samoziejmé ziskat co nejvétsi pocet bodu. Presna pravidla jsou k dispozici
na webovych strankach seminéare.

Vysledky
Stredoskolaci A
1. G Ludovita Stara 171 b.
2. G aZS G. Jarkovského 164 b.
3. G J. Skody a G Kojetin 164 b.
Stredoskolaci B
1. G V. Nedozerského 166 b.
2. G Mostecka a SPS a SOSGS Most 156 b.
3. G Ceska Lipa 147 b.
Stredoskolaci C
1. G T¥inec 129 b.
2. G Havlickuv Brod 125 b.
3. G Jana Keplera a G Lovosice 119 b.

Ve wysledkové listiné jsou pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkovd listina
véetné bodovdni jednotlivych dloh je na nasich webovych strankdch.

Fyziklani Online

V poradi tfeti ro¢nik internetové soutéze Fyziklani online se konal 5. 12. 2013.
Do soutéze se aktivné zapojilo 106 tymu ceskych stifedoskolakt, 26 zahrani¢nich
stredoskolskych tymi a 32 tymu v kategorii open, celkem tedy 164 tymi, ¢imz opét
padl rekord v ucasti.

Nejlepsim se stal tym Veterani z kategorie open, ktery ziskal 124 bodd. Tym
The Mathefficent Gaussketeers se umistil se 111 body na misté druhém a treti
celkové skoncil Smoluchowski’s team se ziskem 108 bodi, oba dva téz z kategorie
open. Vitézem kategorie A Ceskych stredoskoldku se stal tym m.raszyk s 88 body,
které mu vynesly paté misto celkové a prvni misto mezi tymy stfedoskolskymi.
Zisk 53 bodu stacil tymu Qaterknan na prvni misto v kategorii B a 17. misto cel-
kové. Mezi tymy kategorie C na prvni pticku dosdhl tym 60letGymiri, ktery ziskal
30 bodu a celkové skoncil 39. Nejlepsi zahraniéni stredoskolsky tym Yognau(gh)ts
se umistil celkové 14. s 63 body.

Pravidla

Na zacatku soutéze kazdy, maximalné péticlenny, tym obdrzel pét uloh, jejichz vy-
sledkem bylo ¢islo. Po zadani spravného vysledku do internetového systému tym
ziskal zaddni nové tlohy. Soutéz trvala 3 hodiny, pficemz v pribéhu soutéze pro-
béhla také pulhodinova hurry up ¢ast, v niz byly tdlohy rozdéleny do tii fyzikdlnich
témat a vyreSeni jedné tlohy od vsech témat bylo hodnoceno bonusovymi body.
Protoze se tato soutéz kona pres internet, nebyly povolené pomiicky nijak omezeny.
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Vysledky
Stredoskolaci A

GUs W =

m.raszyk

Gymji PRO Team 1337
Spoza priehrady pri Istre
Gustiézny Jedacy Horalyek
Gymik

Stredoskolaci B

Grs W =

Qaterknan
GCL
Hatalom
GJK 1
Sprinteri 27

Stredoskolaci C

CUR W

60letGymtri

Gratulujeme, jste 999999 navstévnik tato stranky !!!
Gymlovo Masters

Hodor

Novy Jirik

Zahranicéni stfedoskolaci

U= T e

Yognau(gh)ts
Bosnjaci
breguenights
Magical 5
dindar

pen

Veterani

The Mathefficent Gaussketeers
Smoluchowski’s team
FtaKopySk

PS5

Akce FYKOSu

88 b.
84 b.
64 b.
61 b.
59 b.

53 b.
49 b.
34 b.
33 b.
32 b.

30 b.
26 b.
23 b.
14 b.
14 b.

63 b.
50 b.
43 b.
37 b.
27 b.

124 b.
111 b.
108 b.
100 b.

86 b.

Ve wvysledkové listiné jsou pouze mejlepsi tymy. Kompletni vysledkovd listina

véetné bodovdni jednotlivijch uloh je na nasich webovych strankdch.

Den s experimentalini fyzikou

Den s experimentalni fyzikou je tradi¢ni akce FYKOSu, béhem které se mohou
Gcastnici porozhlédnout po fyzikdlnich pracovistich na MFF UK. Na vlastni oc¢i
mohou vidét, jak se déla fyzika dnesSnich dni. Letos$ni jiz desidty DSEF se ko-
nal dne 13. 2. 2014. Dopoledni program na MFF UK v Tréji zacal prednaskami
RNDr. Karla Zavéty, CSc. o Mossbaurové spektroskopii a RNDr. Vojtécha Chla-
na, Ph.D. o nukledrni magnetické rezonanci. Na tyto pfednasky navazovaly pozdéji
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exkurze na stejnojmennd pracovisté a dale napiiklad na katedry fyziky povrchi,
nizkych teplot a didaktiky fyziky. Ucastnici mohli vidét Ffddkovaci tunelovy mi-
kroskop, pokusy s tekutym dusikem, zafizeni pro magnetickou rezonanci a dalsi.

PRI

Cyklus prednasek pro stredoskolaky

Prednésky poradané spolu s prazskym vyborem Fyzikdlni olympiddy se konaly
zimnim semestru celkem pétkrat. Jsou uréeny predeviim pro studenty SS jako
doplnék pripravy na Fyzikalni olympiaddu.

Jejich témata spolu s autory byly: Modely atomu (Radomir Gajdosoci), Kmité-
ni (Jakub Kocdk), Tepelné stroje (Lukas Ledvina), Magnetostatika (Jdn Pulmann)
a Speciélni teorie relativity (Jakub Vo$mera).

Prednasky byly téz zaznamenavany a online streamovany prosﬁdnictvim aka-
demické sité Cesnet. Odkazy na zdznamy jsou uvedeny na adreset

H10http://fykos.cz/akce/prednasky_archiv
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Kategorie prvnich rocniki

Poradi resiteli

Poradi resiteli

jméno skola P

Student Pilng MFF UK 236

1. Jan Preiss G, Lovosice 179

2. Matéj Mezera G Havlickuv Brod 178

3. Martin Styks G Jana Keplera, Praha 177

4. Jachym Bdrtik G Havlickuv Brod 170

5. Jozef Liptdk G Tajovského, B. Bystrica 145

6. Premysl Stastny G, Zamberk 134

7. Lucie Hronovd G Brno, tf. Kpt. Jarose 107

8. Daniela Pittnerovd G L. Svobodu, Humenné 100

9. Vit Hordcek G L. Jarose, Holesov 7

10. Jaroslav Janos G, Lesni ¢tvrt, Zlin 75

11. Katerina Stodolovd G, Dasicka, Pardubice 69
12.—13. Adam Polocek G, Havlickova, Cesky Tésin 61
12.-13. Kldra Sevéikovd G Uherské Hradists 61
14. Jozef Burkus§ G, Roznava 60

15. Petr Jakubcik PORG, Praha 58
16.—17. Petra Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava 56
16.—17. Frantisek Zajic G, Nymburk 56
18. Aneta K. Lesnd G Christiana Dopplera, Praha 43

19. Veronika Rajnidkovad G Nové Zamky 40

20. Erik Wetter Bilingvalne G, Sucany 35

21. Simona Buryskovad G Matyéase Lercha, Brno 33

22. Hana Lounovd G, Olomouc — Hej¢in 32

23. Petr Siminek G, SOS, SOU a VOS, Hofice 30

24. Simona Gabrielovd G, Jirovcova, Ceské Budéjovice 29

25. Jiri Ledvinka G Opatov, Praha 25

26. Vit Piskovsky G O. Havlové, Ostrava 23

27. Martin Barnovsky G Stard Lubovna 21

28. Stépdn Stenchldk G, Ttinec 19
29.-30. Dominik Krasula G, Krnov 15
29.-30. Peter Kubascik G Kysucké Nové Mesto 15
31. Honza Tous G, Nymburk 13
32.—34. Veronika Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina 12
32.—-34. Filip Mecir Cyrilometodéjské G, Prostéjov 12
32.—-34. Dominika Tanglovd G, Nymburk 12
35.—36. Lukds Dolezel G, Sumperk 11
35.—36. Jaromir Mielec G Volgogradska, Ostrava 11
37.-38. Michal Cervenec G, Povazska Bystrica 10
37.—38. Tomds Mayer DELTA - SS inf. a ekon. 10
39. Matej Coufal G Havlickuv Brod 9
40.—43. Alzbéta Andriyskovd G, Olomouc — Hej¢in 8
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jméno
Student Pilny

skola
MFF UK

N
w

40.—43. Branislav Belko
40.—43. Cyril Saroch

44.—45. Pavol Petrus
44.—45. Minh Tran The
46.—50. Anezka Dolezalovd
46.—50. Daniel Hrdinka
46.—50. Lukds Kramny
46.—50. Martin Kudélka
46.-50. Pavla Skuligovd
51.—53. Jiri Nabélek
51.—53. Simona Saparovd
51.—53. Jakub Zemek
54.—57. David Némec
54.—57. Ivan Novdk
54.—57. Ondrej Parez
54.—57. Katerina Volkovd
58. Marie Kozdkovd
59. Patrik Prokop
60. Pavel Turinsky
61.—66. Lucka Hosovd
61.—66. Tomds Hromada
61.—66. Viktor Materna
61.—66. Dusan Morbitzer

61.—66. Bartolomeéj Pechdcek

61.—66. Michaela Svatosovd

Kategorie druhych rocniki

G Milana Rafusa

G, Hranice

Stojanovo G Velehrad

G Postova, Kosice

Prvni ceské G, Karlovy Vary
G, Dasickd, Pardubice

G, Trutnov

Wichterlovo G, Ostrava

G, Neumannova, Zdar n. S.
G, Dasickd, Pardubice

ZS a MS Chucheln4

G, Srobérova, Kosice

G Uherské Hradiste

G, Tanvald

SS de La Salle

G, ndm. E. Benese, Kladno
Masarykovo G, Vsetin

G Cheb

G dr. A. Hrdlicky, Humpolec
G, Brandys n. L.

G, Spitélska, Praha,

ZS V. Vanéury, Praha

G Brno, t¥. Kpt. Jarose

G a SOSZZE Vyskov
Cirkevni G, Plzen

G M. Kopernika, Bilovec

COCCOOHNWARARATINUIOOOOODINwW® oM

jméno skola P

Student Pilng MFF UK 236

1. Petr Hruby G, Policka 172

2. Dominika Durovéikovd G Hlohovec 159

3. Tomas Hrbek G J. Ressela, Chrudim 155

4. Jakub Jambrich G J. A. Raymana, Presov 146

5. Jirt Jarosik G J. Vrchlického, Klatovy 112

6. Kldra Stefanovd G B. Némcové, HK 111

7. Daniela Simdnkovd G, Pelhfimov 99

8. Samuel Obuch G Jana Hollého, Trnava 95

9. Vojtéch Jelinek G, Neumannova, Zd4r n. S. 85
10.—11. Kuba Pilar G J. Ressela, Chrudim 79
10.—11. Pavel Soucek G, Nymburk 79
12. Jaroslav Stransky G, Tisnov 67

13. Minh Tran Anh G Brno, tt. Kpt. Jarose 63

14. Marek Otgpka G, Zidlochovice 56

15. Pawvel Kis G J. S. Baara, Domazlice 53

16. Jakub Martdk G Golianova, Nitra 47

17. Tomas Drozdik G Andreja Vrabla, Levice 46
18.-19. Martin Gazo G, Panktichova, SR 41
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jméno skola pH)

Student Pilng MFF UK 236

18.—19. Anna Kufovd G M. Kopernika, Bilovec 41
20. Jozef Mist G A. H. Skultétyho, V. Krtis 39

21. Lukds Honsa G, Jirovcova, Ceské Budéjovice 35

22. Vojtéch Lukes G Ludka Pika, Plzen 31

23. Marian Poljak G J. Skody, Pierov 28
24.—26. Adam Gres G, Lesni ¢tvrt, Zlin 24
24.—26. Jakub Kolar Redlné G a ZS, Prostéjov 24
24.—26. Lukds Supik G, Ttinec 24
27.—28. Daniel Hausner G, Plasy 21
27.—28. Christian Miklas G Jéna Hollého, Trnava 21
29. Milan Suk G, Boskovice 20

30. Karel Chladek G, Lanskroun 19
31.—32. Pawvel Bldha Jirdskovo G, Nachod 17
31.—32. Tomds Novotny G, Pelhfimov 17
33.-34. Tomds Farnik G P. de Coubertina, Tédbor 16
33.-34. Matis Zilinec G Ruzomberok 16
35. Filip Smejkal G Uherské Hradisté 15

36. Daniel Backov G Ruzomberok 14
37.—38. Jaroslav Cerman G a SOS, Jilemnice 13
37.—38. Huy Do Duc Masarykovo G, Plzen 13
39.—41. Jiri Chmel G F. Palackého, Val. Mez. 12
39.-41. Peter P. A. Petrds SpMNDaG, SR 12
39.—41. David Pokorny G, Bucovice 12
42.—43. Jakub Liska SG Dr. Randy, Jablonec n. N. 11
42.—43. Richard Stiskdlek G J. Skody, Pterov 11
44.-46. Markéta Dolezalovd G Brno-Reckovice 10
44.—46. Juraj Halabrin G Jura Hronca, Bratislava 10
44.—46. Zsdfia Kdlosi G H. Selyeho Komarno 10
47. Vojtéch Juricek G, Kralupy 9

48. Alena Zizkovd G J. Vrchlického, Klatovy 7
49.-50. Simon Jelinek G, Mosteckd, Chomutov 6
49.-50. Stanislav Sipka G, Kukucinova, Poprad 6
51. Tomds Sulik G Ptchov 5
52.—53. Denis Dimitrov Gymnézium Vitkov 4
52.—53. Kloda Korpelovd G Skolské, Spisska Nova Ves 4
54.—55. Alena Kosdkovd @G, Strakonice 3
54.-55. Jakub Stanovsky G, Krnov 3
56.—57. Barbora Bujalkovd G T. Stira, Zvolen 2
56.—57. Adam Cerny G J. Vrchlického, Klatovy 2
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola P

Student Pilny MFF UK 212

1. Filip Ayazi G Tudovita Stira, Trenéin 213

2. Lubos Vozdecky G a SOSZZE Vyskov 179

3. Pawvel Peterka G P. de Coubertina, Tabor 168

4. Mojmir Poprocky G Matyéase Lercha, Brno 144

5. Jakub Dolejsi G B. Némcové, HK 138

6. Jakub Sldma G Opatov, Praha 133

7. Tomas Kremel G J. Skody, Pierov 102

8. Jakub Maruska G Andreja Vréabla, Levice 99

9. Pawvel Blazek G a ZUS, Slapanice 97

10. Tomds Fiala G, SOS a VOS, Lede¢ n. Séz. 96

11. Jozef Bucko G PdC, Piestany 80

12.—13. Samuel Kociscak G Postova, Kosice 74

12.—13. Miloslav Stanék G a ZUS, Slapanice 74

14. Martin Vandura G J. V. Jirsika, C. Budé&jovice 68

15. Lucie Brichovd PSG jazykové, HK 66

16. Katerina Smitalovd G, Dasicka, Pardubice 63

17. Krystof Sulc VOS, SOS a G, Evropské, Praha 61

18. Petr Dolezal G Z. Wintra, Rakovnik 60

19. Lubos Krndc G A. H. Skultétyho, V. Krtis 46

20.—21. Matyds Grof G Christiana Dopplera, Praha 44

20.—21. Viclav Skdla G J. Vrchlického, Klatovy 44

22. Zdenék Turek G a SOS, Rokycany 42

23. Viclav Rozhot G J. V. Jirsika, C. Budéjovice 41

24. Petr Smisitel G, Bucovice 35

25. Marie Smetanovd Wichterlovo G, Ostrava 33

26. Brigita Holendovd G A. Kmeta 32

27. Miroslav Gaspdrek 28

28. Jiri Kucera G Jana Keplera, Praha 25

29. Jakub Lowit G, Ceskolipsk4, Praha 24

30. Martin Kihoulou G, Plzen, Mikulasské n. 23 23

31. Juraj Jondk G Dolny Kubin 22

32.-33. Zuzana Mickovd G Dolny Kubin 18

32.-33. Stépdn Stépdn Jirdskovo G, Nachod 18

34. Michaela Horndkovd CSS Snina 17

35.—36. Gianamar Giovannetti- 16
Singh

35.—36. Michal Prokop Jirdskovo G, Nachod 16

37.—-39. Peter Cambal G, Skalica 15

37.—39. Jakub Dvordik G, Boti¢ska, Praha 15

37.-39. Jan Skvdra G J. Skody, Pierov 15

40. Viclav Simon Jirdskovo G, Nachod 14

41.—-42. Ivana Mrdzovd G Dolny Kubin 12

41.-42. Pepa Spacek 12

43. Barbora Balcarovd Jirdskovo G, Nachod 9

44. Dusan Stéhule G B. Némcové, HK 8

45. Lenka Koldrovd G, Hranice 3

46.—48. Michal Matyska Jirdskovo G, Nachod 2

46.-48. Michal Safek G, Vysoké Myto 2

46.—48. Milena Vankovd Jirdskovo G, Nachod 2

49. Pavel Pich Jirdskovo G, Nachod 1
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Kategorie Ctvrtych rocniki

Poradi resiteli

jméno skola P

Student Pilny MFF UK 212

1. Jakub Kvorka G, Dubnica n. VaAhom 195

2. Ondrej Zelenka SPS a SOSGS Most 162

3. Lydia Janitorovd G, Srobérova, Kosice 49

4. Zuzana Vlasdkovd G, Rumburk 47

5. Markéta Vohnikovd PORG, Praha 45

6. Michal Belina G Volgogradska, Ostrava 33

7. Tomads Tmej G, Arabské, Praha 30

8. Denisa Lampdsovd G, Povazska Bystrica 25

9. Patrik Turzak G Postova, Kosice 24
10.—11. Peter Hojnos G Skolska, Spisskd Nova Ves 21
10.—-11. Jdn Ondrds G Grosslingova, Bratislava 21
12. Marek Martaus G Velké okruzna, Zilina, 20
13.—14. Norbert Slivka G Tajovského, B. Bystrica 19
13.—14. Karolina Sromekovd SpMNDaG, SR 19
15. Lukds Knob G, Kojetin 18
16.—18. Julius Koval G Senica 15
16.—18. Andrej Novdk G M. Hattalu, Trstend 15
16.—18. Radka Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava 15
19. Daniel Slezdk Svobodnéa chebska skola 13
20.—21. Jiri Guth G, Jirovcova, Ceské Budé&jovice 12
20.—21. Viktor Skoupy G, Moravska Trebova 12
22. Irena Bacinskd SpMNDaG, SR 11
23.—24. Josef Havlicek G, Neumannova, Zd4r n. S. 9
23.—24. Jan Stulhofer G, SpgS, OA a JS Znojmo 9
25.-27. Ota Capek G, Roudnice nad Labem 8
25.-27. Petr Kepcija G, Jirovcova, Ceské Budé&jovice 8
25.-27. Petr Machaé G J. Skody, Pierov 8
28. Radek Kozdrek Arcibisk. G, Kromé&riz 7
29.-30. Dominik Nedvidek G, Hodonin 6
29.-30. Samo Tomasec G Varsavska, Zilina 6
31. Martin Jurcek G, Studentska, Havirov 4
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