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Uloha IV.E ... nékdo to rad vlazné 8 bodti; priumér 4,29; fesilo 48 studentii

Zmeérte zavislost teploty na case v uvareném Silku caje. Promérte klidny pripad i ¢aj michany
Izickou. Déle ovérte, ze doba vychladnuti na pitnou teplotu nezavisi na tom, zda se s Cajem
michd ¢i nikoli. Michal upravil zkcd.

Teorie

Budeme predpokladat prenos tepla pouze vedenim. Uvazujme, ze teplota vody t, je v celém
objemu stejnd a je rovna teploté hrnku (keramika vede teplo oproti vzduchu velmi dobfe).
Pokojovou teplotu oznacme t¢,. Uvazujme, ze teplota vody se méni tak pomalu, Ze vedeni tepla
miuZeme povazovat za ustdlené. Pak za dobu dr se vedenim prenese teplo

dQ =k (tp —ty) dr, (1)

kde k je konstanta. Tepelny tok je zaporny, protoze jde ven z hrnku. Abychom snizili teplotu
vody a hrnku o teplotu dt, musime odebrat teplo

d@Q = Cdt, (2)
kde C je tepelnd kapacita hrnku a vody. Rovnice (1) a (2) dohromady dévaji
k (tp —tv) dr=dQ = Cdt.
Nezndme obecné ani konstantu k, ani C, proto zavedeme jinou konstantu A = k/C. Pak po

upravé (separaci proménnych)
1 1

YN

coz je diferencialni rovnice. Obé strany zintegrujeme a dostaneme

dt =dr,

1
—Xln(t—tp) =7+D,
kde D je néjakd integracn{ konstanta (uréime pozdéji z pocateénich podminek), odkud
t(r) = e ANTHD) tp,

po upravée
Hr) = Be ™ 4ty (3)

kde F je opét konstanta, kterou je mozné vyjadrit pomoci ptivodni D a kterou tedy téz mtizeme
uréit z pocatecnich podminek. Poc¢iteéni podminka je, Ze na pocétku (v ¢ase 0) je teplota to,
tedy ¢(0) = 0. Po dosazeni do (3) dostaneme

to=E+t, = FE=ty—1p,
a tedy zavislost teploty na case je
t(r) = (to —tp)e " +1tp. (4)

Rozdil ptripadu, kdyz se s ¢ajem michd a kdyz nikoliv, nedokdzeme snadno kvantitativné
popsat, pokusme se alespon odhadnout nékolik rozdila. Vyse jsme predpoklddali, ze teplota
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vody je v celém objemu v kazdém case stejnd a je stejnd jako teplota hrnku. To vsak neni
pravda, nejvyssi teplotu bude mit voda pfiblizné ve stfedu hrnku, blize u stén bude teplota
o malo nizsi a teplota hrnku bude téz nizsi. Jestlize ¢ajem michdme, pak tuto teplejsi vodu
ze stfedu hrnku pfemistujeme k okraji. Z rovnice (1) vidime, Ze teplo pfenesené za jednotku
Casu je timeérné teploté vody a hrnku, presnéji teploté vnéjsi stény hrnku. Jestlize tuto teplotu
michanim zvysime, tepelny tok bude vyssi, a tedy c¢aj se bude ochlazovat rychleji. Kovova
IZice navic teplo velmi dobre vede a odvadi z vody pry¢. Jestlize michame lzickou, pak nad
hladinou rukou premistujeme vzduch, nad hladinu se dostava vzduch chladnéjsi a opét dojde
k rychlejsimu ochlazovani. Ze vsech téchto divodi by doba vychladnuti na pitnou teplotu méla
byt nizsi v pripadé, Ze se s ¢ajem micha.

Meéreni teploty

Teplota byla méfena pomoci NTC termistort 2322 640!, ktery ma p¥i teploté 25 °C odpor 10k,
pri vyssich teplotdch odpor klesé (termistor je NTC — negative temperature coefficient).

Automatizovat méreni odporu by bylo mozné pomoci multimetru pfipojeného k pocitadi,
nicméné by v jednom okamziku bylo mozné mérit jen tolik teplot, kolik mame k dispozici
multimetri pripojitelnych k pocéitac¢i. Protoze chceme provadét vice méfeni paralelné, zvolime
jiny zptisob.

Meéfeni odporu muZzeme snadno prevést na méfeni napéti pomoci napétového délice (viz
obrdzek 1), ktery se sklddd obecné ze dvou ruznych odpord, v naSem piipadé z termistoru
a odporu Ryer = 10k. Zanedbdme-li proud tekouci pripadnym voltmetrem, pak obéma sou-
castkami tece stejny proud, proto dle Ohmova zakona pomér napéti na nich je roven pomeéru
jejich odport. Budeme-li mérit napéti na referenénim odporu Ry, pri teploté 25 °C naméri-
me Uet/2, jestlize teplota stoupne, odpor termistoru klesne, napéti na ném taktéz a my na
referenénim odporu namérime napéti vyssi.
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Obr. 1: Schéma zapojeni pro automatizované méreni teploty pomoci termistori a Arduino
Nano.

Automatizovat méFeni napéti je jiz podstatné snazsi. Pouzili jsme Arduino Nano?, coZ je
deska obsahujici mikrokontrolér Atmel ATmegal68 a prevodnik UART na USB. Obsahuje néko-

Ihttp://www.gme.cz/img/cache/doc/118/042/ntc640-10k-datasheet—1.pdf
2ht',tp: //arduino.cc/en/Main/arduinoBoardNano


http://www.gme.cz/img/cache/doc/118/042/ntc640-10k-datasheet-1.pdf
http://arduino.cc/en/Main/arduinoBoardNano
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lik 10bitovych analogovych vstupi (na obrdzku oznadenych As,.. ., A,), které umoziuji méreni
napét{ (presnéji méf{ pomér méfeného napéti a referenéniho napéti User). Jako referenéni napéti
(a téz napéti pro napétovy délic) slouzil 3,3 V stabilizdtor HT7533-1. V principu je moZzné za
referenci pouzit primo 5V z USB, nicméné toto je velmi zavislé na pouzitém kabelu, dalsich
pripojenych zafizenich apod. a muze se v prubéhu méfeni velmi ménit (ackoliv na jeho hodnoté
méfeni nezdvisi, Sum na referenénim napéti zvysi Sum méfenych hodnot), proto je vhodnéjsi
pouzit stabilizator.

Mikrokontrolér snadno naprogramujeme, aby v néjakych ¢asovych intervalech (v nasem
pripadé asi 1s) po sériovém portu posilal aktudlni hodnotu napéti na analogovych vstupech.
Na poditaci, ke kterému je Arduino pres USB pfipojeno, pak tyto hodnoty ze sériového portu
¢teme a ukldadame do souboru.

Je tfeba téz prevést namérené napéti na teplotu. To je mozné bud s pomoci udaju, kte-
ré uvadi vyrobce termistoru (nejprve je tieba ze znalosti R.er pFepoéitat napéti na odpor; po
kratkém vypoctu zjistite, Ze na User skutecné nezdvisi), nebo provedeme kalibraci jingm mé-
fidlem. My zvolili druhou metodu a provedli kalibraci pomoci dvojice ¢islicovych teploméru
Dallas DS18B20%, které byly téz pfipojeny na mikrokontrolér. Oba teploméry i véechny termis-
tory byly ponoteny ve vodé, kterd byla michdna, na po¢dtku méla teplotu asi 95 °C, postupné
byla okolnim vzduchem ochlazena na pokojovou teplotu a nakonec byla ochlazena ledem na
asi 0 °C, pfi¢emz byly zaznamendvany teploty obou teploméri (nakonec se z nich vzal primér)
a hodnota napét{ (presnéji feteno pomér méreného a referenéniho napéti) naméfend mikro-
kontrolérem. Pro kazdy z termistoru byla naméfena kalibra¢ni kfivka. Vzhledem k tolerancim
jednotlivych soucéastek se krivky pro kazdy termistor s danym referen¢nim odporem mirné lisily,
proto po provedeni kalibrace nebylo mozné termistory mezi sebou navzajem vyménovat, aniz
bychom vyrazné zvysili nejistotu méreni.

Na zavér kapitoly jesté poznamenejme, Ze popsany postup je mozné pouzit pro méreni
i dalsich veli¢in, které dokazeme prevést na napéti.

Meéreni

Krivka chladnuti byla vzdy zaroven méfena pro tfi pripady — voda v hrknu se nemichala,
voda byla michdna definované pomoci rotujici kanceldfské sponky na dné hrnku (pod hrnkem
rotoval magnet stdlou thlovou rychlost{) a voda byla michdna 1zickou. Méfen{ vSech ti{ pfipadu
vzdy probihala zaroven, aby se odstranil vliv rozdilné pokojové teploty, kterd se pohybovala
mezi 20,0 °C a 21,5°C. Objem vody v hrnku byl vzdy asi 0,51.

Ve vsech pripadech byly pouzity pro méfeni t¥i termistory, jeden pfipevnény na dné hrnku
u okraje, druhy na vnitini strané stény hrnku tésné pod hladinou a treti priblizné na ose hrnku
v poloviné vysky hladiny. Zaznamenany byly vzdy vSechny tfi teploty, pficemz pri zpracova-
ni bylo zjisténo, ze jejich rozdil je srovnatelny s nejistotou méreni teploty, proto z nich byl
vypocitan pramér, ktery byl ddle povazovan za priumeérnou teplotu vody v hrnku.

U prvnich dvou pripada predpoklddame, ze rozptyl namérenych hodnot bude maly, protoze
bud nemichame, nebo michdme vzdy stejné, nicméné michani 1zickou mohlo byt v kazdém
pripadé jiné, proto rozptyl predpokladame vyssi.

Krivka chladnuti pro vSechny tfi pripady byla vzhledem k ¢asové naroc¢nosti az do pokojové
teploty méfena jednou, viz obrdzek 2. Dalsi méfeni byla ukoncéena pii 50 °C, coz je priblizné
teplota, pri které dva organizatori jiz oznacili teplotu ¢aje za pitnou.

3http: //www.gme.cz/img/cache/doc/530/067/ds18b20-datasheet-1.pdf


http://www.gme.cz/img/cache/doc/530/067/ds18b20-datasheet-1.pdf
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Obr. 2: Namétené kiivky chladnuti.

Meéiené kiivky vzdy zacinaly tésné nad 90°C (to proto, ze voda se lila do hrnku, ktery
meél pokojovou teplotu, a tedy jeji teplota poklesla drive, nez senzory teploty zaregistrovaly
zménu teploty). Za dobu vychladnut{ na pitnou teplotu, kterou méame mérit, tedy budeme déle
povazovat dobu, za kterou se teplota vody snizila z 90 °C na 50 °C. Naméfené ¢asy uvadime
v tabulce 1.

Tabulka 1: Namérené doby zchladnuti vody v hrnku z 90 °C na 50 °C v zévislosti na zpiisobu

michani.

Thezmichani  Tmichatko Tizicka
s s s
2035 1648 1723
1967 1666 1693
2018 1697 1737
2061 1731 1653
1996 1701 1683
1983 1682 1705
2034 1699 1716
2035 1709 1671

2020£40 1690+£20 1700420
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Hypotéza o rovnosti stfednich hodnot

Z prumeérnych hodnot a nejistot uvedenych v tabulce 1 by se jiz dalo usuzovat, ze doba vy-
chladnuti na pitnou teplotu zévisi na tom, zda s ¢ajem michdme, protoze intervaly spolehlivosti
se neprekryvaji. Podivejme se vSak na problém, ktery mame fesit, z pohledu statistiky.

Testujme hypotézu, Zze doba vychladnuti na pitnou teplotu nezavisi na tom, zda se s ¢ajem
miché 1zickou ¢i nikoli. Znovu pfipomenme, ze méfeni probihalo vzdy po trojicich, tedy v tabul-
ce 1 méreni, kterd jsou na jednom radku, probéhla soucasné a za stejnych podminek, méfeni na
ruznych radcich mohla probéhnout za rizné teploty, tlaku, vlhkosti. .. Pro testovani vyuzijeme
Studenttv test pro dvojice. Testujeme, zZe stiedni hodnota doby vychladnuti na pitnou teplotu
v pripadé, ze s ¢ajem michame, je stejnd jako stfedni hodnota doby vychladnuti na pitnou
teplotu v pripadé, ze s ¢ajem nemichame.

Hypotézu budeme testovat na hladiné vyznamnosti a = 0,05 = 5%, kterd udava pravdé-
podobnost toho, ze hypotézu zamitneme, ackoliv plat{ (tzv. chyba 1. druhu). To nicméné nic
nefikd o pravdépodobnosti toho, Ze hypotézu nezamitdme, ackoliv neplati (tzv. chyba 2. druhu).

Oznaéme n pozorované dvojice (zi,y;), kde ¢ = 1,2,...,n, a jejich rozdily d; = x; — v;.
Vypocitame aritmeticky pramér jejich rozdila

d=

S

1=1

a vybérovou smérodatnou odchylku jejich rozdilt

s(d) = | 5 7 (4 d)”.

Pozorovand hodnota testovaciho kritéria je

d
t= gV

a porovnavame ji s doplnkem kritického oboru
Wa = <7t1,%(n - 1),151,%(17, — 1)> i

kde t1_a/2(n — 1) je (1 — a/2)-kvantil Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Jestli-
Zet € W4, hypotézu nezamitame, v opacném piipadé hypotézu na hladiné spolehlivosti 1—a za-
mitame.

Aplikujme popsany postup na nase méreni, tedy z; jsou hodnoty v prvnim sloupci ta-
bulky 1 a y; hodnoty ve tfetim sloupci, pficemz n = 8 je pocet radka. Vypocitdme jejich
rozdily a nésledné aritmeticky primér d = 319s a vybérovou smérodatnou odchylku s(d) =
= 47s. Odtud t = 18,0. Kvantil ¢9,975(7) = 2,365 zjistime ze statistickych tabulek. Protoze
18,0 ¢ (—2,365;2,365), hypotézu, ze doba vychladnuti na pitnou teplotu nezavisi na tom, zda
s ¢ajem michdme, na hladiné vyznamnosti 5 % zamitdme. Hodnota testovaciho kriteria je dokon-
ce vySSi nez to,0995(7) = 5,408, takze hypotézu bychom zamitli i na hladiné vyznamnosti 0,1 %.
Dle naméienych hodnot je tedy mensi nez 0,1 % pravdépodobnost, Ze rychlost vychladnuti na
pitnou teplotu nezavisi na tom, zda se s ¢ajem micha.
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Nejistoty méreni

Dallas DS18B20 mér{ teplotu presnéji nez 0,5°C, po kalibraci byl rozdil primérné teploty
namérené dvojici téchto ¢idel a pomoci termistori mensi nez 0,1 °C. Nejistotu méfeni teploty
tedy odhadneme na asi 0,5 °C.

Cas byl méFen pomoci mikrokontroléru s pfesnosti na nanosekundy. Zaznamenévéan byl vzdy
Cas zacatku cyklu méfeni, béhem kterého se postupné precetly a vypocitaly hodnoty ze vsSech
snimadt, coz dohromady trvalo asi 0,5s. Doby, za které se teplota vody snizila z 90 °C na 50 °C,
byly odecitany z grafu, pricemz vzhledem k Sumu odhadneme nejistotu jejich stanoveni na 2s.

Rozptyl vysledku je zfejmé velmi ovlivnén také tim, ze objem vody v hrnku byl definovany
pouze na zakladé rysky v ném pred mérenim nakreslené, takze nejistotu objemu odhadujeme
na 10 ml.

Diskuse vysledkii

Zkusme prolozit naméfenou zdvislost teploty na ¢ase (tu, kde se s vodou nemichalo) teoretickou
zdvislosti (4), viz obrdzek 3. Vidime, zZe teoretickd a naméfend zévislost si neodpovidaji. To je
zpusobeno zjednodusenimi, které jsme pouzili. Méfeni zacalo témér ihned po naliti vody do
hrnku, tedy v dobé, kdy teplota hrnku byla mnohem nizsi nez teplota vody, a tudiz hrnek vodu
ze zacatku ochlazoval mnohem rychleji. Dalsi podstatné zjednoduseni spociva v tom, Ze jsme
zanedbali vypafovani vody?
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Obr. 3: Naméfené krivka chladnuti pro pripad, kdy se s ¢ajem nemichd, proloZena teoretickou
z4vislosti (4).

4Pfesnéjsi modely najdete napt. na http://www-ucjf.troja.mff.cuni.cz/dolejsi/outreach/sedlacek_ajp.
pdf.


http://www-ucjf.troja.mff.cuni.cz/dolejsi/outreach/sedlacek_ajp.pdf
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Zaver

Byla naméfena zavislost teploty na ¢ase v uvafeném $alku ¢aje (obrazek 2) pro klidny ptipad, ¢aj
michany pomoci michdtka (stdlou thlovou rychlosti rotujici kanceldfskd sponka na dné $alku)
a pro ¢aj michany lzickou. Testovali jsme hypotézu, ze doba vychladnuti na pitnou teplotu
(50 °C) nezévisi na tom, zda se ¢ajem mich4, a na hladiné vyznamnosti 0,1 % jsme ji na zdkladé
namérenych hodnot zamitli.

Komentar k doslym reSenim
Mnoho fesiteli si ziejmé neprecetlo celé zadani a neprovedli méreni zavislosti teploty na case,
pouze uvedli, na jakou teplotu se za jeden ¢as (jehoz volbu nekomentovali) voda ochladila.

Ptali jsme se na dobu, za kterou se v obou ptipadech ochladi voda na pitelnou teplotu.
Z toho je zfejmé, Ze je nejprve nutné tuto teplotu (subjektivng) zvolit a méla by se v FeSeni
objevit. Zaroven by se v feseni mély objevit namérené doby, nikoliv pouze graf zavislosti teploty
na case.

Neustale opakujici se chybou je spatné zaokrouhlovani. Zopakujme proto, ze v pripadé vsech
méfeni bychom méli uréit nejistotu mérené veli€iny (nejlépe z parametra pouzitych méridel uréit
nejistotu typu B a z naméfenych hodnot nejistotu typu A a vypocitat kombinovanou nejistotu;
Casto ale postaci alespon odhad), tu zaokrouhlit na jednu platnou éislici (popr. dvé platné éislice,
je-li prvni platnd ¢islice 1 nebo nékdy i 2) a podle nejistoty se pak zaokrouhli i naméfend stfedni
hodnota mérené veli¢iny.

Vétsina Fesiteli provedla jen jedno méfeni pro kazdy piipad (bez michdni a s michdnim
1zickou) a na zdkladé tohoto métreni dosla k néjakému zdvéru. Z jednoho méren{ vSak nelze na
nic usuzovat. PTi testovani hypotézy o rovnosti stfednich hodnot pouzivame kvantil Studentova
rozdéleni s n — 1 stupni volnosti, kde n je pocet méfeni. Pro jedno méfeni, a tedy 0 stupna
volnosti neni Studentovo rozdéleni vibec definovano. Hypotézu se snazime zamitnout, proto
potfebujeme doplnék kritického oboru co nejmensi, a tedy potifebujeme provést co nejvice meé-
feni. Provedeme-li dvé méteni, pak pouzivame to 975(1) = 12,71, coz je asi tiikrat vice nez pro
ti méreni, ¢tyfikrat vice nez pro Ctyri méfeni a pétkrat vice pro pét méteni. Pro vice stup-
nu volnosti jiz kvantily klesaji pomaleji, a tedy provedenim vice méreni jiz doplnék kritického
oboru zmensime méné. Proto je vhodné vzdy alesponi 5 méfeni provést, je-li to mozné.

Jestlize méfime zavislost teploty na Case v diskrétnich Casech, pak by graf mél obsahovat sa-
mostatné body (pfipadné chybové usecky), které by nemély byt spojeny. Samoziejmé, méfime-li
v mnoha riznych ¢asech (napiiklad v grafech vyse jde o téméf 12000 bodi) a hustota bodu
v grafu by byla takova, Zze by vytvorily tlustou Caru, pak je samoziejmé mozné pouzit ¢aru
(nejistotu mtizeme pak v grafu zndzornit dal$imi ¢arami okolo naméfené zdvislosti, které bu-
dou tvorit pas spolehlivosti). Je také tfeba vzdy popsat osy grafu a obsahuje-li vice ruznych
zéavislosti, pak je oznacit tak, aby mezi nimi Slo rozlisit.

Neékteri resitelé pouzili k méfeni multimetr s termoclankem. Zde je tfeba dat si pozor, zda
multimetr provadi spravné kompenzaci studeného konce a zda jej spravné pouzivame. Pomoci
termoclanku totiz muzeme mérit pouze rozdil teplot jeho konci, a tedy potrebujeme znét teplo-
tu toho konce, ktery je pfipojen do multimetru. Pfesnost této kompenzace (kterou multimetry
provadgji) pak velmi ovliviiuje pfesnost méfeni, coz nikdo z téch, kteri jej pouzili, do reseni
neuvedli. Tento efekt je mozné demonstrovat tak, ze konec termoclanku vlozime do rovnovéazné
smési vody a ledu, multimetr, ktery delsi dobu pobyl v mistnosti, by mél namérit teplotu 0 °C).
A skuteéné, multimetr ndm ukéazal hodnotu 1 °C, coz je pro termoclanek typu K (navic Gplné



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXVILIV.E

obyc¢ejny bez oznadeni) v rdmci nejistot méfeni. Pak cely experiment pfesuneme napi. do ledni-
ce nebo v zimé za okno. My presunuli experiment z mistnosti o teploté 20 °C za okno, kde bylo
asi 1°C a po chvili (kdyz se méfena teplota prestala na prvni pohled viditelné ménit) odedetli
hodnotu 12 °C! Po asi péti minutdch (jak se senzor teploty ukryty uvnitf multimetru postupné
ochlazoval) to bylo 8 °C, po deseti minutdch 6 °C, pokud bychom pockali dostatené dlouho,
méla by se naméfené hodnota priblizit té namérené pred presunutim. Odtud navic vidime, jak
velmi daleko od pravdy miuze byt tvrzeni, Ze mérime s nejistotou rovnou poloviné nejmensiho
dilku (coz v pfipadé pouzitého multimetru je 0,5 °C), které mnoho z vas uvedlo.

Tomds Pikdlek

pikos@fykos.cz
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