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Uloha IIL.4 ... Ani k staru, ani k staru... 4 body; pramér 1,89; fesilo 35 studenti

Balén i s koSem ma hmotnost M. Kos balénu se ponori do prehrady a natece do néj voda.
Nyni trochu pritopime a zvysime vztlak balénu na M g+ F. Kos ma tvar hranolu se ¢tvercovou
podstavou o hrané a a je ponoreny do hloubky H. Otvory v kosi tvori p < 1 z celkové plochy
kose, o kterém predpokldddme, Ze je prazdny (kromé vody). Zanedbejme viskozitu vody a vlastni
objem kose. Jak rychle se bude kos vynorovat v zavislosti na hloubce ponoreni?

Bonus Za jak dlouho se vynori?

Népovéda Stredni rychlost vytoku vody z ¢dsti kose nad hladinou je rovna 2/3 maximalni
rychlosti vytoku. Napadla Lukdse pri sledovdni filmu Vratné lahve.

Oznacme si z vysku vynoreni kose balonu a y vysku hladiny v kosi méfenou od hladiny prehrady.
Rychlost vynorovani odpovida ¢asové zméné délky x. Mnozstvi vody, kterd vytéka je imérné
casové zméné vysky hladiny v kosi. Oznacime-li Hy vysku kose, pak vyska hladiny v kosi je

h=Ho—z+vy.
Déle oznacime rychlosti odpovidajici po radé x, y a h jako v, vy, vn. Je zfejmé, zZe plati
Vp =Vy — Vg = Uy =0Uy—Uh. (1)
Pro prutok vody skrz plast kose plati
Q=d*v, = uvn=Qa?, (2)

kde a? je plocha podstavy kose, viz zadani.

Nyni se zaméfime na sily ptsobici v systému, abychom mohli vypocitat @ a vy, coz ndm
staCi pro nalezeni vysledku. Na vodu v kosi pusobi jednak tihova sila, jednak vztlakové sila.
Vztlakové sfla mé velikost F,, = a*(Ho — x)og, kde a*(Ho — z) je objem ponofené Gésti balénu.
Vidime, ze se presné vyrovna tihové sile vody v kosi, jenz je pod hladinou prehrady. Proto
soudet tihové a vztlakové sily je a?yog, a protoze uvazujeme systém téméi v rovnovaze! tak
musi s velkou presnosti platit

F
a’og’

F=d’yog = y= (3)
A protoze sila F' je konstantni, tak je i y = konst a proto je vy, = 0. Rozdil vysky hladiny
v balénu a hladiny pfehrady je po celou dobu konstantni. Rovnice pro rychlost vynorovan{ (1)
spolu s rovnici pro pro vytok z kose (2) davaji
Ve = —Qa72 ,

kde prutok @ bude zdporny, protoze voda vytéka. Nyni tedy staci jej urcit.

Pro uréeni priutoku Q1 z ¢asti pod hladinou se podivame na rozdil tlak uvnitf a vné kose.
Budeme-li totiz znéat rozdil tlaki, tak (z divodu zanedbdni viskozity) mizeme uréit rychlost
prutoku vody vk skrz kos z Bernoulliho rovnice

1 2A
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! Jelikoz p < 1, bude balén pii vynofovani kldst velky odpor a proto ofekavame, Ze se systém velmi rychle
priblizi rovnovéze.
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Rozdil tlakt na vnitini a vnéjsi strané kose je Ap = yog. Plocha ponorené c¢asti kose je S =
=a% + 4a(Hop — x). Prvni ¢len odpovidé plose podstavy. Proto pro celkovy vytok z ¢dsti pod
hladinou plati

Q1:fp(a2+4a(Hofa:))Uzy%:fp(a2+4a(Hofx))\/2yg,

kde za y budeme dosazovat z (3).

Zbyva jesté urcit prutok Q2 z vynorené Casti kose. Z ndpovédy vime, ze stredni rychlost
vytoku bude rovna 2/3 maximdlni vytokové rychlosti. Maximalni vytokové rychlost tésné nad
hladinou bude vy, = \/% Proto pro priatok Q2 plati

2
Q2= —3 - 4dpay+/2yg .

Rychlost zdvihu je tedy

@(

_ 8
0ale) = a2 Q1+ Q2) = V2 (0t aHy + Sy~ 42)

3
kde y je ddno vztahem (3).

Vidime, ze rychlost vynorovani linearné klesé v zavislosti na vysce vynoreni. Mizeme tedy
rovnici prepsat do tvaru
vg(x) = B — Az,
kde A a B jsou konstanty urcitelné ze zadéani. Jde o diferencidlni rovnici. Podivejme se prvné
na pfipad, kdy B = 0. Pak ndm rovnice prejde do tvaru v,(x) = — Az, coz je rovnice naprosto
stejnd, jako ta, kterd popisuje radioaktivni rozpad. V tomto pripadé vime, ze fesenim je

z(t) = xoe_At, vy (t) = —Axge At ,
kde zo je libovolnd konstanta. Kdyz ale k funkci z(¢) pficteme libovolnou konstantu, tak se

ndm rychlost nezméni. Kdyz pricteme B/A, dostaneme

z(t) = g +zoe M = Az(t)= B+ Azpe ™ = B — Ax(t) = —Axee .

coz je presné vyraz pro rychlost, takze mame splnénu nasi rovnici. Konstantu xo urcime tak,
aby platilo z(t =0) = Hyo— H+y. Tedy Ho—H+y = B/A+z¢ = x0= Ho—H+y— B/A.
A ziskali jsme zdvislost vysky vynofeni na ¢ase. K iplnému vynofeni dojde pro z(t) = Ho. Tj.

B _ 1. Ho-2
H():Z—f—.fﬂ()e AT = T:—ZIHTA7

kde jsme oznacili T' ¢as uplného vynoreni.
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Komentare k doslym Fesenim

Ve znacné Casti feseni se objevovala chyba, kdy jste zapomnéli zahrnout vztlakovou silu vodu
obklopujici kos. Déle byla velmi casto Spatné interperovina poznamka p < 1. Jeji vyznam
byl takovy, aby bylo mozno pocitat posloupnost stacionarnich stavi a zanedbat silu potfebnou
pro zrychlovani celé soustavy. Tj. rychlost vynofovani je rovna rychlosti vytékani kapaliny.
Tim padem téz odporové sily nemaji zadny vliv. Mrzlo nés, Ze jste si nenakreslili obrazek, do
kterého byste uvedli definici jednotlivych veli¢in. V nemadlo piipadech absence obrazku vedla
k nespravnym pouzivanim zavedenych veli¢in, také bylo nékdy jedno pismenko pouzivano pro
vice veli¢n zaroven.
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lukasl@fykos.cz
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