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Vezméme prazdny valcovy kelimek. Oto¢me ho dnem vzhiru a tlacme ho pod klidnou vodni
hladinu. Jak vysoky bude vzduchovy sloupec v kelimku v zavislosti na jeho ponoreni?
Karel se inspiroval tim, jak si drive hrdval s kelimkem ve vaneé.

Uvazujme, ze kelimek méa plochu podstavy S a vysku h, a rovnéz, ze teplota okolniho vzdu-
chu T, je stald a rovna teploté vody, do které kelimek tla¢ime. Z hlediska jednoduchych termody-
namickych modelt mizeme tlacit kelimek dvéma zpusoby: bud velmi rychle (tak, aby nestihala
probihat vyména tepla mezi vzduchem v kelimku a okolim) anebo velmi pomalu (tak, aby tep-
lota vzduchu v kelimku byla vzdy rovna teploté okoli, neboli, aby se teploty okoli a kelimku
vzdy stihly vyrovnat).

Uvazme nejdiive druhy scénaf (isotermicky model). Oznacme x vzdalenost okraje ponotrené-
ho kelimku od hladiny a y(z) vysku vzduchového sloupce v kelimku. Tésné pred ponorenim byl
objem vzduchu v kelimku Vo = Sh a jeho tlak byl atmosfericky p.. Ponofime-li okraj kelimku do
hloubky z, bude objem vzduchu v kelimku roven V (z) = Sy(z). Pfetlak uvnitt kelimku spocte-
me jako hydrostaticky tlak v trovni hladiny vody v kelimku, neboli p(z) = p. + ovg(z +y — h).
Miuzeme potom psat Boyletv-Mariottiv zakon

paSh = p(z)V(x) = [pa + ovg(z +y — h)] Sy.

Uz odtud muzeme snadno vydéist, ze mame y(x) — 0 pro x — oo: na levé strané rovnice mame

konstantu a pokud jdeme s x do nekonec¢na, prictenim zadného relevantniho y toto nekonec¢no

nezrusime, nebot y > 0. Muzeme toho docilit akorat tak tim, ze posleme y k nule. To souhlasi

s nasimi fyzikdlnimi predstavami (ve velké hloubce je tlak vzduchu velky a tedy objem maly).
Vztah dédle mizeme jednoduse upravit na

ovgy” + [pa + 0vg(x — h)]y — pah = Ay® + By + C =0,
kde jsme oznagcili
A=ovg, B=lpatovgle—h)], C=-—pah.
Dosazenim do vzorce pro vypocet korenu kvadratické rovnice mame y jako funkci x
—B++vB?2-4AC
2A B

[Pa + 0vg(x — h)] £ \/[pa + 0vg(x — h)]> + 40vgpah
20v9

y1,2(z) =

I

jejiz nejednoznacnost se nam prili§ nelibi. Nahlédneme ale, ze vidy A > 0 a C < 0, coz ndm za
pozadavku y > 0 rika, ze musime zvolit znaménko plus. Mame tedy reseni

_— [pd + Qvg(x - h)] + \/[p‘d + ovg(x — h)]2 + 4ovgpah
20vg

y(x)
nebo také
2pah
[Pa + 0vg(x — h)] + /[pa + 0vg(x — h)]* + 40vgpah

pro v8echna x > 0. Z posledniho tvaru je dobfe vidét, ze y(x) — 0 pro x — oo, jak jsme jiz
odhalili vyse.

y(z) =
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Zde bychom s vypocty mohli skoncéit a spokojit se s vysledkem vyse. To my ale neudélame,
protoze chceme védét, co se stane v pripadé skutecného kelimku (tedy kromé toho, ze mame
k vysledku jisté vyhrady z hlediska estetiky). Vyska typického kelimku totiz nepfesahuje tad
desitek centimetrti, coz je priblizné stokrat méné, nez H = p./(ovg) = 10m, takze h < H.
Tusime tedy, ze pro x < H se budou dit zajimavé véci.

Abychom k vysledku dosli rychle a relativné bezbolestné, povime si o velmi uzitecném
nastroji, totiz Taylorové vété: je-li funkce f : R™ — R n-krdt diferencovatelnd a mé spojitych
prvnich n — 1 derivaci na né&jakém okoli bodu x € R™, pak pro viechna t z tohoto okol{ plati

Pl 8) =3 2 (690" 0 +0 (1t

kde V = (8/0z1,...,0/0xyn) a d/0x; znadl parcidlni derivaci podle proménné z; (coz je to stejné
jako normdln{ derivace podle z;, kdy vSechny ostatni proménné povazujeme za konstanty). Jak
se ukéze, ndm bude stacit piipad n = 2 a x = 0, pro ktery mame

_ of of Lp 0°f lp 0/
f(t) =f(0)+t 91 |y—o 2 s o 2751 a2 X:0+ 2t2 a2 X:0+
o*f 3
+ t1to 92102 . +0(|t]°) - (1)

Jelikoz nés zajima tvar y pro z,h < H, bude vhodné pro tcely nasledujiciho rozboru uvazovat
o y jako o funkci x a h a zavést si nové proménné £ = x/H a n = h/H. Budeme pak zkoumat
limitu (§,7) — (0,0). Pfepisme si nejdiive y jako funkci £ a 1. Po jednoduché manipulaci
dostavame

y(f,n):g<n—§—1+ (6—17+1)2+417)-

Nahlédneme, ze y(§,n) spliuje v bodé (0,0) podminky Taylorovy véty vySe, a po rutinnim
cviceni z derivovani odmocnin zjistime, ze y(0,0) = 0, 9:¥|(0,0) = 0, Inyl(0,0) = H, Oceyl(0,0) =
=0, Oyn¥Yl(0,0) = 0 a Ognyl(0,0) = —H. Dosazenim do (1) pak dostaneme

y(&m) = Hy (L =& +O0((E ).

My ale predpokladdme h < H (tedy n < 1) a jak jsme jiz avizovali vySe, zajima nas ted
chovan{ y(z) pro z < H (tedy £ < 1). Potom ale miizeme zanedbat ¢leny vyssich f4di a mdme
elegantni vysledek

y(ﬂc)%h(l—%) pro z,h < H.

Nemusime snad pfipominat, ze podminky z,h < H jsou pro platnost této aproximace zivotné
dulezité a koneckoncu, dostaneme-li se do oblasti x &~ H, vztah oc¢ividné selze pro x > H.
Pokud bychom se vratili k prvnimu (adiabatickému) scénéri, dosli bychom (analogicky jako
vyse) k rovnosti
Pah” = [pa + ovg(z +y — h)]y", ()

1Zde pouzijeme notaci, kterd se bézné pouziva a urcité stoji za to si ji osvojit: pro funkci f : R™ — R piseme,
ze f(x) = O(g(x)) pro x — a, pokud se f na néjakém okoli a chovd nejhtre jako g (aZ na vyndsobeni nenulovou
konstantou). Pfesnéji, mame f(x) = O(g(x)) pro x — a, pokud existuje M > 0 takové, ze |f(x)/g(x)| < M
pro vSechna x v néjakém okoli a.
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ze které pro hodnotu Poissonovy konstanty x ~ 1,4 pro vzduch nelze analyticky vyjadrit y jako
funkci . Mizeme z nf ale snadno vydéist, ze opét mame y(z) — 0 pro x — 0o, nebot stéle y > 0
a navic k > 0, takze y jde k nule, praveé kdyz y” jde k nule.

Rovnéz muzeme opét uvazit pripad z, h < H. Musime zde ale rovnou aproximovat rovni-
ci (2), protoze piesny vysledek nezndme? P¥episeme nejdifve rovnici (2) do tvaru

+y—h\ ¥
_ rry— "
y—<1+ I7i ) h.

Méme ale z +y — h < z, takze ¢ +y — h < H a tedy

x+y—h)
~ (122
Y ( wH h,

odkud jednoduse vyjadiime y a za pomoci dalsich primocarych aproximaci dostaneme ptiblizny
vysledek

y(a:)zh(l—%) proz,h < H.

Vsimnéme si, ze pro k = 1, coz by mélo odpovidat izotermickému déji, opravdu dostaneme

vysledek, ktery jsme pro izotermicky déj odvodili vyse.
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2Podobné jsme mohli postupovat i v piipadé isotermického déje a dostali bychom se ke stejnému vysledku
jako vyse.
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