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Uvodem

Mili FYKOSéci,

urcité jste dost bystfi na to, abyste tusili, Ze po treti sérii prichazi ctvrta. Potésit by mohla
hlavné milovniky ¢aje, ale vérime, Ze si kazdy mezi ilohami najde svuj salek kavy. Rozhodné to
stoji za to, nebot zacind obdobi, kdy lze schranovat body, za které pak muzete jet na podzimni
soustiedéni.

Na druhou stranu se ale do TeSeni sériovych tloh neponoite natolik, abyste se nezapomnéli
vynofit na DSEF a FYKOSi Fyziklani, které se konaji 13. 2. a 14. 2. v Praze, protoze minout
tyto akce s moznosti vidét zajimava fyzikalni pracovisté a hlavné pomérit své fyzikalni sily
s ostatnimi by byla velka skoda.

Organizdtori
Zadani |V. série
Termin uploadu: 4. 3. 2014 20.00
Termin odeslani: 3. 3. 2014
Uloha IV.1 ... zase jedna neofezana 2 body

Cerstvé ofezand tuzka 6B m4 hrot tvaru kuZele s polomérem podstavy r = 1 mm a vyskou h =
= bmm. Jak dlouhou ¢aru s ni dokazeme udélat, jestlize vzdalenost dvou grafitovych vrstev
je d=3,4A a stopa tuhy obsahuje takovychto vrstev v priaméru n = 100?

Uloha IV.2 ... zkumavky 2 body

Zkumavky o objemu 3ml a 5 ml jsou spojeny kratkou tenkou trubickou, v niz je pérovita tepel-
né nevodiva prepazka, kterd umoznuje dosazeni tlakové rovnovahy v systému. Obé zkumavky
ptvodné obsahuji kyslik pfi tlaku 101,25 kPa a teploté 20 °C. Prvni zkumavku (3 ml) ponofime
do nddoby s rovnovdznou soustavou ledu a vody a druhou (5ml) do nddoby s pdrou. Jaky
bude tlak v soustavé obou zkumavek po dosdhnuti mechanické rovnovahy? Jakého tlaku by se
dosahlo, pokud by ve zkumavkach byl za stejnych podminek dusik misto kysliku?

Uloha IV.3 ... racek 4 body

Naproti sobé pluji dvé lodé, prvni rychlost! u; = 4m-s~' a druh4 rychlosti up = 6m-s~'. Ve

chvili, kdy jsou od sebe vzdaleny so = 50 km, vzlétne z prvni lodi racek a leti smérem ke druhé.
Leti proti vétru, jeho rychlost je v; = 20m-s™'. Kdyz dorazi k druhé lodi, obréati se a let{ zpét,
nyni po vétru rychlosti vo = 30 m-s~*. Takto 1ét4 tak dlouho, dokud se obé lodi nesetkaji. Jakou
celkovou drahu racek urazi?

Uloha IV .4 ... vybity puding 4 body

Modeli atomu vodiku bylo nespocetné mnozstvi a mnohé z nich uz jsou prekonané, ale my
méame radi puding a tak se vratime k tzv. pudinkovému modelu vodiku. Atom tvori koule
o poloméru R s rovnomérné rozlozenym kladnym ndbojem (,,puding®), v kterém se nachdzi



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXVII ¢islo 4/7

vy

sedi ve stfedu pudingu. Celkové je soustava elektricky neutralni. Jakou energii musime dodat
elektronu, abychom ho dostali do nekonecna? Jaky by musel byt polomér pudingu, aby se
tato energie rovnala Rydbergové energii (excita¢ni energie elektronu v atomu vodiku)? Polomér
vyjadrete v nasobcich Bohrova poloméru.

Uloha IV.5 ... kulky 4 body

O kolik se zvysi teplota stejnych ocelovych kulek po jejich vzajemné srazce? Pohybuji se stejnym
smérem rychlostmi v1 = 0,7ca v2 = 0,9 ¢, kde ¢ je rychlost svétla. Uvazujte konstantni tepelnou
kapacitu a uvazujte, ze kulky jsou stdle v pevném skupenstvi.

Uloha IV.P ... to pravé gravitaéni zrychleni 5 bodl

Fales chtél v Praze (V Holesovickach 2 v pfizemi) urcit hodnotu gravitacniho zrychleni z experi-
mentu, kdy poustél kulaty mic¢ek z vysky par metri na Zemi. Rozmyslete si, jaké korekce musel
pri zpracovani méreni zahrnout. Poté navrhnéte vlastni experiment na stanoveni gravita¢niho
zrychleni a diskutujte jeho presnost.

Uloha IV.E ... nékdo to rad vlazné 8 bodii

Zméite zavislost teploty na Case v uvareném salku caje. Promérte klidny pripad i ¢aj michany
1zickou. Déle ovérte, ze doba vychladnuti na pitnou teplotu nezavisi na tom, zda se s ¢ajem
miché ¢i nikoli.

Uloha IV.S ... kvantova 6 bodu

a) Podivejte se do textu, jak pusobi operdtor polohy X a hybnosti P na slozky stavového
vektoru v z-reprezentaci (vlnovou funkcei) a spoéitejte jejich komutétor, tj.

(X)a ((P)ato(@)) = (P)a (X)xto(2)) -

Tip Zjistéte si, co se stane pri derivaci souc¢inu dvou funkei.
b) Problém energetickych hladin pro volnou kvantovou é&astici, tj. pro V(z) = 0, vypada né-
sledovne: 2 o2
PV _ gy
m  Ox
1. Zkuste jako FeSen{ dosadit ¢ (z) = e“* a zjistéte, pro jakd a (obecné komplexni) je E klad-
na (naddle pouzivejte pouze takova o).
2. Je toto fesen{ periodické? Pokud ano, tak s jakou prostorovou periodou (vlnovou délkou)?
3. Je ziskand vlnova funkce vlastnim vektorem operdtoru hybnosti (v -reprezentaci)? Pokud
ano, najdéte souvislost mezi vlnovou délkou a hybnosti (tj. odpovidajicim vlastnim éislem
operatoru hybnosti) daného stavu.
4. Zkuste formalné spocitat hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v prostoru nasi vl-
nové funkci podle vzorce uvedeného v textu. Pravdépodobnost, Ze se Castice vyskytuje
v celém prostoru by méla byt pro fyzikalni hustotu pravdépodobnosti 1, tj. fR p(z)dz =
= 1. Ukazte, ze nelze nasi vlnovou funkci nanormovat (tj. prendsobit néjakou konstantou)
tak, aby jeji formdalni hustota pravdépodobnosti podle vzorce z textu byla opravdovou,
fyzikalni hustotou pravdépodobnosti.
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5. Bonus Jaka si myslite, Ze je limitné neurcitost polohy c¢astice, jejiz vinova funkce je
hodné blizké té nasi? (‘Tj. blizi se ve vSech vlastnostech, ale ma vzdy normovanou hustotu
pravdépodobnosti a je to tudiz fyzikdlni stav.) Lze odhadnout pomoci Heisenbergovych
relaci neurcitosti jakd pritom bude nejméné neurcitost hybnosti?

Tip Davejte pozor na komplexni ¢isla, naptiklad kvadrat komplexniho ¢isla je néco jiného

nez kvadrat velikosti komplexniho ¢isla.

¢) V druhém dile jsme si odvodili energetické hladiny elektronu ve vodiku pomoci redukované
akce. Zvlastni shodou by reseni spektra hamiltonidanu v coulombickém potencidlu protonu
vedlo na dplné samé energie, tj.
En= Ry,

kde Ry = 13,6€eV je energetickd konstanta znama jako Rydberg. Elektron, ktery spadne

z libovolné hladiny na n = 2, vyzafi energii ve formé jediného fotonu umérnou rozdilu

energie danych hladin. Ze kterych hladin musi elektron na druhou hladinu spadnout, aby

bylo vyzaiené svétlo viditelné? Jakou budou mit odpovidajici spektralni ¢ary barvu?

Tip Vzpomente si na fotoelektricky jev a na vztah mezi frekvenci svétla a jeho vlnovou

délkou.

Reseni ll. série

Uloha IL.P ... Temelinska 4 body; primér 2,78; fesilo 49 student

Odhadnéte, kolik jaderného paliva se spotiebuje v jaderné elektrarné na 1 MWh elektrické
energie, kterou spotrebuji lidé az v domécnosti. Srovnejte to se spotfebou paliva v tepelné
elektrarne. Nezapomerite uvazovat vSechny mozné ztraty.
Bonus Uvazte i energii, kterd se spotrebuje pri tézbé a prepravé potrebnych surovin.

Karel premgslel nad CEZem.

Ulohu si rozdslime na tfi ¢asti: vyrobu energie, rozvod energie a bonus — prfiprava a prenos
paliva. Ulohu budeme Fedit pro Ceskou republiku a zanedbame propojeni sité se sousednimi
zemémi.

Nejdriiv zjistéme, kolik jaderného paliva je potieba na dodani jednoho MWh do elektrické
sité. Jaderna elektrarna Dukovany rocné vyrabi zhruba 14,4 TWh, v kazdém ze 4 jejich bloku
se nachdzi zhruba 42t paliva a roéné se jedna pétina vymétiuje! Spotieba paliva s; je tedy

ro¢ni spotreba paliva v kg

=23-10 kg MWh™".
roéni vyroba v MWh ’ &

S5 =

Miuzeme predpokladat, ze tato hodnota bude obdobna i pro JET, takze tato hodnota bude
platit pro veskerou jadernou energii v CR. Je ale nutno mit na paméti, ze se jednd o energii
dodanou do sité, ne do doméacnosti (coz je pfedmétem tlohy).

1http://cs.wikipedia.org/wiki/Jaderné_elektrérna_Dukovany


http://cs.wikipedia.org/wiki/Jaderná_elektrárna_Dukovany
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Pro odhad spotfeby paliva na 1 MWh v tepelnych (uhelnych) elektrarndch vyjdeme z udaju
pro rok 2010, kdy se v uhelnych elektrarnach spole¢nosti CEZ spotiebovalo 2,7-10'° kg hnédého
i ¢erného uhli? a vyrobilo zhruba 29 TWh elektrické energie® Potom je spotfeba na megawatt

Sy =1100kg-MWh™".

Rozvodnou sit si rozdélime na dvé ¢asti: sit prfenosovou a sit distribuc¢ni. Pfenosova soustava
prendsi elektrickou energii na velké vzdalenosti do rozvoden. Funguje zpravidla na napétich
fadové stovky kV a v CR ji provozuje zejména spole¢nost CEPS, a. s. Distribuéni sit zajistuje
distribuci elektiiny koncovym uzivatelim. V CR pracuje na hladindch 110kV, 20kV a 0,4kV,
provozujf ji zejména spolecnosti CEZ, E.ON a PREdistribuce (Prazsks energeticks).

Nez se pustime do odhadovani ztrat prenosové soustavy, ujasnéme si nékolik faktu. Elek-
trony jako Castice nemaji vlastni identitu a tim méné ji muzou mit jejich gradienty generujici
napéti. Protoze je pfenosova sif spojitd, nelze Tici, energie z které elektrarny dorazila kam, nebo
kolik energie z dané elektrarny se preménilo na Jouleovo teplo. Odhady ztratovosti jaderné ¢i
uhelné elektiiny jsou tedy pouze pfipodobnéni? Vytvoime si tedy zjednodusujici model pfeno-
sové soustavy. Proudy v této soustavé se ridi pravidlem nejmensiho odporu, tzn. rozdéli se tak,
aby méfitelny odpor (pro AC impedance) byl co nejmensi® Dale predpoklidejme dokonale syme-
trickou a dostatecné hustou prenosovou sif a homogenni rozdéleni spotfeby energie. Vyjdeme-li
z tohoto, dostali bychom rozdéleni spotfebitelil energie z dané elektrarny, kde by vzdalenéj-
§i spotrebitelé spotiebovavali méné. V nasem modelu toto rozdéleni nahradme kruhem, kde
energii dodava vyhradné dand elektrarna, kde celkovéd spotieba se rovnd vykonu elektrarny.

Na strankdch CEPSu® lze nalézt mnozstvi zajimavych tidaji a informaci véetné aktudlnich
dat tykajici se dodavéni, rozvodu a regulace energie. K odhadnuti ztratovosti jaderné, resp. uhel-
né energie v siti je vice, prezentovat tu budu pouze jeden. Mj. se z téchto stranek da zjistit,
kolik energie bylo celkové pfeneseno a kolik ztraceno’ Tato data odpovidaji procentudlni ztré-
tovosti prenosové sité p = 0,0131 = 1,31 %, coz je redlnd hodnota. Tim ale nemédme vyhrano,
protoze hustota produkce energie neni homogenni a mezi jadernymi a uhelnymi elektrarnami
jsou v tomto sméru velké rozdily. Konkrétné je tim mysleno, ze jadernych elektraren je méné,
za to jsou vykonnéjsi (ve smyslu 1 JE vs. 1 UE). Aplikujme tento poznatek na nds model pre-
nosové sité. Procentualni ztratovost vedeni je primo timérna délce vedeni. Z toho ale vyplyva,
ze ztratovost nasi prenosové soustavy pro danou elektrarnu je primo imérnd vazené-priumérné
vzdéalenosti jejiho odbératele. Plati tedy

fom 2r?dr 9
~ =Sy

pi T[Tq:2 3

kde p; je procentudlni ztratovost prenosové sité pro elektrarnu i. Zaroven ale plati

2
nr; ~ P,

2http://www.cez.cz/edee/content /micrositesutf/odpovednost2011/cs/environment/
vyroba-tezba-a-vystavba.html

3http://cs.wikipedia.org/wiki/Seznam_tepelnjch_elektraren_v_Cesku

4Spiée je tim mysleno, jak by se zménily ztraty prenosové sité v poméru k vykonu elektrarny, kdyby tato
elektrarna byla ze sité vyjmuta a v urc¢itém okruhu okolo elektrarny by doslo ke snizeni odbéru odpovidajicimu
vykonu elektrarny.

5Jedné se pouze o jinou interpretaci Ohmova zdkona pro paralelni zapojeni.

Shttp://www.ceps.cz

"http://www.ceps.cz/CZE/Media/Stranky/Zajimava-cisla.aspx


http://www.cez.cz/edee/content/micrositesutf/odpovednost2011/cs/environment/vyroba-tezba-a-vystavba.html
http://www.cez.cz/edee/content/micrositesutf/odpovednost2011/cs/environment/vyroba-tezba-a-vystavba.html
http://cs.wikipedia.org/wiki/Seznam_tepelných_elektráren_v_Česku
http://www.ceps.cz
http://www.ceps.cz/CZE/Media/Stranky/Zajimava-cisla.aspx
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kde P; je vykon elektrarny i. Dusledkem tohoto
pi~ri ~ VP
Procentudlni ztratovost urcité skupiny IV elektraren pny potom bude

3
2

N N <
>piPi 3P
Pztréty i ~ i

P, - N N :
1k E P, Z P,

PN =

Dale vyjdeme z tabulky® Tabulka pfedstavuje 80 % instalovaného vykonu tepelnych elektraren
v CR. Znacénd &4st zbjvajicich tepelnych i netepelnych elektraren nemusi pfenosovou soustavu
vibec vyuzivat. Déle velkou ¢ast vykonu netepelnych elektraren tvori precerpavaci vodni elek-
trarny, které jsou v nasem modelu zanedbany. Proto v dostatecném priblizeni mizeme tuto
tabulku povazovat za kompletni seznam dodavateli do prenosové sité. Tato data nyni vlozme
do tabulkového editoru a numericky spoctéme poméry procentudlnich ztratovosti a celkovych
produkei jadernych a tepelnych-nejadernych elektraren:®

Pu =gy Do
Dj P

Z definice potom urcité plati:

P
1 Pu Fu
+ pj B

_ celkové ztrdty _ puPu+piBy
= celkovy vikon | Po+ P D 14 2a
J

odkud b
14+ 3
y ) pu:pjp77

=p——p5
1+ 2ee p;

J

pj

z ¢ehoz ndm po dosazeni vyjde pj = 0,020 = 2,0 %, pu = 0,009 = 0,9 %*°

Co se tyce distribuc¢ni sité, na strankach prislusnych spole¢nosti lze opét zjistit fadu zajima-
vych véci, bohuzel ale ne pocet uzli vedeni jednotlivych napétovych trovni. Bez tohoto udaje
nejsme schopni provést kvalifikovany kvantitativni odhad ztrét a primo tudaje o ztratach v dis-
tribuénich vedenich pro CR nebo jednotlivé provozovatele nelze jednoduse dohledat. Nastésti
miuzeme predpokladat, ze na transformacni stanice z prenosové sité prichazi energie z jader-
nych i z uhelnych elektraren spole¢né, tudiz ztratovost distribué¢ni sité dj, resp. du pro energii
z jadernych, resp. z uhelnych elektraren bude stejné.

Podle serveru http://www. indexmundi. com ¢inila celkova procentudlni ztratovost prenosové
i distribuéni sité CR z v roce 2010 5,2 %. Pro ztratovost d distribuéni sité tedy bude platit:

I—(l—d(l-p) =z = dzl—i_z

=0,04=4%.

Shttp://cs.wikipedia. org/wiki/Seznam_tepelnjch_elektraren_v_Cesku

9K tomuto se nejvice hodi sloupec roéni vyroba energie. Miizeme vypoéitat pouze poméry, protoze neznidme
konstanty imérnosti zkoumanych zavislosti.

19Pptedpokladdme hustou, stromovitou rozvodnou sit. Dalsf vadou v nagich vypoctech je fakt, ze ve ztratdch
prenosové sité jsou zapocteny i ztraty pfi transformacich, ale pocet transformaci neroste linedrné s délkou
vedeni. Tento fakt pfiblizi obé ztratovosti blize priamérné ztratovosti.


http://www.indexmundi.com
http://cs.wikipedia.org/wiki/Seznam_tepelných_elektráren_v_Česku
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Abychom dostali pozadované hodnoty a; mnozstvi paliva na energii spotfebovanou v do-
mécnosti, musime hodnoty s; podélit Gc¢innostmi jednotlivych siti. Konkrétné

Sj . -3 —1
aj=————=24-10""kgMWh™ ",
T (l-p)(1—d)
Su . _1
n= ——% = 1200kgMWh .
(T —pu)(1—d) &

Je vidét, ze se hodnoty lisi o témér Sest radu, 2 g jaderného paliva odpovidaji zhruba tuné
uhli.

Tyto hodnoty udavaji, kolik kg paliva musime spotfebovat, abychom do domécnosti doda-
li 1 MWh. Chceme-li ale zjistit skute¢né mnozstvi paliva, které zvysi prisun energie do doméc-
nosti o 1 MWh, musime hodnoty a; upravit podle mnozstvi energie, kterd bude spotiebovana
pri ziskdvani, pripravé a prepravé paliva. Plati

1 1 a;

DA e
kde b; jsou mnozstvi paliv i, které je tfeba pouzit, aby se prisun energie do doméacnosti zvysil
o 1 MWh,; e; je mnozstvi energie, kterd se spotfebuje ziskdvanim, pripravou a prepravou 1kg
paliva, !t

Nicméné toto neni jednoduchy tkol. V pripadé uhli by se jednalo o zejména energetickou
niro¢nost tézby a prepravy, pro jaderné palivo se jedna o tézbu, nékolikandsobny pfesun (¢asto-
krét na vzdalenosti tisfcii kilometrt), filtrace a obohacovani, nemluvé o energii spotiebované na
bezpecnostni opatieni a nasledné ulozeni pouzitého paliva. Béhem vSech téchto procesu dojde
ke spotfebé siroké skaly druht energii od elektrické az po lidské zdroje. Znacnou c¢ast téchto
energii budou tvorit vSemozna paliva na bazi ropy. Na vyrobu a prepravu téchto paliv bylo
kromé ropy zapottfebi opét bohatého spektra dalsich typt energii. Vétsina potiebnych dat je
tézko dohledatelna a i poté by to byl témér nadlidsky tkol. Zpusobi, jak se s timto vyporadat,
je opét nékolik, predvedeme tu jeden z nich.

Za zamysleni rovnéz stoji ndklady (energie + suroviny) na stavbu elektraren (které se pro
rizné typy elektraren rizni). Zde jiz zélezi na pochopeni zaddni. Dle naseho nézoru je tloha
pouze o provozu elektraren, nicméné zapocitani téchto ndkladi rozhodné neni chyba.

V lidské spolecnosti existuje jedna univerzalni entita, kterd slouzi k méfeni riazné ulozenych
energii, totiz penize. Pro srovnani energetické narocnosti jednotlivych paliv pouzijeme tedy
jejich cenu.

Primérnd cena c. 1 MWh se v ¢eskych domacnostech v poslednich letech pohybovala okolo
hodnoty 4 600 K¢. Cena uhli ¢i jaderného paliva se lisi v zdvislosti na mnoha parametrech (mnoz-
stvi, vzdalenost, dodavatel. ..). Pocitejme tedy cenu jaderného paliva pfiblizné 60000 Ké-kg™*
a cenu hnédého uhli zhruba 2Kékg™!. Za néklady na uskladnéni vyhofelého jaderného pali-
va budiz poéitdno 50 K&:MWh™', které musi jaderné elektrarny odvadét do stdtem Fizeného
tzv. jaderného uctu. Castku odvadénou na JU za MWh piepoditejme na kilogram pomoci po-

' Jedn4 se o 1kg vysledného paliva.
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meéru s; jaderného paliva na energii dodanou do sité. Cena jednoho kg jaderného paliva c¢; je
zhruba 81 000 K¢. Plati:

1 C;
€ = — — —,
a; Ce
b = =,
Cq
by = ‘;— =57-10 2 kg MWh ™",
J
by = % = 2300kg-MWh ™.

Je vidét, ze na hmotnost paliva na 1kWh v domécnosti jsou stile jaderné elektrarny asi
o pét rada ucinnéjsi.

Na zavér bychom chtéli zduraznit, ze cest, jak se dostat k vysledku, je mnoho a netvrdime,
ze tato je optiméalni. Déle je dilezité si povSimnout, Ze vétsina ztrat, které jsme vypocitavali, se
v dusledku projevi méné, nez je nepresnost kvuli odhadim vstupnich veli¢in. Tyto chyby tedy
teoreticky lze zanedbat, ale je potfeba argumentovat proc, coz vétsinou nelze o moc snadnéji
nez kvalifikovanym odhadem-vypoctem.

Komentare k doslym resenim

S tlohou jste si vétsinou néjak poradili. Nejvétsi problémy délal odhad ztrat ve vedeni (tém,

co se je snazili spocitat pres rezistivitu drati). Problém délalo rozliSeni uzitného a ztratového
vykonu. Je-li na vedeni napéti U a celé vedeni ma odpor R, pak by ztratovy vykon P, = Ug
pouze kdyby bylo vedeni zapojené do zkratu. Pokud odebirdme energii, tak se do obvodu zapoji
jesté spotrebic - rezistor, jehoz vykon odpovida uzitnému vykonu v domécnosti P;. Problém
ale je, ze ostatni domécnosti muzou délat to samé, tim méni proud ve vedeni, coz nelinedrné

(zhruba kvadraticky) zvySuje ztraty v onom vedeni.

Lubomir Grund
grund@fykos.cz

Uloha ILE ... kutulula 8 bodi; prumeér 4,02; fesilo 45 studenti

Mame naklonénou rovinu, na které postréime micek, aby se zacal kutalet bez prokluzovani
smérem nahoru po naklonéné roviné. Zmeérte zavislost rychlosti micku na case a urcete zavislost
ztraty energie na c¢ase. Naklonénd rovina necht svird thel s vodorovnou rovinou thel o ~ 10°.
Nezapomerite popsat parametry vaseho micku.

Karel se zamyslel nad vyrokem ,koulelo se koulelo*

Teorie

Mame urcit zavislost ztraty energie na Case, proto se nejprve musime zamyslet nad tim, jaké

druhy energie budeme zapocitavat do ztrat a jaké nikoli. Do ztrat budeme zapocitavat rtuzna

t¥en{ (o vzduch, podlozku), ale nebudeme zapocitdvat energii potencidlni, kinetickou a rotaéni.
Zakon zachovani mechanické energie rika

Ex + E, = E = konst,


mailto:grund@fykos.cz
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tedy soucet energie potencidlni a kinetické transla¢ni a rota¢ni by mél byt konstantni, pokud
by slo o pohyb beze ztrat, tj. vSechny pusobici sily by byly konzervativni.
Proto muzeme ztratovou energii v Case t definovat dle vztahu

E.(t) = Eu(t) + Ey(t) — (Eult = 0) + Ey(t = 0)) ,

kde E(t = 0) je energie v ¢ase t = 0 a E(t) je dand energie méfend v Case t. Posledni dva
¢leny muzeme anulovat vhodnou volbou nulové hladiny potencidlni energie. Nulovou hladinu
potencidlni energie volime v misté, kam by kulicka dojela v pripadé, ze by pohyb probihal bez
tfeni. Proto pro ztratovou energii mizeme napsat

E,=F+E,.

Pokud kulicka rotuje okolo osy kolmé na smér pohybu a paralelni k naklonéné roviné a oznacime-
li I moment setrvac¢nosti kulicky vici této ose, miuzeme pro Fx a E, napsat

1 1
E, = =mv* + 5[(02 — mgh,

2
. 1 2 1 v 2
E, = imv + 5] (E) — mgh,
1 1 .
EZ:2 (1+ R2>—mgssma,

kde jsme oznacili: « sklon naklonéné roviny, h vertikalni vzdalenost od nulové hladiny potenci-
alni energie, s vzdalenost po naklonéné roviné od mista obratu, m hmotnost kulicky a g tihové
zrychleni (definujeme h, s > 0).
Pro kouli plati I/ (mR2) = 2/5, tj. pro ztrdtovou energii muzeme psat
E, 7 9 .
— = —v~ —gssina. 1
— =1 Y (1)
Nyni uré¢ime moment setrvacnosti pro homogenni kulovou slupku o vnitfnim poloméru R
a vnéjsim Rp. Vztah pro moment setrvacnosti koule mizeme prepsat do tvaru
2 2 4

L= 2mR? = 2p0npe = 51

= 5
5 593 152%

Moment setrvacnosti kulové slupky bude rozdilem momentt setrvacnosti kouli o polomérech Ra
a Ri. Hmotnost této slupky je

M =2z (RS - RY) .

3
Proto s
_ o 8 5 5 R2 - R
I = I, = Iny = 20 (B3 — RY) = MR3 R
Pro tenkou slupku pak proto plati
2
Iis = gMR2 :
Pro energetické ztraty kulové slupky pak plati
E, .
= %vz —gssina. (2)
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Nyni uréime vzdéalenost, do které by kulicka vyjela od pocatku, pokud bychom neuvazovali
t¥eni, tj. hladinu nulové potencidlni energie. Je-li zrychleni kulicky ax = (5/7)g sin « (1ze odvodit
ze silového rozkladu), pak vzdalenost teoretického bodu obratu je

2

Vo
max — &~ 3
s 2ar (3)

kde vg je rychlost, kterou jsme kuli¢ce na zacatku udélili.

Méreni

Vyrobili jsme naklonénou rovinu, na které byly pripevnény Spejle zarucujici pohyb kulicky
pouze v pfimém sméru, viz obrdzek 1. Délka naklonéné roviny byla sop = (1500 & 5) mm, vyska
byla ho = (66 &+ 1) mm, proto je sklon a = (2,52 4+ 0,04)°. Uhel jsme volili zdmérné mensi, aby
mély odporové sily vétsi vliv.

Obr. 1: Fotografie naklonéné roviny

Na naklonéné roviné jsme méli pripevnéno téz délkové méritko, abychom mohli pfepocitat
souradnici v pixelech na polohu kuli¢ky na naklonéné roviné.

Pro kalibraci jsme stejnou situaci vyfotili v rozliSeni 5184 x 3456. Zaznamenali jsme si -
ovou a y-ovou soutradnici bodi na méfitku, a to po deseti centimetrech. Na grafu 2 je uvedena
zévislost z-ové a y-ové souradnice na poloze na méritku. Na levé ose je x-ova soufadnice a na
pravé ose je y-ova. Odchylka od kalibra¢nich pfimek je mensi nez 50 pixeli, coz odpovida 1,5 cm,
tedy chyba je v fadu procenta. Upozoriiujeme, ze na levé a pravé ose je jind skala. Vysledkem
linearni kalibrace je skalovaci faktor & = (32,7 £ 0,2) pix-cm ™.

K méfteni jsme pouzili dvé ruzné kulicky, jednak kulicku z mys$i, jednak kulicku z deodorantu.
Kulicka z mysi byla plna, kulicka z deodorantu byla prazdnd, proto jsme si v teorii pripravovali
téZ momenty setrvacnosti pro kulovou slupku.

Pomoci programu Tracker jsme uréili zavislost polohy a rychlosti na ¢ase. Abychom odstra-
nili Sum, vypocitali jsme vzdy pramér 7 okolnich hodnot. Pak dle vztahu (1) uréime zdvislost
energetické ztraty na poloze kulicky z mysi a podle vztahu (2) uré¢ime energetické ztraty kulicky
z deodorantu.

Na grafech jsou uvedeny mérné ztraty energie, tedy vydélené hmotnosti odpovidajici kulic-
ky. Graf zavislosti energetickych ztrat pro kulicku z mysi je uveden na obrazku 3, tyz vysledek
pro kulicku z deodorantu je uveden na obrazku 4. Poloha v pixelech byla pfepocitana pomoci
kalibrace £ a informace, ze kamera zabirala stejnou oblast, ale misto 5184 pixeld méla pou-
ze 1280 pixeltl, déva Skélovaci faktor pro kameru & = (8,06 & 0,04) pix-cm™'. Video bylo
porizovano s frekvenci 50 fps.

Nejzajimavéjsim vysledkem by samoziejmé bylo urceni zavislosti zrychleni kulicky na rych-
losti pohybu. Tyto zavislosti jsou uvedeny na obrazku 5.
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Obr. 2: Kalibra¢ni kfivky

Diskuse

Krivky zavislosti ztratové energie na Case jsou znacné zasumélé, protoze urcovani polohy je
limitovano jednak rozliSovaci schopnosti kamery, jednak presnosti identifikace polohy kulicky
na videozdznamu. Tento Sum je vidét, i kdyz jsme pouzili filtrovani. Toto filtrovani neni mozné
pouzit na vétsim rozsahu, protoze by mohly byt nespravné shlazeny extrémy.

Pro kulicku mysi odpovidaji vysledky predpokladu, tj. ztratova energie s casem klesi. Je
zajimavé, ze kulicka prijde o vétsi cast energie na sestupné césti trajektorie. Odchylky mezi
jednotlivymi méfenimi jsou zpusobeny ruznymi pocateénimi rychlostmi. Jistou malou odchylku
mohlo zpusobit gumové oplasténi kulicky, které zvétsovalo polomér, ale nikoli moment setr-
vac¢nosti vuci stfedu. Dalsi odchylku mohly zpusobit kolejnicky, kvali ¢emuz kulicka musela
rotovat rychleji. Tyto dvé systematické chyby se ale nastésti odecitaji.

Pro kulicku z deodorantu mutzeme pozorovat strmy pokles ztratové energie na pocatku
pohybu predevsim pro prvni dvé méteni. Tato odchylka od modelu se d& vysvétlit prokluzovanim
kulicky, tj. plati v ¢ wR. Dalsi zajimavosti je vysoky peak pozorovany pfi druhém méfeni. Tento
je zpusoben pravé vyhodnocovanim polohy kulicky pomoci programu Tracker — referenéni bod
se posunul. Zajimavost{ je, ze pokud bychom pro vypocet ztratové energie pouzili vztah (1)
a nikoli (2), pozorovali bychom nérust ztratové energie okolo horni tvrati pohybu. Mizeme
tedy toto méfeni pouzit i pro vyvraceni hypotézy o plnosti kulicky.

Zavislost zrychleni na rychlosti je bohuzel velmi zasumélé, a proto z ni néco usuzovat lze
pouze velmi stézi. Je zde vidét, ze zrychleni se blizi k nule pro v — —oo. Tato asymptotika
je pochopitelné, protoze po dlouhé dobé, kdy jede kulicka po naklonéné roviné dolu, dosdhne
ustaleného stavu a bude se pohybovat s nulovym zrychlenim. Jednoduse nevysvétlitelnd je

10
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Obr. 3: Zéavislost ztratové energie na case pro kulicku z mysi

ale pravd ¢ast grafu, kde muzeme pozorovat klesajici velikost zrychleni pro velké (poc¢atecni)
rychlosti. Jednim z vysvétleni je vyrovnavani momentu hybnosti a hybnosti tfenim o podlozku,
v této dobé neni splnén predpoklad v = wR.

Pokud by tyto hodnoty nebyly zatizeny Sumem, mohli bychom tvorit hypotézy, jaké jsou
puvody trecich sil pisobicich v systému.

Zavér
Zmérili jsme zavislost ztratové energie na ¢ase pro kulicku z mysi, viz graf 3, a také pro dutou

kulicku z deodorantu, viz graf 4. Pokusili jsme se analyzovat ptvod tfecich sil, ale bohuzel
neuspésné, viz graf 5.

Poznamky k doslym Fesenim

Nejcastéjsi chybou v doslych feSenich bylo nepochopeni zdkladniho principu tlohy a nasledné
zanedbani odporovych sil pusobicich na micek. Misto ztrat mechanické energie se pak v fesenich
Casto objevoval prosty vyvoj hodnoty kinetické energie v case. Dalsim castym problémem bylo
opomenuti slozky kinetické energie pfi rotaci, coz vedlo také k nespravnému odvozeni vztahu
pro zrychleni. Nékteri Tesitelé si také neuvédomili, Ze pro sestrojeni grafu zavislosti rychlosti
na Case je potfeba promérit zavislost polohy na ¢ase v nékolika kratkych tsecich, a misto toho
mérili pouze primérnou rychlost. Mnoho fesiteli také opominulo tu ¢ast pohybu micku, kdy
se vraci zpét do startovni pozice. Velmi casto se také vyskytovaly problémy s poétem platnych
&islic, popisovanim os grafu a podobné. Nakonec bychom radi vyzdvihli fesenf Martina Stykse,

11
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Obr. 4: Zavislost ztratové energie na ¢ase pro kulicku z deodorantu

ktery provedl peclivé méfeni pro tfi riazné micky ¢i mice, a déle feseni Jakuba Kvorky a Filipa
Ayaziho, ktefi dodali nejlepsi feSeni po strance teoretické.

Michal Cerveridk Lukds Ledvina
miso@fykos.cz lukasl@fykos.cz

Reseni 1ll. série

Uloha IIL.1 ... zatméni 2 body; prumér 1,66; fesilo 53 studentu

Kolem hvézdy obiha po kruhové draze planeta a kolem ni obiha taktéz po kruhové draze mésic,
a to v roviné jejiho obéhu. Vime, ze pri zatméni slunce je thlova velikost mésice stejna jako
tihlovd velikost slunce, pozorovano z planety (tj. mésic slunce presné zakryje). Dédle jesté vime,
Ze pri zatméni mésice naopak planeta presné zakryje mésic. Urcete, jaky je pomér poloméri
planety R a mésice r, jestlize je vzdalenost planety od hvézdy mnohem vétsi nez vzdalenost
meésice od planety L a ta je zase radové vétsi nez rozmeéry R, r.

Mirek prohleddval archivy Bcepocculickoli acmpoHoMuueckoli oaumnuaobl.

Podstatou tlohy je nakreslit si s vyuzitim ddaji ze zadédni vhodny obrézek, z néjz bude hodnota
hledaného poméru ihned patrné. Jelikoz jsou drahy planety i mésice presné kruhové a lezi v jedné

12
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Obr. 5: Zavislost zrychleni na rychlosti

roviné, lze geometrii obou pripadi zatméni popsat z této roviny v pohledu kolmém na spojnici
slunce — planeta — mésic.

Obr. 6: Zatmén{ slunce (plnd ¢dra) a zatméni mésice (teckovand ¢dra).

Déle vime, ze rozméry planety a mésice jsou zanedbatelné vici jejich vzdjemné vzdalenosti.
V pripadé zatméni slunce tedy muzeme nakreslit stinovy kuzel mésice tak, Ze jeho vrchol lezi
ve stfedu planety. Uhel u vrcholu ozna¢me «. Polomér mésice pak miizeme vyjadFit pomoci
thlu « a vzdalenosti L jako

r = Lsin (%) . (4)

Druhou situaci, zatméni mésice, miuzeme nakreslit do stejného obrazku tak, ze zafixujeme polo-
hu mésice a planetu nakreslime v opacné poloze. Uhlova velikost hvézdy se timto zjednodusenim

13
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zméni pouze zanedbatelné, protoze jeji vzdilenost od planety je mnohem vétsi nez L. Potom
je vrcholovy thel stinového kuzelu planety pfiblizné roven vrcholovému thlu stinového kuzele
mésice a tyto dva kuzely, resp. trojihelniky, v obrazku splynou. Pak vyjadiime polomér planety

R =~ 2L sin (%) (5)

a ze vztahu (4) a (5) jiz velmi pfimocafe plyne
R~ 2r.

Polomér planety tedy musi byt priblizné roven dvojnasobku poloméru jeji druzice. Vyse popsany
geometricky rozbor je zndzornén na obrazku 6.

Miroslav Hanzelka
mirek@fykos.cz

Uloha IIL.2 ... Stfedozemni moie 2 body; primér 1,68; fesilo 65 studentt

Jak rychle v priuméru tece voda Gibraltarskym priilivem, kdyz umoznuje stridani prilivu a od-
livu ve Stredozemnim mori? Potrebné iidaje si najdéte na internetu a nezapomerite citovat!
Lukds byl prekvapen vyskou prilivu.

Slapové jevy (tedy pfiliv a odliv) vznikaji v dusledku piisobeni tzv. slapovych sil, které jsou
druhotnym efektem gravitacni sily.

Nejjednodussi model je na obrazku 7. Situace A predstavuje tzv. sko¢né dmuti, kdy Slunce,
Mésic a Zemé jsou v jedné primce, a vyska prilivu, resp. odlivu, je vyssi nez v pripadé situace
B, tzv. hluchého dmuti. Z obrazku je patrné, ze slapové sily Slunce jsou slabsi nez slapové sily
Meésice.

Obr. 7: Slapové jevy. A — sko¢né dmuti, B — hluché dmuti.
Zdroj: http://cs.wikipedia.org/wiki/Slapové_jevy.

Rozloha Stiedozemniho mote'? je asi 2,6 - 1012 m?, p¥icemz zména rozlohy mezi piilivem
a odlivem je zanedbatelnd. Priimérnd hloubka Gibraltarského prilivu'® je 365m, Siroky je
(odhadneme nap¥. z mapy) asi 15km. Vyndsobenim dostaneme priifez asi 5,5 - 10% m?.

2http://cs.wikipedia.org/wiki/St¥edozemni_mo¥e
13http: //www.britannica.com/EBchecked/topic/233262/Strait-of-Gibraltar
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Obr. 8: Prumérné amplitudy prilivu na raznych mistech Stfedozemniho mote. Zdroj: http://
WWW.aviso.oceanobs.com/en/applications/ocean/tides/tides-around-the-world.html.

Budeme predpokladat, zZe k prilivu a odlivu dochézi pouze s dvojndsobkem frekvence odpovi-
dajici pruchodu Mésice nad prislusnym polednikem, tj. kazdych 12 hodin 25 minut a 14 sekund,
tedy zanedbame vliv Slunce. Predpokladejme, Ze priliv nastédva na celé plose Stredozemniho mo-
fe v jeden okamzik a rozdil mezi vyskou hladiny pfi pfilivu a pfi odlivu odhadneme dle mapy na
obrdzku 8 na 20 cm (je-li primérnd amplituda 10 cm, pak rozdil mezi maximem a minimem je
dvojnésobek). Vyndsobenim plochy vodni hladiny a této vysky zjistime, ze od odlivu do pfilivu
(tedy za polovinu periody, tj. za asi 6 hodin 12 minut) se objem vody ve Stfedozemnim mori
zvedne 0 5,2-10* m3. Pramérny pritok Gibraltarskym prilivem by pak byl asi 2,3-107 m3.s™ .
Zajima néas primérna velikost rychlosti vody, tu dostaneme vydélenim primérného pritoku
prifezem a dostaneme asi 4m-s~'.

Pokusme se dale alespon kvalitativné popsat nékterd zjednoduseni, kterd jsme v odhadu
udélali. Kvantitativni vyjadreni téchto jevi by vsak bylo obtiZzné, jedinou moznosti by byla
numericks simulacel*

Prvnim zjednodusenim byl predpoklad, ze pfiliv nastava na vSech mistech Stfedozemniho
mofie v jeden okamzik. Rozdil zemépisné délky nejvychodnéjsiho a nejzapadnéjsitho bodu Stre-
dozemniho more je (napf. dle mapy na obrazku 8) asi 37°. Proto v pripadé, kdy uvazujeme
pouze pusobeni Mésice (tedy rozdil zemépisnych délek mista s ptilivem a odlivem je 90°), nikdy
nenastane situace, ze by v celém Stredozemnim mofi byl priliv. Bude-li na jednom konci priliv,
na druhém konci bude hladina pfiblizné odpovidat vySce mezi ptilivem a odlivem. Na obrazku 9
je zavislost vysky vodni hladiny v ¢ase pro né€kolik riznych mist Sttedozemniho more. Mtzeme
si povSimnout, ze rozdil fize (tedy vzdjemny Casovy posun maxim) mezi stanicemi Alexandria
(Egypt) a Paralimni (Kypr) je maly, jejich zemépisné $ifky jsou blizké, kdezto je-li na Kypru
priliv, na druhém konci Stredozemniho more, v Gibraltaru, je odliv. Voda se tedy v ramci Stie-

4Podrobnéjsi  vypocet najdeme napf. na http://www.pik-potsdam.de/news/public-events/archiv/
greencyclesii/programme/18.5.2011/artale/Tidal-exchange-gibraltar-strait.pdf

15


http://www.aviso.oceanobs.com/en/applications/ocean/tides/tides-around-the-world.html
http://www.aviso.oceanobs.com/en/applications/ocean/tides/tides-around-the-world.html
http://www.pik-potsdam.de/news/public-events/archiv/greencyclesii/programme/18.5.2011/artale/Tidal-exchange-gibraltar-strait.pdf
http://www.pik-potsdam.de/news/public-events/archiv/greencyclesii/programme/18.5.2011/artale/Tidal-exchange-gibraltar-strait.pdf

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK

ro¢nik XXVII

¢islo 4/7

Gandia
ol Gibraltar B
Alexandria -
Palma de Mallorca
Paralimni
" Trieste 7
13
m
0k - , R /;/
,#;1 \\\« — B //
—-0,5 | |
16.12. 17.12. 17.12. 18.12. 18.12. 19.12. 19.12.

t

Obr. 9: Casové zavislost vysky p¥ilivu na nékolika mistech Stiedozemniho mofe koncem

roku 2013. Zdroj dat: http://www.

ioc-sealevelmonitoring.org.
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10: Casové zavislost vysky vodni hladiny béhem jednoho mésice koncem roku 2013.
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dozemniho mote presouvd, a tudiz prutok Gibraltarskym prulivem je zna¢né mensi nez vyse
odhadnuty.
Na obrazku 9 si téz muzeme povsimnout dalsi skutecnosti, kterou jsme pii odhadu nebrali
v potaz. Priliv a odliv se neprobihaji vzdy s frekvenci asi 12,5 nebo 12 hodin, nicméné téz s frek-
venci 24 hodin. Napiiklad na stanici Gandia (Spanélsko) je perioda jednoho dne dobfe viditelna.
Na Mallorce jsou v zédvislosti dobfe patrné obé slozky — denni i pildenni. Na obrazku 10 vidime
zavislost vysky hladiny na dvou mistech po delsi ¢asovy interval. Na obou spatifujeme kromé
puldenni periody i periodu denni. Z grafu je téz patrné, Ze amplituda puldennich slapovych
jevi je mensi nez dennich a béhem mésice se méni.
Tomds Pikdlek
pikos@fykos.cz

Uloha IIL.3 ... pohirkovo vanova 4 body; primér 2,31; fesilo 72 student

Vezméme prézdny vilcovy kelimek. Oto¢me ho dnem vzhiiru a tlacme ho pod klidnou vodni
hladinu. Jak vysoky bude vzduchovy sloupec v kelimku v zavislosti na jeho ponoreni?
Karel se inspiroval tim, jak si drive hrdval s kelimkem ve vane.

Uvazujme, ze kelimek méa plochu podstavy S a vysku h, a rovnéz, ze teplota okolniho vzdu-
chu T, je stald a rovna teploté vody, do které kelimek tla¢ime. Z hlediska jednoduchych termody-
namickych modelt mizeme tlacit kelimek dvéma zpusoby: bud velmi rychle (tak, aby nestihala
probihat vyména tepla mezi vzduchem v kelimku a okolim) anebo velmi pomalu (tak, aby tep-
lota vzduchu v kelimku byla vzdy rovna teploté okoli, neboli, aby se teploty okoli a kelimku
vzdy stihly vyrovnat).

Uvazme nejdiive druhy scénaf (isotermicky model). Oznacme x vzdalenost okraje ponotrené-
ho kelimku od hladiny a y(z) vysku vzduchového sloupce v kelimku. Tésné pred ponorenim byl
objem vzduchu v kelimku Vi, = Sh a jeho tlak byl atmosfericky p,. Ponofime-li okraj kelimku do
hloubky x, bude objem vzduchu v kelimku roven V (z) = Sy(z). Pfetlak uvnitt kelimku spocte-
me jako hydrostaticky tlak v trovni hladiny vody v kelimku, neboli p(z) = pa + ovg(z +y — h).
Miuzeme potom psat Boyleuv-Mariottiv zakon

paSh = p(z)V(x) = [pa + ovg(z +y — h)] Sy.

Uz odtud muZeme snadno vyéist, ze méme y(z) — 0 pro x — co: na levé strané rovnice mame

konstantu a pokud jdeme s x do nekonec¢na, prictenim zadného relevantniho y toto nekonecno

nezrusime, nebot y > 0. Muzeme toho docilit akorat tak tim, ze posleme y k nule. To souhlasi

s nasimi fyzikdlnimi pfedstavami (ve velké hloubce je tlak vzduchu velky a tedy objem maly).
Vztah dale miZzeme jednoduse upravit na

ovgy’ + [pa + ovg(z — h)]y — pah = Ay’ + By + C =0,

kde jsme oznagdili
A=ovg, B=[patovg(z—h)], C=-pah.

Dosazenim do vzorce pro vypocet korenu kvadratické rovnice mame y jako funkci x

—B+ /B2 - 4AC
y1,2() 5 A =

— [pa + 0vg(z — h)] £ \/[pa + ovg(z — B)]> + dovgpah
20vg

)
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jejiz nejednoznacnost se ndm prilis nelibi. Nahlédneme ale, ze vidy A > 0 a C < 0, coz ndm za
pozadavku y > 0 1ika, ze musime zvolit znaménko plus. Mame tedy Teseni

— [pa+ ovg(z —h ]+\/[pd+gvg x — h))® + 4ovgpah
y(z) = 5
ovg
nebo také
2pah
y(x) = 2
[pa + 0vg(z — h)] + \/[pa + ovg(z — h)]* + dovgpah

pro v8echna x > 0. Z posledniho tvaru je dobfe vidét, ze y(x) — 0 pro z — oo, jak jsme jiz
odhalili vyse.

Zde bychom s vypocty mohli skoncit a spokojit se s vysledkem vyse. To my ale neudélame,
protoze chceme védét, co se stane v pripadé skutecného kelimku (tedy kromé toho, ze mame
k vysledku jisté vyhrady z hlediska estetiky). Vyska typického kelimku totiz nepiesahuje Fad
desitek centimetrti, coz je priblizné stokrdt méné, nez H = p,/(ovg) = 10m, takze h < H.
Tusime tedy, Ze pro x < H se budou dit zajimavé véci.

Abychom k vysledku dosli rychle a relativné bezbolestné, povime si o velmi uziteéném
néstroji, totiz Taylorové véteé: je-li funkce f : R™ — R n-krat diferencovatelnd a ma spojitych
prvnich n — 1 derivaci na néjakém okolf bodu x € R™, pak pro vSechna t z tohoto okolf plati'®

=34 (69" [0 +0 ("),
k=0

kde V = (8/0z1,...,0/0xyn) a d/0x; znadl parcidlni derivaci podle proménné z; (coz je to stejné
jako normdlni derivace podle z;, kdy vSechny ostatni proménné povazujeme za konstanty). Jak
se ukédze, ndm bude stacit pfipad n = 2 a x = 0, pro ktery mdme

_ of of lp0f 1 J
f(t) = f(0)+ta o1 | T2 Fag | 0+ 5 a 2% 522 =0+
>’f 3
+ tit2 921073 L, o(t]”)- (6)

Jelikoz nés zajima tvar y pro z,h < H, bude vhodné pro tcely nasledujiciho rozboru uvazovat
o y jako o funkci z a h a zavést si nové proménné £ = z/H a n = h/H. Budeme pak zkoumat
limitu (§,7) — (0,0). Pfepisme si nejdiive y jako funkci £ a 1. Po jednoduché manipulaci

dostéavame o
y(&m =+ (n—§—1+\/(£—n+1)2+477> .

Nahlédneme, ze y(£,n) spliiuje v bodé (0,0) podminky Taylorovy véty vyse, a po rutinnim
cviceni z derivovani odmocnin zjistime, ze y(0,0) = 0, 9:y|(0,0) = 0, InYyl(0,0) = H, Oceyl(0,0) =
=0, InYl0,0) = 0 a deny|(0,0) = —H. Dosazenim do (6) pak dostaneme

y(&,m) = Hn(1— &) +0((&n)*).

157de pouzijeme notaci, kters se bézné pouzivéa a uréité stoji za to si ji osvojit: pro funkci f : R® — R piSeme,
ze f(x) = O(g(x)) pro x — a, pokud se f na néjakém okoli a chovd nejhure jako g (aZ na vyndsobeni nenulovou
konstantou). Pfesnéji, mame f(x) = O(g(x)) pro x — a, pokud existuje M > 0 takové, ze |f(x)/g(x)| < M
pro vSechna x v néjakém okoli a.
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My ale predpokldaddme h < H (tedy n < 1) a jak jsme jiz avizovali vySe, zajima nas ted
chovani y(z) pro z < H (tedy £ < 1). Potom ale mtizeme zanedbat ¢leny vyssich f4di a mame
elegantni vysledek

y(:v)%h(17%> proz,h < H.

Nemusime snad pfipominat, ze podminky z,h < H jsou pro platnost této aproximace zivotné
dulezité a koneckoncu, dostaneme-li se do oblasti x &~ H, vztah oc¢ividné selze pro x > H.
Pokud bychom se vratili k prvnimu (adiabatickému) scénéri, dosli bychom (analogicky jako
vyse) k rovnosti
Pah” = [pa + ovg(x +y — h)]y", (7)

ze které pro hodnotu Poissonovy konstanty x =~ 1,4 pro vzduch nelze analyticky vyjadrit y jako
funkei . Mizeme z ni ale snadno vy¢ist, ze opét mame y(z) — 0 pro  — oo, nebot stile y > 0
a navic kK > 0, takze y jde k nule, pravé kdyz y" jde k nule.

Rovnéz miizeme opét uvazit pripad z,h < H. Musime zde ale rovnou aproximovat rovni-
ci (7), protoze presny vysledek nezndme!® PfepiSeme nejdiive rovnici (7) do tvaru

r+y—h —%
=(1+ —F— .
Y <+ H ) h

Méme ale z +y — h < z, takze x +y — h < H a tedy
T+y— h)
~(1—-—=——|h
gy~ (1- =0,
odkud jednoduse vyjadiime y a za pomoci dalsich primocarych aproximaci dostaneme ptiblizny

vysledek
rH

Vsimnéme si, ze pro k = 1, coz by mélo odpovidat izotermickému déji, opravdu dostaneme
vysledek, ktery jsme pro izotermicky déj odvodili vyse.

y(ﬂc)%h(l—i) proz,h < H.

Kuba Vosmera
kuba@fykos.cz

Uloha II1.4 ... Ani k staru, ani k staru... 4 body; pramér 1,89; fesilo 35 studentii

Balon i s koSem ma hmotnost M. Kos balénu se ponoii do prehrady a natece do néj voda.
Nyni trochu pritopime a zvysime vztlak balénu na Mg+ F. KoS ma tvar hranolu se ¢tvercovou
podstavou o hrané a a je ponoreny do hloubky H. Otvory v kosi tvori p < 1 z celkové plochy
kose, o kterém predpokladdme, Ze je prazdny (kromé vody). Zanedbejme viskozitu vody a vlastni
objem kose. Jak rychle se bude kos vynorovat v zavislosti na hloubce ponoreni?

Bonus Za jak dlouho se vynori?

Néapovéda Stredni rychlost vytoku vody z ¢dsti kose nad hladinou je rovna 2/3 maximdlni
rychlosti vytoku. Napadla Lukdse pri sledovdni filmu Vratné lahve.

16Podobné jsme mohli postupovat i v pifpadé isotermického déje a dostali bychom se ke stejnému vysledku
jako vyse.
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Oznacme si z vysku vynoreni kose balonu a y vysku hladiny v kosi méfenou od hladiny prehrady.
Rychlost vynofovani odpovidd casové zméné délky x. Mnozstvi vody, kterd vytéka je imérné
casové zméné vysky hladiny v kosi. Oznacime-li Ho vysku kose, pak vyska hladiny v kosi je

h=Ho—z+vy.
Déle oznac¢ime rychlosti odpovidajici po radé x, y a h jako v, vy, vi. Je zfejmé, zZe plati
Up =Uy —Vy = Uy =Uy — Uh. (8)
Pro pritok vody skrz plast kose plati
Q=d*v, = oun=Qa?, 9)

kde a? je plocha podstavy kose, viz zadani.

Nyni se zaméfime na sily ptsobici v systému, abychom mohli vypocitat @ a vy, coz ndm
staCi pro nalezeni vysledku. Na vodu v kosi ptsobi jednak tihova sila, jednak vztlakové sila.
Vztlakové sfla mé velikost Fy, = a*(Ho — x)og, kde a*(Ho — z) je objem ponofené Gasti balénu.
Vidime, ze se presné vyrovna tihové sile vody v kosi, jenz je pod hladinou prehrady. Proto
soucet tthové a vztlakové sily je a?yog, a protoze uvazujeme systém téméi v rovnovazel” tak
musi s velkou presnosti platit

F
alog

F :azygg = y= (10)

A protoze sila F' je konstantni, tak je i y = konst a proto je vy, = 0. Rozdil vysky hladiny
v balénu a hladiny pfehrady je po celou dobu konstantni. Rovnice pro rychlost vynofovani (8)
spolu s rovnici pro pro vytok z kose (9) davaji

Vp = —Qa72 ,

kde prutok @ bude zdporny, protoze voda vytéka. Nyni tedy staci jej urcit.

Pro uréeni prutoku Q1 z ¢asti pod hladinou se podivame na rozdil tlak uvnitf a vné kose.
Budeme-li totiz znéat rozdil tlaki, tak (z divodu zanedbdni viskozity) miizeme uréit rychlost
prutoku vody vy skrz kos z Bernoulliho rovnice

1 2A
Sk =Ap = v = b
2 V o

Rozdil tlaki na vnitfni a vnéjsi strané kose je Ap = ypg. Plocha ponorené césti koSe je S =
= a® + 4a(Hy — z). Prvni ¢len odpovidé plose podstavy. Proto pro celkovy vytok z Gasti pod
hladinou plati

Q1 =—p(a2+4a(Ho—x))1/%%:—p(a2+4a(Hg—x)) v 2yg,

kde za y budeme dosazovat z (10).

17 Jelikoz p < 1, bude balén p¥i vynorovani kldst velky odpor a proto ocekdvime, Ze se systém velmi rychle
priblizi rovnovéze.

20



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXVII ¢islo 4/7

Zbyva jesté urcit prutok Q2 z vynorené Casti kose. Z ndpovédy vime, Ze stredni rychlost
vytoku bude rovna 2/3 maximalni vytokové rychlosti. Maximéalni vytokova rychlost tésné nad
hladinou bude vy, = 4/2yg. Proto pro prutok Q2 plati

2
Q2 = —3 - dpayr/2yg .

Rychlost zdvihu je tedy

va(@) = —a? (@ + Q) = 12

(a+4Ho+§y—4a:> R

kde y je ddno vztahem (10).

Vidime, ze rychlost vynorovani linearné klesé v zavislosti na vysce vynoreni. Mizeme tedy
rovnici prepsat do tvaru
vg(x) = B — Az,

kde A a B jsou konstanty urcitelné ze zadéani. Jde o diferencidlni rovnici. Podivejme se prvné
na pripad, kdy B = 0. Pak ndm rovnice pfejde do tvaru vy(x) = —Ax, coZ je rovnice naprosto
stejnd, jako ta, kterd popisuje radioaktivni rozpad. V tomto ptipadé vime, ze fesenim je

z(t) = zoe ™, wp(t) = —Ampe ',
kde zo je libovolnd konstanta. Kdyz ale k funkci x(t) pfi¢teme libovolnou konstantu, tak se
ndm rychlost nezméni. Kdyz pficteme B/A, dostaneme

B _ _ _
z(t) = 1 +zoe ™ = Az(t) =B+ Azpe ™ = B — Azx(t) = —Axee .
coz je presné vyraz pro rychlost, takze mame splnénu nasi rovnici. Konstantu x¢ uréime tak,
aby platilo z(t =0) = Ho—H+y. Tedy Ho—H+y = B/A+z0 = o= Ho—H+y—B/A.
A ziskali jsme zdvislost vysky vynofeni na ¢ase. K iplnému vynofeni dojde pro z(t) = Ho. Tj.

B _AT 1
H = — = —— -
0 —+ xoe = 1 0

kde jsme oznacili T' ¢as tiplného vynoreni.

Komentare k doslym resenim

Ve znacné Casti feseni se objevovala chyba, kdy jste zapomnéli zahrnout vztlakovou silu vodu
obklopujici kos. Déle byla velmi casto Spatné interperoviana poznamka p < 1. Jeji vyznam
byl takovy, aby bylo mozno pocitat posloupnost stacionarnich stavi a zanedbat silu potfebnou
pro zrychlovani celé soustavy. Tj. rychlost vynorovani je rovna rychlosti vytékani kapaliny.
Tim padem téz odporové sily nemaji zadny vliv. Mrzlo nés, Ze jste si nenakreslili obrazek, do
kterého byste uvedli definici jednotlivych veli¢in. V nemaélo piipadech absence obrazku vedla
k nespravnym pouzivanim zavedenych veli¢in, také bylo nékdy jedno pismenko pouzivano pro
vice veli¢n zaroven.

Lukds Ledvina
lukasl@fykos.cz
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Uloha IIL5 ... mig-mig! 5 bodii; pramér 1,69; Fesilo 54 studentt

Chudak hladovy kojot chce ulovit proradného ptaka Ulicnika a prichystal na néj ndsledujici
past: na pevné lano privaze 500tunovou kovadlinu, prehodi ji pres vétev tak, aby visela nad
silnici, a bude cekat. Kolikrat musi lano kolem vétve obtocit, jestlize chce kovadlinu udrzet
ve vzduchu pouze vilastni vahou? Predpoklddejte, ze hmotnost lana je vii¢i hmotnosti kojota
zanedbatelna. Mirek vidy fandil kojotovi.

Je jasné, ze musi existovat nejaky fyzikdlny jav, ktory umozni urdzat lano s ndkovou obmotané
okolo konara. Tymto javom je trenie medzi lanom a kondrom. Oznacme si prislusny koefici-
ent statického trenia f. ESte si ozna¢me hmotnost ndkovy M, hmotnost kojota m a polomer
konéra R.

Uvazujme velmi maly kisok lana dizky Al, ktory je obmotany okolo kondra a vymedzeny
uhlom Aa = Al/R ako vidno na obrazku. Tento kusok lana susedné kisky napinaji silami
velkosti Fy a Fy + AF; (bez ujmy na vSeobecnosti mézeme teraz predpokladat, ze AFy > 0).
Konar nan pdsobi vyslednou normalovou silou s velkostou Fj,.

Na nés kusok lana posobi okrem toho vysledna trecia sila s velkostou F' = fF;. Ak by
neexistovala, lano by sa odtécalo v smere sily Ft + AF; (lebo proti smeru tohto pohybu posobi
iba sila F'). Ak si volime Al velmi malé, bude situdcia prakticky symetricka, teda vysledna
norméalova aj trecia sila budd pésobit v strede nasho kuska.

F. + AF,

Obr. 11: Rozbor sil pésobiacich na maly kusok lana.

Aby sa nas ktisok nehybal, musi byt natitho pésobiaci vysledny moment sil nulovy. Kedze ko-
nar ma tvar valca, staci, aby bola vyslednica sil pozdlz obvodu konara nulova. Vplyv gravitacnej
sily na lano mo6zeme zanedbat. Plati teda
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Lano je pevne navinuté, preto aj vyslednica sil v smere osi o nasho kuska je nulova

Fu— (F, + AF,)sin % — Fisin % =0. (12)
Pre malé uhly A« priblizne plati sin (Aa/2) ~ Aa/2 a sily Fy + AF; a F; st priblizne
rovnaké. Preto mézeme z (12) vyjadrit

F, = (2F, + AF,) sin % ~ 2Ft% = FAa
a dosadenim do (11) dostaneme
AF,=F = fF, = fFiAa = %Al.

T&to rovnica ndm hovori, ako sa zmeni napatovd sila v lane na vzdialenosti Al.

Konce lana s kojotom, resp. ndkovou st napinané tiazovou silou Fg,1 = mg, resp. Fy2 = Mg.
Mozeme teda Cakat, ze pri minimalnej dizke lana Lo bude sila F; postupne od kojota po nakovu
rast!® A ako vlastne bude rast? Ak sa Al blizi k nule, prechddza zlomok AF;/Al na derivéciu

ar _ fh
Al R’
z ¢oho integrovanim dostaneme
Fg o Lo
<1
/ — dF; = / I dl,
Fg 1 Fy 0 R
M fLo
In— ="—
s R

Konce lana budu visiet dole, preto bude v skutoc¢nosti lano navinuté k-krat o uhol 2n okolo
celého konéra a este raz o m okolo jeho vrchnej polovice. My potrebujeme aspon také k, pre
ktoré je dlzka lana (2k + 1)nR > L. Pocet prehodeni lana bude potom

1 Lo 1 1. M
N=k+l=-|1+—=|==|14+—Inh—].
+ 2’7+TER—‘ 2{+fnnm—‘

Dosadenim rozumnych hodnét m = 10kg a f = 0,5 dostaneme N = 4. Teda kojotovi staci

prehodit lano okolo kondra styrikrat a ndkovu udrzi aj vlastnou, ovela mensou, vihou.

Jakub Safin
xellos@fykos.cz

18To, ze kojot je Iahsi ako nikova, snad netreba spominat.
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Uloha IIL.P ... solarni pohon 5 bodii; pramér 2,29; fesilo 66 studentt

Mohlo by letadlo létat na solarni pohon?
Dominika s Honzou a Michalem chteéli odletet to teplych krajin.

Kdybychom chtéli byt strucni stejné jako v zadani, stacilo by do feseni napsat ,ano“, protoze
aniz bychom cokoliv museli rozebirat, staci stravit chvili se svym oblibenym vyhledavac¢em
a najdeme mimo jiné projekt Solar Impulse!® ktery ma za cil dokonce cestu kolem svéta ve
Sluncem pohanéném letadle, jehoz prvni testovaci let jiz probéhl v roce 2009 a v lonském roce
letadlo uz zvladlo preletét Atlanticky oceédn.

Podivejme se nyni na prakti¢nost takovéhoto letadla. Solar Impulse je pouze testovaci stroj,
ktery mé za kol demonstrovat moznosti této technologie, a tak je veskera jeho stavba podrizena
tomu, aby létal. Je to velmi lehké a velmi pomalé letadlo (jeho maximdlni vzletovd hmotnost
je 2000kg, z toho je uziteény néklad 400kg, a maximalni rychlost je 70km-h™!) p¥i pomérné
velkém rozpéti kiidel (63m) a délce trupu (22m). Z toho je jasné, ze s takovymito parametry
by na ném zadné aerolinky nevydélaly. Zamysleme se nad tim, jestli by solarnim pohonem slo
pohanét néjaké standardni dopravni letadlo, a nad tim, jaky pokrok je nutny, aby se vyvazily
pripadné nedostatky.

Nasim modelovym letadlem budiz Boeing 787-8 Dreamliner. Parametry, které budeme uva-
Zovat, jsme nasli na Wikipedii?® Dilezité hodnoty jsou nasledujici: plocha kiidel Sy = 325m?,
maximéln{ hmotnost paliva mp = 102t a vykon motort Ps = 71 MW (pfi vzletu — pfi samotném
letu je vykon nizsi, ale letadlo, které nevzleti, neleti). Za pozndmku stoji také, ze co do rozpéti
kiidel jsou si obé letadla, kterd tu zminujeme, velmi podobna.

Uz jen z toho vykonu motoru je evidentni, ze pohanét Dreamliner soldrnimi panely bude
nejspis utopie. Pro¢? Vime?! 7e na Zemi dopad4 sluneéni zafeni, jehoZ plogna hustota vykonu je
pfiblizné 1000 W-m™2. T kdyby solarni panely mély 100% tcinnost, nikdy bychom se na pozado-
vanych 71 MW nedostali. Museli bychom znésobit plochu celého letadla fadové aspon 102krat.
Budiz ndm 1dtéchou aspon to, ze v operacnich vyskach dopravnich letadel bude tok slune¢niho
zafeni vyssi nez na drovni more. Jak bychom tomu, aby letadlo létalo, mohli pomoci? Protoze
jsme mohli vypustit vSechno palivo, nase letadlo ted unese 102t baterii, které si na zemi pred
letem muzeme pomoci solarnich ¢lanku dobit. Lehké lithium-iontové baterie (ty lepsi) maji po-
mér uskladnéné energie ke hmotnosti asi*? 0,8 MJ-kg™* (pro srovnani benzin asi 45 MJ-kg™').
Kdybychom cely prostor vyuzili na baterie, méli bychom k dispozici asi 82 GJ elektrické energie.
To uz zni 1épe, ale pii plném vykonu je to asi 20 min. Jenze v tuto chvili jsme zanedbali to, ze
baterie se pri takovémto odbéru budou rychle prehfivat, coz by si vyzaddalo narocné chlazeni.
Dreamliner jsme zvolili jako ukézku také proto, ze jako moderni letadlo spoléha na slozitou elek-
tronickou avioniku, kterd si vyzaduje velky (sice stile fadové mensi) elektricky vykon a stejné
se v ném baterie prehifvaji?®

Je také pottfeba zminit to, ze letadla za svoje vlastnosti vdéci pravé proudovému motoru,
ktery se ned4 jen tak nahradit motorem elektrickym — bylo by nutné se vratit k vrtuli, coz by
snizilo i¢innost, a tudiz i dolet a dalsi vlastnosti, které bychom od dopravniho letadla ocekévali.

7Zda se, ze v tuto chvili neni mozné postavit dopravni letadlo, které by pohanéla pouze
slunec¢ni energie. Co s tim mize véda udélat? Limity jsou jasné — letadlo samo o sobé nemiize

19http: //www.solarimpulse.com
2Ohttp://en.wikipedia.org/wiki/Boeing_787_Dreamliner
2lhttp://en.wikipedia.org/wiki/Air_mass_(solar_energy)
22http://en.wikipedia.org/wiki/Energy_density
23http://www.ft.com/cms/s/0/4369c0d8-7dd9-11e3-95dd-00144feabdcO. html
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vyrabét vic energie, nez mu Slunce a jeho rozméry dovoli. Tento vykon sdm o sobé dostatecny
na pohon velkych letadel nejspis nikdy nebude. Materidlovi inzenyti by mohli prinést nové
leh¢i konstrukéni prvky, ale cesta k letadlu pohdnénému elektiinou vede spiSe pres vykonné
a energeticky husté baterie, které budou dobijeny elektfinou (tfeba ze soldrnich ¢lankt) na
zemi.

Ales Podolnik
ales@fykos.cz

Uloha IILE ... viskozoidni 8 bodt; pramér 5,59; fesilo 41 studentt

Kazda kapalina ma svou specifickou viskozitu. Pokuste se doma vyrobit prutokovy viskozimetr
a zmérit relativni viskozitu nékolika vhodnych tekutin (alespori tii) vici vodé. Vase vysledky
porovnejte s udaji vyhledanymi na internetu.

Kiki pri navaZovdani v lékdrné stvalo, jak vsechno tece jinak.

Teorie

Viskozita je velicina, kterd udava pomeér mezi tecnym napétim a gradientem rychlosti ve sméru
kolmém na rychlost pii proudéni kapalin. Idedlni kapalina mé viskozitu nulovou, redlné kapaliny
maji vSak v dusledku ptsobeni sil mezi ¢asticemi kapaliny nenulovou viskozitu. Tyto sily lze
oznacit jako vnittni tfeni, pokud ma kapalina velké vnitini tfeni, ma i velkou viskozitu a potece
pomaleji.

Pro méfen{ viskozity je tfeba pouZzit newtonovské kapaliny (zpravidla nizkomolekuldrn{ 14t-
ky), u kterych je pfimé tméra mezi rychlosti jejich deformace a napétim. Tyto kapaliny se ¥{di
Newtonovym zakonem viskozity

_du
T = 77 d.’L‘ 9
kde 7 je teCné napéti, n je dynamickd viskozita a du je vzdjemnd rychlost pohybu smykovych
rovin vzdélenych o dz. Kromé dynamické viskozity pak jesté zavadime kinematickou viskozitu
v =n/p, kde p je hustota kapaliny.

Viskozita zavisi na teploté a se zvysujici se teplotou klesd, coz ma podklad v chovani ¢astic,
které se pti nizsi teploté vice shlukuji. Plati, Ze pro jednoduché méteni viskozity je treba, aby
proudéni kapaliny bylo lamindrni a ne turbulentni, nebot turbulence by byly dalsim faktorem
mimo viskozitu, ktery by proudéni kapaliny brzdil, a rusily by tak urceni viskozity. Zda je
proudéni lamindrni ¢i turbulentni lze uréit pomoci Reynoldsova &isla Re = (vd)/v, kde v je
stfedni rychlost proudéni kapaliny a d je primér trubice. Za stiedni rychlost proudéni lze
priblizné povazovat prumeérnou rychlost kapaliny vztazenou k prufezu trubice S, prumérnou
rychlost kapaliny vypocitdme jako podil objemu kapaliny V', jehoz priatok méfime, a pramérné
doby prutoku T'. Po upravé dostavame pro vypocet Reynoldsova ¢isla vztah

4V

Re = ndTv '

Ptiblizné ciselna hodnota Re pro kazdou kapalinu je uvedena u vysledki v tabulce 2. Pokud je
hodnota Reynoldsova ¢isla do dvou tisic, proudéni je lamindrni.
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Stanoveni viskozity pomoci prutokovych viskozimetru je zalozeno na méreni doby prito-
ku T'. Pro objemovy tok ® pfi lamindrnim proudéni kapaliny v trubici o kruhovém prifezu
s polomérem r a délce | mizeme psat??

_ mApr?
T 8nl

kde Ap je rozdil tlaki na zacitku a na konci trubice. V naSem pripadé uvazujeme svislou
trubici, na kterou je shora pripojen zdsobnik s kapalinou a z jejihoz dolnfho konce kapalina
volné vytékd (zasobnik je otevieny, takze na hladinu vody v ném pusob{ atmosfericky tlak). Je
tedy ziejmé, ze Ap = pgl + p, kde p je hydrostaticky tlak u dna zdsobniku (takze p = p(h), kde
h vyska hladiny kapaliny v zdsobniku nad néjakou pevnou referen¢ni hladinou, a p je rovnéz
piimo umérny p, neboli p(h) = pII(h) pro néjakou funkei II(h), pficemz II(h) zavisi pouze na
geometrii experimentu a ne na pouzité kapaling).

Oznacéme nyni S(h) vodorovny prutez zadsobniku ve vysce h. Potom podle rovnice kontinuity
musi platit S(h)h = —®(h), coz je diferencidlni rovnice pro h. Mé&ime-li ¢as T pro vechny
kapaliny mezi dvéma pevnymi hladinami h; a hs v zdsobniku, dostdvame piimou integraci

vztah . .
2 S(h) 8nl 2 S(h)
/h ®(h) nprt [, gl +TI(h) g

kde K je konstanta pro nas mérici aparat a nezavisi na volbé kapaliny. Dostavame tedy dulezity
vysledek: doba prutoku T kapaliny viskozimetrem je primo umérnd jeji kinematické viskozité.
Zmérime-li doby pritokt pro ruzné kapaliny, dokdzeme pak jednoduse spocitat poméry jejich
kinematickych viskozit. Zndme-li pak presné kinematickou viskozitu jedné z kapalin, mizeme
z téchto pomért dopocitat kinematické viskozity vSech ostatnich.

1

Pomlicky — vyroba priitokového viskozimetru

Pro vyrobu viskozimetru byla vyuzita tenka plastova trubicka s vnitinim prumérem d = 1 mm.
Trubicka byla kouskem zasunuta do vrsku od PET ldhve (s vyvrtanou dirkou na ni) a oblepe-
na, aby se ve vrsku neposunovala a neprosakovala kolem ni kapalina. Jako zasobnik kapaliny
byla pouzita sefiznuté PET ldhev, na které byly tenkym fixem udélany rysky pro vymezeni
objemu kapaliny, jehoz doba prutoku bude méfena. Tento vymezeny objem byl zhruba 400 ml,
tedy dostate¢né mnozstvi, aby vysledky métreni vyrazné neovlivnily neptresnosti pfi méreni casu
prutoku s pouzitim stopek.

Meéreni

Doba prutoku byla méfena u vody, 20 % roztoku sachardzy, nizkotuéného mléka, technického
lihu a technického benzinu. Vsechny kapaliny se nechaly néjaky cas temperovat na pokojovou
teplotu. Samotné métreni probihalo takovym zpusobem, Ze kapalina byla nalita shora do pfi-
praveného viskozimetru tak, aby jeji hladina dosahovala nékolika centimetrti nad horni rysku
a nechala se protékat. V okamziku, kdy hladina dosahla horni rysky, byly spustény stopky a za-
staveny byly ve chvili, kdy hladina dosahla spodni rysky. Kapalina byla zachytdavana v nadobé
pod viskozimetrem, aby bylo mozné s ni méreni provést celkem desetkrat. Pred mérenim kazdé
dalsi kapaliny byly jak viskozimetr, tak ostatni pomocné nadoby vzdy umyty a vysuseny.

24 Jedna se o Poiseuilletiv zdkon, jehoz odvozeni z Newtonova zdkona ponechdvame ctenari jako instruktivni
cviceni.
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Tabulka 1: Namérené casy pritoku jednotlivych kapalin a primérny cas pratoku.

Tvoda Tsacharoza Tmléko Tbenzin &
S S S S S
312,06 395,81 421,85 305,07 309,08
301,67 407,72 429,06 314,79 315,34
310,91 404,67 429,73 310,26 321,94
307,39 397,62 425,80 303,94 312,87
304,99 402,50 422,84 299,51 317,63
309,23 396,25 427,49 304,36 311,58
310,72 399,13 426,87 311,27 317,27
308,14 401,59 430,15 313,48 320,04
307,58 406,74 424,88 302,02 316,76
313,42 402,45 425,92 305,44 313,83

308,6 £2,5 401,5+3,0 426,5+2,0 307,0£3,6 315,628

Vysledky

Vysledky ziskané mérenim jsou casy prutoku jednotlivych kapalin, tyto Casy byly statistic-
ky zpracoviany pomoci Studentova intervalu spolehlivosti na hladiné vyznamnosti o = 0,05,
vysledky jsou uvedené v tabulce 1.

Cilem tlohy je stanovit relativni viskozitu ostatnich kapalin vii¢i vodé, ¢ehoz docilime, pokud
podélime vysledny c¢as prutoku kapaliny ¢asem prutoku vody. Vime-li, ze kinematické viskozita
vody pii 18°C ¢&ini 1,06 - 10~°m?.s™!, miZeme za pomoci ziskané relativni viskozity odhad-
nout kinematické viskozity ostatnich kapalin. Tabulka 2 uvadi relativni kinematickou viskozitu
kapalin viéi vodé, odhad kinematické viskozity (relativni kinematickd viskozita vyndsobena
kinematickou viskozitou vody) a kinematickou viskozitu uvedenou pro jednotlivé kapaliny na
internetu?® Zde je vSak nutné mit na z¥eteli, e technicky lih nem4 stejné chemické slozeni jako
¢isty lih, pro ktery byla viskozita uvedena, to samé plati o technickém benzinu. Jednd se tedy
spis o idaj pro porovnéni, jakou kinematickou viskozitu mé dané kapalina, pokud je v chemicky
Cistém stavu. Mimo to je v poslednim sloupci tabulky uvedeno jiz zminéné Reynoldsovo ¢islo
pro kazdou kapalinu, aby bylo ovéreno, ze proudéni bylo laminarni.

Diskuze

I presto, ze se jednd o domécky vyrobeny viskozimetr, métreni poskytla pomérné dobré vysled-
ky. Diky dostatecné tenké trubicce je proudéni laminarni tak, jak potifebujeme, coz je vidét
z vypocitanych hodnot Reynoldsova éisla pro vSechny kapaliny (zddnd hodnota neptresahuje
2000). Proto je mozné pouzit jednoduchy model urceni viskozity z doby prutoku bez dalsich
komplikaci. Ukézalo se, ze je ndzornéjsi na takto doméacky vyrobeném viskozimetru mérit latky
od pohledu visk6znéjsi nez voda, protoze napriklad namérend doba prutoku technického benzinu
byla vodé tak blizkd, ze jejich relativni kinematicka viskozita se lisila jen minimélné, takze by
nebylo mozné od sebe s velkou presnosti tyto dvé kapaliny rozlisit pomoci méreni viskozity
s nasi technikou (pomineme-li nepfehlédnutelny zapach technického benzinu).

25http://cs.wikipedia.org/wiki/Viskozita
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Tabulka 2: Urceni relativni kinematické viskozity viic¢i vodé a priblizné kinematické viskozity.
V predposlednim sloupci je kinematické viskozita latek (v ¢istém stavu) podle udaji
z internetu. Posledni sloupec obsahuje pfibliznou hodnotu Reynoldsova ¢isla.

i v v-10° Viap - 10°
latka P o g Re
voda 1 1,06 £ 0,00 1,06 160
sacharéza 1,30+0,09 1,38+0,10 90
mléko 1,38+ 0,05 1,46+ 0,05 80
lih 1,02 4+0,08 1,08 +0,09 1,07 160
benzin 0,99+0,10 1,04 +0,11 0,77 150

Zavér
Podarilo se urcit relativni kinematické viskozity vici vodé u riznych kapalin. Viskozita u mléka
se ukédzala byt zhruba 1,4krat vyssi nez viskozita vody, viskozita roztoku sacharézy byla 1,3krat
vyssi a viskozity technického benzinu a lihu se viskozité vody hodné blizily, technicky lth mél
viskozitu o malo vétsi a technicky benzin témér zanedbatelné mensi. Bohuzel ziskané vysledky
nelze dobfe porovnavat s udaji na internetu, nebot pouzité kapaliny byly smési a neslo je
presné chemicky definovat. Presto lze experiment povazovat za pomérné zdafily a vzhledem
k pouzitému vybaven{ vlastn{ vyroby i za pomérné presny (pfi opakovani méreni se jednotlivé
Casy prutoku dané kapaliny liSily minimalné).

Nakonec lze pro odlehceni doporucit stranku o vice nez 85 let probihajicim experimentu,
ktery s problematikou nasi tlohy souvisiZ®

Kristina NesSporovd
kiki@fykos.cz

Uloha IIL.S ... aplikaéni 6 bodii; primér 3,75; Fesilo 28 studenti

a) V textu seridlu jsme vyuzili pfiblizny vztah pro /1 + h?, kde h je mald hodnota. Zkoumejte,
jak presna je to aproximace. Jak moc se miize h lisit od nuly, aby se aproximovand a presna
hodnota lisily o méné nez deset procent? Podobnou aproximaci miizeme provést pro libovol-
nou rozumnou funkci pomoci tzv. Taylorova rozvoje. Pokuste se na internetu najit Taylortav
rozvoj napiiklad pro funkce cosh a sinh kolem bodu h = 0, zanedbejte cleny vyssi nez h?
a najdéte pribliznou mezni hodnotu h, kdy se aproximovana a presna hodnota lisi o 0,1.

b) Uvazujme vinovou rovnici pro klasickou strunu ze seridlu a necht je struna pevné upevnéna
na jednom konci v bodé [z;y] = [0;0] a na druhém konci v bodé [z;y] = [I;0]. Pro jaké
hodnoty w, a, a a b je vyraz

y(z,t) = sin(ax) [a cos (wt) + bsin (wt)]

resenim vinové rovnice?
Tip Dosadte do pohybové rovnice a vyuzijte okrajové podminky.

26http://smp.uq.edu.au/content/pitch-drop-experiment
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¢) V minulém dile seridlu jsme porovndvali hodnoty akce pro rizné trajektorie ¢dstice. Nyni
vypoctéte hodnotu Nambu-Gotovy akce pro uzavienou strunu, ktera od casu 0 do casu t
stoji na misté v roviné (z',z?) a mé tvar kruhu o poloméru R. Mame tedy

X(7,0) = (¢, Rcoso, Rsino, 0)

pro o € (0,2n). Nacrtnéte déle, jak vypadd svétoplocha této struny (na posledni, nulovou
komponentu zapomerime) a jak vypadaji éary konstantniho T a .

a) V textu seridlu jsme vyuzili aproximace

\/1+h2%1+%h2.

Dosadime-li par hodnot do obou stran vyrazu, zjistime, ze pro mald h lze vztah povazovat
za prakticky presny (relativni odchylka od pfesné hodnoty je pro h = 0,1 pouhych 0,001 %).
Rozdilnost pravé a levé strany vSak pro vyssi hodnoty h stoupa. Pro h = 1 je to jiz 6 % rozdil
a pro h = 10 nelze uz ani mluvit o aproximaci.

Jaké je tedy hodnota h, aby byla odlisnost pravé a levé strany pravé 10 %? Tuto hodnotu
ur¢ime fesenim nasledujici rovnice

140,50 —V1+h%
V1+h?

Po dvou umocnénich na druhou dostaneme kvadratickou rovnici v h?, jejimZ Fesenim do-
stavame dvé redlnd feSeni h = +1,195. Hodnota h se tedy muze lisit od nuly maximalné
0 1,195, aby byla pfesnost aproximace maximdlné 10 %.

Podobnou aproximaci 1ze provést i pro dalsi funkce. Specidlné pro sinus a kosinus mame

0,1.

rozvoje
h® nb
inh=h— -+ -—— +...
sin 6+120+ )
h? At
h=1— —+ —+...
o8 7 "ot

Cim vice ¢lenti v Taylorové rozvoji funkce vezmeme v tvahu, tim leps{ dostédvéme aproximaci.
Jednotlivé Cleny se obvykle lisi fddové. V pripadé sinu déva napiiklad prvni ¢len pro h =
= 0,5 piispévek 0,5, zatimco druhy ¢len 0,02 a nasledujici pouhych 0,0003. Clen nésledujici
po ¢lenu, do kterého uvazujeme rozvoj, pak mizeme povazovat za odhad chyby aproximace.
V nasem pifpadé uvazujeme jen &leny do h% v rozvojich vyse a nésledujici &len pak uréuje
ptibliznou chybu. Pro h odpovidajici chybé 0,1 pak mdme podminku
h3
6
h4
24

~ 0,1,
~0,1.

Resenim dostdvAme v prvnim piipadé mezni hodnotu 0,843 a ve druhém pifpadé 1,245
(hodnoty udévame v radidnech). Tento odhad chyby neni daleko od skute¢né hodnoty, ktera
je 0,854 a 1,261.
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b) Dosadme navrhovany tvar feseni do vlnové rovnice

Py(a.t) 207yt _
ot? M R

kde jsme oznadili rychlost §fieni viny ¢ = (Tpl)/m. K tomu potfebujeme umét parcidlné
derivovat podle x a t. Derivujeme-li parcialné podle jedné proménné, povazujeme ostatni
proménné za konstanty a tedy pro prvni derivace

% = sin (az) [—awsin (wt) + bw cosw] ,
% = acos (ax) [acos (wt) + bsinwt] .
T

Pro druhé derivace pokracujeme podobné a vSimnéme si, ze

Oy(z, t)

2
N0 = —wy(at),
82y(x, t) 2
Dosazenim do vlnové rovnice a vydélenim y(z,t) dostavame tedy podminku
2 2 2
w'=ca

Nyni uvazujme okrajové podminky, podle kterych musi byt v kazdém case ¢

0=y(0,t) =0,
0 =y(l,t) = sin (al)[a cos (wt) + bsin (wit)],

kde prvni podminka je trividlné splnéna a druhad dava restrikci na hodnoty «. Protoze je
¢len v hranaté zavorce obecné nenulovy, musi byt nulovy sinus, tedy

al=rmn,

kde n je celé ¢islo. V pfipadé n = 0 mame vSak trividlni (nulové) feseni a zdporné hodnoty n
odpovidaji jen resenim s opacnym znaménkem prefaktort, tedy zaméné a — —a a b — —b,
které nejsou nikterak omezené. Proto muzeme uvazovat jen ptirozend n.

Mame tedy mozna reSeni vlnové rovnice

y(z,t) = sin (ax)[a cos (wt) + bsin (wt)],

kde
T C
a=-n, w=-—n

l

a hodnoty a a b mohou byt libovolné. Tyto hodnoty lze urcit ze znalosti po¢atecni konfigurace
struny.

Poznamenejme jesté, ze ¢islo n odpovida poctu ,kopecku® sinu, které se na strunu ,,vejdou*.
Resen{ pro riizna n pak odpovidaji riiznym médfm kmitan{ struny. O tom si jesté povime
v dalsim dile seridlu.
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4 o = konst
//
AN
CEHTD
\\<i/—\ Ae— 7 = konst

/m

NN

Obr. 12: Svétoplocha uzaviené struny z prikladu c).

¢) Kruhova struna stojici v prostoru (pro daného pozorovatele) opisuje v ¢asoprostoru plast
valce tak jako na obrazku. Na obrazku jsou také vyobrazeny cary konstantniho 7 a o, které
Ize snadno urcit ze znalosti parametrizace.
Vypoétéme hodnotu akce ze znalosti parametrizace pfimym dosazenim. Céary konstantni-
ho 7 a ¢ jsou na sebe kolmé a muzeme tedy dosazovat do vyrazu

2

_|ox[Flox ]’

or

oX

% drdo .

My ale mame po zderivovani kazdé slozky

oX

E - (0707070)a

oX .

B = (0,—Rsino, Rcoso,0).

Velikosti téchto étyfvektori jsou tedy (vzpometime na prvni seridl a tlohy k nému, kde jsme
tyto velikosti pocitali)

ox|”

ar| T

x|’

2| =R%*sin®c + R%cos’o = R?.
Oo

Dosazenim do vyrazu pro akci a dvéma integracemi konstanty dostdvame kone¢né

T t 27
S[X(r,0)] = 7—0/ / cRdrdo = —2nRTut.
¢ 0 0
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V tomto specidlnim piipadé lze hodnotu akce také uhddnout. Z textu seridlu vime, Ze hod-
nota akce odpovidd povrchu svétoplochy vyndsobenému prefaktorem —Tp/c. Povrch plasté
valce (bez podstavy) o poloméru R a délce ct (viz zadan{) je roven 2nRct a hodnota akce
bude tedy S = —2nTuRt, coz je hodnota, kterd ndm vyse vysla. Poznamenejme ovsem, ze
tomu tak nemusi byt vzdy, protoze plocha je méfena metrikou ds a jeji naivni vypocet muze
dat obecné jiny vysledek.

Vojtéch Witzany Miroslav Rapcdk
witzanyv@fykos.cz miro@fykos.cz

Serial: Kvantovy

Prehoupli jsme se za polovinu tohoto seridlu, a proto bychom si méli zrekapitulovat, co uz mame
za sebou.

V prvnim dile seridlu jsme podnikli velmi kratky a divoky nélet na teorii relativity a otdzku
kvantové gravitace. Specialni teorie relativity mluvi o tom, jak rtuzné rychli pozorovatelé vidi véci
odlisné. Prostor a ¢as uz nejsou oddélené a pro ruzné pozorovatele se michaji — potrebujeme
je popisovat jako jeden celek, casoprostor. Zaroven nam ale specidlni teorie relativity rika,
ze jsou nékteré véci, které se prosté neméni, at se divdme, jak se divdime (jako je nmapiiklad
¢asoprostorovy Ctyfinterval (As)?) a opravdova fyzika se nedd jingm pohledem obelhat. Obecna,
teorie relativity pak tyto myslenky rozsifuje a formuluje gravitaci pomoci zkfiveni, zmackani
a pootadeni toho, co znamend Gty¥interval (As)?) v réizngch bodech ¢asoprostoru.

V dile druhém jsme uvedli dilezity nastroj kazdého teoretického fyzika — varia¢ni principy.
Variac¢ni principy jsou nejbajecnéjsi pomiicka pri hdddni fyzikalnich zdkonu, protoze umoznuji
prirozené rozsirovat stavajici teorie — tfeba od bodu k fetizku nebo od ¢astice ke struné. Ve dru-
hém i tretim dile jsme vidéli, ze varia¢ni principy lze pouzit Giplné vsude, u statické rovnovahy,
u lomu paprskil, u kmitti mechanickych strun, u leti volnych ¢éstic v relativité i v klasické fy-
zice, a nakonec i u pohybu téch zvlastnich provazkovitych objekti, kterym fikdme relativistické
struny.27

Co ted? Pokud jste si zatim nestihli poradné procist slozitd odvozeni z minula, nemusite
zoufat, protoze k akci struny se vratime az pristé. Po uvedeni relativity a principu akce se nyni
vrhneme na néco docela jiného — na principy kvantové fyziky. O to tady preci od zacatku jde,
nakvantovat gravitaci. Co ale viibec je to kvantovani? Pro¢ je potfeba mit kvantovou teorii?
A jak se to déla? To si vysvétlime v tomto dile.

V roli slepce s nejistou rukou

Pokud sledujete objekt v kazdodennim zivoté, feknéme mokrou houbu vrzenou po vas spoluza-
kem, onu houbu bombarduje v kazdém okamziku nespocet fotont, ze kterych ¢ast pak vniméa
vase oko. V pfimém prenosu tak muzete sledovat detailni pohyb houby a presné predpovédét

27Znovu opakujeme, ze mechanickou strunou myslime opravdovou strunu napiiklad na kytafe a relativis-
tickou strunou jakousi jednorozmérnou tsecku nebo smycku plujici v ¢asoprostoru.
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jeji pohyb tak, abyste se stihli véas vyhnout a ona nasdkla zapachajici houba zasdhla vaseho
nic netusiciho nebohého spoluzdka (nedostaly se k nému pfes vas fotony).

V mikrosvété je vSechno jinak, kazdy foton nadéld péknou paseku a s predpovédi musite byt
mnohem opatrnéjsi. Situaci si muzete predstavit tak, ze mate zavazané o¢i a znacné roztfesenou
ruku s hulkou. Pokud chcete najit néjaky objekt, feknéme houbu nebo, abychom se trochu
pFiblizili tomu mikrosvétu, elektron, musite na néj narazit hilkou. Tuknutim predmét vidy
trochu vyrusite a rozpohybujete. Nicméné ruka se vam také trese tolik, Ze muzete omylem
prekmitnout pres cely hledany predmét! Nad tfasem ruky nemate zddnou kontrolu, takze i kdyz
ucitite dotek hilky a objektu, nedokazete urcit, jestli jste predmét treba z pulky neprekmitli
a teprve pak do néj nenarazili.

Je ale jeden zpisob, jak zjistit presnéji, kde se pfedmét v prostoru nachiazi, mizete svo-
ji tycku drzet krecovitéji. Hulka pak kmitd rychleji a do predmétu narazi diiv a s kratsim
prekmitem. Je tu ovsem jedna nevyhoda — do pfedmétu pii setkani narazite rychleji a tim ho
vic vyrusite. Pokud bychom chtéli najit predmét iplné presné, nase ruka by kmitala tak rychle,
Ze by pfi ndrazu predmét vystielila nékam plné do nezndma (mdme s tim tfasem ruky opravdu
docela problém).

Obrat Luiho D Broje

Doopravdy ale nejsme slepci v mikrosvété, ale misto roztresené hiilky s rukou si mtzete predsta-
vit elementéarni ¢astice, jako je foton nebo elektron. Jak to? Nebojte, hned se k tomu dostaneme.

Asi dobfe vite, ze svétlo 1ze stejné dobfe popsat jak jako elektromagnetickou vlnu, tak
i jako proud fotonu. Spojeni mezi témito dvéma obrazy poskytuje pozorovani fotoelektrického
efektu, kdy kov vystfeluje elektrony, pokud je vystaven svétlu vysoké frekvence (naptiklad
ultrafialovému) a vystteluje elektrony o vétsich a vétsich rychlostech s rostouci frekvenci svétla.

Tento jev vysvétlil v roce 1905 Albert Einstein®® pomoci predstavy, Ze existuji malé baliky
oddélenych vln, kde pro svétlo o frekvenci f nese kazdy balik energii

E=hf, (13)

kde h je néjaka konstanta, kterou dnes zndme jako Planckovu. Lze vsak jit jesté dale, specidlni
teorie relativity pridéluje castici letici rychlosti svétla ¢ energii

E = pc, (14)

kde p je hybnost &dstice?® Kdy# zkombinujeme rovnice (13) a (14) se vztahem pro vinovou
délku svétla A = ¢/ f, dostavame

A= (15)

Ve své doktorské praci predstavil Louis De Broglie®® zajimavou hypotézu — kdy# maji na mi-
kroskopické tirovni viny vlastnosti ¢astic, nemély by mit mikroskopické ¢éastice vlastnosti vin?
Pro vypocet vinové délky takovychto hmotngch vin pouzil pravé vztah (15) s pouzitim klasic-

kého p = mw.

28V roce 1921 pak dostal Einstein Nobelovu cenu za své sluzby teoretické fyzice a zejména za jeho objev
zdkona fotoelektrického jevu, za nic jiného!

29Fotony viak nemaji z4dnou vlastni klidovou hmotnost m, proto nemiizeme Fict p = muv!

30Byl to Francouz, takze se to ¢te Lui D Broj, viz nadpis.
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Zajimavy, ale trochu zvlastni ndpad, fikate si. To ale jesté nevite, ze ti'i roky na to namérili
experimentatori Davisson a Germer vlnovou difrakci elektronti na krystalové mrizce odpovidajici
vlnové délce (15) a De Broglieho hypotéza tim byla potvrzena!

vinovd cdstice

Prekmitnuty
objekt

Obr. 13: Ilustrace nepresnosti pfi zkouméani mikrosvéta.

To je tedy ta nase slepecka hiillka — mikroskopické ¢éstice jako foton, elektron nebo proton,
které vysilame, aby nardzely do predméti. Nic lepsiho prosté k dispozici nemame. Tras hulky
odpovida jejich vlnovému charakteru a délka prekmitu vinové délce. Na obrazku 13 muzete
vidét ilustraci prekmitu mikroskopického objektu.

Nesmime ale zapomenout, ze na téchto skdlach musi mit i pozorovany objekt vinovy charakter.
Navic vlastné dobtfe nevime, co to znamend srdzka dvou vinovych ddstic, takze je obrazek 13
pouze jakymsi intuitivnim priblizenim toho, pro¢ jsou nase pozorovani nepiesna.

Sila sevieni nasi slepecké hulky zvysujici frekvenci jejiho tfasu odpovidd energii castice
nebo téz jeji hybnosti. Zvysend energie nebo hybnost ¢astice pak vyrusi jakoukoliv véc, kterou
se naletem mikroskopické ¢astice pokousSime pozorovat.

Pokud si takto uvédomime, Ze polohu ani hybnost ¢dstice nemuzeme zndt soucasné presné,
dojdeme navic k legracni zacyklenosti: pomoci édstic, jejichZ presnou polohu ani hybnost ne-
zname, se snazime zjistit polohu a hybnost dalsich cdstic, coZ bychom ani tak nemohli udélat
presne.

Mikroskopicky svét je prosté jako rozmlzena struktura, na kterou si nemuzeme sdhnout,
at se snazime sebevic. Rozmlzenost fdzového prostoru na mikroskopickych skalach je pak nejlépe
demonstrovana pro chybu polohy Az a hybnosti Ap takzvanymi Heisenbergovymi relacemi
neurcitosti:

AzAp > g ; (16)

kde h = h/(2n) je redukovand Planckova konstanta.

Jesté nez prejdeme k formulaci kvantové mechaniky, zminime jednu posledni pozndmku —
o Castici tu mluvime jako o vlné a naopak. Pravda je takova, ze v fadé kontextti se mikroskopicka
¢astice chova vyhradné vinoveé, v dalsich ale vyhradné ¢asticové, tj. jako hmotny bod. Je to prave
tato podivnd dualita, kterd zamotava hlavu védcim jiz skoro stoleti a neexistuje jasnd shoda
na tom, jak ji vysvétlovat.

Shoda vsak existuje na apardtu, ktery predpovida vysledky experimenti, ten uvedeme zahy.

Hmotny bod je mrtev, at Zije stav!

V historii fyziky se ukdzal byt nesmirné plodny pristup: Nemuzu to ani v principu zmérit? Pak to
nent potreba v zZddngch fyzikdlnich zdikonech. Takto napiiklad Albert Einstein vyskrtl z fyziky
éter a absolutni souradny systém, vuci kterému se mélo pohybovat svétlo svoji konstantni
rychlosti ¢, a ziskal specidlni teorii relativity.
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U kvantové mechaniky se jde ovSem jesté o krok dal — protoze nemuzeme na mikroskopickych
skéalach presné znat polohu ani hybnost castice, prosté je zahodime a fyzikdlni zdkony budeme
popisovat bez nich. Polohy a hybnosti, tj. bod ve fizovém prostoru, jsou nahrazeny stavovym
vektorem, ktery budeme znacit |¥). Smifime se s tim, Ze v sobé nese pouze informaci o pravdé-
podobnosti ruznych hybnosti a poloh, nikoliv vSak jejich ostré hodnoty. Protoze se obecné muze
Céstice s néjakou nenulovou pravdépodobnosti v principu nachézet v nekone¢né mnoha bodech,
bude stavovy vektor obecné nekonec¢né-dimenzionédln{ (bude mit nekoneéné mnoho slozek).

To vsak neni vSechno, protoze ndm experiment bezpodminecné potvrzuje relace neurcitosti
(16) pro vsechny fyzikalni situace, musi byt dusledkem néjaké fundamentdini fyziky! Jak to
udélat se dozvite az za par odstavcu.

O kvantové mechanice, ktera udava stavové vektory a jejich dynamiku, se prednasi celé
semestry vysokoskolskych prednasek. Pokud si ale chcete precist néjaky stiedné zevrubny tivod,
muzete si v archivu na nasem webu najit XX. rocnik FYKOSiho serialu, ktery se pravé kvantové
mechanice vyhradné vénuje.

My si tady fekneme pouze nasledujici: informace o méritelnych veli¢indch se z kvantovéme-
chanického stavového vektoru tézi takzvanymi operdtory. Operatory si muzete predstavit jako
matice sklddajici se z nekonec¢né mnoha c¢isel nasobici nekone¢né-dimenzionalni stavovy vektor
(nekoneéné dlouhy sloupcovy vektor). Podivejte se, co udéld nasobeni matici v ndsledujicim
piipadé:3!

A0 0 1 A 1
: 0 0 0

0 A | .\

0 .. A N/ \o 0

Vidite, Ze na sloupcovy vektor piusobilo ndsobeni ¢tvercovou matici jako nésobeni cislem .
Pokud mame c¢tvercovou matici M a néjaky vektor vy, pro ktery plati

MV)\:)\VA,

ifkdme, ze vy je vlastnim vektorem operatoru (étvercové matice3?) M s vlastnim éislem \. Pravé
takovymto zpusobem ale ziskdvame z kvantové-mechanického stavu méritelné veli¢iny — pomoci
jejich odpovidajicich operatoru a vlastnich cisel.

Co se ale stane, pokud stavovy vektor neni vlastnim vektorem daného operdatoru? Matema-
tickd teorie nam zajistuje, ze se na vlastn{ vektory d4 kazdy vektor rozlozit a podil®® zastoupeni
jednotlivych vlastnich vektoru je tmérny pravdépodobnosti, s jakou nalezneme jeho vlastni hod-
notu jakozto hodnotu sledované fyzikdlni veliciny!

Legracni je, Ze pak mame operatory, jako je energie Castice, které mohou v nékterych situ-
acich nabyvat pouze diskrétnich hodnot a nic mezi tim3* Muzeme tedy naméfit pouze jednu
hodnotu energie a dalsi az o néjaky kus, kvantum, dal.

31Pokud neumite nasobit matice a vektory, pak vézte, Ze se to provadi tak, Ze vysledny sloupcovy vektor
postupné plnite skaldrnim souc¢inem nasobeného sloupcového vektoru s rddky nédsobici matice. Jako prvni tedy
do vysledného sloupcového vektoru napisete sou¢in puvodniho sloupcového vektoru s prvnim rddkem matice
atd.

32Vsimnéte si, ze étvercovd matice vidy nasobenim vektor jen preoperuje — stane se z néj opét sloupcovy
vektor stejné délky.

33 pFesnéji druhd mocnina jeho absolutni hodnoty

34Vzpomeite na tlohu od Nielse Bohra k druhému dilu seridlu.
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Spousta z vés si doted mozna rikala, pro¢ se kvantové mechanice riké kvantovd, kdyz se doted
zdéla oproti klasické hlavné vinovd. Toto kvantovani pozorovanych hodnot riznych veli¢in ndzev
jiz osvétluje.

Souvislost mezi vinovosti a kvantovinim muzeme priblizit ndsledovné — asi dobre vite, ze
struna uchycend na houslich zni pri daném utazeni jen jednim ténem, kmita s jednou frekvenci.
To ale neni tak tplné pravda, na strunu se vejdou i vyssi mddy nebo vyssi harmonické, které
kmitaji s celociselnymi ndsobky hlavni frekvence a trochu pozménuji vyznéni téonu a dodavaji
mu jeho specifické zabarveni®®

Pozorujeme tedy vInéni, které se déje pouze na urcitych frekvencich, které jsou od sebe
vzdaleny o néjakd kvanta. Proto, kdyz je ¢astice nékde néjakym zpusobem uchycend nebo téz
vdzand (jako tfeba elektron v atomu), pozorujeme jeho energie v néjakych diskrétnich hladindch.

Zpéatky ke kvantové mechanice, jako vSechny fyzikdlni veli¢iny, ma i poloha x svuj opera-
tor X a hybnost p operator P. Heisenbergovy relace neurcitosti (16) jsou zajistény postula-
tem, Ze pusobeni operdtorem polohy na stav |U) a pak operdtorem hybnosti d4 jiny vysledek
nez pii prohozeném poradi. Tj. méfeni polohy a poté az hybnosti da jiny vysledek nez prii
prohozeném poradi danych méfeni. Matematické zkoumani pozadavku Heisenbergovych relaci
vede na pozadavek rovnice

XP|U) — PX|W¥) = in|¥).

Protoze zminéna rovnost musi platit pro libovolny stav, zkracené se téz tato tzv. komutacni
relace zapisuje jako

[X,P] =ih. (17)
Ted tedy konecné vite, co je to kvantovani — opusti se dosavadni popis pomoci presného stavu
fyzikélniho systému a zacCne se popisovat objektem, kterému rikdme stavovy vektor. Ze vSech
velicin, jako je poloha nebo hybnost, se stanou operatory, a jako nas hlavni pruvodce pro jejich
identifikaci ndm slouzi komutaéni relace (17). Tento postup vSak neni Gplné jednoznaény, zvlast

Nakvantovani systému musi proto vzdy jesté potvrdit experimentalni pozorovani.

Priiméty v nekonecnych dalavach a prostorech

Mohli jste si vS§imnout, Zze jsme doted nepouzivali slozky polohy nebo hybnosti. To je proto,
ze budeme pro jednoduchost uvazovat pouze Castici, kterd se muze pohybovat pouze v jednom
rozméru a ne ve tfech, jako jsme zvykli. Slozka hybnosti i polohy je pak jen jedna a znacime ji x
a p. K tomu, abychom popsali stavovy vektor, si musime vybrat néco jako soufadny systém,
ve kterém vyjadiime slozky vektoru. Zatimco u prostorovych vektort volime slozky podle pri-
métu do celych os z, y, z, v ptipadé stavového vektoru je vSe tplné jinak. Musime totiz promitat
stavovy vektor do vlastnich vektori néjakého operdtoru, kterych muze byt nekoneéné mnoho.
Jednim z nejcastéjsich operatorii, do jehoz vlastnich vektort se stavovy vektor promita, je
operator polohy X. Jeho vlastni vektory jsou dost podivné, protoze jsou to stavy, ve kterych
Castici zcela urcité nalezneme na néjaké naprosto presné pozici . Pokud se ale podivate na He-
isenbergovy relace (16), je jasné, ze pak neurcitost hybnosti takové ¢dstice musi byt nekonecnd.
U vlastnich vektora operatoru X prosté nevime, jakou rychlosti se ¢astice v odpovidajicim
stavu pohybuje. Tim si ale nebudeme ldmat hlavu a prejdeme ke slozkdm stavového vektoru.
Stejné jako vektor v mé obvykle tfi slozky vz, vy, v, tak stavovy vektor |¥) ma slozky v této
takzvané z-reprezentaci ¥ (z), kde x indexuje primét na vlastn{ stav, ktery se uré¢ité nachdzi

35To odpovidd diskrétnimu systému feSeni vinové rovnice z tlohy k minulému dilu seridlu.
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v bodé z. Vidite, zZe slozky v (z) muzeme vlastné chdpat jako funkci polohy, kterd v nasem
pripadé nabyva obecné komplexnich hodnot. Této funkci se casto fikd wvinovd funkce. Hustota
pravdépodobnosti, Ze ¢astici nalezneme v daném bodé, je pak ddna kvadratem velikosti vinové
funkce v daném bodé
p(z) = (@)

Kdyz pusobime operatorem X nanés stavovy vektor |¥), promitne se na vlastni stavy operatoru
a kazdy z priméti je vynasoben vlastnim cislem operdtoru. V tomto pripadé jsou vlastni
hodnoty polohy ¢astice x a vlastni vektory jsou zminéné zcela presné lokalizované stavy v téchto
polohach. Proto, kdyz ptlisobime operatorem X na nés stav, kazdy primét neboli slozka vektoru
se vynasobi odpovidajici hodnotu polohy z:

0) — X|0),
P(x) = wip(x).

Napil mrtvé kocky a jejich spektra

Geometricky si predstavovat promitdni na nekoneéné mnoho vektorti muze byt docela fuska,
ale zatnéte zuby, protoze se uz dostdvame k zavéru tohoto dilu seridlu. V druhém dilu jsme
zmitiovali, Ze celkové energie ¢astice je soudet jeji kinetické energie T = muo? /2 a potencidlni
energie V(z). Pokud vztah pfepiSeme pomoci hybnosti p = muv ziskdvime3®

EEH=%+V(£L'). (18)

V kvantovém pripadé staci tedy jen prejit do x-reprezentace a pocitat energetické hladiny jako
vlastni stavy tohoto operdtoru. Operdtor potencidlu bude na slozky stavového vektoru v (x)
pusobit ndsobenim svoji hodnotou V(x) stejné jako operdtor X, protoze zavisi jen na poloze.
Horsi uz je to s operdtorem 13, pro jehoz identifikaci mame jen komutaéni relaci (17). V poduloze
a) k seridlu si muzete ovérit, ze v x-reprezentaci splituje komutaéni relace operator

;)
(P)e = —ihg—. (19)

Kdyz tedy chceme hledat energetické hladiny néjakého fyzikdlniho systému, jako je treba elek-
tron v atomu vodiku, vezmeme definici energie (18), vlozime do ni operdtor hybnosti vyjddieny

v z-reprezentaci (19) (potencidl neni tfeba ménit) a fesime diferencidlni rovnici®”
. B2 0%(x)
H)oth(z) = — 2 = Eg(z),
(H)ei(a) = 12 TV () = )

kde E uz je ovSem obycejné ¢islo — moznd mérena hodnota energie, kterou ovsem nezname.
Ziskdme tak vlnovou funkci, a tudiz i rozloZeni pravdépodobnosti vyskytu ¢astice, ale co nés
vétsinou zajima vice, mozné energetické hladiny daného systému.

Céstice jako napiiklad elektron v atomu, ktery pak prechézi mezi dvéma oddélenymi ener-
getickymi hladinami, se néjak musi zbavit celého rozdilu energie najednou, v jednom kvantu.
Forma energie, kterou se elektron energie zbavuje, je vyzareny foton. Proto, kdyz ionizujeme

36 Celkové energii se téz nékdy iiké hamiltonian, proto se téz kromé E znadi jako H.
37Této rovnici se nékdy ¥ika bezéasova Schrédingerova rovnice.
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atomy, pozorujeme u nich diskrétni hodnoty frekvenci (a tudiz energii), na nichz vyzafuji pfi
rekombinaci elektronil (jejich ndvratu do slupek atomu).

Jinak FeCeno, pozorujeme pri ionizaci a nasledné rekombinaci diskrétni spektrum. Protoze
byla kvantovd mechanika pouzivdna nejdiive v kontextu spekter atomi a molekul, ika se casto
tloze nalezeni energetickych hladin daného problému hleddni spektra hamiltonidnu.

Tim protentokrat koncime. Kvantovd mechanika je divnd, a jak fikal Richard Feynman,
kvantové mechanice nerozumi nikdo. Jeji vyhoda je v tom, zZe ackoliv jsme v mikrosvété jako
slepci s roztresenou rukou, kvantovd mechanika dokaze v téchto oborech piresto poskytovat
neuvéritelné presné experimentdlni predpovédi. A o tom fyzika je, o tom, co miuzeme zmérit.
Vice ke kvantové mechanice pristé a v poslednim dile nakvantujeme strunu — je se na co tésit.
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