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Serial: Aplikacni

Tento dil seridlu bude tak trochu aplika¢ni. Minule jsme si povédéli ivod k variaénim metodam
ve fyzice, nyni bychom radi nabyté znalosti aplikovali na tii specialni ptripady. Povime si néco
o variacni tloze pro klasickou strunu, pro relativistickou ¢astici a na zavér zavedeme slavnou
Nambu-Gotovu akci pro relativistickou strunu. Znalost této akce ndm otevie brany ke vsem
tajum teorie strun. Za¢néme ale od pocatku.

Klasicka struna
Kazdy z nas uz v minulosti vidél néjaky strunny hudebni nastroj. Polozili jste si nékdy otazku,
jak se struna pfi brnknuti hybe? Odpovéd je snadnd. Jak jsme si v minulém dile fekli, pohybuje
se tak, ze je hodnota akce prislusejici tomuto pohybu extremalni. Jak ale akce pro nasi strunu
vypada?

Pripomenme, ze jsme akci pro ¢astici definovali jako integrél

t2
Ste(0] = [ Lo, v, 0 ar
t1

kde rozdil L = T — V kinetické energie T a potencidlni energie V' jsme nazvali Lagrangianem.
Uvazujme nyni strunu délky ! a celkové hmotnosti m, kterd se pohybuje v roviné [z;y]. Struna
je natazena mezi body Ala; 0] a B[b; 0], kde b = a+ 1. Tvar struny v daném Case mizeme popsat
funkef y(x) pro z z intervalu (a,b) tak, jak jsme to délali v pfedchozim dile seridlu pro Fetizek
v gravita¢nim poli. Jelikoz se vsak tvar struny mize v Case ménit, je ve skutecnosti vychylka
zavisla jak na soufadnici z, tak na Case t a piSeme y = y(z, t).

Zde poznamenejme, ze mame-li funkci vice proménnych (v nasem pripadé tedy y(z,t)), pak
se zavadi parcialni derivace jakozto veli¢ina charakterizujici zménu funkce pfi malé zméné jedné
z proménnych. Napiiklad parcidlni derivace y(z,t) podle x, kterou zapisujeme jako

g% =0zY =Yz,
by ndm charakterizovala zménu y(z,t) pfi malé zméné x. Prakticky to znamend, ze pfi par-
cidlnim derivovani y(x,t) podle = derivujeme funkci stejné jako v pripadé obycejné derivace
a druhou proménnou t povazujeme za konstantu. Podobné postupujeme i pro derivaci podle t.

Spoctéme nejprve kinetickou energii nasi struny. Strunu muzeme rozdélit na malinké kousic-
ky délky dz o hmotnosti dm = (m/l) dz, kde m je celkovd hmotnost struny. Jde-li o dostateéné
malinké kousky, mtizeme kazdy kousi¢ek v daném case t povazovat za hmotny bod s polo-
hou (z,y(z,t)), jehoz kinetickou energii zndme

1 2 1 /0y\?
dT'(z,t) = = t)y'dm=-(=) d
(2,0) = ol t)dm = 5 (3 dm
Prescitame-li pres vSechny malé elementy, ziskdme celkovou kinetickou energii struny. V pripadé
infinitezimalné malych elementu pfejde tato suma v integral

B B 2 b 2
_ _1 9y _m @)
T’/A dT*z/A <8t> m=5 ) <at dr
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Déle musime urcit potencialni energii odpovidajici dané konfiguraci. Jsou-li deformace malé,
Ize uvazovat s dobrou presnosti, ze je v celé struné konstantni napéti Tp. Pri natazeni mé struna
tendenci vratit se do puvodniho stavu s délkou [ a prislusnd energie odpovidajici prodlouze-
ni Al bude 4mérnd tomuto prodlouzeni, takze V = ToAl. Ndm zbyva urcit toto prodlouzeni.
Opét rozdélme strunu na malé kousicky a kazdy aproximujme malou tseckou. Délka takovéto
usecky bude z Pythagorovy véty

(dx)? + (dy)? (8 ) dz,
x

kde dx odpovida délce kousicku podél osy x a dy prislusné délce podél osy y. Vidime, ze v di-
sledku naivniho délen{ diferencidlti se ndm pod odmocninou objevila parcidlni derivace y(z, t)
podle z jakozto sklon struny v daném case. Jelikoz uvazujeme jen malé vychylky, je tento sklon
velmi maly a muzeme tedy psat priblizny vztah

9y dy
() = ()
+ oz t3 oz
o jehoz platnosti pro malé % se lze snadno presvédcit. Celkovou zménu délky struny pak
ziskdme opét integraci pres celou strunu a dostdvame potencialni energii

V—TOAZ—TO(/ dl — ) To /,/1+ ay de — 1
A

b 2
~ 9%y T @)
~To (/a dz *2/ﬂ (m:) dz l) 2/ﬂ (81’ dz,

kde jsme vyuzili znalosti délky struny
b
/ de =1.

Celkové tedy mame akci pro strunu vyvijejici se z ¢asu t; do ¢asu to ve tvaru

S[y(%t)}:/t:zLdt:/tjz/: (ZZL (%) —E(gZ) ) dadt .

Vsimnéme si, ze akce struny na rozdil od akce pro ¢astici obsahuje dva integraly. Funkce v za-
vorce je funkci nejen ¢asu, ale také polohy na struné a integraci pres celou strunu pak ziskdvame
Lagrangian. Je prirozené veli¢inu v zévorce nazvat hustotou Lagrangidnu a oznacit

Jy To (0Oy 2
£(92y,99) = 5 (a::) 2 (%)

Analogicky, jako jsme minule odvodili z akce pro volnou ¢astici jeji pohybové rovnice, mi-
zeme odvodit pohybovou rovnici pro klasickou strunu. Uvazujme strunu, kterd se vyviji z poca-
te¢niho ¢asu t1, kde ma tvar popsany funkef y(z,t1) = y1(z), do Casu t2, kde ma tvar popsany
funkef y(x,t2) = y2(z), a pokusme se najit ,trajektorii“, po které se struna vyviji, jakozto ex-
tremélu nasi akce. Pripomenme, ze v pripadé bodové castice, jejiz trajektorii parametrizujeme

Q
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parametrem p, jsme provadéli zménu y(p) pro kazdé p o malou hodnotu dy(p) a dostali jsme
tak trajektorii y(p) + dy(p) nepatrné odlisnou od trajektorie y(p). V pfipadé struny mame vsak
funkci dvou proménnych a musime provést malou zménu v kazdém case t a v kazdém bodé =
struny. Musime tedy provést variaci y(x,t) — y(z,t) + dy(x,t). Na tuto zménu vSak musime
nalozit dvé podminky. Pfedné musi byt dy(z,t1) = 0 = dy(z, t2), protoze pocdtecni i koncovy
tvar struny mame pevné zadany. Déle jsme fixovali krajni body struny, takze v kazdém case
musi byt také dy(a,t) = 0 = dy(b, t).

Nyni uz ndm nic nebrani v odvozeni pohybovych rovnic pro klasickou strunu. Najdéme tedy
variaci akce a polozme ji rovnu nule. Mame

9y | 0%y 2 Ty [0y | 96y )

3:' t / / (2l ot ) 2 ((91? + oz ) dzdt
- m(oyy\ _ 1o 8y) B
/tl \/4; (2l (at) 2 (am ) dxdt =

to b
_ m oy 9oy _ 3@/65@/)
_/ (75 o~ Toge ) et

kde jsme rozndsobili obé zavorky, jeden z takto ziskanych ¢lenu se odecetl s druhym ¢lenem
a Cleny obsahujici druhou mocninu variace §y jsme pro jejich malost zanedbali.
Stejné jako v minulém dile provedeme nyni pro kazdy z ¢lenu integraci per partes a dosta-
6y(t27 x) -

vame
b
m 1o}
Sy =7 [ | 5
l ot
a P t=t1,x
t2
dy Oy
TO‘/t (ax % 5y(a,t)> dt
1 x=a,t
to b 2
m 0%y 0%y
—/t1 /a ( e oy — T085y> dzdt,

kde svislici zna¢ime vyhodnoceni parcidlnich derivaci v danych bodech. Dostali jsme tak tfi
cleny. Prvni dva jsou ale nulové z okrajové, pocatecni a koncové podminky, které vyzadu-
i dy(z,t1) = dy(x, t2) = dy(a,t) = dy(b,t) = 0. Dostédvadme tedy podminku

2
0 = 0S[y(z,t)] = //(’?gt?;—:rogz)aydxdt

coz musi platit pro vSechna dy. Toho docilime jen tehdy, pokud je vyraz v zdvorce nulovy
a dostavame tak rovnici

5y(t1,:c)> dz—

oy(b,t) —

r=b,t

Py(z,t)  Tol 0%y(x,t) _
o m da2
ktera je pohybovou rovnici pro klasickou strunu a nazyva se vinovou rovnici. Poznamenejme
zde jesté, ze odmocnina z konstanty stojici pfed druhym ¢lenem odpovida rychlosti sifeni viny
na struneé.




FYKOS Serial XXVII.ITI Aplikacni
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Relativisticka castice

Druhym ptikladem tohoto dilu seridlu je volnd relativisticka céstice, tedy cCastice, na kterou
nepusobi zadné sila. V prvnim dile jsme si povidali o teorii relativity a tekli jsme si, ze fyzi-
kalni zdkony musi byt nezavislé na inercidlnim systému, ve kterém studovany jev popisujeme.
Matematicky feceno musi byt konzistentni fyzikalni teorie invariantni vici Lorentzovym trans-
formacim.

Nyni bychom radi vysetrili pohyb volné relativistické ¢astice. Tento pohyb bude opét dan
jakozto extremaéla néjakého funkciondlu. Abychom dostali spravnou relativistickou teorii, je
prirozené uvazovat také relativisticky invariantni akci. Polozme si tedy otazku: zndme néjaky
invariant vuci Lorentzové transformaci? Zname! Ptrikladem je ¢tyfinterval, jak jsme diskutovali
v tloze k prvnimu dilu naseho seridlu. Podivejme se na konstrukci akce trochu detailnéji.

R&di bychom nasli akci pro éastici pohybujici se z bodu ¢asoprostoru A se soutradnice-
mi (:c?,m%,x%,z?) do bodu B se souradnicemi (xg,:cé,mg,xg). Céstice se pohybuje v ¢aso-
prostoru po svétocare x(\) = (xo(/\), zt (), 22 (N), 2® (/\)), kde A je libovolny parametr uréujici
polohu na svétocare (v predeslém znaceny p), jak jsme diskutovali jiz v prvnim dile seridlu,
a nabyva hodnoty A1 v bodé A a A2 v bodé B. Rozdélime-li tuto trajektorii na malé kousicky,
pak mizeme pro kazdy element spocist prislusny ctyfinterval

(ds)? = — (d2°)* + (da')® + (ds2)® + (d2°)? (1)

ktery je, jak vime, invariantni viuci Lorentzové transformaci.

Akci nyni ziskdme integraci pfes celou trajektorii. K tomu potfebujeme odmocnit vztah (1).
Jiz z tlohy k prvnimu dilu seridlu vime, zZe vyraz na pravé strané je zdporny pro Castici po-
hybujici se rychlosti mensi, nez je rychlost svétla. Proto si musime pfi odmocnovani dat pozor

na znaménko a psat
s2
Stx(o)] = -me [ /@F.
s1

kde m je klidovd hmotnost ¢astice a c je rychlost svétla a s jsme zvolili jako parametr svétocary
nabyvajici hodnot s; v bodé A a sz v bodé B. Prefaktor mc jsme museli do definice akce pridat,
aby méla spravny rozmér.

Vyvstava otazka, jaky ma nalezena akce fyzikalni vyznam. Vime, Ze nezdvisi na tom, v ja-
kém systému poéitdme (ds)?. Piedstavme si tedy, Ze sedime pf¥imo na pohybujici se Eastici.
V tom pripadé se vi¢i ndm poloha Céstice neméni a tedy (dgrzl)2 = (dx2)2 = (dx3)2 = 0.
V tomto pripadé je nenulové jen jedna slozka (ds)2 =— (dx0)2 = —c%dr?, kde 7 je vlastni ¢as
pozorovatele pohybujiciho se s ¢astici. Potom dostavame

S[x(r)] = —me® / dr

a akce je tedy rovna (az na prefaktor) vlastnimu ¢asu, ktery je potf¥eba, aby se ¢astice po dané
trajektorii dostala z bodu A do bodu B.

Uz jsme zbéhli v pocitani variaci a odvozovani pohybovych rovnic. Provedme to i pro tento
piipad. Uvazujme variaci trajektorie z*(\) — z#(\) 4+ dz*(X) mezi body A, B s hodnotami pa-
rametru A1 a A2l Jako obvykle, fixujeme pocateéni a koncovou polohu &astice, takze da* (A1) =

!Pfipomenime, Ze za index p muzeme dosadit 0, 1, 2 nebo 3.
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= 0 = dz"(\2). Vzpomeneme-li si na prvni dil seridlu, kde jsme zavedli metriku 7,,, mizeme
psat

5S[x(N\)

52
=-9 (mc/ \/—(ds)2> =
s1
5| me A2 Z dz# dzv | =
N TN N B
dam d(ix“ dav  ddzv
B / Z”‘”( an )(d/\ RPN )dA_S[X(A)]_

d;r:“ dxv dz# ddxv
/ \/ Z"“” D T )dA_S[X(A)]’

kde jsme v poslednim radku vyuiili symetrie Nuv = Nuu. Nyni ,vtdhneme® diferencial d\ zpét
pod odmocninu, dosadime za S[x(\)], vapomeneme si, ze 1/ —(ds)? = c¢dr, a dostaneme

dS[x(N)] = / \/ (ds)? —QZanaz“d (6z¥) +mc/ v/ —(ds)?

:—m/ \/1—22 de”d ) d4r +m/ dr ~
T1

da:” déx” dz* déw
o [ [ S

My "8%

kde jsme opét vyuzili priblizného vztahu jako vysSe a zanedbali prispévky vyssich fada v dx”.
Je pfirozené definovat relativistickou (éty¥)hybnost v analogii s klasickou hybnosti jako

N
w _dx

=m—.
P dr

Tuto hybnost miizeme dosadit to vztahu vyse a provést integraci per partes. Dostavame tak

d&c
0= / an,p d\ =
v Az dp” .
—Znuu (A2) 62 (X2) — p*' (M1) 6 M_/ D Mgy 0 dA,
A1

v

kde prvni ¢len je opét nulovy diky pevné pocatecni a koncové poloze dz” (A1) = 0 = dz”(A2).
Jelikoz musi tato rovnost platit jinak pro vSechny variace dz”, dostdvame pohybové rovnice ve
tvaru

ap”

dr =0
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Podobné jako v klasické mechanice se zde tedy zachovavé ¢tyrhybnost volné ¢astice. Pohybuje-
li se castice malou rychlosti, je vlastni Cas Castice priblizné roven casu pozorovatele t ~ 7
a muzeme psat pro i = 1,2,3

dpt  dp’ A%z’

0=—r~—=m .

dr dt de?
V limité malych rychlosti tedy opravdu dostavame pohybovou rovnici pro klasickou volnou
Castici z minulého dilu seridlu.

Jak by vypadala akce pro volnou ¢éstici v obecné teorii relativity? Akce by méla naprosto
stejny tvar, jen by nyn{ nemélo ds tvar (1), ale mélo by obecny tvar z prvniho dilu seridlu,
ktery odpovidd obecné zaktrivenému casoprostoru. Ted tedy koneéné vidime, co se mysli tim,
ze se Castice pohybuje v zakfiveném casoprostoru po nejrovnéjsich moznych drahdch. Myslime
tim to, ze délka méfend ctyfintervalem ds je extremdlni.

Relativisticka struna

Nase diskuze akce nyni vyvrcholi studiem akce pro relativistickou strunu, tedy jednorozmérny
provazek pohybujici se v ¢asoprostoru. Nase akce bude prfimym zobecnénim tivah o relativistické
castici.

Pohyb ¢éstice v Casoprostoru, kterému odpovida svétocéra, je uréen ¢tverici funkei x(7) =
= (:L‘O(T),l’l(T), 22(7), m3(T)) vlastniho ¢asu 7. Podobné bude pohybujici se struné odpovidat
svétoplocha v ¢asoprostoru a bude parametrizovana dvéma parametry

X(1,0) = (XO(T,U),XI(T,J),XQ(T, o), X?(r, 0)) .

Parametr 7 odpovidd ¢asupodobnému sméru na svétoploSe (odpovidé tedy ¢asu néjakého po-
zorovatele), zatimco parametr o odpovidd prostorupodobnému sméru. Pfesuneme-li se do sou-
stavy spojené s pozorovatelem, jehoz vlastni ¢as je 7, pak pro néjaké 7 = 79 konstantni ur-
¢uje funkce (XI(T(),U),XQ(T(), o), Xs(To,U)), podobné jako v pripadé klasické struny, jeji tvar
v tomto case. Parametr o pak odpovida parametru x v klasickém pripadé a parametrizuje
strunu v daném ¢ase. Na funkci X(7,0) tedy mlzeme nahlizet jako na funkci, kterd kazdému
bodu z prostoru parametri |7, 0] € (11, 72) X (0,) pfifadi jeden bod na svétoplose struny jako
na obréazku 1.

Zobecnéni akce je nyni nasnadé. V pripadé relativistické ¢astice byla akce (aZ na konstant-
ni prefaktory) rovna Lorentzovsky invariantni délce svétocary. V ptipadé relativistické struny
méame v ¢asoprostoru dvourozmérnou svétoplochu a akce bude imérna plosnému obsahu této
svétoplochy.

Akce relativistické ¢astice vznikla vysc¢itdnim pres Ctyrintervaly malych elementt podél tra-
jektorie Castice. V pripadé struny budeme séitat plosné obsahy malych elementi svétoplochy.
Rozdélme si prostor parametri (71,72) x (0,/) na malinké obdélnicky o délce stran d7 a do.
Zména parametru 7 o element d7 odpovidé zirejmé zméné polohy

oOXH
or

na svétoplose. Podobné bude posunuti o o element do v prostoru parametri odpovidat zméné
polohy

dXy = dr

I
axy = %da
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T2

Obr. 1: Prostor parametrt a funkce X(7, o) piitazujic{ kazdému bodu z prostoru parametru
jeden bod svétoplochy. Na svétoplose jsou také vyobrazeny souradnice odpovidaji
konstantnimu 7 resp. o. Integrace v akci odpovidéd séitani obsahu vSech zobrazenych
elementarnich rovnobézniki.

na svétoplose. Kazdému malému obdélnicku d7 do bude odpovidat na svétoplose v ¢asoprostoru
malinky rovnobéznik urceny ctytvektory dX; a dXz. My bychom si prali spocist plochu tohoto
rovnobézniku a secist plochy vsech takovychto malych rovnobézniki.

Vypoctéme tedy plosny element na svétoplose v prostoru parametri odpovidajici obdélnic-
ku (7, 7+d7) x (0, 0+do). Velikost a skaldrni soucin piislusnych ¢tyfvektora v éasoprostoru d Xi
a dXy pocitdme pomoci metriky, kterou jsme si zavedli v prvnim dile seridlu. Zde vyuzijeme
nasledujiciho znaceni

AX[* = nudXPAXY,  |dXef* =) ndXEdXs, dXiodXe =) mudX{dXy.
v v KV

Jak ale vypodist obsah rovnobézniku zadaného dvéma vektory u a v? Ze Skoly vime, Ze obsah
rovnobézniku spocteme jako velikost zakladny krat vyska. Pohledem na obrazek 2 vidime, ze
pro obsah S musi platit

S = |ulh = |ul|v|sina = |u]|v]\/1 — cos? a =

— VUl V]2 — [uP v cos” a = /uP [V — (u- v)?.

Obr. 2: Obrézek k vypoctu obsahu rovnobézniku zadaného dvéma vektory.
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Pouzijeme-li tento vzorec v nasem pripadé, dostaneme plochu naseho malého elementu

ve tvaru?

ds = \/(dx1 SdX2)? — [dX|? |dXz|?

_ Wax OX Y _|ox '

N or  Oo or
Nyni uz staci integrovat pres celou plochu a prendsobit prefaktorem se sprévnym rozmérem
a dostavame slavnou Nambu-Gotovu akci

8X 8X 0X|?

S[X(r,0)] = -

87’ 60 or
Poznamenejme nyni, ze funkce X (T, o) nenf uréena jednozna¢né. Relevantni je vysledny tvar
svétoplochy, ale nezdvisi na tom, jak budou na svétoplose vypadat kifivky konstantniho 7 a o.

Pokud je zvolime tak, aby byly na sebe vzdy kolmé, bude prvni ¢len pod odmocninou vyse
nulovy a my mame akci

SIX(r,0)] //\/ OX | 19X\ g

Variaci této akce a odvozeni prislusnych pohybovych rovnic si nechdme az na jindy. Vypocet
bude velmi podobny jako v pripadé relativistické castice, ale diskuze pohybovych rovnic pro
strunu a jejich feseni si zada vlastni dil.

V tomto dile jsme se tedy seznamili se tfemi vyznamnymi akcemi a ukazali si, jak postupovat
v odvozeni prislusnych pohybovych rovnic. V dalsim dile odhlédneme od akce a povime si néco
o kvantové mechanice. K Nambu-Gotové akci se pak vratime v patém dile, kde nas ¢ekd odvozeni
pohybovych rovnic, jejich feseni a kvantovani celé struny.

X |?

oX |2

dodr.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

2Vsimnéme si, Ze jsme museli pod odmocninou, stejné jako v piipadé relativistické &stice, prohodit zna-
ménko, abychom odmocnovali kladnou veli¢inu.
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