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Uloha V.3 ... plazové valeni 4 body; pramér 3,68; Fesilo 22 studentt

Meéjme dva pilvalce lezici na sobé jako na obrdzku. Spodni m4d polomér r
a horni polomeér R. Pro jaky polomeér R s pevnym r je soustava stabilni?
Bonus V pripadech, kdy je soustava stabilni (pokud vychylime vrchni vdlec

z rovnovazné polohy, tak zac¢ne provddét malé kmity), s jakou periodou bude
kmitat? Karel nemél co délat, a tak se vdlel. 'A

Pti feSeni budeme predpoklddat, zZe se télesa po sobé pouze vali, tedy nedo-

jde se smykani, a spodni téleso se nepohybuje. V tom piipadé miizeme polohu horniho ptlvalce
oproti poloze na obréazku v zadani popsat jednou soufadnici, soustava mé jeden stupen volnosti.
Déle nezalezi na tom, jakou souradnici zvolime, napt. tthel a dle obrazku 1.
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Obr. 1: Horni pulvélec v obecné poloze popsané thlem a.

Aby byla soustava stabilni, pfi vychyleni z rovnovazné polohy musi pusobit takova sila,
popr. takovy moment sily, kterd vychylené téleso vraci zpét. Jestlize horni pilvéalec lezi na
spodnim, dotykaji se na usecce, kterou v kazdé poloze mizeme povazovat za osu otaceni. Tla-
kova sila, kterd ptisobi mezi pulvalci, tuto osu protind, stejné tak sila tieci, obé proto maji
vzhledem k této ose nulovy moment. Nenulovy moment m4 sila tithova pusobici na horni pul-

Vyuzijeme napf. prvni Pappos-Guldinovy véty, kterd ¥ikd, Ze objem rota¢niho télesa (v nasem
piipadé by §lo o kouli s objemem 4nR? /3) je roven soudinu délky trajektorie, kterou pfi rotaci
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Nyni se jiz muzeme vratit ke stabilité. Aby moment tihové sily ptisobici na horni pilvélec
jej po vychyleni z rovnovazné polohy vracel zpét, musi platit

. 4R «@
xr <rsima = —_— ),
3nr  tgo

pusobici) musi byt blize k ose dolnfho ptlvédlce, nez je bod dotyku, pak moment tihové sily
bude pulvélec vracet do rovnovazné polohy. Zkouméme, kdy poloha o = 0 je stabilni, toto tedy
dosadime. Vyraz na pravé strané je neurcity vyraz typu 0/0, bud tedy vypoéitdme limitu, nebo
si vykreslime graf této funkce a zjistime, Ze musi platit

4R 3nr

— <1 = R<—.

3nr 4

Stabilita by sla vyfesit i pomoci potencialni energie. Aby byla poloha stabilni, potencidlni

energie télesa v rovnovazné poloze musi mit minimum. Potencidlni energie horniho ptlvalce
v bodé o = 0 minimum. Aby funkce méla v néjakém bodé minimum, musi byt prvni derivace
nulovd a druha kladna, tedy

ByT 82yT
— =0, >0
oa la—o Oar?
Provedeme prislusné derivace

19} 4R

—ayaT = “3e sina + racos o,
32yT = (r — @> cosa — rasin o
da? 3n

a z druhé derivace (podminka plynouci z prvni derivace je trividlni) dostaneme stejnou pod-
minku jako postupem vyse.

Z tvaru potencidlni energie (pokud bychom si vykreslili jeji pribéh v zdvislosti na «) je
téz vidét, ze ackoliv je pro nékterd R je poloha stabilni, existuje takovy thel «, pro ktery ma
potencidlni energie maximum a déale zacne opét klesat. Tedy, jestlize vychylime horni pulvélec
o v&tsi thel (popf. mu ddme takovou rychlost, aby tento mezni thel prekonal), spadne (opét
zde neuvazujeme situaci, kdy by se zacal smykat).
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Bonus

K vypoctu periody malych kmitt budeme potiebovat moment setrvacnosti horniho vélce vzhle-

Jelikoz moment setrvacnosti je aditivni velicina, bude moment setrvacnosti ptlvalce polovinou
momentu setrvacnosti valce o stejném poloméru a vysce (ktery bude mit hmotnost 2m), tedy

1 0
J=-mR".
2
Za pomoci Steinerovy véty poté uréime moment setrvacnosti vzhledem k ose prochézejici tézis-
tém 1 16
Jr = J — mR% = mR> (7_7) .
T T 2 92

Pohyb jakéhokoliv tuhého télesa (jako je i nas pilvélec) mizeme rozlozit na translac¢ni pohyb
libovolného jeho bodu a rota¢ni pohyb vzhledem k ose prochazejici timto bodem. Za tento bod

transla¢niho pohybu a kinetické energie rotacniho pohybu, tedy

1 . 1 . 1. .
“mit 4+ =myt + §JTa2 =

E
D) 2

1 4R , . R E
= 2m [(g—kr)acosa—roccosa—i—rozasma} +

1 4R o . 2
+§m [— (3—]1—l—r)smaa—rasma—i—rozozcosa} +
1 5 (1 16 .o
+omht (2 9n2)a -
1
= Zm (R2 + 2r2a2) d2,

sméru (analogicky yr) a & je uhlova rychlost rota¢niho pohybu.
Nulovou hladinu potencialni energie je pro dalsi postup vhodné zvolit tak, aby v rovnovazné
poloze (tedy pro a = 0) byla nulovd, tedy

E, =mg(yr —r — Rr) =mg [(ﬁ +r) cosa+rasino —r — ﬁ] .
3n 3n

Budeme predpokladat, ze kmity jsou malé a muzeme pouzit aproximaci

sina ~ o,
2
a
cosa~1— —.

2

Pak miuzeme prepsat vztah pro potencialni energii

E,=~m (ﬁ—f—r) 1—05—2 +ra2—r—ﬁ =m 7'c12—(ﬁ—i-r>06—2
PEI Br 2 3| =Y 3% 2|
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Daéle budeme predpokladat, Ze kmity jsou harmonické, tedy zavislost vychylky « a thlové
rychlosti & na case t lze vyjadrit jako

a = amsinwt,

& = wayy cos wt

kde am je amplituda a w = 2r/T je thlovd frekvence kmitl, pri¢emz T je jejich perioda.

Vzhledem ke zvolené hladiné nulové potencialni energie je v rovnovazné poloze potencidlni
energie nulova, a tedy kinetickd energie je maximalni. Naopak pfi maximalni vychylce am je
potencidlni energie maximélni a kinetickd energie nulova. Vzhledem k zdkonu zachovani me-
chanické energie musi byt potencidlni energie pfi maximdlni vychylce (kdy o = am a & = 0)
rovna kinetické energii v rovnovdzné poloze (kdy a = 0 a & = wam), tedy

4 2 1
myg [rai, - (£ +r) am] = —-mR’w’al,

2 4
odkud
- g(6nr — 8R) 7
3nR?
tedy perioda kmiti je
2 1213 R?
T=—=/—7—"-—.
w g(6nr — 8R)

PovSimnéme si, ze vyraz pro periodu kmitli ma smysl pouze pro R < 3nr/4, coz je stejny
vysledek, jako jsme dostali vyse.
Tomds Pikdlek
pikos@fykos.cz
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