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Uloha IV.P ... Mrazik 5 bodii; pramér 2,91; Fesilo 35 studentt

V pohadce Mrazik vyhodil Ivan loupeznikim kyje do takové vysky, ze spadly az za pil roku.
Jak vysoko by je musel vyhodit, aby dopadly za takovou dobu? Vytvorte prvni a druhy hruby
odhad. Zduvodnéte, proc¢ jsou tyto odhady nejspis radové spatné. Co jste vsechno zanedbali?
Z jakych duvodii je celkové nesmysiné, aby kyje dopadly na prakticky stejné misto po piil roce?
Nebrarite se proudu kritiky na tuto klasickou pohadku! Lukads si vzpomnél na Mrazika.

Budeme fesit pohyb jednoho z kyji. Zkusme nejprve naivné predpokladat, ze Ivan vyhodil kyj
v homogennim gravita¢nim poli v bezodporovém prostiedi. Ivinek hézi kolmo nahoru z vysky,
kterou oznacime jako nulovou, s néjakou pocatecni rychlosti vg, kterou budeme chtit urcit.
Rovnice pro svisly vrh vzhiuru pak vypadaji

1
h = vot — Qgt2, (1)
v = —gt, (2)

kde h je viska kyje v éase t, v je jeho aktudlni rychlost a g je tihové zrychleni. Cas, za ktery
maji kyje dopadnout, je ptil roku T = 15,8 - 10%s. Z druhé rovnice pak mizeme uréit ptvodni
rychlost kyje, protoze vime, ze ve chvili navratu by mély mit kyje stejnou rychlost, ale opacného
smeéru.

—vo=vo—¢gI = v = %%8~107m-s_1 ~ -
kde ¢ = 3,0- 103 m-s~! je rychlost svétla ve vakuu. Z vysledku je patrné, Ze bychom uZ spravné
méli vyuzit pro vypocet specidlni teorii relativity, protoze kyj by mél byt vyhozen relativistickou
rychlosti. OvSem nez se zbésile vrhneme do relativistickych Feseni, tak si muzeme vyzkouset
vypocist, do jaké vysky by dle vyse uvedeného vypoctu mél kyj vystoupit. Bud si rovnou
vzpomeneme, ze nejvyssiho bodu dosédhne kyj v éase Tmax = vo/g = T/2, nebo si uvédomime,
ze v okamziku obratu je rychlost nulovéd a vypoé¢teme tento ¢as z rovnice (2), nebo si to mizeme

ukdzat slozitéji tak, ze rovnici (1) doplnime na ¢tverec

2
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h=—2g(t?-=t) = h=—Zg|t——= -2
29( 9 ) 29( 9) +29

Vyska bude maximélni v okamziku, kdy zdvorka umocnénd na druhou mé nejmensi hodnotu,
tedy v okamziku, kdy je nulovd. Pokud Cas Tmax dosadime do (1), pak dostdvime hmax =
= gTmax/2 =~ 3 -10"m, tedy (pokud uvdzime, 7e polomér Zemé je Rz = 6378km) zZe se
jedna Fadové o 5 - 107 nasobek poloméru Zemé. V dalsich jednotkach je to pak 2 - 10% AU
¢i 0,031y. Je tedy zrejmé, ze gravitacni pole, ve kterém se kyj pohybuje, ve skute¢nosti nebude
homogenni, a proto nas puvodni predpoklad viibec neplati, takze se ani vylepSovanim specidlni
teorii relativity nemusime zabyvat.

Jiz vime, Ze budeme muset uvazovat, ze se jedna o vrh v radidlnim gravitacnim poli Zemé.
Vrh je provadén kolmo vzhiiru, coz by mélo vést k tomu, ze se kyj bude pohybovat po degene-
spekulovat nad tim, jak by pak mohl dopadnout kyj opét na stejné misto pod stejnym thlem,
protoze bychom po chvili stejné dosli k tomu, Ze je to prilis podezrelé, a to zejména kvuli sklonu
osy zemské rotace a dalsim pohybium Zemé v prubéhu roku. Kepleriv tfeti zékon plati i pro
takto zdegenerovanou elipsu. Napisme si ho ve tvaru

113 o GMZ

T2~ 4n2
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kde a je délka hlavni poloosy, coz je v nasem pripadé polovina délky tsecky, po které se pohybuje
kyj', G = 6,67 - 107" N-m?-kg =2 je gravitacni konstanta, Mz = 5,97 - 10> kg hmotnost Zemg.
Pokud bychom mohli zanedbat dobu, kterou by kyj mél stravit v rdmci své obézné doby pod
povrchem Zemé, tak opravdu muzeme pouzit ve vztahu cas T. Vyjadreme si hlavni poloosu

a={ G4MQZT2 ~1,4-10°m ~ 200Rz ~ 9-10 > AU.
T

Vzhledem k tomu, Ze je poloosa vice jak dvousetndsobkem poloméru Zemé, tak opravdu muzeme
relativné dobfe pouzit zanedbani casu. Navic v ¢asti pod Zemi by se kyj mél hybat nejrychleji,
a tedy stravit tam jenom relativné kratky cas. OvSem — méli bychom se zamyslet, do jaké
nejveétsi vzdalenosti od Zemé se kyj dostane. Od jejiho jadra by to mél byt dvojnasobek a, coz
je fddové 400 poloméru Zemé. Zamyslime se nad tim, jestli opravdu v celé oblasti bude mit
hlavni roli gravitace Zemé, nebo i dalsich téles. Proto se podivejme na soustavu Zemé — Slunce.
V této soustavé se nachazi 5 bod1i, ve kterych se vyrovnavaji gravitacni a odstiredivé sily. Jedné
se o takzvané Lagrangeovy ¢i libracni body. Néas v této chvili zajima zejména poloha bodu L,
ktery je Zemi nejblize. Pro¢? Protoze pokud se muze néjaka druzice dostat od Zemé za bod Ly,
tak se muize stdt obéznici Slunce nebo stfidavé obihat Zemi a Slunce (pokud nem4 energii tak
velkou, Ze dokonce ze soustavy unikne). D4 se vypod&itat ¢ najit?, ze se naléza zhruba 1,5-10° m
od Zemé. Vzhledem k tomu, Ze se kyj méa dostat az do vzdélenosti 2,7 - 10° m, pak neni opét
splnéna vstupni podminka vypoctu. Spravné bychom méli uvazovat i gravita¢ni vliv Slunce
a tim by se tloha znac¢né zkomplikovala. Proto nadéale budeme pracovat s timto odhadem, ale
budeme si uvédomovat, ze by musel byt jesté opraven.

Zkusme se zamérit na vypocet rychlosti, kterou by musel Ivan kyje hodit. Jako prvni nésttel
muzeme odhadnout, 7e musi jit o rychlost nékde mezi 1. kosmickou rychlosti®, coz je obézn4
rychlost po kruhové dréze na trovni povrchu Zemé v; = 7,9km-s™!, a 2. kosmickou rychlosti,
coz je tinikové rychlost z povrchu Zemé, tj. kyje by se viibec nevratily ve = 11,2km-s™*. Uz
tim bychom méli docela pékny rddovy odhad. Pokud bychom chtéli dostat néjakou presnéjsi
hodnotu, tak muzeme vyuzit néjakého programu ¢i programovaciho jazyka a pribéh vrhu si
numericky nasimulovat. V tom pripadé, pti pouziti trochu presnéji zadanych hodnot, nez je
uvedeno zde, dostdvame hodnotu rychlosti hodu® jako viy; = 11168m-s~" a hodnotu druhé
kosmické rychlosti jako vo = 11181 m-s~'. Hodnoty se lisi pouze o néco mélo vic nez jedno
promile, coz ukazuje dalsi problematickou ¢ast pohadky a to, ze by Ivan musel do urychleni
kyje vlozit presné definovanou silu, protoze jinak by kyje dopadly v tplné jinou dobu, nebo by
rovnou uplné uletély.

Nadale budeme pracovat s rychlosti viy;, ktera je vlastné kvili odporovym sildm spodnim
odhadem toho, na jakou rychlost by Ivan kyje musel urychlit. Zamysleme se nad tim, jakou

vlastné o hypotetickou a dost abstraktni situaci.

2http://de.wikipedia.org/wiki/Lagrange-Punkte

3Ditvodem, proc je jasné, ze by rychlost kyje méla byt vyssi nez tato, je uz to, ze velkd poloosa drahy kyje
je vétsi, navic ho vypoustime pifimo vzhtru.

4K vypoctu byl pouzit program Wolfram Mathematica. K6d je k nalezeni na http://fykos.cz/rocnik26/4-p.
nb a http://fykos.cz/rocnik26/4-p.cdf. Ve formatu .nb si muzete kéd i upravovat, pokud vlastnite Wolfram
Mathematicu, kdezto v .cdf se na néj muzete alespon podivat a prehrdvac¢ .cdf muzete stdéhnout zdarma na
http://www.wolfram.com/cdf/.


http://de.wikipedia.org/wiki/Lagrange-Punkte
http://fykos.cz/rocnik26/4-p.nb
http://fykos.cz/rocnik26/4-p.nb
http://fykos.cz/rocnik26/4-p.cdf
http://www.wolfram.com/cdf/
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kinetickou energii by musel Ivan do kyju vlozit. Uvazujme jeden m = 20 kg kyj.

1
Ex = imvﬁyj ~12GJ
Ivan by tedy do jednoho kyje musel dat pres gigajoule své energie.
S jakym zrychlenim musel Ivan kyje urychlovat? Uvazujme, Ze je urychloval rovnomérné
a ze je velmi vysoky, a tak je urychloval h; = 2m.
1 5 vl%yj

hi=-at”, wvyj=ar = a= z3~107m-5727
2h;

kde jsme oznacili jako 7 ¢as urychlovani kyje. Ivan by tedy musel pohybovat svou pazi s tak-
to nemozné velkym zrychlenim, pfi¢emz celé urychlovani by trvalo 7 ~ 3 -107%*s. P¥i takto
agresivnim urychlovani by se nejspis kyj sdm rozbil svou setrvacnosti.

Zaméime se ted na odpor vzduchu, ktery jsme dosud prechazeli, byt jsme si uvédomovali,
ze bude hrat znac¢nou roli. Pouzijeme Newtonuv vztah pro odpor vzduchu

1
F= 5095’112,

kde C' je soucinitel odporu dany tvarem télesa, ktery byva vétsinou mezi 0,1 a 1,2 a v nasem
pFipadé ho budeme povazovat® za 0,5, 0 = 1,29 kg-m~? je hustota vzduchu, S je plocha priFezu
télesa ve sméru pohybu, kterd miize byt u kyje fddové S ~ 0,1 m?. Zkusme dosadit, jaké by pak
méla byt odporova sila na pocatku pohybu v pripadé, ze by byl kyj urychlen ,pouze® na rych-
lost viy;. Sila je pak F' = 4-10° N, coz by pro 20 kg kyj znamenalo zrychlen{ zhruba 2-10° m-s™2,
coz by kyj teoreticky zabrzdilo v prvn{ sekundé®, resp. jesté diive, takZe konstantnost odporu si
v uvahach dovolit nemtizeme a kyje by musely vyletét nejspise s fadové vyssi rychlosti. Ovsem
musime si uvédomit, ze hustota vzduchu s vyskou klesa, a zejména, ze kdyz je rychlost nizsi,
tak klesd i odporova sila. Navic s takto vysokymi rychlostmi v atmosféfe nardzime na limity
pouzité rovnice, protoze jsme v rychlostech fddové nad rychlosti zvuku ve vzduchu. Newtonova
rovnice se tudiz ani neda spolehlivé pouzit.

Laskava Ctenarka si pak uz sama dopocte, ze by energie dodand na pocatku kyji stacila na
jeho zahtani o vice jak nékolik tisic stupnu Celsia a s ohledem na odpor vzduchu by se tedy kyj
po cesté nejspis uhotel (stejné jako se to Casto stdvd malym meteoritim).

Zavérem muzeme Tici, ze Mrazik by se mél z hlediska vyuky fyziky zakézat, nebo pouzivat
pouze jako odstrasujici pripad.

Komentar k doslym resenim
Castym nedostatkem v FeSeni bylo nedostateéné zdavodnéni, pro¢ je vlastné vsechno, co po-
Citate, nesmysl, a hlavné nevypocteni néjakych hodnot, které by vasi domnénku podporily.
Pripadné, kdyz uz se objevilo néjaké ¢islo s néjakou jednotkou, tak kde vlastné? Je potieba
uvést vypocet nebo zdroj, odkud tdaj pochézi.

Bylo mnoho zajimavych a sem tam i origindlnich myslenek, jak aféru ,,Ivanovy kyje* shodit
ze stolu. Malokdo se ale asi na Mrazika podival porddné, protoze pripominka k tomu, ze kyju

5 Ve skuteénosti se méni v pritbéhu letu, jak se kyj otaci, ale stejné nam jde pouze o fadovy odhad.

6 Prvni vtefina je zde zminéna &isté udelové. Atmosféru bychom mohli hodné hrubé povazovat za vyso-
kou 10km s hustotou vzduchu jako je u hladiny motre. Je to hodné hrubé pribliZzeni, ale pro odhad ndm to
stac¢i. Vzhledem k rychlosti, s jakou by kyje mély opustit Ivanovu ruku, tedy skrz atmosféru projde za pravé
jednu sekundu.
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dopadl znac¢né vyssi pocet, nez vyletél do vesmiru, byla zaznamenand pouze jednou. Chtél bych
zu v programu Tracker, takze k rtuznym faktickym pripominkdm pfidal i tu, ze by let kyju
s namérenou pocatecni rychlosti trval pouze asi 5 sekund.

Velka c¢ést resitelu si uvédomila, ze kyje by pravdépodobné v prubéhu letu atmosférou
shorely, ale bohuzel zna¢né ¢ast psala o tom, ze by uhotely az v priubéhu dopadu. To zni velice
nepravdépodobné, vzhledem k tomu, ze pokud uvdzime odpor vzduchu, tak pfi stoupani by
musely mit kyje daleko vyssi rychlost a tim padem i vyssi odpor. Je pravdou, ze by proletély
rychleji, ale pokud by mély uhoret, tak by spise uhotely uz pri vystupu.

Cést FeSitelt se zaméfila na to, jak dostat kyje zpatky v rdmci Sluneéni soustavy. Zajimavy
byl napad vyhodit kyje kolmo na rovinu obéhu Zemé kolem Slunce tak, aby obéznd rychlost
kyju kolem Slunce byla totoZnd s obéznou rychlosti Zemé (po jejich vzdalen{ od Zemé). To
by bylo jesté ,realistické® teoretické reseni. Horsi byly napady iplné zanedbat gravitaci Zemé
a Slunce a hodit je skrz Slunce bez ohledu na to, ze by, pokud jiz neshorely predtim, kyje urcité
shotely. Nemluvé o tom, ze pti vzdalovani od Zemé by jejich rychlost klesala, pak zase stoupala
pri priblizovani Slunci, pak zase klesala pri vzdalovini a pak se kyje zase urychlily u Zemé.
Takze predpoklad rovnomérného pohybu by byl opravdu znacné prestieleny.

Dalsim pristupem, ktery se pro odhad rychlosti pohybu kyje objevil, byl vypocet mezni
rychlosti v atmosfére. Ten mé nékolik vad. Nejdfiv by totiz Ivan musel hodit fadové vyssi
rychlosti, nez je mezni, aby kyje ziskaly néjakou dostatecnou vysku, ale tim zase nardzime
na priblizeni, které bylo u¢inéno, a to, ze hustota atmosféry je priblizné konstantni, coz opét
nemuze platit vzhledem k tomu, jak dlouho se kyje maji pohybovat. Ale je to jinak zajimavy
odhad, ktery vychézi fadové bliZze nez aproximace homogennim gravitaé¢nim polem ve vakuu.

Zavérem bychom jesté uvedli velké upozornéni — pokud mame pohyb hmotného bodu ve
vzduchoprazdnu a pokud tam nemdame zddné dalsi sily, tak se tento hmotny bod musi nutné
pohybovat po kuzelosecce, coz byva nejcastéji elipsa ¢i hyperbola. Muze to byt teoreticky tsecka
¢i parabola. Ale rozhodné se nemuze stat to, Zze vysleme druzici ,kopnutim* nahoru a ona nam
sama zacne obihat po kruhové trajektorii v néjaké vysce nad Zemi. K tomu musi mit druzice
motory, aby upravily jeji kurz po vyneseni do pozadované vysky. Také si jen tak samy od sebe
nefeknou, ze spadnou. Jediné pokud se srazi nebo pokud klesaji z duvodu tfeni o atmosféru.
Nemluvé o tom, jak je obc¢as zveliCovana geostaciondrni dréha. .. Ano, je to vyznacnd dréha,
ale jen protoZe druzice na ni obéhne Zemi jednou za den. Jinak mize druzice obihat v dplné
libovolné vysce, kterd je dostatec¢né velka, aby nedrhla o atmosféru a ktera je dostatecné nizka,
aby byla ve sféfe gravitacniho vlivu Zemé.

P.S.: Neni to jenom Mrazik, co mé& vadnou fyziku. Jen si poslechnéte ty souboje ve vesmiru
se zvukovymi efekty ve Star Wars nebo se podivejte, co provadéji Tom a Jerry. . .

Karel Kolar
karel@fykos.cz
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