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Uloha IIL.3 ... upecené brzdy 4 body; pramér 2,44; fesilo 32 studentt

Jakou rychlosti mame jet autem z kopce, abychom co nejvice zahrivali brzdy? Uvazujte, Ze
rozdil teploty vzduchu a teploty brzd je imérny brzdnému vykonu. Lukds pekl.

Zacnime fyzikou celej situacie. Auto, spustajice sa z kopca, je urychlované zlozkou gravitacnej
sily o velkosti Fy = mgsin «, kde klasicky zna¢ime hmotnost, gravita¢né zrychlenie a uhol sklonu
kopca. Na auto pésobia dve brzdné sily, odporova a trecia od pneumatik. Budeme predpokladat,
ze odporova sila je imernd druhej mocnine rychlosti, teda Foap = kv?. Brzdnd silu od jednej
pneumatiky oznac¢ime F,. Ak auto nezrychluje, su sily v smere pohybu v rovnovdhe, ¢o v nasom
pripade znamend

Fy = Foap + 4F;,
mgsina = kv’ + 4F, .

Pozrime sa teraz na pneumatiku. T4 nepreSmykuje a pri konstantnej rychlosti je moment sily,
ktory na nu posobi, nulovy (inak by sa jej uhlovd rychlost zvySovala). Brzdenie si mézeme
jednoducho predstavit ako silu 7', ktora pdsobi proti otacaniu pneumatiky vo vzdialenosti a od
stredu. Pre rovnost momentov musi platit

Ta = Fyr,

kde sme oznacili polomer pneumatiky ako r.

Tepelny vykon, ktory sa bude uvolnovat v mieste posobenia sily T, je jednoducho stcin sily T’
a rychlosti, ktorou sa tento konkrétny bod pohybuje (tu si staci spomentit na zndme AW = T'As
a predelit zodpovedajicim éasovym tsekom).

Pripominam, ze samotna sila F}, tu kolesa nezohrieva, pretoze pri nepreSmykovani sa nekond
ziadna praca.

Rychlost pohybu bodu vzdialeného a od stredu pneumatiky vypocitame z uhlovej rychlosti,
ktord je rovnd v/r. Celkovy vykon ohrievajici jednu pneumatiku je teda

P:TaE:va7
r

kde sme pri druhej rovnosti pouzili vztah na rovnost momentov sil. Vidime, ze nam vysiel
rozumny zaver, a to ze brzdny vykon nezavisi od toho, kde je konkrétne umiestneny brzdovy
koti¢ a platnicka.

Silu F}, sme uz ale dali do stuvisu z rychlostou, takze moézeme vyjadrit vykon ako funkciu
rychlosti
mgsin o — kv?

4

Pri ustélenej teplote prave tento vykon unika a vieme, ze unikajici vykon je priamo tmerny
rozdielu teploty kolesa a okolia At. Tito timeru vyjadrime vztahom P = KAt a dosadime, aby
sme ziskali teplotu kolesa v zavislosti na rychlosti auta.

P(v) = Fp(v)v =

: _ 2
Bif) = mgsna =k,

Nasou, teraz uz len matematickou, tlohou je ndjst maximum tejto funkcie.
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Vidime, Ze tato funkcia je nulovad v nule a v bodoch

tog = i,/Lg:na .

kde pre nas zaujimavé kladnd hodnota znamend, Ze auto nebrzdi vobec a gravitacna sila je
plne kompenzovand odporom vzduchu. Medzi nulou a v je to kladna funkcia a my hladdme
maximum prave tu. Hladanie maxima funkcie je ale uz ddvno vyrieseny problém a vicsine z vas
by malo byt jasné, ako na to. Z funkcie At(v) vyrobime jej derivdciu. Je to opiat funkcia rychlosti
a jej hodnota hovori, ako rychlo rastie funkcia At(v). Ak je tdto hodnota pre nejakd konkrétnu
rychlost velkd, vieme, ze At(v) je pre tito rychlost strmé. Ak je tdto hodnota zdpornd, tak At(v)
klesid. Nés zaujima Specidlny pripad, ked je derivicia rovna nule, ¢o znamend, ze funkcia ani
nerastie a ani neklesé. Toto je prave pripad maxim a minfm funkeii.®

Za deriviciami stoji matematicks tedria, ndm staéi vediet, ako sa pouzivaji.? Tu derivujeme
len polyném, derivaciu oznac¢ime ¢iarkou
mgsin a k o

b

—3—v

/ J—
Al(v) = =5 4K

podla pravidla (v™) = nv""'. Po polozeni derivicie rovnej nule dostaneme maximélne At pre
mgsina V3
VUmax = — 7 = —5 Vo,
3k 3

kde sme zahodili zdpornd hodnoty (uz pri zostavovani pohybovej rovnice sme totiz pouzili pred-
poklad, Ze odporova sila vzduchu pésobi proti gravitécii, ¢o by pre zdporné rychlosti neplatilo).
Vidime teda, ze pre maximélny brzdny vykon musime ist asi 60% z maximélnej moznej rychlosti
pri vypnutom motore.

Ak chceme dosadit, treba este odhadnit konstantu k. Zo vztahu na odporovi silu ale méame

k= %c@s ~ IN/(m-s )2,

kde sme odhadli C priblizne 1, plochu priblizne 2m? a hustotu vzduchu 1kg-m™3.
Dosadime este priblizni hodnotu hmotnosti 1000 kg a sklon 10°

Vmax ~ 24m-s”' =90km-h™'.

Treba este povedat, ze pohon kolies sme neuvazovali. S nim by sme len zvysili moment na kolesa
a sucasne brzdnd silu T, ¢o by sme efektivne mohli chapat ako jazdu po strmsom svahu.

Poznamky

Moznosti ako hladat minimum funkcie je skuto¢ne viacero. Jeden trik je namiesto rychlosti v
vyjadrit vyslednu teplotu cez pomer v/vo. Takto dostaneme

2
Am“(l_g),
Vo ’UO

!Predstavte si, aké strma je funkcia prave vo svojom maxime, podobne ako ked vyjdete na vrchol kopca,
ma tam nulovd strmost.
20dkazujem na dékladné prestudovanie napriklad nagho seridlu v XVI. roéniku alebo na studijny text FO.
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odkial je uz jednoduchsie ziskat vmax = vo / \/5 .
Pekné riesenie, od Kuby Vosmery, je pozadovat, aby rovnica

At=C,

mala prave dve riesenia, pre nejaki konstantu C. Pri pohlade na graf je zrejmé, ze tato rovnica
mé dve rieSenia préve ak je jedno z tychto rieSeni extrém naSej zdvislosti At(v). Toto riesnie
musi dokonca byt aj dvojndsobnym korenom, prave kvoli tomu, ze je to extrém dotykajici sa
priamky (pre znalejsich, aj derivicia je v tomto bode nulova, ¢o je ekvivalentné podmienke na
viacndsobny koren). Z Vietovych vztahov potom dostaneme existenciu dvojndsobného koreria
vtedy, ked méa tento dvojndsobny koren hodnotu
v V3
)

=4
Vo 3

odkial len vyberieme nase kladné riesenie.
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