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24. roénik, tloha VI.S ... vSehochut (6 bodi; primér 5,00; ¥esil 1 student)

a) Predpoklddejme, Ze médme radioaktivni Idtku X, kterd se rozpadd na litku Y s poloca-
sem rozpadu T, ta se nasledné rozpada na stabilni latku Z s polocasem rozpadu T». Jak
zavisi koncentrace latky Y na ¢ase, pokud jsme na pocatku méli pouze latku X ?

b) Vypoctéte, jak vypadd difrakéni obrazec vznikly prichodem svétla o vinové délce A Stérbi-
nou Sitky d.

¢) Pokuste se najit frekvence w, pro které existuje reSeni vInové rovnice na ¢tverci o hrané a.
Kolik riiznych funkci odpovida jedné thlové frekvenci?

Ndpovéda: Pro prostorovou ¢dst predpoklddejte feseni ve tvaru A(z,y) = X (z)Y (y).
Ozatilo Lukdse

Rozpad

Rozmysleme si nejprve, jak to je s polo¢asem rozpadu T'. Vime, Ze pro mnozstvi radioaktivni
latky v Case t plati

N(t) = Ni=o2 T = Ni—oexp(—t/T'In2) = Ni—gexp(—t/A), A= % ,
n
kde A je tzv. rozpadova konstanta.
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Obr. 1. Zavislost relativniho mnozstvi radioaktivnich latek na case
pro Axy = 2rok talyy = 1,1 rok™!

Studujme nejprve rozpad X — Y, mnozstvi latky X budeme znaclit Nx, latky Y Ny, atd.
NapiSeme si pro néj diferencilni rovnici

dNx

X = _AxyNx.
dt XY {VX

Budeme predpokladat feseni ve tvaru exponencialy, vizte text seridlu. Zjistime, ze plati
Nx(t) = Nx, exp(—Axvt).

Nyni budeme zkoumat druhy rozpad Y — Z. Pro mnozstvi latky Y plati

dNy

T —AvzNy + Axy Nx , (1)
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druhy clen se zde vyskytuje, protoze latky Y pfibyva rozpadem latky X. Protoze zde mame
soustavu dvou diferencidlnich rovnic, budeme predpoklddat tvar feSeni Ny ve tvaru souctu
dvou exponenciél, tj. Ny = Aexp(—ait) + Bexp(—ast) a dosadime do (1). Dostavame

—Aa; exp(ait) — Bazexp(—aat) =
= —A\yzA exp(falt) — AyvzB exp(fagt) + NXD AXY eXp(kayt) .

Aby tato rovnice mohla byt splnéna pro vSechny ¢asy, musi byt soucet koeficientli u stejnych
exponencial roven nule; protoze Nx, # 0, musi byt a1 = Axy. Pak plati

—Aar = —Alvz + Axvy Nx, ,
—Baz = _B)\YZ .

Z toho vyplyva as = Ay z, B je volny parametr, ktery musime dopocitat z poc¢atecni podminky,
A= AxyNx,/(Avz — Axy). Pro mnozstvi latky Y potom miizeme psit

A
Ny (t) = Nx, )\L
Yz —

AXY (exp(—)\xyt) — exp(—)\yzt)) .

Konstantu B jsme zvolili tak, aby Ny (0) = 0. Protoze se zadnd latka neztraci, plati Nz (t) =
= Nx, — (Nx(t) + Ny (t)). Mnozstvi jednotlivych sloZzek je uvedeno na grafu v obrazku 1.

Difrakce

Abychom urdili tvar difrakéniho obrazce ve veliké vzdédlenosti, musime vypocitat Fourierovu
transformaci Stérbiny. Protoze je problém translacné symetricky podél osy Stérbiny, omezime
se jen na jeden rozmér, plati

Lo, U (e way _ VIR
k)= — e dx = kA2 _ omikd/2) _ VAT G (1d /2) .
p( ) V21 /—d/2 ik 27 ( ) ik ( / )

Pozorovana intenzita osvétleni je kvadratem Fourierova obrazu. Plati

-e(e82)

kde jsme v8echny konstanty zahrnuli do Io, tj. osvétleni pfimo za $térbinou. Argument kd/2
zavisi pouze na vlnové délce a parametrech tdlohy, tj. d a linedrné na thlu odchylky ¢. Z textu
vime, Ze plati ¢ = kX\/2m, tj. kd/2 = ~d/X - .
Kmitdni
Méame za tikol najit feSeni vlnové rovnice pro ¢tverec s hranou a. Pro vychylku U(z,y,t)

plati ‘ ‘

u | Ou 1 o%u

ox2 Oy~ 2 o2’
Vypocteme-li Fourierovu transformaci této rovnice v ¢asové proménné, dostavame

2

2~ 2 A
0u(z,y) | Oulzy %ﬂ(m,y) _o.

Ox? oy?
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V zadéni je napsdno, Ze mame FeSeni hledat ve tvaru souéinu dvou funkei zavislych pouze
na jedné soufadnici. Tj. & = X(x)Y (y), dosadime-li toto do rovnice vySe a vydélime-li 4,
dostaneme .

X”(IE) Y//(y) wz B 0

X@ T ¥y T 7"

aby tato rovnice platila pro vSechna x a y, musi byt prvni dva ¢leny konstantni. To ndm ale
pfipomind rovnici pro strunu z textu seridlu. Musi platit

X)(z) = sin (%l) . 1e{1,2,3,...}.
Potom plati X}'(z)/X;(z) = (x/a)?I?. Podminka na thlovou rychlost kmitani je proto
w = 1 12 + m2 ,
ca

kde m odpovida poétu uzli funkce Y (y). Celkové feSeni je potom
Uim (2, Y,t) = uo sin (El) sin (Mm) sin (1\/ k2 + mZt) .
a a ca

Lukas Ledvina
lukasl@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfeSen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiki a fyziki.
Toto dilo je §ifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

-3-



