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24. roèník, úloha VI . 1 . . . rozcvička (5 bodù; prùmìr 3,85; øe¹ilo 13 studentù)

a) zprohýbané prkno
Prkno dané délky le¾í vodorovnì. Z jednoho konce po nìm po¹leme kulièku. Za jakých

podmínek bude na druhém konci prkna nejdøíve?
a) Prkno bude prohnuté nahoru.
b) Prkno bude prohnuté dolù.
c) Prkno bude rovnì.
d) Pøi libovolném prohnutí bude doba stejná.

Svoji volbu øádnì odùvodnìte.
b) zlomené prkno

Prohlubeò ¹íøky L pøemostíme prohnutým prknem. To se skládá ze dvou stejnì dlouhých
rovných èástí, které jsou uprostøed spojeny zlomem. Na jeden konec polo¾íme kulièku. Pro
jakou hloubku prohnutí h bude kulièka na druhém konci nejdøíve? Zlom je tak hladký, ¾e
na nìm kulièka neztrácí energii. Mohlo by se vám hodit, ¾e funkce f(x) = x + 1/x má
minimum v bodì x = 1.

Luká¹ s Jáchymem, kdy¾ rozumovali nad první èástí úlohy
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Obr. 1. Síly pùsobící
na kulièku

Zprohýbané prkno

Jeliko¾ má prkno konstantní délku, bude èas pøejetí záviset
pouze na prùmìrné rychlosti. Ze zákona zachování energie víme,
¾e èím je kulièka ní¾, tím vìt¹í má rychlost. Její potenciální ener�
gie v gravitaèním poli se pøemìní na kinetickou energii. Tedy
pro vodorovné prkno je rychlost konstantní, pro prkno prohnuté
nahoru je rychlost men¹í a pro prkno prohnuté dolù je rychlost
vìt¹í.

Pokud bychom se dívali jen na pùsobení sil, vidíme, ¾e je-li
prkno rovné, ¾ádná výsledná síla nepùsobí a pohyb je rovno�
mìrný. Je-li prkno prohnuté nahoru, kulièka nejdøíve zpomaluje
a pak zrychluje. Prùmìrná rychlost je tedy men¹í. Naopak pøi prohnutí dolù kulièka nejdøíve
jede z kopce a tedy zrychluje a pak zase zpomaluje. Prùmìrná rychlost je vìt¹í.

Správná odpovìï je tedy b), proto¾e kulièka pojede nejrychleji.

Zlomené prkno

Kulièku budeme modelovat jako hmotný bod. Spoèítejme, za jak dlouho se dostane do po�
loviny. Rozlo¾íme tíhovou sílu do kolmého a teèného smìru k prknu. Kolmá slo¾ka je vyru¹ena
reakcí prkna. Teèná slo¾ka urychluje kouli smìrem dopøedu (z kopce). Tato síla je po celou
první polovinu cesty konstantní. Jedná se tedy o rovnomìrnì zrychlený pohyb. Z podobnosti
trojúhelníkù (obrázek 1) mù¾eme urychlující sílu vyjádøit jako
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Tedy zrychlení, se kterým se bude pohybovat, bude
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Do vzorce pro rovnomìrnì zrychlený pohyb s = 1

2
at2 , kde s je dráha, kterou tìleso urazí

z klidu za èas t pøi zrychlení a, dosaïme
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Odtud ji¾ jednodu¹e vyjádøíme èas, za který kulièka sjede do poloviny.√(
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Èas, za který ujede druhou polovinu, bude stejný (rozmyslete si).
Nyní hledáme hodnotu h, pro kterou bude výraz√
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nejmen¹í. Druhá odmocnina je funkce rostoucí na kladných èíslech, a proto bude výraz (1)
nejmen¹í, kdy¾ bude argument odmocniny
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také nejmen¹í. Pokud výraz (2) upravíme na
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staèí ji¾ jen pou¾ít nápovìdu ze zadání a øíct, ¾e tento výraz nabývá minima pro

2h
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= 1 neboli h =
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.

Pøejetí bude kulièce trvat nejkrat¹í dobu pro h = L/2.
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