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24. roèník, úloha V . S . . . aviatická (6 bodù; prùmìr {; )

a) Popi¹te geometrickou konstrukci (pomocí kru¾ítka a pravítka) pro�lu ®ukovského.
b) Zkuste nakreslit proudnice v okolí pro�lu ®ukovského. Zvolte si takové parametry d/l am/l,

aby mìly praktické opodstatnìní.
c) Jaká vztlaková síla pùsobí na rovnou desku? Jaká vztlaková síla pùsobí na desku tvaru

kruhového oblouku?
d) Zkuste nakreslit pro�l køídla odpovídající Karmánovì-Tre�tzovì transformaci.

Luká¹ si chtìl vylep¹it letadlo.

Geometrická konstrukce

Ujasnìme si nejdøíve, co potøebujeme znát, abychom dokázali provádìt operace s komplex�
ními èísly.

a) Sèítání: Chceme li seèíst dva vektory, musíme jeden z nich umìt pøenést do koncového
bodu druhého a máme-li vytyèen smìr, kru¾ítkem pøeneseme jeho velikost. Toto je na
eukleidovském prostoru jednoduché, av¹ak v jiné geometrii, napø. na povrchu koule to
nemusí být snadné, dokonce ani jednoznaèné.

b) Násobení reálných èísel: Vynásobíme-li dvì reálná èísla, získáme obsah obdélníku se stra�
nami tìchto délek. Pokud chceme umìt dvìma reálným èíslùm pøiøadit jiné reálné èíslo,
které je jejich souèinem, musíme vìdìt, jaký obsah má jednotkový ètverec, tj. musíme
vìdìt, jak je dlouhá jednotka. Pro dìlení platí obdobná podmínka.

c) Komplexní sdru¾ení: Chceme-li urèit, jaké komplexní èíslo je komplexnì sdru¾ené, musíme
jej zrcadlit okolo osy x, a musíme proto vìdìt, kde je poèátek a jaký smìr odpovídá x-ové
ose.

d) Násobení komplexních èísel: Abychom umìli vynásobit dvì komplexní èísla musíme vyná�
sobit jejich velikost a seèíst jejich argumenty, k této operaci potøebujeme je¹tì vìdìt, jaký
je kladný smìr reálné osy.

e) Odmocòování: k-tou odmocninu z komplexní jednotky jsme si zavedli jako komplexní èíslo
mající k-krát men¹í argument. Proto je¹tì potøebujeme vìdìt, jaký je kladný smysl otáèení.

Máme zadáno komplexní èíslo z a máme sestrojit komplexní èíslo z+1/z. Hlavním úkolem
je sestrojit èíslo 1/z. Proto¾e platí z = |z| exp (i arg z), mù¾eme psát

1/z = 1/|z|e−i arg z .

Druhý èlen je pouze smìr a ten doká¾eme sestrojit, pokud víme, kde je osa x. Zamìøme se na
sestrojení 1/|z|. Mù¾eme vyu¾ít Eukleidovu vìtu o vý¹ce, sestrojíme-li pravoúhlý trojúhelník
s vý¹kou jednotkové délky a jedním pøilehlým úsekem délky |z|, druhý úsek bude míti délku
1/|z|.

Nyní staèí tento pøíspìvek pøièíst k pùvodnímu vektoru a jsme hotovi.

Proudnice v okolí pro�lu

Jak jsme uvedli v textu seriálu, proudìní v okolí pro�lu je pouze obrazem proudìní v okolí
válce, jako byl samotný pro�l obrazem válce. Proto musíme proudnice urèené rovnicí

Rew(z) = konst ,

kde w(z) je komplexní potenciál proudìní, zobrazit ®ukovského transformací. ξ = z + l2/z.
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Vztlaková síla na desku

Jak jsme odvodili v textu seriálu, pro vztlakovou a odporovou sílu platí vztahy

Ry = 4π%
(
d+
√
m2 + l2

)
U2
∞ sin(α+ β) cosα ,

Rx = 4π%
(
d+
√
m2 + l2

)
U2
∞ sin(α+ β) sinα .

Transformace vedoucí na rovnou desku odpovídá m = 0, d = 0, tj. β = 0. Proto vztlaková síla
je

Ry = 2π%lU2
∞ sin 2α ,

kde délka desky je 4l, % je hustota okolního vzduchu, U∞ je dopøedná rychlost a α je úhel
nábìhu. Je vidìt, ¾e maximální vztlakové síle odpovídá úhel 45◦, co¾ je typicky maximální
výchylka kormidel.

Vztlaková síla na desku tvaru èásti válce

Abychom dostali pro�l þdeskovitéhoÿ tvaru, musí mít dva ostré rohy, proto pùvodní zob�
razovaná kru¾nice musí procházet body ±l, proto d = 0. Na nejvy¹¹í bod se musí ze symetrie
zobrazit body i(m± a), pokud jsme oznaèili a polomìr zobrazované kru¾nice. Dosadíme-li do
transformaèního vztahu, zjistíme, ¾e se zobrazují na bod 2mi. Nyní víme, ¾e pro�l prochází
body ±2l a bodem 2mi. Z jednoduché geometrie urèíme jeho polomìr

r =
l2 +m2

m
⇒ m =

1
2

(
r −
√
r2 − 4l2

)
.

Nyní musíme uva¾ovat pouze men¹í koøen, proto¾e pokud by bylo m > r, nemohla by zobra�
zovaná kru¾nice procházet body ±l.

Pro vztlakovou sílu vychází

Ry = 4π%r

√√√√1
2

(
1−

√
1− 4

l2

r2

)
U2
∞ sin(α+ β) cosα , β = arctg

m

l
.

U¾ili jsme stejného znaèení jako pro rovnou desku.

Karmánùv{Tre�tzùv pro�l

Budeme jej konstruovat stejnì jako pro�l ®ukovského, tj. budeme po¾adovat, aby mìl ostrou
¹pièku, proto zobrazovaná kru¾nice musí procházet singulárním bodem transformace

ξ − nl
ξ + nl

=

(
z − l
z + l

)n
.

Nyní vypoèteme diferenciál rovnice uvedené vý¹e, tj. obì strany zderivujeme dle parametru p.1

2nl
(ξ + nl)2

dξ = 2nl
(z − l)n−1

(z − l)n+1
dz ⇒ dz

dξ
=

(z + l)n−1

(z − l)n+1(ξ + nl)2
.

1) Pokud L a P znaèí jednotlivé strany rovnice, platí 0 =
d(L−P )

dp
= dL

dξ
dξ
dp

− dP
dz

dz
dp

, z toho vyplývá
dz
dξ

= dL
dξ

/dP
dz

.
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Singulárním bodem této transformace jsou tedy body z = l a ξ = −nl, kterému odpovídá
z = −l.

Pro�l pro m/l = 0,1 a d/l = 0,05 je na obrázku 1.
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Obr. 1. Karmánùv pro�l, m/l = 0,1 a d/l = 0,05
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