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24. roc¢nik, uloha II.S ... zakompexovana !!! chybi statistiky !!!

a) Po jaké trajektorii (polodii) se pohybuje pdl pfi pohybu tyce padajici v rohu? Vyfeste
uzitim komplexnich cisel.

b) Pro ¢ — 0 uvazujte otodeni o uhel e, které zapisujeme R., a posunuti T.. VySetfete
a porovnejte zobrazeni R. T-R_.T_. a komutdtor [R.T¢].

¢) Otoceni jsme v tvodni poznamce posklidali z miniaturnich otoceni '’ = (1 +i9/N)".
Dokazete pomoci exponencialy zapsat také posunuti funkce?

d) Nakreslete obrazek, na co funkce z* zobrazi m¥i roztece . Za bonus miizete nakreslit obraz
miize po funkci cos(z).

e) Pomoci komplexnich ¢isel vypoctéte impedanci stifidavého obvodu série civky, rezistoru
a paralelné zapojeného kondenzatoru s odporem, piicemz obvod pokracuje iterativné dale
(viz obr. 1).
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Obr. 1. Koaxialni kabel
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Pohyb pdlu

Uvazujme ty¢ v poloze charaktrizované: vzdalenosti konce na podlaze od pocatku = a vzda-
lenosti druhého konce od pocatku y. Piedpokladejme, Ze se ty¢ otoci kolem bodu P o tthel Ay,
resp. dojde k posunuti konct tyce o Az, Ay.

Uvazujme bod z, tento oto¢ime o maly thel Ay okolo bodu P, potom pro novou polohu
bodu Z plati

=P+ (z—P)x P+2z—P+(z—P)idp =z + (2 — P)iAp. (1)
Nyni aplikujme vztah (1) na pohyb konct tyce
r+Az=z+(x—P)iAp = Az=(z— P)iAp,
iy+iAy =iy + (iy — P)idp = iAy= (iy— P)iAyp.

My vsak vime, Ze Ax a Ay jsou realné, protoze se ty¢ pohybuje po soufadnicovych osach.
Proto musi byt vyrazy (z — P) ryze imagindrni a (iy — P) realné ¢islo. Z této uvahy jednoduse
plyne P = x + iy, coz je pdl otaceni.

Otdcime svét
7 textu seridlu vime, Ze plati To(2) = a+z, Re(2) = 92 = (1 +ic —£%/2)2. Dosadme nyni
do vyrazu z ukolu, kde budeme zanedbavat &leny &3
RT.R_.T_.=(1+ic—2°) e+ (1—ie - 3°) (2 —¢)) =

:(1—|—i6—%€2) (5+z—isz—%e2z—£+152):
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= (1 + ie — %52) (z —iez — %622 + isz) =

1

=z —iez — L'z +ie” +ie(z —iez) — 2e'2 =

.2
=z+1".

Jde tedy o translaci ve sméru osy y. Zbyva vySetfit komutator. Komutator je operatorti A a B
je definovany [A, B] = AB — BA. Vypoc¢téme tedy [ReT.]

(1+ie—3e?) (2 +e) — (e + (1 +ie— 2e°) 2) — =
=—e+e(l+ie— i) =ie”.
Posouvame svét

Vyjdéme z toho, jak jsme definovali derivaci. Pro malé 1 plati

fat )= 1(z)+ Lo = (1+9;—2)f-

Nyni jsme nasli operator posunuti, je to vyse uvedeny vyraz v zavorce. Pokud tento ,,operator®
budeme aplikovat na néjakou funkci, dostaneme jeji hodnotu ve vzdélenosti 6, vsak pouze pro
malé 6. Toto posuti mizeme vsak aplikovat i vicekrat. Proto pro posunuti A = N6 plati
N
a\" Ad%
A)=(1460— =11 .
fera) = (140 ) s =1+ | s

Tento vyraz muzeme vsak zapsat jednodussim zptisobem, uvazime-li N — oo,
N
d
AL

Jetay= 14— | fe) =ty

Ad/dz

Proto miuzeme objekt e povazovat za operator posunuti o A.

Zobrazeni mrizky
Zaénéme nejdiive s funkei f(z) = 2° = (2% — y?) + 2ayi. Pro svislé piimky mifze plati
m(t) = zo + it, pro vodorovné n(t) =t + iyo; jim odpovidajici k¥ivky jsou
o(t) = (a:g — t2) + 2z0ti,
P(t) = (* —y5) + 2yoti.

Vidime, ze hledané kiivky jsou paraboly s vrcholem v poc¢atku. Grafy si miuZeme prohlédnout
na obrazku 2.
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Obr. 2. Zobrazeni mfize funkei f(z) = z

Déle si zkusme nakreslit funkci f(z) = cos z. Polozime-li 2 = z+iy a cosz = (e +e7*) /2,
dostavame

1y v 1 (=Y W\ e o .
cosz = ; (e +e )cosx—|— 3 (e e )smmfcosxcoshy isinxsinhy.

Je vidét, ze hledanymi kfivkami jsou elipsy se stfedem v pocatku. Mizeme si je prohlédnout
na obrazku 3.
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Obr. 3. Zobrazeni mfize funkei f(z) = cosz
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Impedance proudu

Protoze uvazujeme nekonec¢né dlouhy kabel, jeho impedance se nezmeni, ani pokud odebe-
reme jeden ¢lanek. Uzijeme nyni vztahu pro sériové a paralelni zapojeni odpori. Proto plati

. . 1o1\*!
Z=R+iwL+ (ilwC+ =+ = ,

Gz
Z=R+iwL + <—MCGZZZZ + G)l ,
Z:R+ML+EEG;g7:57
0:2?43+mmsz£§%%3

Pro typicky koaxidlni kabel plati C — 0 a G — oco. Diky tomu lze pro mald w zanedbat
linearni ¢len a urcit
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