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Zadani VI. série
Termin odeslani: 31. kvétna 2010

Uloha VI.1 ... husitska

Na naklonéné roviné s uhlem sklonu « stoji smérem po spadnici vozovd hradba. Vozy
jsou stejné tézké, mezi sousednimi dvéma je vzdalenost s, celkem jich je N. Na pocatku jsou
viechny zabrzdéné. Mazany bratr Zizka odbrzdi horni z nich a ten se za¢ne pohybovat smérem
dolu a bere s sebou dalsi vozy (hned po narazu se nabourany vtz odbrzdi a pokracuje dolu
spolu s tim, ktery do néj narazil). Vypoditejte, jakou rychlost bude mit celd vozova hradba
po poslednim narazu. Jako bonus muzete urcit, jaké by mély byt hmotnosti voza tak, aby se
rychlost hradby mezi dvéma narazy nezménila.

Uloha VI.2 ... Smirdk Honza

Honza stoji na Zizkovské vézi a hledi lidem do oken. Okna jsou viechna namifena k nému,
mayji stejnou velikost a jsou ve stejné vysce od zemé. V jak vzdaleném okruhu maji nejméné
soukromi? Honza nema dalekohled.

Uloha VI.3 ... atomovy kondenzator

Lukas si koupil uranovy atom a nenapadlo jej nic lepsiho, nez z néj postupné odebirat
elektrony. Kdyz odebral n-ty, s adivem zjistil, Ze se hmotnost atomu zvétsila. Co zpusobilo
tento jev? Jaké bylo ono n?

Uloha VI.4 ... podkritické polokoule

Kdyz Lukase prestala bavit ionizace jednotlivych atomt, objednal si uranu vic. Dorudili mu
dvé presné polokoule, kazdou o hmotnosti m (spliiujici mr/2 < m < my, kde my je kriticka
hmotnost). Luka$ je nastavil rovnymi stranami k sobé a zacal je priblizovat. V jaké vzdalenosti
d mezi koulemi byl jeho pokus pferusen zazehnutim retézové reakce?

Uloha VI.5 ... tora tora tora
Japonsky pilot za druhé svétové valky dostal ve vySce 5km nad zemi zizen. Zjistil vsak, ze
mu dali jen lahve s limonadou. Co ma délat?

Uloha VI.P ... kapic¢ka

V této tloze budeme zkoumat kapicku vody jakozto optickou cocku. Nanesete-li kapicku
vody na néjakou tenkou sklenénou nebo prithlednou umélohmotnou desticku, dostanete im-
provizovanou lupu — spojnou ¢oc¢ku. Zkoumejte ohniskovou vzdalenost a maximélni zvétseni
ykapkové lupy“ v zavislosti na jejich rozmérech a porovnejte s teorii. Vsimnéte si rtznych
zobrazovacich vad kapky. Specidlné prozkoumejte, co se déje, kdyZ na$i lupu pfiblizime napft.
k barevnému displeji pocitace.
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Reseni IV. série

Uloha IV .1 ... modra nebo zelena? (4 body; primér 2,56; vesilo 18 studentd)

Hlavnim zdrojem atmosférického kysliku jsou fotosyntetizujici rostliny. Predstavte si, ze
dojde k jejich masovému vymieni. Na jak dlouho vystaci svétové zasoby kysliku, predpokla-
dame-li, ze lidstvo a zbytek planety nijak nezméni svou spotfebu. Potfebné tudaje urcité najdete
na internetu. Zacal se dusit Ales.

Nez za¢neme pocitat, musime si promyslet, co vlastné pocitame a co vSechno je tedy nutné
zahrnout. Zasoby kysliku povazujme za dostate¢né, dokud budeme schopni dychat, a tedy
prezit. Na druhou stranu nebudeme rozebirat problematiku potravnich fetézci, které jsou zcela
jisté taktéz zavislé na kysliku a jsou pro nas zivot nezbytné. Nebudeme také uvazovat zadné
dalsi zdroje kysliku nez rostliny ze zadani, objem primyslové produkce kysliku (100 miliond
tun ro¢né) je totiz v porovnéni se spotiebou zanedbatelny (méné nez jedno procento). Nakonec
musime zvazit vSechny vyznamné konzumenty zasob kysliku. Ty rozebereme podrobnéji dale.

Nejprve se vénujme zasobam kysliku. V atmosféfe je 23 hmotnostnich procent kysliku.
Vypoétéme hmotnost atmosféry matm. Dobrym odhadem je vypocet pomoci atmosférického
tlaku p pfi aproximaci Zemé kouli o poloméru r = 6378 km. Vyjde

Amr?
Matm = - P
g
Dosadime-li hodnoty p = 101,3kPa a g = 9,81m-s~2, zjistime, Ze celd atmosféra vazi

5,3- 10" kg.! Hmotnost atmosferického kysliku tedy mtizeme odhadnout hodnotou mo, =
=1,2-10'® kg. NemtiZeme jej viak spotiebovat do posledni molekuly, b&7né se uvadi, ze &lovék
potfebuje obsah kysliku v dychaném vzduchu 10 az 12 %. Jeho koncentrace tedy muze klesnout
pfiblizné na polovinu, k dispozici mame 6 - 107 kg kysliku.

pak naprostou vétsinu kysliku spotfebovavaji lidé a ostatni zivocichové pfi dychani a lidé
pro spalovani. Udava se, ze ¢lovék spotiebuje asi 360litri kysliku za den. Roc¢ni spotiebu
6,8 miliardy lidi odtud snadno uréime jako 1,3 - 10 kg.

Dale se pokusme odhadnout spotfebu kysliku hofenim v disledku lidské ¢innosti. P¥i spa-
lovani uhli spotfebujeme 32kg kysliku pfi vzniku 44 kg oxidu uhli¢itého. Tyto ro¢ni emise
oxidu uhli¢itého odhaduje [Marland, 2006] na 2,7 - 10'% kg, coz hrubé odpovida roéni spotiebé
2,0 - 10" kg kysliku. Spotiebu kysliku zivo&ichy odhadl pfed deseti lety fesitel FYKOSu Jan
Kunc? na 8,5 - 10'2kg. Secteme-li tyto tii hlavni faktory spotieby kysliku, dostavame odhad
roéni spotieby kysliku na Zemi 3 - 10*% kg. Porovnanim se zasobami kysliku se dostavame k od-
hadu 20 000 let. Toto je jisté velice dlouha doba, navic v atmosféie je pouze 0,36 % vseho kysliku
vyskytujiciho se na Zemi, a tak by jeho ptfipadna produkce z oxid byla mozna.

Krystof Touska
krystof@fykos.mff.cuni.cz

1 Ve skuteénosti je to asi 0 2,5 % méné. Nepiesnost je zptisobena nepravidelnosti zemského povrchu.
2) Viz tiloha XIILVL3.
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Uloha IV .2 ... horecka (4 body; primér 8,82; tesilo 22 studentii)
Janap Sla domu z hvézdarny a pii pohledu na vychod Slunce ji napadlo, jak by asi jednoduse
sla spocitat jeho teplota. Prozradime vdm, ze Zemé je absolutné ¢erné téleso s teplotou 0 °C.
Na predndsce ze statistické fyziky nevyresila Janap.

Ze zadani vime, Ze Zemsé se chova jako absolutné ¢erné t&leso o teploté 0°C, tedy T' = 273 K.
To znamend, Ze stejnou energii, kterou Zemé ptijme, musi i vyzafit. Na pomoc si vezmeme
Stefan-Boltzmaniv zakon, ktery rikd, jak se k sobé méaji zafivy vykon (energie) a efektivni
teplota télesa.

kde o je Stefanova konstanta, L zafivy vykon a T je termodynamicka teplota.
Indexy Z a S budeme znacit hodnoty prislusejici Zemi, resp. Slunci. Plochu Zemé, kterou
zachytava slunecni svit, zname, takze vztah pro zafivy vykon mizeme vyjadrit rovnici

L = 4AnRioT*.

Zamyslime se nad tim, jak vypada intenzita slunecniho zareni ve vzdalenosti jedné ast-
ronomické jednotky (polomér drdhy oznaéme rq), tedy na Zemi. Intenzita zafeni je nepfimo
amérna ¢tverci vzdédlenosti. V nasem pripadé budeme pocitat s kruhovou drahou Zemé, nebot
excentricita elipsy, po které Zemé Slunce obiha je minimalni a nas vysledek prili§ neovlivni.
Intenzitu zafeni oznacime I. Plati

L RioT*

= 2 = 2
4wry T3

Nésledné musime vzit v ivahu, Ze velikost Slunce a Zemé je odlisné, tedy spoéteme pouze
energii, resp. zafivy vykon, ktery dopadne na povrch Zemé. Zativy vykon, ktery dopadne na
Zemi indexujeme pismenkem Z, tedy
TRZR20T*

2
T4

Ly = IxR: =

V tuto chvili miZeme opét pouzit Stefan-Boltzmantv zakon, ale tentokrate pro Zemi,
Lz = 4nRe0Ty .

Nyni vyuzijeme toho, Ze efektivni teplotu Zemé znadme ze zadéni. ProtoZe v naSich uvahach
uvazujeme, ze Zemeé je absolutné c¢ernym télesem, neni nutné pocitat s zadnou dalsi interakci.
Polozime rovny oba vyrazy pro Lz.

TRZR20T*

2
T4

21"d
T =T74] —.
Z Rs

Pomér poloméru Slunce a vzdalenosti Zemé od Slunce je thlovy polomér Slunce (uddvand
hodnota je ptl stupné). Po dosazeni vychdzi teplota okolo 5600 K. Tato hodnota se velmi blizi
bézné udavanym 5778 K.

A RE0Ty =

Hledana efektivni teplota Slunce je

Jana Polednikova
janap@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha IV .3 ... smrtici koloto¢& (4 body; primér 2,80; vesilo 10 student)

Na kil o poloméru r zabodnuty do zemé je lanem délky | privazané zavazi hmotnosti m.
Lano je napnuté a zavazi lezi na zemi. Lukas se rozbéhne a nakopne zavazi kolmo na lano tak,
ze bude mit rychlost v. Lano se po tomto razu zacne navijet na kiil. Spocitejte, jak se musi
ménit koeficient smykového tfeni mezi zavazim a zemi v zavislosti na vzdalenosti od kulu, aby
pii navijeni ztistala rychlost zavazi konstantni.

Vymyslel Lukas béhem zvraceni na Matéjske.

S komplexnimi &sly se pracuje jako s realnymi &isly, pokud definujeme i? = —1. Obyéejné
nasobeni komplexnich ¢isel zna¢ime bez tecky, skalarni sou¢in dvou komplexnich ¢isel znac¢ime
s teckou. V této uloze si vystacime s tim, ze dvé komplexni ¢isla jsou
na sebe kolmd, pokud se 1isi o ndsobek imagindrni jednotky (nésobeni
imaginarni jednotkou mé totiz u komplexnich ¢isel ndzorny vyznam
otoCeni o pravy uhel). Zna¢me struéné derivace podle éasu teckou
a podle tihlu ¢arkou, velikost komplexniho &isla |z| = /2Z. Potom
zapisujeme komplexni &islo ve tvaru z = |z| (cos ¢ + isinp) = |z|e'%.
Oznacme body podle obrazku 1 a ¢ orientovany uhel natoceni, lo =
= [(0) pocatecni délku provazku.

Bod dotyku T lezi vzdy na kruznici poloméru r a v komplexni
symbolice ho plné urcuje thel ¢, takze plati

OT = re'®.

Obr. 1. Komplexni
symbolika

Provazek TP je vzdy kolmy na OT, takze jeho smér ur¢ime jako
néasobek ie'¥. Tim méme oSetFen smér; velikost ovSem urcité bude délka
nenavinutého provazku 0 < (¢) =lo — rp, I’ = —r, takze celkem

TP =ile'?.
Proto lze polohu vyjadrit
z=0P =0T+ TP =¢%(r+il) .

Tim jsme ziskali mnozinu bodid v C, po niz se zévazi musi pohybovat — fe§ime tlohu
s vazbou. Spocitejme prvni derivaci, ktera urcuje smér te¢ny k trajektorii

2 = 3—; =ie'® (r+il) — e¥ir = —e'?l.

Tak jsme ovétili prvni predpoklad, ktery vétSina fesitel nezdfivodnila, ze TP a 2’ jsou
navzéjem kolmé. Dale vyuZijeme toho, Ze # a 2’ maji stejny argument:

o dz d@ e ip
v—dwdt—z¢—|v\e ,
kde jsme rozepsali komplexni rychlost na velikost |v| = ¢l = konst a argument (velikost

rychlosti je konstantni).
Ted ptichazi na fadu fyzika: Pouzijeme Newtontiv druhy zakon jen ve sméru pohybu, tj. 2/,
protoze ve sméru kolmém na smér pohybu se preci kviili vazbé téleso pohybovat nemuze (dostali
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bychom jen napéti vldkna, které nas nezajimd). Pro projekci do sméru pohybu 2z’ plati podle

Newtonova zakona
!

me - = maf(0) 72
z
protoze tieci sila je ddna vyrazem mgf(o) ve sméru jednotkového vektoru rychlosti 2/ |2 =
=2'/]Z'| a o = |z|. Tim se vztah zjednodusi na explicitné vyjadfenou zavislost

Nakonec vypocteme zrychleni
F=0=%=—|v]e¥ip.

Ted jiz vidime, Ze komplexni ¢isla 2 a 2’ jsou na sebe kolma (protoze se lisi o nasobek
imaginarni jednotky), takze plati f(r) = 0. Spravna feSeni poslali jen Kristyna Kohoutovd,
Tomas Pikdlek a Jakub Klemsa. Fyzikalni podstatu, pro kterou jsme v tomto reseni pripravili
po vazebné kiivce a vazebni sila je kolméd na vazebnou kiivku, takZe nekond préci. Aby se
energie, zcela tvorend pohybovou energii, zachovavala, nesmi ji bod ztracet tfenim.

Jakub Michdlek
jmi@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .4 ... Terka skace (4 body; primér 3,13; vesilo 8 student1)

Terka skace z metrové zidky. Na zacatku ma ruce natazené zvednuté nad hlavu, béhem
padu ruce ale spousti. O kolik takto zmensi svou rychlost pfi dopadu? Kvalifikované odhadnéte
hmotnost, zrychleni a rychlost Terc¢inych rukou, jakozto i dalsi potfebné parametry jejiho téla,
a ulohu vyfteste. Honilo se hlavou Terce pri seskoku paddkem.

dolu se zrychlenim g, protoze gravitace je jedinou vnéjsi silou (odpor vzduchu jako tradiéné
zanedbdvame). Pohybem rukou dolii zptusobime, ze se trup i nohy pohybuji smérem vzhiru

/ !
mevy +myv, =0,

kde v, a v, jsou po fadé rychlosti t&zisté rukou a zbytku téla v S’ a m,, m, hmotnosti rukou
a zbytku téla. Rychlost rukou v, budeme pro jednoduchost povazovat za konstantni. Odtud
mame
’ my
U, = — )
ms

pricemz polohova soufadnice pfibyva ve sméru padu.

vr = v/29(h +A),
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spusténi rukou.
Rychlost v, zbytku téla bez rukou, v soustavé spojené se zemi, je ddna vztahem

vZ:uT—f—v;:\/Qg(h—i—A)— er;.

zZ

Pomér rukama ,ztlumené“ rychlosti dopadu vici neztlumené rychlosti v, = v/2gh je po malych
apravach
my

Yz _ 1+ é _ My o
on h  \2gh
Nyni jiz staci dosadit vhodné realistické hodnoty, naptiklad h = 1m, v, = 3m-s~*, m,/m, =

= 0,1. Vzdalenost A odhadneme z poméru hmotnosi, uvazime-li, Ze ruce vazi desetinu hmot-
nosti téla, jako A = 5cm. Vyjde

Y2 ~0,95.

Un
Zbrzdéni neni Gplné zanedbatelné. Pro ztlumeni narazu je vyhodné minimalizovat A a maxi-
malizovat v, tedy kratce a rychle mavnout rukama ve chvili dopadu. Vetsina feSitelti uvadi
tfadové podobné hodnoty zpomaleni, které samoziejmé silné zavisi na zvolenych parametrech.

Marek Scholz
mara@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .5 ... tileva u ohradniku (5 bodi; primér 2,91; vesilo 11 student)

Zamyslete se nad tim, jak je to s odporem tekouciho elektrolytu. Je jeho velikost zavisla na
tom, jestli tece po sméru elektrického proudu v ném, nebo naopak? Zkuste odhadnout rozdil,
je-1i. Rdnu dostal Grepe.

Elektrolyt je jakdkoli latka obsahujici volné ionty, které mohou vést elektricky proud. Moc¢
je vodny roztok obsahujici velké mnozstvi rtiznych organickych i anorganickych latek, z nichz
nékteré disociuji na ionty, tedy je to elektrolyt. Abychom si ivahu zjednodusili, budeme misto
0 moci uvazovat o vodném roztoku kuchynské soli. Co se stane, kdyz do néj vlozime dvé
elektrody?

Na anodé probiha déj, pti kterém chloridovy anion odevzdéa elektron a vybubld ven z roz-
toku jako elementarni chlor. Na katodé pfijimé molekula vody elektron a rozkldda se na hyd-
roxidovy anion a elementarni vodik, ktery opét unikd. KdyZ se podivame na cely proces na
vétsim casovém meéritku, vidime, kterak v okoli anody ubyvaji chloridové anionty a v okoli ka-
tody vznikaji hydroxidové anionty. To vede ke vzniku kladné nabojové hustoty v okoli anody
a zaporné v okoli katody, nasledkem ¢ehoz vzroste odpor elektrolytu (snizenim koncentrace
chloridovych iontt kolem anody) a dochazi k redistribuci iontd v prostoru.

Bylo by ovSem mylné si predstavovat néjaky proud jednotlivych ¢astic. Chaoticky tepelny
pohyb je hlavnim motivem! Ionty se k elektroddm ,stahuji“ z celého objemu elektrolytu. V nej-
jednodussim ptiblizeni si mizeme elektrody predstavit jako bodové naboje a za pfedpokladu
linearniho chovani celého jevu se potom ionty pohybuji ve smélu silocar dipdlu.

Z vyse uvedeného snad uz jasné plyne, ze elektrolyza jsou spise dva oddélené jevy, které
spolu prili§ nesouvisi. Proudéni elektrolytu kterymkoli smérem (tedy i prosté michani roztoku)
bude mit za nasledek zachovani homogenity elektrolytu, tedy stavu pred spusténim elektrolyzy.

6
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Tim bude odpor pravdépodobné o néco mensi, nez pokud bychom elektrolyt nechali v klidu.
Provedeni jakéhokoli kvantitativniho odhadu je mimo mozZnosti fykosiho feseni a pravdépo-
dobné i pisatele tohoto textu. Zakoncit snad muzeme tim, ze unikani bublinek vodiku a chloru
ma realné za nasledek taktéz promichéavani elektrolytu, a tak je celd diskuze dosti akademicka,

éfitelné efekty bud inimAlni.
méfitelné efekty budou minimalni Jan Hermann

honzah@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV.P ... MacGyver a teplomér (8 bodi; primér 7,50; vesilo 12 studentd)

Z materialt, které mate doma k dispozici, zkonstruujte funkéni teplomér a pomoci vhodnych
znamych teplot nakalibrujte jeho stupnici. Nezapomerite nam poslat fotografii vysledku vaseho
snazeni. Organizdtori se usnesli, Ze konstrukcni uloha dlouho nebyla.

Teorie

Pro méreni teploty mizeme vyuzit mnoho jednoduchych principa. V bézném Zzivoté se
nejcastéji setkate s teploméry vyuzivajicimi roztaznost kapalin a dnes ¢im dal tim rozsifenéj-
$imi elektronickymi teploméry. Méné obvyklé, ale také vyuzivané, jsou bimetalové teploméry.
V tomto feSeni zkonstruujeme jeden z moznych elektronickych teploméri, ktery bude vyuzivat
zavislosti velikosti schodku napéti na PN prechodu kfemikové diody na teploté.

Prilozime-li k sobé dva polovodice s riznou vodivosti, vytvorime tzv. PN-pfechod. Ustavi se
na ném rovnovéaha v difuznich tocich nosi¢i naboje, jejimz vysledkem je skok napéti v oblasti
prechodu. Protoze difuze je teplotné zavisla, bude na teploté zaviset i velikost schodku napéti.

Experiment

Pro provedeni kalibrace teploméru nepotfebujeme pfili§ mnoho vybaveni. Sta¢i vhodna
dioda (v nasem ptipadé pfechod baze-emitor tranzistoru 2N2222A, ktery se dodava v provedeni
s kovovym pouzdrem, coz je pro nasi aplikaci vyhodné — prenos tepla je efektivnéjsi a budouci
teplomér bude mit rychlejsi odezvu), par spojovacich dratd, voltmetr a teplomér. Voltmetr
pfepneme do rezimu zkouSecky diod, kdy méfi pfimo napétovy schodek na PN-prechodu.

Pomoci varici vody a kostek ledu si dokdzeme namichat libovolnou teplotu z rozsahu
0-100 °C. Teplotu vzniklé smési méfime rtutovym teplomérem se stejnym rozsahem. Musime
déavat pouze pozor na to, aby se ndm kvili teploté vzduchu v okoli smés neohfivala ¢i nechladila
prilis rychle, dilezité je také mérit obéma méridly piiblizné ve stejné oblasti. Namérime tak
nékolik bodi kalibracni zavislosti, které najdete v tabulce. Chybu méfeni odhadujeme na 1 °C,
resp. 1lmV.

Tabulka vysledka méfeni

T [°C] 2 10 |20 |32 |42 |50 |62 |72 |8 | 91
U [mV] | 768 |750 | 724 |696 | 674 | 654 | 629 [605 | 569 |559

Po vyneseni do grafu (obr. 2) vidime, ze kalibra¢ni zévislosti bude pfimka popsand zévislosti
T(U) = —aU +b, kde a a b jsou konstanty a U napéti na PN pfechodu. Fitovdnim v programu
gnuplot® ziskdme hodnoty konstant a a b. Vysledek je

T(U) = (—0,426U + 329) °C,

3) Navod najdete napf. na nasich strankach v Sekci experiment.
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pri¢emz za napéti U dosazujeme v milivoltech. Presnost kalibrace je ddna zejména presnosti
kalibra¢niho teploméru, bude tedy pfiblizné 1 °C.

100
.1 1 T 1T 1T T T T T 1

o \\\“?\.‘ namétena data F—o—] |
06 60 ‘\:3\\\ ]
: 40 3"‘u,&_\\kallbracnl pfimka ------- 1

‘$~‘“~-
20 - . |
0 | | | | | | | | | o]

540 560 580 600 620 640 660 680 700 720 740 760 780

U [mV]

Obr. 2. Fitovany graf zavislosti napéti na teploté

Poznamky k rfesenim

Vétsina vypracovanych Feseni byla velmi péknd (seslo se mnoho rtznych teplomérd, od
klasickych kapalinovych, pfes bimetalové po diody a termoclanky) a bylo vidét, ze jste si na
experimentu dali zalezet. Nejcastéjsi chybou bylo zamlceni toho, jak jste kalibrovali — pokud
jste pouzivali jiny teplomér na zjisténi hodnot, bylo vhodné napsat jaky a s jakou chybou méril.
Vysledek zalozeny na odhadu nema prili§ velky vyznam. Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV . E ... maxwellobrani !!! chybi statistiky !!!

a) Co se stane, kdyz do krystalu kalcitu kolmo posvitime kruhové polarizovanym svétlem?

b) Predstavte si, ze je pravé ¢as t = 0, siroko daleko neni Zadny naboj (o = j = 0), a my
zname podcatecni elektromagnetické pole v celém prostoru E(r,0) a B(r,0). Z treti a étvrté
Maxwellovy rovnice tedy muzeme vyjadiit ¢asové derivace OB /0t a OE /Ot pomoci prosto-
rovych a vypocitat tak E a B v nasledujicim okamziku. Tento postup muzeme iterativné
opakovat a dostat tak cely casovy vyvoj pole prot > 0. Jak je mozné, ze viibec nemusime
pouzit prvni a druhou Maxwellovu rovnici?

¢) Uvazujte naboj velikosti q, ktery je v klidu pro t < 0, a v ¢ase t = 0 na néj zacne dopadat
rovinng svételnd vina. Jak se bude ndboj ndsledné pohybovat, kdyz svétlo je polarizované (i)
line4rné (ii) kruhové? Promyslete nejprve kvalitativné, pfesny vypocet, pfipadné pocéitacova
simulace obdrzi bonus.

Vyrobily MD-zdvody-s-casem.

Kalcit

Jak jsme ukézali v seridlu, kruhové polarizované svétlo si miizeme predstavit jako superpo-
zici (soucet) paprskil polarizovanych v fadném a mimofddném sméru, s fdzovym rozdilem = /2

() = () * (e =)
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Protoze Maxwellovy rovnice jsou linearni, a soucet feseni je tedy opét fesenim, mizeme se na
kazdou slozku divat zvlast. Prvni z nich pokracuje krystalem beze zmény, a druhé se zlomi.
Vysledkem tedy bude ptuvodni paprsek rozdéleny na dvé linedrné polarizované slozky s vyse
uvedenym fazovym rozdilem.

Zbyteéné rovnice?

Na numericky vypodet ¢asového vyvoje elektromagnetického (EM) pole v tomto pripadé
skute¢né stali pouze Faradayiv a Ampéruv zékon (s j = 0). Zbylé dvé Maxwellovy rovnice
(Gausstv zdkon a neexistence magnetickych monopdla) jsou dilezité, protoze stanovuji pod-
minku pro poéateéni EM pole. Ne kazd4 volba E(r,0), B(r,0) totiz spliuje

V-E=0, V-B=0. (1)

Trik je v tom, zZe pokud tyto rovnice plati v ¢ase t = 0, budou automaticky platit i v libovolném
budoucim okamziku. Pfedpoklddejme, ze jsme E(r,t) a B(r,t) vypocitali podle algoritmu
uvedeného v zadani a podivejme se na ¢asové derivace levych stran v (1)

a(V - E)

VB

kde jsme prohodili poradi ¢asového a prostorového derivovani. Nyni mutzeme vyjadiit 37 E
z Faradayova a Ampérova zakona s nulovym proudem

9E 0B
E—CVXB, E— VXE,
cili a(V - E) a(V - B)
i =32V AV'P vy,
S =V (VX B), = V- (VxE).

Pro ¢tenafe seridlu neni novinkou fakt, ze divergence rotace libovolného vektorového pole je
nula, z ¢ehoz vyplyva
(V- E)
ot
neboli plati-li podminka (1) v éase t = 0, nd$ algoritmus zarucuje jeji platnost i v kazdém
pozdéjsim case.

Mizete se zkusit zamyslet nad obecnéjsim pripadem, kdy mame zadané nenulové pocatecni
naboje a proudy a EM pole, které spliiuje Gausstiv zdkon a neexistenci magnetickych monopdlu.
Nestaci pro nalezeni ¢asového vyvoje pouzit opét jen Faradayav a Ampéruv zékon, ten druhy
tentokrat s nenulovym j7 K ¢emu jsou potom zbylé Maxwellovy rovnice a v ¢em se tento pripad
li$i od nasi ptivodni tlohy? Poradime vam, Ze feSeni souvisi se zdkonem zachovéani naboje.

:07 7207

Vykutaleny naboj

Plvodnim cilem této tlohy bylo demonstrovat pojmy hybnost a moment hybnosti svétla.
Fyzika si ale s nami zahrdla a misto ocekavaného dobfe srozumitelného pohybu vyvadéla
s ndbojem psi kusy. Nejprve nastinime kvalitativni odhad pohybu a jeho souvislost s hybnosti
a momentem hybnosti svétla.

Je znamo, ze svétlo se sklada z oscilujiciho elektrického a magnetického pole, které jsou
vzajemné kolmé a zdrovenl kolmé na smér pohybu, pficemz B = FE/c. Zkoumejme nejprve

9
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pfipad linedrné polarizovaného svétla sificiho se ve sméru z s elektrickym polem ve sméru x
a magnetickym ve sméru y. EM pole ptisobi na naboj ¢ silou

F=q(E+vXxB).

Dopadne-li tedy nase vlna na naboj v klidu, ocekdvame, ze ho elektrické pole rozkmita ve
sméru z. Tim ale ndboj ziska nenulovou rychlost v tomto sméru a magnetické pole bude skrze
druhy ¢len pusobit silou ve sméry z, coz je pravé smér pohybu svétla. Vysledny pohyb naboje
by tedy mohl vypadat jako oscilace ve sméru z slozené s posouvanim ve sméru z. Zjistili jsme,
ze aby platil zakon zachovani celkové hybnosti, musime svétlu pripsat néco jako hybnost, kterou
miuze predavat nadbojim, na néz pusobi. V kvantové mechanice se svétlo skladé z fotonu, coz
jsou &astice s hybnosti p. = hiw/c, kde F je Plankova konstanta a w tihlova frekvence svétla.
Kvalitativné jsme nastinili, ze klasicka teorie elektromagnetism mize kvantovy model ¢astec¢né
reprodukovat.

Co se dé€je v ptipadé kruhové polarizovaného svétla? Tentokrat vektory elektrického a mag-
netického pole neméni velikost, ale otaci se konstantni rychlosti. Elektrické pole nejprve roztoci
naboj v roviné zxy, a sila z magnetického pole ho bude opét tlacit ve sméru pohybu svétla.
Kruhové polarizovanému svétlu tedy musime pfifadit nejen hybnost, ale také moment hyb-
nosti, nebot krouZzici ndboj bude mit vétsi moment hybnosti, nez kdyz byl v klidu. Analogicky
pfedchozimu pfipadu mohou kvanta svétla nést také moment hybnosti, ktery nabyva hodnot
L. = +h. Pro foton levotoéivé polarizovného svétla frekvence w tedy plati p. = wL./c.

Jestlize véfime kvantovému modelu, ocekavame, Zze zmény z-ovych slozek hybnosti a mo-
mentu hybnosti, zprumérované pres jednu periodu spolu souvisi vztahem

dp, w /dL.

<dt>_c<dt>’ @)
nebot hybnost ndboje miiZe stoupnout jen absorpci fotonu. Absorbovanim fotonu ale naboj
nevyhnutelné ziska i jeho moment hybnosti a tyto veli¢iny jdou ruku v ruce.

Doufali jsme, Ze numerické, nebo poruchové4 analytické feseni naseho problému potvrdi
vyse uvedené vysledky, coz se ale podarilo jen Castecné.

Vypocty jsou relativné zdlouhavé a nema cenu je zde reprodukovat, jde o to pouzit druhy
Newtonuv zakon pro zadané EM pole. Tvar feSeni je urc¢en bezrozmérnym parametrem

qF
mwe’

A\ =

ktery ndm rika, jak velkou roli hraje magnetické pole. Pro A =~ 1 a vétsi je tfeba pouzit
relativistickou podobu Newtonova zakona.

Obrazky 3 a 4 ukazuji numericy ziskanou trajektorii ndboje v relativistickém rezimu A = 1
pro linearné a kruhové polarizované svétlo. Jak ocekavame, trajektorie pfi linearné polarizova-
ném svétle lezi v roviné xz, a stejné jako ta pfi kruhové polarizovném svétle vykazuje drift ve
sméru pohybu svétla. Céast hybnosti se tedy skute¢né naboji pieda. Piekvapenim ale je rotacni
chovéni naboje na druhém obrazku. V elementarnich kouscich trajektorie se sice pohybuje po
pravotocivych ¢astech kruznice, celkové ale opisuje levotocivou spiralu. Jeho primérny moment

4) V nultém priblizeni zanedbame magnetické pole a provedeme poruchovy rozvoj trajektorie v koefi-
cientu A = ¢F/mwec pro A < 1.

10
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hybnosti je tudiz opaény, nez jaky bychom ocekavali z rovnice (2). Vysvétleni ndm neni zndmo

a stoji za zamysleni.

3.5

25—

15+

0.5

y X

Obr. 3. Trajektorie pfi linearné polarizovaném svétle a A = 1

y X

Obr. 4. Trajektorie pfi kruhové polarizovaném svétle a A = 1
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Neocekavané chovani mozna souvisi s faktem, Ze divame-li se na naboj a foton jako na
klasické pevné castice, ze zakonu relativistické kinematiky vyplyvéa, Ze volny naboj nemuze
nikdy absorbovat foton (miizete si zkusit odvodit ze zdkont zachovani hybnosti a energie).
Jednoduchy pfedpoklad o absorbovani hybnosti a momentu hybnosti zde tedy nemusi platit.
Problémim bychom se mohli vyhnout tim, Ze bychom misto volného naboje uvazovali napii-
klad néboj vazany k pocatku souradnic linearni silou, tedy harmonicky oscilator v EM poli.

Dalimil Mazaé
dalimil .mazac@gmail.com

Serial na pokracovani

Kapitola 6: Einsteiniv odkaz

Posledni kapitolu seridlu jsme se rozhodli pojmout trochu volnéji nez ty predchozi. Ramcové
bychom ji mohli pojmenovat Rychlejsi nez svétlo?, ale diky bajecné skute€nosti, ze ve fyzice
vSechno se vSim souvisi, se dostaneme i k tématiim jako je chovani kvantové mechanické viny

relativistické ¢astice. A ted uz rychlosti svétla vpred! (Omlouvame se, ale rychleji to vazné
nejde.)

Neposlusny index lomu

Stary zndmy index lomu jsme zavedli uz v prvnim dile vztahem n = ¢/v. Pozdéji jsme
zjistili, ze Maxwellova teorie skutecné predpovida, ze elektromagnetické viny se budou v jed-
noduchych materidlech $ifit rychlosti

C
NG

kde &, ur jsou relativni permitivita a permeabilita latky.” Tyto konstanty pak mtZzeme vypo-
¢itat z mikroskopické struktury materialu.

Jaké hodnoty ale muze index lomu nabyvat? Kazdy, kdo se trochu orientuje ve specialni
teorii relativity a seridl Star Trek bere s mirnym nadhledem, vi, Ze zadna informace, kterad
by mohla kauzalné spojit dvé udalosti, se z pohledu daného pozorovatele nesmi pohybovat
rychleji nez ¢, rychlosti svétla ve vakuu. Ocekavali bychom tedy, ze index lomu bude realné
¢islo vétsi nebo rovno jedné. Ani jeden ze zminénych pfivlastkii ale neni obecné pravdivy! Index
lomu muize byt ¢islo mensi nez jedna, dokonce miize byt zaporny a mit i nenulovou imaginarni
¢ast. SkuteCné nic nebrani existenci materiala, které maji velmi exotické hodnoty e: a pr.
Pro tyto latky se v posledni dobé uchytil ndzev metamateridly a do jejich vyzkumu a vyroby
se investuje hodné usili. Je tedy néco v neporadku se specidlni teorii relativity? Neni, vzdyt
pfi odvozovani vztahu pro index lomu se pouzivaji teorie, které principy specidlni relativity
neporusuji. Musime jen najit spravnou interpretaci, co index lomu mensi nez jedna znamena.

v =

3)

5) Vlastng jsme toto ukazali jen pro elektrickou permitivitu, a magnetické vlastnosti zanedbavali, nase
analyza se ale da pfimocare zobecnit.

12
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Fazova a grupova rychlost

Je dilezité zminit, Ze index lomu v kazdém materidlu kromé vakua netrividlné zavisi na
vlnové délce svétla n = n(k). Vychozim bodem vysvétleni pak je, Ze vlnéni v takovém materidlu
prislusi dva druhy rychlosti. Prvni je takzvana fdzovd rychlost ve, ktera fika, jak rychle se
pohybuji body dané faze v monochromatické® vIng, tedy jak rychle se pohybuji kopce a udoli
sinusové vlny. Napiseme-li takovou vlnu v komplexnim tvaru jako

ei(wt—kw) , (4)

kde w je tihlova frekvence a k vlnové ¢islo, vidime, Ze celd vina se posunuje doprava rychlosti

w

Vv = /f . (5)
Pravé o této rychlosti vypovida index lomu. Je tomu tak proto, ze vilnova rovnice s proménlivou
rychlosti vinéni se pro monochromatickou vlnu redukuje na obyé&ejnou vlnovou rovnici (viz
¢tvrty dil seridlu). Monochromatické viny se tedy pohybuji fdzovou rychlosti.

Trik je v tom, Ze jedna monochromatickd vlna nemutze pienaset zaddnou informaci. Kdyz
budete na svého kamarada na druhé strané louky nepretrzité svitit cervenym laserem, tézko mu
pfenesete zpravu, ze se k nému zezadu blizi rodinka rozzufenych divoc¢akti. Mohli byste zkusit
vysilat Morseovku prerusovanym signalem, ale prerusena vlna uz neni monochromaticka, a celo
takové vilny se nebude sifit fazovou rychlosti. Kdo umi fourierovsky transformovat, muze si
ovérit, ze Fourierova transformace sinu, ktery se rozprostira jen na konec¢ném tseku realné osy,
je nenulova i pro frekvence odlisné od té zékladni. Slovné to znamenad, Ze monochromatické vina
se zacatkem a koncem se da slozit jen za pouziti monochromatickych vin odlisnych frekvenci,
takZe uz nemizeme mluvit o pevné dané fazové rychlosti, protoze rizné vlnové délky se siii
ruznou rychlosti.

Kdyz chceme vysilat signél, snazime se vytvorit modulovanou vlnu, tedy vlnu, jejiz frek-
vence je priblizné dana, ale jejiz amplituda se méni. Kdo uz slySel o rdzech, toho nepiekvapi,
ze takovy signal se da ziskat sloZenim vin s podobnymi vlnovymi délkami. Vypocitejme, co
vznikne slozenim dvou vln tvaru (4) s vlnovymi ¢&isly k1 = k+ A a kz = k— A. Vztah pro index
lomu v zavislosti na vlnovém ¢&isle n(k) jednozna¢né urcuje zavislost w(k) = kve = ke/n(k).
Pro mald A jsou tedy frekvence ptiblizné

d
w1 =w(k) + iA,

wo =w(k) — @A.

Slozena vlna ma tvar

elw(kr)t—ikz + el (ka)t—ikow _ [ei(%tfz)A + e—i(%t—z)A] elw(k)t—ikz _

2 cos [A(vgt — z)] Tk

kde jsme pouzili oznaceni
o — dw(k) (6)
£ dk

6) Monochromatickd vlna obsahuje jen jednu frekvenci (barvu), a ma tedy tvar funkce sinus.

13
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Vidime, ze vysledek vypadd jako monochromatickd vlna s vlnovym ¢islem k (exponencidlni
faktor), modulovana obélkou tvaru posunujiciho se kosinu. Obélka se ale pohybuje jinou rych-
losti, nez puvodni vlna, a sice takzvanou grupovou rychlosti vs. Protoze modulace amplitudy
vznikaji slozenim vice vln blizkych frekvenci, budou se vzdy $itit pfiblizné grupovou rychlosti.
Pro ilustraci si vezméme vlny zptisobené gravitaci’ na hluboké vodé&. Ze zakont hydrodynamiky

se pro né da odvodit
w(k) = gk,

kde g je gravitacni zrychleni. Rychlost sinusové viny s vlnovym ¢islem k je tedy

w
w0

k k’
zatimco rychlost pohybu vzruchi ziskame jako

o= _ 1 /g
E7de T 2V kR
odkud vidime, ze kdyz budeme po hluboké vodé posilat signal, bude se §itit polovi¢ni rychlosti
nez hibety a tdoli monochromatickych slozek.

Zjistili jsme, ze i kdyz n < 1, fyzika se jeSté nemusi zhroutit, protoze informace se vlnou
§iFi grupovou rychlosti (6), kterd je odlisna od fazové (5). Tim jsme samoziejmé nedokazali,
ze grupova rychlost je vZdy mensi nez c, ale ukazuje se, ze vg > ¢ jen vyjimecné, a v takovych
pfipadech je rychlost sifeni signalu mensi nez v, i c. Einsteintiv odkaz tedy odolava dal.

Pfipad n < 1 se ndm podatilo vyfesit, nebo alespoii zamést pod sousediiv koberec. Co ale
znamend, kdyz mé index lomu imaginarni ¢ast?

n=n+iv (7

P#i pfechodu z vakua do optického prostiedi si svétlo zachovava svoji frekvenci® a vlnové éislo
se tedy zméni z w/c na

Vlna v materidlu mé pak tvar

eiﬁwx/c _ e—uwx/ceinwx/c )

Imaginarni ¢ast indexu lomu tedy svétlo exponencidlné tlumi. Podafilo se ndm tak popsat
absorpci! V materidlech s ¢astecné imaginarnim indexem lomu elektrony v atomech nepracuji
jako dokonalé oscilatory, ale musi prekonavat ,tfeni“. Toto tfeni pak pfeménuje energii dopa-

dajiciho svétla na vibrace miizky apod., a svétlo je absorbovano. Skuteéné, ¢islo i ve vztahu (7)
je stejné i, které se objevuje pfi studiu tlumeného harmonického oscilatoru

i+ +wiz = f(b)

po dosazeni x = zoe?.

7) Na vzniku vIn na hladiné vody se kromé gravitace podili i povrchové napéti, které hladiné dava vlast-

nosti pruzné membrany. Pro vilny s velkou vlnovou délkou je ale vliv povrchového napéti zanedbatelny.
8) Kdyz svétlo vstoupi do skla, rozkmité elektrony v atomech svoji frekvenci a tyto atomy pak stejnou
frekvenci vyzaruji. Frekvence svétla ve skle se tedy nezméni.
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< vz

Relativistické cdstice v kvantové mechanice

Zde je na misté mald odbocka, kterd striktné feceno nesouvisi pfimo se svétlem, ale krasné
ilustruje fakt, ze grupové rychlost byva mensi nez c, zatimco fazova nemusi. V kvantové me-
chanice se castice nechovaji vzdy jako pfesné body, ale mohou byt ,rozplizlé“ v prostoru.
Naptiklad, kdyz méa volnd ¢astice pevné danou hybnost p (pro jednoduchost poéitdme jen
v jednom prostorovém rozméru), miZe se nachdzet se stejnou pravdépodobnosti Gplné kde-
koliv a jeji stav je popsan vlnovou funkci (¢, z) tvaru komplexni exponencidly s vlnovym
&islem k, které souvisi s hybnosti vztahem®

p="hk,
kde % je Planckova konstanta. Jak se ale tato vlna bude pohybovat, kdyz nechdme bézet

cas? Kvantova mechanika nam fika, Ze se bude periodicky ménit s frekvenci w, ktera souvisi
s energii ' zkuSebni ¢astice

FE =hw,
a ma tedy tvar A
p(t, x) = poe! F TP (®)
1 T T T T T T T
0.5 _
0
-0.5 —
1 I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X

Obr. 5. Vlnovy balik

Dané hybnosti ale pfislusi pfesné dana energie, a mame stejnou situaci jako se svétlem,
kdy vInové ¢islo udévalo frekvenci. Konkrétné Albert Einstein objevil spravny vztah platny

pro libovolnou rychlost
E(p) = VP22 + m2c*

9) Kdo nezna kvantovou mechaniku, a napfiklad nechépe, jak mize dat vinova funkce e
stejnou pravdépodobnost, si muze precist Seridl o kvantové mechanice z XX. roéniku FYKOSu.

ikz y3ude
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kde m je klidova hmotnost ¢astice, a c rychlost svétla. Nechame-li tedy prostorem bézet vlnovou
funkci relativistické ¢astice s pevné danou hybnosti, budou se vinky pohybovat rychlosti

w E me\?
V= —-=—=c{/1+|— ), 9
ko p <p> ®

coz je vzdy vic nez ¢! My ale muzeme zustat v klidu, protoZe uz vime, ze abychom mohli mluvit
o lokalizované ¢astici, musime slozit vic vin (8), a dostat tak vlnovy balik, s modulovanou
amplitudou (viz obrazek 5).

Tento balik se bude pohybovat grupovou rychlosti

2
_dw dE pc _ c (10)

Vg = 777 = 7. = )
g dk dp \/p202+m2c4 \/1+ (mc>2

p

kterad je tentokrat vzdy mensi nez c. Zda se, Ze grupova rychlost je rychlosti pohybu ¢astic
s presnéji danou polohou, a skutecné si mizete ovétit, ze po dosazeni

p:

do (10) vyjde vg = v.

Cerenkovovo zareni

Na$i pout svétem svétla zakonéime vysvétlenim tikazu nesouciho jméno ruského experi-
mentatora P. A. Cerenkova, ktery ho jako prvni pozoroval v roce 1934. Uz mnohokrat bylo
feceno, zZe zadné Castice ani signal se nemize pohybovat rychleji nez svétlo ve vakuu. Privlastek
ve vakuu je zde ale zasadni, protoZe je to pravé c, které se objevuje ve vztazich pro Loren-
tzovu transformaci a argumentech specidlni relativity. Nic ale nebrani tomu, aby se ¢astice
pohybovaly rychleji nez svétlo v materidlu s indexem lomu vétSim nez jedna, takze tieba ve
vodé.

Nejcastéji se s takovou situaci potkdme u jadernych reaktord chlazenych vodou — viditelné
svétlo se ve vodé pohybuje zhruba rychlosti 255564 km-s~! a z reaktoru do ni bézné vylétavaji
elektrony témét rychlosti c. Kdyz se podivéate do reaktorového chlazeni'®, mtzete vidét Ceren-
kovovo zafeni: étericky modré (i pfes jméno svého objevitele) svétlo, kterd jakoby vychazelo
z celého objemu vody. Odkud se bere?

Mechanizmus je podobny jako pfi vzniku razové viny za nadzvukovym letadlem nebo za lodi
na vodé. Jak elektron leti, Coulombické pole se od néj nestiha sifit dostatec¢né rychle a vytvari
rézovou vinu. Nahromadéné energie se pak projevi jako viditelné zareni, které je silnéjsi pro
vyssi frekvence, a proto prevladad modra barva.

10) Takova prilezitost se vAm muZe naskytnout tieba na Dni s experimentdlni fyzikou, pofddaném
nas$im seminafem.
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Zavér

Svétem optiky jsme usli dlouhou cestu. Od Huyghensova principu jsme se dostali az k meta-
materialtim, a vysvétlili si zdklady mnoha zptisobti popisu svétla, od paprski, pres komplexni
¢isla, az po vektorova pole. Jsme radi, Ze jste se docetli az sem, a doufame, Ze v nasem textu
najdete inspiraci pro dalsi pfemysleni a studium, vzdyt spousty témat jsme se jen dotkli a ne-
chali mnoho otevienych otdzek. A kdo vi, tieba az se jednou budete snazit rozlustit slozitou
fyzikalni otazku, osviti vas analogie s ilohou ze Seridlu o svétle, ktery jste cetli pred lety.

Dalimil Mazaé a Martin Vyska
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Zkracené vysledkoveé listiny»

Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1234PE IV % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 5 8 29 100 124
1. Kristyna Kohoutovad G, Zamberk 2 - -33 8 16 69 67
2. Filip Murdr G, Masarykovo nam., Ttebic¢ 4 4 - - - - 8 85 41
3. Lubomir Grund G Zabteh 24 - - - - 6 74 29
Kategorie druhych rocnikii

jméno skola 1234PE IV % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 5 8 29 100 124
1. Jakub Vosmera G Matyase Lercha, Brno 1 41- 25 13 78 80
2. Peter Kosec G TLudovita Sttra, Trendin 2 44 -5 8 23 7, 54
3. Patrik Svancara G Ludovita Stara, Trenéin 22 - -5 3 12 64 38
Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PE IV % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 5 8 29 100 124
1. Tomds Pikadlek G, Boskovice 545 2 3 10 29 86 98
2. Dominika Kalasovd G, Boskovice 3413 2 7 20 56 62
3. Anna Chejnovskd G Christiana Dopplera, Praha - - - = = 0 72 54
Kategorie ctvrtych rocnik(

jméno skola 1234PE IV % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 5 8 29 100 124
1. Petr Rysavy G J. Heyrovského, Praha 3423 2 8 22 81 95
2. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy 345 4 - — 16 80 66
3. Stépdn Poldcek G F. Palackého, Val. Mezifici -4 - - 7 11 81 54

Fyzikalni korespondenc¢ni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vatahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky

UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematika a fyziki.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.

Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

11) Kompletni vysledkové listiny najdete na nasem webu.
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