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22. roénik, tloha II.3 ... ledvinové koule (4 body; priumér 1,78; tesilo 18 studenti)

Mala koule stoji v klidu na velké kouli, ktera volné lezi na podlozce. Do malé koule nepatrné
stré¢ime a ta se svall na zem. Jak daleko od ptivodniho bodu dotyku velké koule se zemi mala
koule dopadne? Na teoretické mechanice zkoulel Lukd$ Ledvina.

Budeme predpokladat, ze koule po sobé i po podlozce klouzou bez t¥eni, a tedy se nekutali'.
Protoze vSechny vnéjsi sily (tthova a reakéni sila podlozky) pusobi pouze ve svislém sméru,
splituje tento systém zakon zachovéani hybnosti ve vodorovném sméru?, ktery lze po dobu, kdy
se koule dotykaji, formulovat jako

Mv+m (v+ (r + R)wcosg) = konst,

kde rychlost spodni koule (orientovanou doprava) jsme oznacili v a Ghlovou rychlost obéhu
horni okolo spodni w. Dosadime po¢ateéni podminky (na zac¢atku byly vSechny rychlosti nulové)
a zjistime, Ze konstanta je rovna nule. Tedy

m
- . 1
m+M(r+R)wcos<p (1)

Dale se jisté zachovava celkovd mechanickd energie. Dokud se koule dotykaji, je celkova

potencialni energie rovna

V =mg(r+ R)cosp
a kineticka
T=3iMv>+Im((v+ (r+R)wecosp)® + ((r + R)wsinyp)?) .

Velikost zachovavajici se energie uréime opét z poc¢atecnich podminek jako mg (r + R). Proto
%mv2+%Mv2+m (r+ R)vwcosp+im (r+ R)>w?+mg(r+ R)cosp—mg (r+ R) =0. (2)

Soustavou diferencialnich rovnic (1) a (2) je kompletné popsan vyvoj systému az do oka-
mziku, kdy se koule od sebe odlepi. My ji nastésti nemusime vyfesit, protoze nam staci zjistit
thel o v tomto okamziku. Mohli bychom obé rovnice zderivovat v Case, vytesit vzniklou sou-
stavu Ctyf rovnic pro pét neznamych o, &, ¢, &, @, z nichz bychom ale & polozili rovnou nule
(viz déale)®. To se ndm ovSem nechce, a tak se misto toho trochu zamyslime.

1) Takovy systém ma i sviij nazev. Az do okamziku, kdy se koule od sebe odlepi, se mu ¥ika eliptické
kyvadlo (tusite spravné, trajektorie horni koule bude ¢&asti elipsy).

2) To by nebyla pravda, kdyby se spodni koule po podlozce namisto klouzani kutéalela, protoze reakéni
sila podlozky by jakozto vnéjsi sila plisobila na systém i ve vodorovném smeéru, coz si vétsina z vas,
kdo jste uvazovali tfeni, neuvédomila.

3) Vsimnéme si, Ze mame $tésti, protoze v rovnicich nevystupuje pfimo z (coz vyjadfuje transla¢ni
symetrii systému ve vodorovném sméru).
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Na horni kouli pisobi tihové sila (smérem dolil) a reakce spodni koule, kterd tihovou doplni
vzdy takovym zplisobem, aby vysledné zrychleni horni koule odpovidalo pohybu po (taktéz
zrychlujicim) povrchu spodni koule. Koule se odlepi v okamziku, m
kdy reakéni sila spodni koule prestava mit smér od spodni koule
a méla by za¢inat mit opa¢ny smér (ale nebude, protoze tato
vazba mé pouze odpudivy charakter) — to je okamzik, kdy je M
tato reakeni sila nulova. V tuto chvili jiz tedy na spodni kouli
74dna sila nepiisobi? a zrychleni horni koule (jez je nyni dusled-
kem pouze tihové sily) proto musi (aby na spodni nepiisobila)
odpovidat kruhovému pohybu okolo spodni, neboli slozka tiho-
vého zrychleni ve sméru do stifedu spodni koule musi byt rovna
(r 4+ R) wj. Tudiz

(r+ R)wy = gcosgo ®3) Obr. 1. Poloha kouli

a znazornéni jednotlivych

kde symbolem wy jsme oznacili hodnotu w v okamziku odlepeni. o
proménnych

Ted uz zbyva jenom vyfesit soustavu (1), (2), (3) pro o.
Do (1) umocnéné na druhou, resp. vynisobené w dosadime za w? z (3), abychom kone¢né&
dosazenim za vw a v? do (2) sestavili rovnici pro o, kterd se po vydéleni nenulovym mg (r +
R)/2 redukuje na jednoduchy tvar

—p? cos® o +3cospo —2 =0, (4)
kde
" m+ M '

To je redukovana kubicka rovnice pro cos g, kterd ma na intervalu [—1; 1] pravé jedno feSeni,
lezici vzdy v (0;1), jez ma pozoruhodné jednoduchy tvar

2
Cos @ = m cos w . (5)

Je hodné povsimnuti, ze thel odlepeni zavisi pouze na poméru hmotnosti kouli a nikoliv na
jejich polomérech nebo tihovém zrychleni. Dale poznamenejme, Ze pro velmi velkou hmotnost
spodni koule (relativné v¢i hmotnosti horni koule, tj. m/M — 0) se p? blizi k nule, kubicky
¢len vymizi a rovnice se redukuje na linedrni rovnici, jejimz feSenim je cospo = 2/3, coz je
vysledek, ktery néktefi z vas spravné odvodili.

Opomenime ted piipad, kdy je thel o tak velky, ze koule vlastné dopadla dfiv, nez se
odlepila. Po odlepeni se spodni koule bude dale pohybovat stalou rychlosti. Podivejme se na
systém v inercialni soustave, ve které bude stat. Mtzeme fFici, Ze po odlepeni se koule jiz zpatky
nedotknou. Dalsi pohyb horni koule bude sikmym vrhem z vysky

h=R—7r+(r+ R)cosgo (6)

s pocatecni rychlosti
vz = wo (r + R) cos po

4) Kromé tihové sily a reakce podlozky, které se ale vidy vyrusi.
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ve vodorovném smeéru a
vy = wo (r + R) sin o

ve svislém sméru s orientaci dol. Pro dobu padu T tedy bude platit
1gT? + v, T —h=0.
Jedinym nezapornym feSenim je

T —vy + \/VZ + 2gh
EE—

Nez koule dopadne, uleti vodorovnou vzdalenost Tv,, dopadne tedy se stfedem ve vodo-
rovné vzdalenosti
d = (r+ R)sinyo + T,

od stfedu spodni koule. Abychom mohli fict, jak daleko dopadne horni koule od puvodniho
bodu dotyku spodni s podlozkou, staci si uvédomit, ze po celou dobu byla celkova hybnost ve

puvodnim bodé dotyku, a muZzeme psat, ze hledané vzdéalenost bude

Md
m+ M

xr1 =

Kdyz vse dosadime (pfi¢emz wo uréime pomoci (3)), vyjde ndm po chvilce upravovéani

- M (T‘+R) <(172)3/2+73/2 \/73+3727‘R> ,

m+ M r+ R

kde v = cos ¢ je vyjadieno v (5). Zde bychom mohli skon¢it; vS§imneme-li si ale, ze vyraz pod
odmocninou se podobé kubické rovnici (4), mizeme se pokusit dosadit z ni za v a shledame,
ze dostaneme vysledek v o néco prehlednéjsim tvaru

M _233/2 3/2\/4R . M 3
xl—m+M(T+R)<(1 )+ vm man ]

Uvedeny vztah plati pouze v pfipadé, ze se koule viibec odlepily. Je-li ale horni koule dost
velkd, aby h ve vyrazu (6) vySlo nekladné, budou se dotykat i pfi dopadu. Pro tento p¥ipad,
tedy pro v < (r — R)/(r + R), z Pythagorovy véty odvodime, Ze dopadnou ve vzdéalenosti

d=+\/(r+R)?—(r—R?2=2VrR

od sebe. Proto pak horni koule dopadne ve vzdalenosti

2M —
ml_m—i—M i
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