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21. roénik, tloha VI.S ... na prani (7 bodd; pramér 4,50; vesili 2 studenti)
Pokuste se o feSeni libovolného problému z Sesté kapitoly serialu.
Zadal, nezadal Marek Pechal.

Viyhlidka na Zemi

Rovnici trajektorie svételného paprsku v okoli cerné diry

¢ 1_ 1, 3M
de2r 1 r2
nejdiive prevedeme do tvaru ponékud vhodnéjsiho pro numerické feSeni. Vsimneme si, ze
d1l1_ 1dr 1dr

der  r2de  rdz’
kde dx je element vzdalenosti ve sméru tthlové soutfadnice . Oznacime-li a tihel, ktery s timto

smérem svird smér paprsku v daném bodé (znaménko « volime kladné, pokud paprsek obiha
v kladném smyslu a pfitom se zmensuje jeho vzdalenost od centra), pak plati

dl—lta
der rg

Odtud pak opétovnym derivovanim dostaneme, Ze

d21—1(tg2a 1 da>: 1 dla+e) 1

rcos2a  dp r

de2r 7 cos? a dp
Daéle zfejmé thel o + ¢ vyjadfuje smér svételného paprsku v daném bodé (tj. natoceni
vektoru k nému teéného vidi jistému pevné danému vektoru). Ozname o + ¢ = ¢. Soudin
r dy je opét roven elementu dx a ten lze vyjadrit jako cos ads, kde ds je element drahy paprsku.
Dosazenim pak dostavame
1, 1 1 dy

de?r ' r cosdads’
Pouzijeme-li pak zadanou rovnici trajektorie, ziskdme jednoduchy vysledek

d M
d—f :3—20053&.

Protoze vsak pfi numerickém vypoctu bude vyhodnéjsi pracovat spise se samotnym tec¢nym
vektorem nez s tthlem popisujicim jeho smér, provedeme jesté dalsi upravy. Jako n budeme
oznacovat jednotkovy vektor ve sméru paprsku, jako r vektor sméfujici z pocatku soufadnic
do piislusného bodu trajektorie a e, budiz vektor kolmy k roviné pohybu paprsku (zvoleny
tak, ze vektory e, e, a e, tvoii kladné orientovanou bézi). Jelikoz vektor n ma konstantni
jednotkovou velikost, plati d(n - n) = 0, tedy n-dn = 0. Navic n x dn = e, sin(dy) ~ e, dyp,
odkud plyne nxdn = e, dy. Vynasobenim této rovnosti vektorové vektorem n zleva a vyuzitim
znamé identity @ x (b x ¢) = b(a - ¢) — c(a - b) dostaneme n(n-dn) —dn(n-n) = n x e, dy,
neboli dn = —n x e, dp. Odtud pak ihned dostaneme

dn d(p 3
—=-nxe—_— =——-nxe.cos a.
ds ds T
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Vyuzijeme-li dale zfejmé rovnosti n X r = re, cos a, ziskdme dosazenim

dn _ —ﬂn x (nx r)|nxr]?
ds r5 '
Vyhodou této vektorové rovnice je, ze plati obecné, a nejen pro pohyb v jediné zvolené
roviné. Doplnime-li ji o druhou rovnici, ktera popisuje, jak se pfi pohybu méni vektor r, tedy
dr

— =n
ds ’

dostaneme soustavu dvou obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic pro nezndmé vektorové funkce n(s)
a r(s), které mizeme snadno fesit napiiklad nékterou z Runge-Kuttovych metod. Ziskame tak
rovnou trajektorii paprsku parametrizovanou drahou s.

Miuzeme tedy prikrocit k samotnému raytracingu, jehoz princip byl popsan v zadani. Jed-
noduse za¢neme s polohovym vektorem r(0), ktery je roven polohovému vektoru pozorovatele,
a smérovym vektorem n(0), ktery pfedstavuje smér pozorovatelova pohledu. Pak fesime vyse
uvedenou soustavu ODR a sledujeme, jestli paprsek nezasahl povrch nékterého z objekti, které
jsme si do 3D scény umistili. Jestlize ano, vykreslime na pfislu$né misto promitaci roviny bod
(jeho barva miize byt odvozena napf. z barvy, struktury a osvétleni zasazeného bodu objektu).
Jestlize paprsek nic nezasdhl ani po predem zvoleném maximélnim poc¢tu vypocetnich kroki,
bod nevykreslime (nebo vykreslime bod s barvou pozadi'). Stejné tak, pokud paprsek zmizel
pod horizontem ¢erné diry (tj. jeho vzdalenost od ni se zmensila pod hranici 2M).

Princip algoritmu, ktery jsme pouzili my, je
jednoduchy. Kazdy z objekti ve 3D scéné je re-
prezentovan urcitou redlnou funkci f v tfiroz-
mérném prostoru. Kladna hodnota funkce zna-
mend, Ze prislusny bod je vné objektu, zaporna
oznacuje vnitfni body objektu (pro kouli o polo-
meéru 2 a stfedu v bodé (1, 2, 3) by takova funkce
mohla byt napf. f(z,y,2) = (x—1)>+(y—2)*+
(2—3)%—4). P¥i numerickém integrovani soustavy
ODR tedy opakované po¢itame hodnotu funkce f
v bodé r. Pokud je kladna, pokracujeme ve vypo-
¢tu. Jakmile zméni znaménko, vime, ze paprsek
narazil na objekt. Vratime se tedy o krok nazpéa-
tek, zmensime krok (napf. na polovinu) a postu-
pujeme dale. Tuto proceduru opakujeme, dokud Obr. 1. Vzhled scény slozené ze Zemé se

neni krok mensi nez pozadovana pfesnost, s ja- stfedem v bodé (0,0, —3) a polomérem

kou chceme prisecik paprsku s povrchem objektu 0,4 a cerné diry o stfedu (—0,2;0; —1,5)

najit. a poloméru 0,02 z hlediska pozorovatele
N&s program jsme obohatili o nékteré spise v pocatku

kosmetické drobnosti, jako je moznost stinovani

1) Ta oviem nemusi byt konstantni. Mizeme predpokladat, ze paprsek se déle pohybuje rovnomérné
(provedli jsme velky podet vypocetnich krokt, pfedpokladdme tedy, Ze se paprsek nachéazi nékde daleko
od centra), a vypocitame, kde protne ndmi zvolené vzdélené objekty. Témi mize byt napfiklad krajina,
hvézdné nebe apod.
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objektu podle libovolné rozmisténych svételnych zdroji (nepocitdme vsak se stiny, které vrhaji
samotné objekty, s odrazy ani s ohybem svétla ze zdroji v gravitacnim poli — feseni podobnych
detailti neni pro nas tcel nezbytné) ¢ naneseni textury na objekt.

Vykreslovali jsme vzhled scény sestavajici ze Zemé, v jejimz okoli se vznasi Cerna dira.
Pritom jsme samoziejmé nebrali v potaz fakt, ze by nase draha planeta byla slapovymi silami
od takto masivniho objektu v okamziku roztrhédna na kousky (nasim cilem je pouze znazornit
deformaci vzhledu objektti v okoli velmi masivniho télesa). Také jsme neuvazovali frekvenéni
posuv v gravitacnim poli, ktery by zptsobil zménu barvy prichazejiciho svétla.

V jedné ze simulaci jsme pozorovatele posadili do pocatku soufadnic a Zemi do bodu
o soufadnicich (0,0, —3). Jednotka délky je zvolena tak, ze polomér Zemé je roven 0,4. Do bodu
(—0,2;0; —1,5) jsme umistili ¢ernou diru o poloméru 2M = 0,02 (to odpovida cca stondsobku
hmotnosti Slunce — fatélni dusledky pro Zemi i pozorovatele zfejmé netfeba zdiraziiovat).
Pozorovatel se diva proti sméru osy z, tedy pfimo k Zemi. Znac¢né pokfiveny obraz, ktery
uvidi, je znazornén na obrazku 1.2

Zavérem jesté drobné doznani. Zatajili jsme pred vami jednu nepiesnost naseho modelu.
Sférické souradnice, ve kterych popisujeme pohyb paprsku, jsou pouze matematicky zavedené
objekty. Ve velké vzdalenosti od Cerné diry sice maji stejny vyznam jako ,obycejné* sférické
soufadnice, ¢im vice se vSak pfiblizujeme k horizontu udalosti, tim vice se od nich lisi. Sférické
soufadnice, které jsou ze své definice soufadnicemi v plochém ¢asoprostoru, nemutzeme v jejich
puvodnim vyznamu pfenést do casoprostoru zaktiveného. Jednim z dusledkt této komplikace
je, ze pii prechodu od ndmi pouzitych ,sférickych* soufadnic do soufadné soustavy pozorovatele
stojictho v ur¢ité vzdalenosti® R od ¢erné diry musime vzdélenosti v radidlnim sméru vydélit
faktorem 1—2M /R, zatimco vzdélenosti v tangencidlnim sméru zlistavaji stejné. Striktné vzato
tedy nami ziskané obrazky nejsou zcela presné, protoze smérovy vektor paprsku je tfeba pred
zac¢atkem vypoctu netrividlné pretransformovat z pozorovatelovych souradnic do globalnich
(podobné jako v ptipadé specidlné relativistického raytracingu uvedeného jako piiklad v za-
déni). Oprava vsak naStésti spo¢iva pouze v preskdlovani obrazka pravé zminénym faktorem
1 —2M/R. Ten se navic pro nase obrazky lisi od jednicky jen Fadové o setiny.

Chaotické dvojkyvadlo

Z pohybovych rovnic dvojkyvadla jsme si vyjadrili 91 a s jako funkce ¥4, 192, Y1 a Ja.
Pfitom jsme zvolili m1 = mo, l1 =12 (tedy p=1/2a»=1)aw=1.

Soustavu ODR jsme fesili Runge-Kuttovou metodou ¢tvrtého fadu. Tato metoda je pro
vétsinu aplikaci dostate¢né piesnd, v pripadé chaotickych systémi vSak ani ona nedokaze po-
skytnout zcela spolehlivé vysledky. Pokud bychom chtéli skuteéné precizné simulovat chovani
dvojkyvadla, bylo by tfeba pouzit néktery ze sofistikovanych algoritmi navrzenych specidlné
pro feseni pohybovych rovnic (napf. tzv. symplektické integrdtory). Nés ale spiSe nez konkrétni
stav kyvadla po urcité dobé zajimaji statistické aspekty jeho ¢asového vyvoje. Mizeme se tedy
spokojit i s ,,méné presnou“ metodou.

Pii kazdé simulaci jsme nejdfive ndhodné nastavili polohu jednoho kyvadla (zvolili jsme
nédhodné 91 a 92 z intervalu [0,2n)) a pocateéni rychlosti jsme polozili rovny nule. Uhly %}

2) Dalsi obrazky i program raytracing console.pas, kterym byly vytvofeny, muzete najit na FY-
KOSich webovych strankéch.

3) Dalsim pfikladem zvrhlého chovani prostoru v obecné relativistickych situacich je to, Ze i samotny
pojem vzdalenosti prestava byt tim, ¢im se zda. Pokud napriklad zméfime vzdalenost mezi dvéma body
pomoci radiolokace, dostaneme jiny vysledek nez pii ,fyzickém® méfeni pomoci tuhych tyci.
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a 195 pro druhé kyvadlo jsme pak nastavili na k1, resp. ka-ndsobek thld 91, resp. 92, kde

ki =14¢esina,

ka=14+c¢ecosa.

Tato procedura zajisti, aby relativni odchylka poloh obou dvojkyvadel byla pfiblizné rovna
danému ¢ a pritom byla nahodné rozdélena mezi thly 91 a 92 podle ndhodného parametru a.
Pro nas vypodet jsme zvolili e = 5- 10710 (jde tedy skuteéné o velmi malou odchylku).

Po nastaveni po¢ate¢nich podminek jsme provadéli simulaci obou kyvadel (pouzili jsme
integraéni krok dt = 2-10™*) a priibézné sledovali hodnotu odchylky

d= (01 —9))% + (92 — 95)2 + (D1 — 91)% + (P2 — D)2

Simulaci? jsme zastavili po dosazZeni ¢asu t = 36, piipadné pokud d piekroéilo hodnotu 1.

Jestlize se vzdalenost obou kyvadel ve fazovém prostoru skutecné zvétSuje priblizné ex-
ponencidlné, pak hodnota veli¢iny log d roste zhruba linearné. Zavislosti log d(t) ziskanou vy-
poctem jsme tedy prolozili pfimku pouzitim metody nejmensich ¢tverct a zaznamenali jeji
smérnici (kterd souvisi s Lyapunovovym koeficientem).

Cely vypocet jsme opakovali 50000krat a vypoctené smérnice jsme znazornili ve formé
histogramu (viz obrézek 2).

Cetnost
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1000

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Smérnice primky
Obr. 2. Histogram smérnic pfimek proloZenych zavislostmi log d(t)

Vidime, Ze typicky se hodnota smérnice pohybuje v fadu desetin. Maximélni hodnota je pfi-
blizné 0,6. V histogramu se sice vyskytuji i vyssi hodnoty, ale jejich zastoupeni je zanedbatelné.

4) Program chaos_dvojkyv.pas naleznete na FYKOSich webovych strankéch.
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Uvédomme si také, ze pouzita metoda trpi n€kolika tézko odstranitelnymi neduhy — naptiklad
zavislost log d(t) je linedrni jen v dlouhodobém priméru, pro pfesnéjsi uréeni smérnice by tedy
bylo tfeba provést mnohem delsi simulaci (pokud mozno v ¢asovém tseku fadové vétsim, nez
je typickd perioda pohybu dvojkyvadla). To ovSem neni mozné, pravé protoze je studovany
systém chaoticky. Aby si obé dvojkyvadla ztstala po celou dobu vypoctu blizka, musime je-
jich pocatecni podminky volit co nejblizsi, tedy € musi byt co nejmensi. Zde ovSem narazime
na omezené moznosti pocitacové aritmetiky. Jestlize € ptilis zmensime, nebude pouzity redlny
datovy typ schopen zachytit takto malé rozdily v polohach obou dvojkyvadel.

Ziskany vysledek tedy je nutné zatizen chybou, kterou musime urcéitym zpusobem odhad-
nout. Provedeme jen velmi hruby odhad podle charakteru ziskaného histogramu. Hodnoty
smérnice okolo 0,5 jsou jiz zfejmé zastoupeny statisticky vyznamné, zvolime tedy chybu cca
0,1 a za maximalni hodnotu smérnice vezmeme 0,6 + 0,1.

Nyni jiz zbyva jen urcit hodnotu maximéalniho Lyapunovova koeficientu. Vzdalenost dvoj-
kyvadel ve fazovém prostoru se, jak vime, méni s ¢asem piiblizné jako A exp(At). Veli¢ina d je
vSak druhou mocninou této vzdalenosti, a jeji logaritmus se tedy méni jako

log d(t) = 2(log A + Atloge).

Smeérnice, které jsme pocitali, jsou tedy rovny 2Aloge. Odtud jiz jednoduSe zjistime, ze
maximalni Lyapunovuv koeficient je

)\max = (0,7 + 0,1) .

Podivejme se, co to znamena. Maximalni Lyapunoviv koeficient udava miru predvidatel-
nosti systému. Co kdyz si sestrojime dvojkyvadlo a chceme predvidat, jak se bude pohybovat,
kdyz jej vypustime z dané polohy? Na jak dlouhy ¢asovy tisek budeme moci udélat spolehlivou
predpoveéd?

Predpokladejme, ze mame k dispozici zazra¢né experimentalni vybaveni, které nam umozni
pfi urcovani pocateéni polohy soupetit s dosud nejpresnéjsim mérenim viubec, kterym je urcéeni
frekvence hyperjemného piechodu v atomu rubidia na 15 platnych ¢islic. Nase dvojkyvadlo se
tedy stane nepredvidatelnym pfiblizné po uplynuti ¢asu 7', pro néjz

exp(AT) ~ 10"° .

Odtud dostaneme T" = 50. Vzhledem k tomu, Ze jsme na pocatku zvolili w = 1, odpovida tento
Casovy usek asi osmi kmitim dvojkyvadla, coz neni nikterak oslnivy vysledek.

Marek Pechal

marek@fykos.mff.cuni.cz

Fyzikéalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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