Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF http://fykos.mff.cuni.cz 21.V.S

21. ro¢nik, tloha V.S ... horkd dutina a bily trpaslik (7 bodi; primér 8,25; fesili 4

studenti)

a) Urcete zavislost koncentrace elektronti a pozitronti na teploté pfi celkovém naboji Q = 0
v prézdné uzaviené horké dutiné. (Bude-li se vdm chtit, i pfi jinych vdmi zvolenych hodno-
tach Q.) Déle urcete zavislost poméru vnitini energie Ue elektront a pozitronua ku celkové
vnitini energii systému U (tj. souctu energie elektromagnetického zafeni a ¢éstic) na tep-
loté a urcit hodnoty teploty odpovidajici nékterym vyznacnym hodnotam tohoto poméru
(napf. 3/4,1/2, 1/4,...; miiZe tento pomér nabyvat vSech téchto hodnot?).

Pokuste se své vysledky pékné graficky zpracovat ve formé grafti (miizete zkusit i troj-
rozmérné).

Pri vasem snazeni vam miuze hodné pomoci, pokud si zavedete vhodné bezrozmérné
Jjednotky (napf. 3FE, misto 3 apod.).

b) Reste soustavu diferencidlnich rovnic pro M (1) a o(r) v modelu bilého trpaslika pro nékolik
vhodné zvolenych hodnot ¢(0) a pro kazdou z nich sledujte hodnotu, ke které se blizi M (r)
pii r — oo. Ta je zfejmé rovna hmotnosti celé hvézdy. Pokuste se prozkoumat zavislost
této celkové hmotnosti na o(0) a odhadnout jeji horni mez. Srovnejte vas vysledek s horni
mezi hmotnosti bilého trpaslika, kterou najdete v literature nebo na internetu. Uvazujte,
ze je hvézda tvorena héliem.

Zadali autori seridlu Marek Pechal a Lukas Stritesky.

Horka dutina
Mame zadany vztahy' pro hustotu elektrontl a pozitront v zavislosti na teplotnim para-
metru 8 = (kT)~" a chemickém potencidlu

87 +o0o p2

=0 ) e E e ) 11

“+oo 2
ne(o =55 [ P dp
h?Jo  exp(B(VEZ +p>c® +p) +1

Stejny tvar ma i zavislost koncentrace fotonti n¢(3), pouze s tim rozdilem, ze plati p = 0,
Ey = 0 a nejde o fermiony, ale o bosony. Je tedy navic tfeba obratit znaménko ve jmenovateli.

_ 87 +oo p2
ni(B) = ﬁ/o exp(Bpc) — 1 dp.

Podobné vyrazy pro hustotu energie elektront, pozitront, resp. fotoni nabyvaji tvaru
u-(8 u)—%ﬁlfw P*VE§ +p°e
o Vi R exp(B(VES +pPc — ) +1
wr(Bp) = 28 =81 /m P’VE; +p°c
+ ) = 55 —
o exp(B(VEG +p°c® +p)+1

U 8 [T pie
ur(8) = v ﬁ/o exp(fBpc) — 1 dp-

1) Omlouvéame se za chybu v zadani. Zapomnéli jsme nahradit znaménko + z obecného vztahu zna-
ménkem + odpovidajicim fermiontim.
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Integraly ve vztazich pro ne(8) a us(3) lze zjednodusit substituci Spc = . Dostaneme tak
8w oo z?
= d
ne(5) h3c333 /0 expr — 1 o

8m teo g3
ur(B) = h3c3 34 /0 expx — 1 de.

Zde vystupujici integraly uz nezavisi na zadnych vnéjSich parametrech, jde tedy pouze
o ¢iselné konstanty. Snadno je mizeme vypocitat numericky. Jejich hodnoty je ovSem mozZno
zapsat i v jednoduchém tvaru pomoci tzv. Riemannovy zeta funkce ¢ (vypocet zde nebudeme
rozepisovat — provadi se pomoci rozvoje integrandu v nekoneénou fadu). Vysledné vztahy jsou

16w ((3
) = Yo

48 ((4 8n®
us(B) = h37::3£34) = 15h;Tc~°’ﬁ4 )

kde ¢(3) = 1,20206 a ¢(4) = ©*/90 = 1,08232. Ziskany vztah pro us mimochodem piedstavuje
znamy vyzafovaci zdkon, podle kterého je hustota energie zafeni cerného télesa o teploté T
amérna T* (vzpomenme si, ze 3 = (kT)71).

Vyrazy pro ni (8, p) a u+ (8, u) takto jednoduse vypocitat nelze (jinak bychom tuto tlohu
nezadavali do seridlu o numerickych metoddch). Muzeme si ovSem zavést bezrozmérné para-
metry v = BFo, v = Bu (ty ndm budou od této chvile slouzit jako parametry systému misto 3
a ) a provést substituci pc/Eo = = a pfepsat pfislusné vztahy do tvaru

dx,

S e
-, h3c3 J, exp(’ym —v)+1

n (7, v) = 8nFgy /+°° z? da
Y h3c3 Jo  exp(yWI+a2+v)+1

u (v = 8nEgy /+°° 221+ 22 du
-\ h3c3 Jo  exp(yW/1+aZ-v)+1
s (o) = 8 Ey /+°° 21+ 22 du
+ h3c3 |, eXp(’ym+y)+1 .

Zavedeme-li jednotkovou hustotu astic ng = 8n(FEp/hc)®, mizeme pfedchozi vztahy zapsat
jednoduse jako

nt+ (77 V) /+oo .’E2
no 0 exp(yvV1+a2tv)+1
us(v,v) _ /*"O z2V/1 4 22 de
Eono o exp(yW1+ax2+v)+1

Nébojova hustota ¢ uvazovaného plynu v jednotkach eno (kde e je elementarni naboj) je pak
zfejmé rovna (ny (v,v) — n—(v,v))/no, tedy

dz,

Q(’)SV) _ /+oo < .’E2 B x2 ) e —
eng o exp(yV1+a2+v)+1 exp(yvV1l+a?2—-v)+1
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. Hoo z? exp(yV1 + 22)
= —2sinhv 5
o  (exp(yv1+ 2?)+ coshv)? —sinh® v

Podobné celkova hustota energie ue(7, ) elektronil a pozitrond je rovna ue(7y,v) = ut(y,v) +

Ue (7, V) :/+°° < z2V/1+ 22 n 22V/1 + a? )dx:
Eono 0 exp(yV1+ax2+v)+1  exp(yV/1+a2—v)+1

- 2/+°° 221+ 22 (exp(yv/1 + 22) coshv 4 1)

0 (exp(yv/1 + 22) 4 cosh v)2 — sinh? v

Jednoduchym dosazenim pak dostaneme pro pomér A(7, v) energie elektronii a pozitroni k cel-
kové energii soustavy vztah

1 ug () _
A(’Yvy) u+('75’/) +u—(’77l/)

ot (/+°° 221 + 22 (exp(yv/1 + 22) coshv 4 1) da:) -t
30v* \ Jo (exp(yv/1 + 22) 4 cosh v)2 — sinh? v '

V kli¢ovych vztazich, které budeme nakonec integrovat numericky (tj. vztahy pro n4 (y,v),

dz .

dx

o(v,v) a A(y,v)), pouzijeme v seridlu doporucenou substituci t = (1 4+ 22) "'/, a dostaneme
nt(v,v) :/1 V1I—1¢2 &
e Jo teptiiEn T
1
12
o) _ —2sinhu/ ViZBexp(y/t) g
€no o t*((exp(v/t) + coshv)? — sinh® v)

1 mt b /1T =12 (exp(v/t) coshv + 1) -
A(v,v) 1= 304 (/0 t5((exp(7y/t) + cosh )2 — sinh? v/) dt) '

Ackoliv tyto vyrazy vypadaji désivé, nebude problém je zdolat numerickymi metodami. Pro
vypoéty jsme zvolili v seridlu popsanou Rombergovu metodu. K invertovani vztahu o(v, v) (tj.
nalezeni v splilujiciho g(vy,v) = ¢ pro dané v a ) jsme pouzili jednoduchou metodu regula
falsi pro feseni oby¢ejnych rovnic, vysvétlenou ve studijnim textu Uvod do programovdni. Takto
jsme pak ziskali zavislosti n+ a A na v a g/eng misto v a v, coz bylo nasim cilem. Pro ¢ =0
pritom speciélné plati v = 0, v tomto ptipadé tedy vztah o(v,v) invertovat nemusime.

Stejnym zplisobem jsme zjistovali i konkrétni hodnoty ~, pfi kterych nabyvd pomér A
urcitych vyznacnych hodnot.

Kdy#z uz mame napsany program?, nic ndm nebrani zaéit kreslit grafy. Kvili jejich nazor-
nosti je jesté vhodné piejit od parametru v k y~*. Ten je stejné jako 7! = kT tmérny teplotd.
Konkrétné predstavuje hodnotu teploty v jednotkach Ty = Eo/k.

V grafu 1 mizeme vidét zavislost thrnné koncentrace elektronti a pozitroni na teploté pro
nékolik danych hodnot nabojové hustoty. Pro malé teploty se samoziejmé hodnoty koncent-
race blizi koncentraci dané nabojovou hustotou (v systému se prakticky nalézaji bud pouze
elektrony, nebo pouze pozitrony podle toho, jaké znaménko méa hustota naboje).

2) Viz program elpoz.pas na FYKOSim webu.
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Obr. 1. Hustota elektroni a pozitronu v zavislosti na teploté pro nékolik hodnot nabojové
hustoty
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Obr. 2. Pomér hustoty elektront (resp. pozitront) k hustoté fotont v zavislosti
na teploté v neutralnim systému
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Graf na obrazku 2 ukazuje zavislost poméru koncentraci elektronti, resp. pozitroni ke kon-
centraci fotond v neutrdlnim systému (tj. pfi » = 0). Je pomérné pozoruhodné, Ze tento pomér
se pfi vysokych teplotach blizi hodnoté 3/4 (tento zavér zde nebudeme dokazovat — lze jej
ovSem pomérné jednoduse odvodit limitnim pfechodem v — 0 v pfislusnych integralech).

V grafu na obrazku 3 pak vidime teplotni zavislost poméru hustoty energie elektronii a po-
zitronu k celkové hustoté energie v systému. Opét je mozno ukazat, ze vysokoteplotni limita
tohoto vyrazu je 7/11, coz ndm naznacuje i provedeny numericky vypodet.
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Obr. 3. Pomér thrnné energie elektront a pozitronu k celkové energii
neutralniho systému v zavislosti na teploté

Podil elektront a pozitroni na celkové energii systému se za¢ne vyrazné projevovat pri tep-
lotach, které fadové odpovidaji jednotkové teploté Tp. Konkrétné jsme numerickym vypoctem
(metodou regula falsi) zjistili, ze

ue 1 A
A= ; =5 1 pri ?0 = 0,2126,
Ue 1 . T
A=l i S =024
" 3 pri Ty 0,2498 ,
Ue 1 . T

Na zavér jesté uvedme ¢iselné hodnoty jednotkovych veli¢in Ty, no, Eono a eng. Po dosazeni
zjistime, ze

Toz%i5,93-1010K,
8nES . _
noth;:Lm-m”m 3
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8nFy . _
Eong = —};c; =1,44-107 Jm™?,
8nEde . _
eno = =g 3 =2,81-10 Cm ™",

Oblasti, ve kterych se pohybuji vSechny studované veli¢iny, jsou tedy velmi extrémni. Na-
priklad teploty, pfi nichz za¢ina byt podil elektronti a pozitroni v systému nezanedbatelny,
jsou fadové desitky miliard kelvini!

Jisté neprekvapi, ze pokud dosadime do ziskanych vztahti pokojovou teplotu, vyjde nam
koncentrace pozitroni, resp. elektrond v fadu 10719, Uvazovany jev tedy v naSich podminkach
nemiizeme pozorovat, ani kdybychom se snazili sebevice.

Bily trpaslik

V 5. kapitole seridlu tlohy jsme dospéli k tomu, Ze rozlozeni hmoty ve sféricky symetrické
hvézdé tvorené degenerovanym fermionovym plynem je dano diferencidlnimi rovnicemi

if/(@(r)) do(r) _  GM(r)o(r)

m m dr r2 ’
dM(r) 2
— 7 =4
I wroo(r),

kde o(r) je hustota hmoty ve vzdélenosti r od stiedu, M(r) je hmotnost uzaviend ve sféie
o poloméru r, G Newtonova gravita¢ni konstanta, m hmotnost pfipadajici na jeden fermion
a konecné

)"
() B (55)

mno

pficemz ng je jednotkova koncentrace definovana jako (pozor, definiéni vztah je jiny nez v pred-
chozi ¢asti tlohy!)
)
3 \he)

Jako v predeslé tloze si i nyni zavedeme bezrozmérné veli¢iny, se kterymi se nam pak
bude 1épe pocitat. Jako jednotku hustoty je prirozené zvolit mng. Budeme tedy dale pouzivat
bezrozmérnou hustotu p = g/mno.

Volba jednotky vzdalenosti uz takto jednoznac¢na neni. Chtéli bychom ovSem, aby nam pti
pouziti bezrozmérnych veli¢in z rovnic zmizely veskeré fyzikalni konstanty. Oznacme si zatim
neznamou jednotku vzdélenosti jako «. Zavedeme pak bezrozmérnou vzdélenost 7 = r/a.

Jednotka hmotnosti bude mnga?®, tedy bezrozmérna hmotnost je definovéna jako M =
=M /mnoa3. Nové nezndmé funkce, které chceme najit jako feSeni diferencidlnich rovnic,
jsou p(7) a M (7). Dosadime tedy do ptvodnich rovnic o(r) = mnod(¥), M(r) = mnoa® M ()
a r = af a po upravach dostaneme

o) da(F) _  Gm’noa®  M(7)a(F)
3/02/3(F) + 1 dr Eo 72 ’
dM (7)

dr

= 4m7 (7).
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Zvolime-li o« = /FEo/Gm?ng, multiplikativni faktor na pravé strané prvni rovnice bude
roven jedné, rovnice pro bezrozmérné veli¢iny tedy mizeme zapsat v kone¢ném tvaru

do(F) _  3M(M)a"*(7)y/2*P(F) +1
dF 72 ’

Pocateéni podminka pro M je ziejmé M(0) = 0, hustotu §(0) ve stiedu hvézdy si budeme
volit jako parametr.

Nyni mizeme rovnice fesit numericky. Musime si ovS§em dat pozor na dvé véci. Zaprvé
nemiizeme zacinat s feSenim od 7 = 0, protoZe tam prava strana prvni rovnice neni definovana.
Tento problém vSak mizeme obejit malym trikem. Budeme predpokladat, ze mala kulova oblast
o poloméru ¢ kolem stfedu hvézdy je homogenni s hustotou 5(0). Za¢neme tedy integraci na
poloméru 7 = € a budeme piedpokladat p(¢) = 5(0) a M () = 4we>p(0)/3. Druhou komplikaci,
na kterou si musime davat pozor, je neceloCiselnd mocnina 9 na pravé strané prvni rovnice.
Pokud ji program pocitd pomoci logaritmu, nemize byt umocnované ¢islo zaporné. Hustota
materidlu ve hvézdé se pritom s rostoucim polomérem rychle blizi k nule. Je-li o dostatecné
malé, muze pfi integracnim kroku snadno pfejit do zapornych hodnot a algoritmus skonci
chybou.

Abychom tomu pfedesli, mizeme testovat znaménko p, a je-li zaporné, vypocet ukonéit.
Dale pak predpokldadame, ze pro vyssi 7 je jiz hustota nulova. Dal$i moznosti je posledni
integracni krok, pii kterém se zménilo znaménko o, opakovat s polovicnim krokem.

V kazdém pripadé vSak nakonec dospéjeme k poloméru 7, nad kterym je jiz hustota o
zanedbatelna a M se dale prakticky neméni. Takto ziskand hodnota M (oznacme ji M (o))
pak odpovida celkové hmotnosti hvézdy v jednotkach

3,3
Mo = mnoa® = ,/85’27;”# = 5,0815 - 10% kg = 2,552M ,

kde Mg je hmotnost Slunce. Za m jsme dosadili hmotnost pfipadajici na jeden elektron
v hvézdé slozené pouze z hélia — tedy soucet hmotnosti elektronu a poloviny hmotnosti hé-
liového jadra.

Soustavu diferencialnich rovnic jsme Fesili Runge-Kuttovou metodou &tvrtého ¥adu®. V po-
uzitém algoritmu jsme aplikovali vyse zminéné zmensovani integra¢niho kroku, pokud hustota
piejde do zapornjch hodnot. Podateéni krok jsme pfitom nastavili na 1075, jeho minimAalni
hodnotu jsme omezili na 1077 (je-li krok nizsi, vipocet povazujeme za skonceny). Podobné
testujeme i velikost hustoty p — pokud klesne pod 10™°, vypoéet skonéi. Polomér 7, na kterém
vypocet zastavime, pokud se tak jiz nestalo kvili vyse uvedenym ukoncujicim podminkam,
jsme stanovili na 2,0.

Pro nékolik riznych hodnot hustoty ve stfedu hvézdy jsme tak dostali zavislosti M na 7.
Jejich tvar muzete vidét v grafu 4.

Je vidét, ze s rostouci centralni hustotou se zmensuje polomeér hvézdy a zvétsuje jeji celkova
hmotnost. Zda se ovSem, Ze tempo rustu celkové hmotnosti se postupné snizuje. To odpovida

3) Viz program hvezda.pas na FYKOSich internetovych strankach.
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skutecnosti, Ze existuje jista kritickd hmotnost hvézdy, ktera se jesté dokaze diky tlaku degene-
rovaného elektronového plynu ubranit dalsimu gravitacnimu kolapsu. Je-li hvézda hmotnéjsi,
&ekd ji bud osud neutronové hvézdy, nebo dokonce ¢erné diry.

0,51
041
0,3 1
0,2 8(0) =50
2(0) = 100
----- 2(0) = 150
R Y/ — 5(0) = 200
-——5(0) = 250
0 - + + + + + + >
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 03 7

Obr. 4. Zavislost hmotnosti na poloméru v bilém trpasliku pro nékolik
hodnot centralni hustoty

Abychom mohli odhadnout tuto limitni hmotnost, provedli jsme vypocet pro ptiblizné sto
riiznych hodnot centralni hustoty a zjistovali, jak na ni zavisi celkovd hmotnost hvézdy M (o).

Ziskanou zavislost uvadime v grafu 5.

Vypoctenymi body jsme prolozili zavislost typu

~ B C F
M(o)=A+ ——~+ 5 <+...+ ==
=44 30 " 20 i

Hodnota A ziskana pomoci gnuplotu je 0,56570 £ 0,00004. Toto ¢islo je ovSem také limitni
hodnotou, ke které se blizi M (co) pro p(0) — oo. Ziskali jsme tedy odhad maximélni mozné
hmotnosti bilého trpaslika

Mmax = 0,5657 .

Po vynésobeni tohoto bezrozmérného ¢isla pouzitou jednotkou hmotnosti My dostavame
Minax = 1,444 M .

Wikipedia uvadi pro horni mez hmotnosti bilého trpaslika tvofeného héliem podle S. Chan-
drasekhara (na jehoz pocest se nazyva Chandrasekharovou mezi) hodnotu cca 1,43My. Ta se
od nami vypoctené hodnoty lisi pouze o cca 1 %, coz je vzhledem k hrubosti pouzitého modelu
jisté velmi uspokojivy vysledek.
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Obr. 5. Zavislost celkové hmotnosti hvézdy na hustoté v jejim stfedu

Dodejme jesté, ze jak naSe, tak Chandrasekharova hodnota jsou zalozeny na fadé idealizaci.
Pro ziskani realisti¢téjsiho modelu by bylo nutno zapodcitat efekty elektromagnetické interakce
mezi elektrony a jadry hélia, obecné relativistické efekty atd. Marek Pechal

marek@fykos.mff.cuni.cz

Fyzikéalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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