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21. roénik, tloha V.3 ... schody z nebe (4 body; primér 2,89; tesilo 23 student)
Zebiik vede jen dva kilometry na plosinu, ze které se dale sestupuje po schodech, jez se
mohutnym obloukem klenou nad krajinou. Schodisté ma zvlastni tvar. Je totiz postavené tak,
Ze se na kazdy krok vynalozi stejnd prace. Odvod, jak zdvisi vyska schodu na vzdélenosti od
osy Ramy, pokud je délka schodu konstantni. Také muzes urcit, jaky tvar ma onen oblouk.
Vymyslel ¢tendr Martin Formdnek.

Zamysleme se nejdiiv, jak tlohu chceme pocitat. Nejdfive si musime ujasnit, proti kte-
rym silam budeme konat praci. Jde o rotujici soustavu a hlavni slovo zde ma sila setrvacna
odstiediva. V neinercidlni soustavé spojené s rotujicim Ramou také pozorujeme ucinky Corio-
lisovy sily, ale tu zanedbame, jelikoz otac¢eni Ramy a rychlost a hmotnost ¢lovéka jdouciho po
schodech jsou tak malé, ze vysledna sila bude v jednotkdch newtoni, coz chodec ani nepozna.

Dalsi véci je tvar schodisté. Na obrazku ze zadani je schodisté vyvedeno jako krivka smé-
fujici podél osy Ramy, coz je konstrukcéné nevyhodné. Kvuli aspofe materidlu apod. je lepsi
schody postavit v podstavé valce.

K pocitani vysky schodi v zavislosti na poloméru se muzeme dobrat dvéma zptisoby. Pti
prvnim praci potfebnou na prekonani jednoho schodu poéitdme uréitym integralem (W =
= f:f F(r)dr), pti druhém si fekneme, ze vyska schodtt viaéi Ramovi je zanedbatelnd, a tedy
sila, proti které koname préci, se téméf neméni (W = F's). Jak se vytrvaly ¢tendf muze presvéd-
¢it (a jak opravujici udélal), oba postupy davaji kvantitativné témér nerozlisitelné vysledky.

Ale fyzik zanedbd, co muze, takze provedeme pouze ten zpusob vypoctu, kde uvazujeme
neménné odstredivé zrychleni na vysce jednoho schodu.

Uvedme znaceni, které budeme pouzivat. R4ma méa vnitini polomér R, plosina je vzda-
lend H od osy rotace. Schody maji konstantni délku d a vyska k-tého je hy a jeho vzdalenost
od Ramy je rx. Pro pocitani tvaru kfivky uvazme, ze x = 0 je u styku Ramovy podstavy s jeho
plastém.

Nejdrive je potfeba urcit, jakd prace bude nutna k pfekonani jednoho schodu. Tato prace
musi byt shodné pro vSechny schody, tedy i pro prvni,

W = W1 = mw?rihi = mw’(R — h)h,

kde h je vyska prvniho schodu a R — h je jeho vzdalenost od osy Ramy. Volime tuto hodnotu
proto, ze chceme, aby prvni schod byl ten u paty schodisté a navic aby vzdélenost ploSiny
posledniho schodu od osy byla rovna H (&tenaf si rozmysli, pro¢ je tedy r1 = R — h).

Tedy obecné prace potiebna na prekonani k-tého schodu bude rovna

Wk = mw2rk hk i
ktera ovSem musi byt rovna praci W potfebné na prekonani kazdého schodu, proto

mw?rghi, = mw®(R — h)h,
hi = M .

Tk
Nic ndm nebrani funkci spojité prodlouzit na cely interval r € (H, R), tedy

ha(r) = B

r
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Toto je hledana zéavislost vysky schodu na vzdalenosti od osy Ramy, funkce je zfejmé nepfima
amérnost. Nicméné tvar krivky to stale neni. Vypocitame-li smérnici tec¢ny ke kiivce, mizeme
potom integraci vypocitat, jak kfivka vypada. Uvazme, Ze schod je oproti Ramovi zanedbatelné
maly, a tedy te¢nu ke schodisti vypocteme jako pomér vysky ku délce schodu. Vysku schodu
popisuje uz objevena zavislost hs(r)

(R— h)h

r

Ar =
Délku schodu zname, je konstantni, rovna d
Axr =d.

Tedy te¢na ke schodisti bude pomér Ar/Az. Uvazime-li, ze jednotlivé schody jsou zanedbatelné
malé, tento pomeér prejde k derivaci.

Ar  (R- h)h dr

Az dr dm

Odseparujeme proménné a vypocteme integraly

/Tdr:/i(R_dh)hdx,
r(a:)—\/2 (@z—I—C).

Konstantu C' uréime z podminky, Ze 7(0) = H. Tedy C = H?/2. Hledan4 zévislost popisujici
tvar schodisté je tedy

r(x):\/72(R;h)hx+H2~ 2];h + H?

a tvarem schodisté je tudiz parabola.
Uvazujeme-li schodisté v podstavé, bude v polarnich soufadnicich pro délku schodu platit

d=rAp.

A tedy dochézime k rovnici, kterou vyfesime obdobné jako v minulém pfipadé.

dr:(R h)h
/dr—/ (£ h)h dy,
7«(@)_% +D.

Konstantu D urc¢ime tak, ze stanovime, ze nulovy thel ¢ urcuje zacatek schodisté na plosiné
uprostied podstavy, tedy r(0) = H, z ¢ehoz vyplyva, ze i D = H. Hledana zavislost je tedy
pfimo tmérna uhlu .
R—h)h Rh
r(p) = %‘P*‘Hﬁ 7¢+H-
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Obr. 1. Tvar schodisté klenouciho se Obr. 2. Tvar schodisté v podstavé
v Ramovi pro d = 2h Réamoveé pro d = 2h

Z Yeseni vyplyva, ze pti obou zpusobech konstrukce bude vyska schodu klesat s prvni moc-
ninou poloméru. Postavime-li schodisté kolmo k podstavé Ramy, jeho tvarem bude parabola.
Pokud jej ovSem postavime v podstavé, bude to spirala.

Ve svych fesenich jste se vétsinou dopracovali ke spravnému vysledku u vysky schodi, jen
jste si Castéji mohli zavést trochu jiné souradnice (nejcastéji jste méli r = 0 u plasté Ramy).
Bohuzel se nenaslo moc fesitelti, ktefi aspon naznakem vypocitali tvar schodisté, a bylo dost
takovych, ktefi si funkci popisujici vysku schodu spletli s tvarem schodisté. Ale spravna feseni
jsem nenechéval nepovsimnuta. Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz
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