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21. roénik, tloha IV .P ... projekt 5 (4 body; primér 2,52; fesilo 27 studenti)
Navrhnéte spravedlivou (¢i co nejvice spravedlivou) pétisténnou kostku. Presnéji mame na

mysli takové pétisténné téleso, které se pri hodu na podloZce zastavi na kazdé své sténé se

stejnou pravdépodobnosti. Vymysleli ndruzivi hraci Ales Podolnik a Marek Scholz.

Patrné kazdy aspon jednou v zivoté hazel hraci kostkou. Jisté jste si po né€kolika pokusech
tikali, Zze pravé ta hodnota, kterou potfebujete, nikdy nepadne. Za takovouto hrac¢skou smilu
vSak zpravidla nemutize kostka samotnd, ale cosi jako ,,zakon schvalnosti“. Jeho opodstatnénost
se da matematicky ukazat na mnoha prikladech. Jmenujme alespon obligatni prasklou zarovku
v sériovém zapojeni'. AvSak skutecnost je takova, ze klasicka (Sestisténna) hraci kostka i v tom
nejobycejnéjsim provedeni je velmi dobie spravedliva, nebot jeji tvar vychézi z krychle. Krychle
je jedno z péti platénskych téles, kterymi déle jsou pravidelny ¢tyfstén, osmistén, dvanactistén
a dvacetistén.

Z4dné z uvedenych téles vSak nemd pét stén. Prvni otdzka, C
kterou je tieba zodpovédét, je, zda existuji i jind télesa, je- )
jichz uzitim bychom obdrzeli spravedlivou hraci kostku? Zku-

Seni hraci se mozn4 setkali i s ,,desetisténkami“ apod. Jsou vsak /
takové kostky spravedlivé? Jejich vyrobci nas o tom sice pre- |
svédcuji, ale jaka je skutecnost? /

Predné si ujasnéme, Ze vystupem nas$i prace by mélo byt /
téleso s rovinnymi sténami, které dopadne se stejnou pravdé-
podobnosti na kazdou z téchto stén. Tim zakaZeme ponékud /
zvrhlou kostku tvarem pfipominajici ragbyovy mi¢. Co musi / i
takovy objekt spliiovat? Predev§im musi mit ve vSech polohich fm—F =
po dopadu stejnou potencialni energii, tj. vzdalenost vSech stén H
od tézisté kostky musi byt stejnd. Déale by mély byt vSechny /A VB r
stény identické (az na zrcadlovou symetrii) a identicky umis- a
t&né vidi vSem ostatnim. Jinak fefeno jedna sténa od druhé Obr. 1. Jehlan
nesmi byt rozlisitelna. To je z toho diivodu, aby pfi odvalovani kostky po podloZce neslo pred-
vidat, na kterou sténu se kostka aktualné prevali. V libovolném sméru se vykona stejna prace,
tedy neni nic pro kostku vyhodnéjsi. Vykonani stejné prace ve vSech smérech pak ve svém
dusledku vynucuje zna¢nou symetri¢nost kostky. A koneéné, téleso musi byt nutné konvexni.

Pro konvexni télesa s vic nez tfemi sténami plati Euleruv vzorec

V+N=FE+2,

ve kterém V' znaci pocet vrcholi, N pocet stén a E pocet hran. Jelikoz jsou si vSechny stény
spravedlivé kostky rovny, museji mit vsechny také stejny pocet hran. Tento pocet ozna¢me M.
Protoze kazda hrana prislusi dvéma sténdm, mame snadno

E= %M N.
Protoze nas zajima pétisténnd kostka, N = 5, musi byt ¢islo M sudé. Takova kostka se tedy
musi skladat z péti shodnych sudothelniki. Z nich ovSem prichazi v tivahu jediné ctverec,
nebot kazdy dalsi s vice hranami by znamenal i vét$i pocet stén kostky.

1) Viz napiiklad Jifi Andél: Matematika ndhody.
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Timto jsme dokazali, Ze zcela spravedliva pétisténna kostka nemiize existovat. Pokusme se
v nasledujicim textu alespon o néjaké dostatecné dobré priblizeni. Thned nas napadnou dvé
pomérné pravidelnd pétisténna télesa: jehlan a trojboky hranol.
Prozkoumejme obé z hlediska podminek, které jsme definovali ve
tretim odstavci.

Tézisté jehlanu se nachézi v jedné ¢tvrtiné jeho vysky, kterou
ozna¢me v. Déale necht a je délka strany podstavy. Podivdme-li se
na fez jehlanu kolmy k podstavé a obsahujici vysku, dostaneme
opét trojuhelnik, po némz v souladu s podminkami pozadujeme,
aby vzdalenost tézisté jehlanu byla od vSech stran shodné. Tento
trojuhelnik je zfejmé rovnoramenny. Umistéme pocatek soustavy
soufadnic do jednoho z vrcholt pfi zédkladné, bez Gjmy na obec-

nosti necht je to A v obvyklém znadeni trojuhelnika ABC. Pak

soufadnice tézisté jehlanu jsou T = (a/2,v/4). Chceme nyni pro- Obr. 2. Rozmisténi péti
vazat parametry a a v néjakou rovnici. Pfimka, jejiz podmnozinou elektront na sfére

je strana AC je vyjadritelnd jako p : y = xtg o, kde a je vnitini
uhel trojuhelnika, ktery o€ividné spliuje tga = v/(a/2). Vzdalenost bodu T od pfimky AC
vypocitame ze znamého vzorecku

v a_wv
2 4 3av

2 :4\/4v2+a2'
W;) ‘1

Chceme, aby tato vzdélenost byla stejna jako vzdéalenost T od primky AB. Rovnost

IAC, T| =

3av v

4/4v2 + a? T

je splnéna, plati-li v/2a = v. Bude-1li mit jehlan takov§to pomér délky strany podstavy a télesové
vysky, pak bude mit ve vSech stabilnich polohach stejnou potencialni energii. Jehlan presto neni
dobrym kandiddtem pro spravedlivou pétisténnou kostku. (Pfi kutdleni je zapotiebi riznych
energii pro pfetoceni se pfes jednotlivé hrany. A co teprv ,horni“ vrchol!)

Naproti tomu situace s trojbokym hranolem je o poznéani veselejsi. Muzeme si ji ptiblizit
nasledujicim myslenkovym experimentem. Méjme sféru a na ni umistéme pét elektrontu. Ty
se vlivem elektrostatickych sil odpuzuji, dokud se nedostanou do energeticky nejuspornéjsi
konfigurace. Je-li sféra normovana (tj. ma jednotkovy polomér), sta¢i najit minimum funkce

Eey Y

b
i=1j=i+1 7

kde d;,; oznacuje vzdalenost i-tého od j-tého elektronu (vyjadiime je pomoci Pythagorovy véty
a diky znalosti rovnice sféry). Reseni tohoto problému je matematicky velmi pracné, nastésti
existuji pocitace, s jejichz pomoci ndm vyjde, ze dva elektrony budou na pdlech a zbylé se
rovnomérné rozmisti podél rovniku. Vzdalenosti mezi témi ekvatoridlnimi jsou /3, resp. v/2
mezi jednim z nich a elektronem na pélu. Jestlize nyni zkonstruujeme te¢né roviny prochazejici
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misty, kde se nachéazeji elektrony, dostaneme presné trojboky hranol. Navic bude spliiovat
Pojdme jesté vypocitat optimalni pomér velikosti jednotlivych stran hranolu. Zfejmé jeho
zdkladnou je rovnostranny trojuhelnik. Necht a je jeho strana a dale v bud jeho vyska. Ziejmé

byt 2t. Méjme tedy takovyto trojboky hranol a uréeme nyni, jak velkou vykonadme praci pfi
preklopeni z jedné boc¢ni hrany na jinou. Z Pythagorovy véty mame

a\? a? 1 V3 V3
A ~ — 2 _t = — — a2 - —aq=—qag=
w (2) Tt 1 TR T T g

t ’

Prace pfi preklapéni z bo¢ni stény na podstavu je naproti tomu Gmérna vyrazu (\/5 —1)t. Ackoli
toto neni ani polovina predchozi hodnoty, konstrukce kvalitnéjstho modelu by byla mnohem
komplikovanéjsi, a proto si dovolime takovouto nepiesnost.

Symetrické pétisténné téleso jsme ukazali, Ze neexistuje, nicméné jsme nasli hranol, ktery
velmi dobfe spliiuje podminky z Gvodu. Kostky, které bychom vsak na zakladé této predstavy
vyrobili, by vSak zcela jisté stoprocentné spravedlivé nebyly. Nicméné tento fakt neodrazuje
vyrobce, aby pétisténnou kostku prodavali. Existuje dokonce patent ¢islo United States Pa-
tent 6926275, ktery vychazi z nasi predstavy o trojbokém hranolu a drobnymi tpravami jej
vylepsuje, aby byl spravedlivéjsi. Uvedené téleso vSak neni pétisténné, a tedy nevyhovuje pod-
minkam zadani tlohy. Naproti tomu ,ragby“ kostky jsme uznévali jako splnujici zadani tlohy,
ackoli si jejich Fesitelé situaci vyznamné zjednodusili.

Zéavérem doplnme zdroje, ze kterych jsme cerpali:

e Diaconis, Keller: Fair Dice, American Math. Monthly 96, 1986;

e Fair Dice, http://www.mathpuzzle.com/Fairdice.htm;

e Min-Energy Configurations of Electrons On A Sphere, http://www.mathpages.com/home/
kmath005/kmath005 . htm;

e Properties of Dice, http://hjem.get2net.dk/Klaudius/Dice.htm;

e US Patent 6926275, http://www.freepatentsonline.com/6926275.html.
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