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21. roénik, tloha III.S ... bloudéni nadmornika, pi-obvod a epidemie v Praze (7

bodu; primér 4,43; tesilo 7 studenti)

a) Integrujte metodou Monte Carlo funkci e~ na intervalu [—100, 100]. Zkuste také nume-
ricky urcit hodnotu tohoto integralu od —oo do +oc.

Ndvod: Funkce je symetrickda vici pocdtku, ¢ili ji stadi integrovat na intervalu [0, +00).
Provedte substituci x = 1/t — 1, éimzZ zménite meze integralu od 0 do 1.

b) Opily namoinik vstoupil na molo dlouhé 50 krokii a Siroké 20 kroki. Jde smérem k pevniné.
Pii kazdém kroku dopfedu vsak zavravora zaroven o krok nalevo nebo napravo. Zjistéte,
s jakou pravdépodobnosti namornik dojde az na bieh a s jakou pravdépodobnosti spadne
do more a utopi se.

Namornik mél stésti a neutopil se. Druhou noc se vsak opét vydava opily z lodi na
pevninu. Tentokrat vsak vane stély vitr o rychlosti 3 m-s~1, ktery zptsobi to, e na jednu
stranu udéla krok s pravdépodobnosti 0,8 a na druhou stranu s pravdépodobnosti 0,2.
Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti namoinik dojde az na breh a s jakou pravdépodobnosti
spadne do more a utopi se.

Tieti noc se namornik opét vydava opily na pevninu. Tentokrat vSak vane promén-
livy vitr. Vane podle normélniho rozdéleni se stiedni hodnotou 0 m-s~! a disperzi 2m-s~1.
Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti tentokrat namornik dojde az na breh a s jakou pravdé-
podobnosti spadne do moie a utopi se. Miizete uvazovat, ze namornik jde pomalu a setrvac-
nost vétru Ize zanedbat. Komu by to vadilo, necht vymysli, jak by vitr v po sobé& jdoucich
krocich koreloval.

¢) Mdme k dispozici 50 rezistori o odporech 50 §2 a chceme z nich sestavit obvod, jehoz celkovy
odpor v ohmech bude co nejblize ¢islu ©. Pokuste se metodou simulovaného zihani najit
obvod, ktery by tomuto pozadavku vyhovoval co nejlépe.

Pro urcovani celkového odporu obvodu si muzete prizpusobit program, ktery najdete
na nasich webovych strankach.

Pokud se na tento tikol necitite, muzete zkusit zahrnout do problému obchodniho ces-
tujictho zakfiveni zemského povrchu a pokusit se jej vyreSit pro néjakou konkrétni mnozinu
mést na Zemi (naptiklad vsechna hlavni mésta v Evropé, USA atd.).

d) Zkoumejte vyvoj epidemie v Praze, uvazujte 1 milién obyvatel. Intenzita nakazy [ je
0,4/1 000 000 za den, uzdraveni « je (¢tyii dny)™'. Na pocatku je nakazeno 100 lidi. Po-
rovnejte pribéh epidemie pii ockovani piedem dvaceti procent lidi s pribéhem epidemie
prii o¢kovani az béhem epidemie s rychlosti pul procenta denné. A také s priibéhem bez
ockovani. Konec epidemie vyhlasime, bude-li méné jak 20 lidi nemocnych.

Je spousta tdaji, které mizete z pocitacové simulace ziskat. Krom stiedovaného pri-
béhu epidemie uvedte pro zajimavost téz graf, kde ukdzete prvnich pét nahodnych simulaci.
Dale miizete sledovat fluktuace. Mizete téz vysledky porovnat s deterministickym modelem,
dat dokazete hezky zpracovat.

Zadali autori seridlu, Lukds Stritesky a Marek Pechal.

Integrdl e

Ukolem je numericky zintegrovat funkci e~ na intervalu [—100, 100]. Jelikoz z2 je symet-
rickd funkce vici pocatku, plati

100 ) w0,
/ e ¥ dx= 2/ e ¥ dx.
—100 0
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Cili sta¢{ funkci integrovat na intervalu [0, 100].

Rozmysleme se nyni, na kolik desetinnych mist budeme chtit integral vypocitat. Dejme
tomu, Ze se zblaznime a chceme jej na deset. Podivejme se proto jen pro zajimavost, co vyplivne
pocitac, zeptame-li se
WriteLn(exp(-100 * 100));

Odpovéd zni 1,1354838653147362 - 104343,

Pro nase numerické pocitani tedy mtzeme posledni ¢leny zanedbat. Mohli bychom zanedbat
jesté i né&jaké jiné? Rozhodné jiz nepotfebujeme ¢Eleny, které jsou mensi nez 10712, Zeptejme
se proto jinak
For I := 0 to 100 do
If exp(-I * I) < 1E-12 then Break;

WriteLn(I);
Vysledek je 6.

Opravdu, jiz e 8 = 2,3195228302435694 - 10~ !¢, Proto nam sta&i integrovat pouze na
intervalu [0,6], abychom mohli poéitat na né&jakych tfindct ¢trnact desetinngch mist. Dokonce
jiz e " je cislo, které ma napted deset nul, nez zacnou néjaké jiné cislice.

Jelikoz jste s touto lohou neméli v principu problémy, vypocteme nyni integral asi nejjed-
nodussi metodou na pocitani uréitého integralu, jakd nas napadne. Uréity integral funkce na
intervalu neni nic jiného, nez stfedni hodnota funkce krat délka (obecné mira) intervalu. Takze
sta¢i vypocitat stfedni hodnotu e ™ na [0, 6], vynasobit dvanicti a méme vysledek p¥iblizné
/7. Dtikaz najdete v textu o statistické fyzice na nasich webovych strankach.

Chceme-li pocitat stfedni hodnotu funkce na intervalu metodou Monte-Carlo, mizeme
ndhodné generovat = € [0, 6], nas¢itdvat funkéni hodnoty a nakonec sumu vydélit poétem
vygenerovanych cisel.

For I := 1 to Repetitions do Begin
RandNum := Random * 6;

A := A + exp(-RandNum * RandNum) ;
End;

A := A x 12 / Repetitions;

Chceme-li integrovat funkci e~ : jesté i mimo interval [—100, 100], tak je jasné, ze uz témér nic
nenaséitdme. OvSem pozor, u jinych funkci to platit nemusi! Dejme tomu, Ze chceme integrovat
funkci 1/ na intervalu [1, 0] a Ze jsme ji jiz zintegrovali na intervalu [1,10'°]. Vime, ze funkéni
hodnoty se pro velké z blizi nule, a tedy usoudime, zZe pfispévek k integralu na intervalu
[10'°, 00] je zanedbatelny. To je vSak chyba. Onen piispévek nejen, Ze neni zanedbatelny, ale

je dokonce nekonecny, protoze

T

1
/ —dr=00, a€eR.
. T

Proto si musime pti takovych zanedbémic}% byt jisti, ze funkce ubyva dostatec¢né rychle. Jak to
muzeme ukazat pro ndmi zkoumanou e~ 7 Jednak

takze

oo 2 o0 00
- - ~1
/ e ¥ dz < / e “dr=e ,
100 100

¢imz ziskdme néjaky horni odhad, ktery zarudi, Ze ndm funkce neutece jako ta zld 1/z.
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Velice krasny zpusob, jak funkci e numericky zintegrovat od nuly do nekonecna je sub-

stituci, ktera nekonecny integral prevede na konec¢ny. V navodu k tloze jsme nabidli substituci

r=-—1.
t

Je-li t =0, potom = = oo, a je-li t = 1, potom x = 0. Navic

dx 1

dt 2

Dosadime-li tuto substituci, dostaneme

0 1 —(1/t—1)2
0 1 2 0 2

kde nesmime zapomenout, Ze pii prohazovani mezi integralu se méni znaménko.

Timto jsme ziskali hezkou funkci na krasném (dokonce kompaktnim) intervalu [0, 1], kterou
mizeme vystavit jakékoli numerické integracni metodé. Kdyz to zkusime, mizeme se zarazit
v jednom misté — blizi-li se t — 0, vyraz 1/t* potom diverguje (jeho hodnota se blizi k neko-
neénu). Co s tim? Podivejme se, jak novd funkce pod integralem vlastné pro ¢ jdouci k nule
vypada. Vyraz 1/ t? sice diverguje, je viak argumentem exponencialy, a cely integrand se tedy
blizi k nule.

Opét se tedy zeptejme pocitace
For I := 0 to 100 do Begin
A :=1 - 1I/100;

If exp(-(1 / A -1) x (1 /A-1)) / (A *A) < 1E-12 then Break;
End;

WriteLn(I);

ktery odpovida 85.

Opravdu, hodnota funkce v ¢t = 0,15 je 5,036619221322436 - 10~ *%. Zanedbame-li pispévek
na intervalu [0, 0,15], dopustime se chyby rozhodné& mensi nez ¢trnactého fadu. Mizeme jasat,
prevedli jsme nekone¢ny integral na konecny a ukazali jsme, Ze s obrovskou presnosti je

S ) 1 e(1/t71)2
/ e ¥ dz= 2/ ] dt.
t2
—o0 0,15

Bloudéni namornika

Uloha o opilém namofnikovi se vam jisté libila. Poéitadova simulace bloudéni je velice
pfimocara a jasna. Jediné, co muze byt obtizné, je zkonstruovat na pocitaci Gaussovo rozdéleni.
JelikoZ generovani ndhodnych ¢isel je véc, kterd se hodné hodi, nebudeme to ukazovat zde, ale
pojedname o tom ve FYKOSim Uvodu do programovéani, jenz najdete na webu. Chceme se vam
také omluvit, ze vinou mé casové zaneprazdnénosti neuvadime kompletni reseni této tilohy.

Lukas Stritesky
lukas@fykos.mff.cuni.cz
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Pi-obvod

Pti feSeni této tlohy jsme pouzili pfedpfipravenou knihovnu s funkcemi pro vypocet odporu
rezistorové sité, kterou jsme pro vase pohodli poskytli ke stazeni na webu (¢imz jsme mozna
trochu znevyhodnili ty, kdo nepracuji s Pascalem).

Vysledny program zihani_odporu.pas si miZete samoziejmé stahnout také. Cely vypocet
zacind ndhodnym rozmisténim vSech padesati odport mezi jisty dany pocet uzli. VSimnéte
si, ze se vubec nestarame o detaily, jako je napfiklad to, zda nékteré odpory nejsou zapojeny
»na volno“ (tj. s jednim nebo dokonce obéma konci nepfipojenymi k jinému odporu) nebo
jestli néktery odpor nemé oba vyvody zapojeny do stejného uzlu. Takové odpory totiz lze
z obvodu s klidem vynechat, coz ndm zadani nezakazuje. Mame-li k dispozici padesat odpori,
neznamena to, ze bychom je nutné museli pouzit vSechny. Musime se vSak postarat o to, aby
pouzity obvod mél kone¢ny odpor (tj. aby propojoval oba body, mezi nimiz méfime odpor).

R = 3.14159292035398E+0000 R = 3.14159267356773E+0000 R = 3.14150265493582E+0000
dR = 2.66764188394273E-0007 dR = 1.99779378480796E-0008 dR = 1.34603160800543E-0009

Obr. 1. Priklad tii obvodu ziskanych simulovanym zihanim

Daéle uz pokracujeme se samotnym zihanim, které prova- A = 514156612696349E20000

dR = -4.52662630058315E-0006

dime v 500000 krocich (vyhody simulovaného zihéni se plné
projevi, pokud algoritmu dame dostatek casu na ustaveni rov-
novéhy). Jako ,energii“ systému pouzijeme absolutni hodnotu
odchylky odporu v ohmech od w. Tepelné fluktuace realizujeme
jednoduse vybranim nahodného odporu ze sady a jeho pifepo-
jenim mezi ndhodné vybrané uzly. Zde se opét nestardme o to,
jestli takto pfislusny odpor ndhodou zcela neodpojime od ob-
vodu ¢i nezapojime obéma vyvody do téhoz uzlu.

Klicovym bodem celého algoritmu je vybér vhodného pri-
béhu snizovani teploty. Ten jsme zvolili linedrni, coz je jisty
kompromis mezi rychlosti a robustnosti algoritmu (ten podle
jistych teoretickych studii dosahuje optimalni efektivity pti lo- Obr. 2. Obvod ziskany
garitmickém snizovani teploty, které by vSak pro nase tcely bylo

pouhym snizovanim
prilis pomalé). odchylky od
Rychlost snizovani teploty a jeji pocatecni hodnotu jsme
volili zkusmo metodou pokusu a omylu.
Neékolik nalezenych obvodt pro riuzné hodnoty maximéalniho poc¢tu uzli jsme znézornili na
obrazku 1 spolu s hodnotami jejich celkovych odporti R. Obdélniky usporadané do kruhu zde
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predstavuji jednotlivé uzly, kazda ¢ara pak jeden rezistor. Uzly oznacené A a B jsou ty, mezi
nimiz méfime odpor.

Obvod znézornény na obrizku zcela vpravo je zaroven nejlepsi, ktery se nam podatilo béhem
asi deseti pokusti nalézt. Ciselnd hodnota jeho odporu se od w lisi az na devatém desetinném
miste.

Pro srovnani uvadime jesté jeden ,typicky“ obvod (viz obrazek 2) nalezeny metodou pou-
hého snizovani ,energie”. Vidime, ze odchylka ¢iselné hodnoty odporu od « je o tfi fady vyssi
nez v pripadé nejlepsiho obvodu nalezeného pomoci zihani. Ziskali jsme tedy pomérné zajima-
vou ukazku Gcinnosti simulovaného zihani ve srovnani s , primitivnéjsimi* algoritmy.

Nejlepsi nalezeny obvod jsme pro vas zndzornili i ve formé klasického schématu na ob-
razku 3. Cisla uvnit¥ jednotlivych symboll rezistorti oznacuji pocet paralelné zapojenych od-
port, které dany symbol reprezentuje (mtizete si v§imnout, ze celkové je pouzito pouze 49 re-
zistort).

Piesnd hodnota odporu tohoto obvodu je

24615500

Jeho absolutni odchylka od © je AR =1,3-107° Q a relativni pak R = 4,3 - 10719,

Na zéveér jesté poznamenejme, ze tato tloha je spiSe akademického razu. Kdyz nékdy po-
tfebujeme rezistor o odporu co nejbliz§im néjaké dané hodnoté, realizujeme jej spise pomoci
odporové dekady ¢i kombinaci odport z pomérné bohaté sady volné prodejnych soucéstek.

Obr. 3. Schéma nejlepsiho nalezeného obvodu

Navic shoda vysledného odporu se zadanou hodnotou s presnosti na miliardtiny je na-
prosto bezvyznamna, pokud nedokazeme se stejnou presnosti zajistit i odpory vsech pouzitych
rezistorl, coz je v praxi takika nemozné.

Epidemie v Praze
Pocitacovou simulaci epidemie v Praze naprogramoval Martin Forméanek a zdrojové kédy
aleznete na webové strance serialu.
naleznete na webové stran ridlu Marek Pechal

marek@fykos.mff.cuni.cz

Fyzikéalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
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