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21. roénik, tloha IIT.4 ... &astice na poli (4 body; primér 2,31; tesilo 26 studenti)
Meéjme elektrostatické pole neménné v ¢ase. Do toho pole vkladame na stejné misto nabitou
¢astici s nulovou pocatecni rychlosti. Peclivé sledujeme, jak se Castice pohybuje, a zazname-
navame si jeji trajektorii. A co nds prekvapi — trajektorie ¢astice nezavisi na jeji hmotnosti.
Dokazete to vysvétlit? Na problém narazil Marek Scholz pri programovdni zdpoctdku.

Uvedeme si dva rtzné zptsoby feSeni problému. Zkoumame pohyb hmotné nabité castice
v elektrostatickém poli. VSechny ostatni sily kromé elektrostatické zanedbame. Toto pole je
v Case neménné, ale bod od bodu se mize ménit, tedy kazdému bodu uvazovaného prostoru je
pfifazen néjaky vektor elektrické intenzity E, ktery charakterizuje pole.

Zobecnéme zadani a uvazujme, ze zkoumané Castice maji kromé rtizné hmotnosti i rizny
naboj. Sila ptisobici na nabitou Castici v elektrostatickém poli je rovna vyrazu gE, kde ¢ je
velikost naboje ¢astice. Kazdému bodu prostoru lze rovnéz priradit elektrostaticky potencial .
Vektor intenzity E pfimo souvisi s potencidlem vztahem

E =—gradyp,

tedy intenzita mifi smérem nejvétsiho spadu potencidlu a jeji velikost zavisi na prudkosti
tohoto spadu. Potencilni energie! ¢astice v poli pak bude rovna V = gy, pfi¢emz V ma
vyznam prace potiebné k preneseni c¢astice z ,nekonec¢na“ do konkrétniho bodu. Kdyz se
Castice pohybuje pouze pod vlivem naSeho pole, bude priristek jeji kinetické energie presné
roven tibytku potencidlni energie. Mé&jme dvé rozdilné ¢astice s naboji ¢, ¢ a hmotnostmi m,
m'. Pokud é&astice startuji z klidu ze stejného mista, jsou jejich kinetické energie T, T” v uréitém
bodé rovny ubytku potencialni energie, tedy

T = %va =qAp, T = %m/v'2 =q Ay, (1)

kde A znadi ubytek potencidlu mezi startovnim a aktudlnim bodem. Lze tudiz pséat
mv® = 2qAp, mv'? = 2¢'Ag, (2)

coz se nam bude hodit dale.

Trajektorie ¢astice je obecné zakfivenad a kazdou malou ¢ast drahy lze povazovat za cast
kruznice, kterd ma urcity polomér. Tento polomér se nazyva polomér kiivosti trajektorie v da-
ném bodé. Smér rychlosti vzdy mifi ve sméru te¢ny k trajektorii. Pfedpokladejme nyni, ze dvé
rozdilné ¢astice nabojt ¢, ¢ a hmotnosti m, m’ jsou v uréité fazi pohybu na stejném misté
a maji stejny smér rychlosti (nikoli velikost). Jejich kinetické energie jsou dany rovnicemi (1).

Pole pisobici v tomto misté lze rozlozit na slozku E; kolmou k rychlosti a slozku rovno-
béznou E). Polomér kfivosti v tomto bodé ozna¢me R. Aby se ¢astice pohybovala po kruznici
s polomérem R, musi na ni plisobit dostfedivé zrychleni aq = v?/R. Toto dostiedivé zrychleni
zpusobuje sila pisobici ve sméru do stfedu kruznice, tedy ve sméru kolmém na pohyb. Pro
zminénou silu ale ziejmé plati

mv2

F), =qF, =maq = R (3)

1) Energii nebudeme znacit E, ale V, aby se nepletla s elektrickou intenzitou.

-1-



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF http://fykos.mff.cuni.cz 21.1I1I1.4

Vyjadiime R a posléze dosadime z (2) a mame

ma? _2qAp  2Ap

- qE1.  qE. By

Slava! Polomér kfivosti drahy nezavisi na hmotnosti ¢astice ani na jejim naboji a posledni
vztah vyjde naprosto stejné i pro jinou éastici s hmotnosti m’ a nabojem ¢'. Pokud tedy nase
dvé porovnavané Gastice maji v uréitém misté kinetickou energii danou vztahem (1) a stejny
smér rychlosti, pak maji v tomto misté i shodny polomér kiivosti trajektorie.

Jezto ale maji trajektorie stejny polomér kfivosti v jednom bodé, a leti tudiz jakoby po
stejné kruznici, blizky bod na této kruznici bude prvkem obou trajektorii a v onom blizkém
bodé budou mit obé éastice opét stejny smér rychlosti a kinetické energie uréené vztahem (1).
Predeslou ivahu mohu opakovat az donekone¢na a navic na poc¢atku, kdy jsou ¢astice v klidu,
maji Castice opravdu shodny smér rychlosti a shodnou nulovou kinetickou energii. Z toho
vyplyva, ze trajektorie obou rozdilnych ¢astic maji ve vSech bodech stejny polomér kiivosti,
a jsou proto opravdu shodné. Pouzili jsme v podstaté metodu matematické indukce, pficemz
induk¢ni krok zmensujeme donekonecna.

Povsimnéme si, ze v provedené ,indukéni“ tivaze nemusime nutné uvazovat, ze kinetické
energie jsou uréeny vztahem (1). Staci, kdyz jsou v poméru T/T" = q/q’. To je obecné&jsi
predpoklad. Dospéjeme tak k zavéru, ze trajektorie dvou rozdilnych éastic se shoduji, pokud
mé jejich poédtecni rychlost stejny smér a pocateéni kinetické energie jsou v poméru T/T’ =
= (mv?)/(m'v"*) = q/¢ . Vyjdiime-li z této rovnosti rychlost v, dostavame

/
;[

(4)

»-Q\‘,.Q

m

Opét z provedené tivahy plyne, Ze pomér T'/T’ bude stejny pro viechny body trajektorie stejné
tak jako pomér rychlosti. Shrnuto, ¢astice leti po stejnych trajektoriich riznymi rychlostmi,
jejichz pomér je dan rovnici (4).

Nasi ,indukéni® tvahy jsme se mohli vsak usetrit. Uvazujme takto: jednu ¢astici nechame
pohybovat se v poli. Jeji trajektorie ma v kazdém bodé urcity polomér kfivosti, tedy v kazdém
bodé pisobila sila zapficinujici toto zakfiveni. Dejme tomu, ze by se druha ¢astice pohybovala
po stejné trajektorii. Byly by sily ptsobici na ¢astici opét takové, ze by polomér kiivosti v kaz-
dém bodé odpovidal pisobici sile? Na zakladé vztahu (3) odpovime ano. Myslené trajektorii
tedy jakoby nelze nic vytknout, odpovida vSem pusobicim sildm, a bude to tedy ta skutecné
realizovana.

Neéktefi z vas argumentovali tim, Ze Céastice leti po silocarach. Povézme si, pro¢ tomu tak
v obecném pfipadé neni. Siloc¢ara je kiivka, jejiz tecna v kazdém bodé je rovnobézna se smérem
intenzity E. Pokud ale ¢astice leti po zakrivené silo¢are, musi na ni ptisobit urc¢ita dostifediva
sila kolmé na rychlost, a tedy i kolma na tec¢nu k silocare. Takova kolm3 sila tu ale neni, protoze
elektricka sila mifi ve sméru tecny.

Prozkoumejme nyni trochu odlisny, docela elegantni zptisob feseni. Céstice se samozfejmé
bude fidit pohybovou rovnici

a—=—.
m

Zrychleni a a sila F jsou zde vektory. Takovy vektorovy zapis neni nic objevného, uvedend
rovnice pouze skryva tii rovnice — pro kazdou ze slozek z, y, z zrychleni a sily jednu rovnici.
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Zrychleni a vSak muzeme lépe zapsat jako

d?r
T )
tedy jako druhou derivaci polohového vektoru &stice?. Pohybova rovnice &astice v nasem
elektrostatickém poli proto je &
r
5 = —E(r). (6)
Intenzita pole zavisi samoziejmé na poloze, tedy zrychleni ¢astice v urcitém bodé zavisi na
intenzité v tomto konkrétnim bodé.
Zamysleme se nyni nad tim, jak se pohybova rovnice zméni, pokud budeme ¢as méftit
v jinak dlouhych jednotkach, nez jsou vtefiny, nebo jednoduse na hodinkach, které bézi tieba
pomaleji. Nové casové jednotce budeme fikat tfeba pseudovterina se znackou o. Dejme tomu,
Ze pocet Casovych jednotek 7 zaznamenany na nasich zpomalenych hodinkach souvisi s casem ¢
méfenym v sekundach vztahem

t=kr, tedy Tz%. (7)

Jak se projevi pouziti téchto novych jednotek pri méfeni zrychleni? Kdyz méfime rychlost
pomoci pomaleji bézicich hodinek, bude ¢iselné vétsi, konkrétné k-krat vétsi, protoze ke zméné
polohy stacilo méné casovych jednotek. Zrychleni méfime porovnanim rychlosti v blizkych
okamzicich a opét pri méfeni ¢asu v pseudovtefinach bude ke zméné rychlosti tieba méné
Casovych jednotek a zrychleni vyjde Ciselné k-krat vétsi. Ale jiz rychlost vysla k-krat vétsi a
z této vétsi rychlosti teprve pocitame zrychleni a dostavame tak prevodni vztah mezi ¢iselnymi
hodnotami zrychleni pfi pouziti riznych ¢asovych jednotek

a[ms™?] = K’a[mo 7).
Tento vztah dobfe vyplyne i formalnim dosazenim z (7) do (5)

e a0 o
dez2 ~ d(k7T)2 T k2 dr2

Jedné se zde vSak o derivace a ne o pouhé zlomky a tak by se nam uvedend uprava méla urcité
zdat trochu podezield, nicméné v tomto pripadé je korektni.?
Ted pomoci vztahu (8) pfepiSeme pohybovou rovnici (6), tedy
d2r 2 4q
— =k"—=E(r).
dr2 m (r)
Vsimnéme si ale nyni klicové myslenky. Pokud zavedeme zrovna takové pseudovtefiny a budeme
mit takové hodinky, ze faktor k = y/m/q, potom lze pohybovou rovnici psat ve tvaru

L E(r) (9)

2) Casové zména polohy je rychlost a casovd zména rychlosti je zrychleni.
3) Napsal jsem kratkou stat o druhé derivaci slozené funkce, koho to zajima, na pozadani zaslu.
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a zde se jiz nevyskytuje naboj ani hmotnost!
Vezméme si ted druhou &4stici s ndbojem ¢’ a hmotnosti m’, jejiz polohu budeme znagit
polohovym vektorem r’. Jeji pohybova rovnice je

d2r/ q/ ,
& T )

I tuto rovnici ale mizeme napsat jinak, kdyz budeme ¢as méfit namisto v sekundach v jinych
jednotkéch ¢’ a vztah mezi ¢asy t a 7’ bude déan faktorem k' = /m’/q’.* Vztah mezi 7 a 7/
je potom ziejmé
’
T=K7, kde K= >.% (10)
q m

Pohybova rovnice pii uziti jinych ¢asovych jednotek o’ nabyva tvaru

d2r/
W:E(’)

a pohybové rovnice obou ¢astic maji ted Gplné stejny tvar! Pohybova rovnice (9), coz je dife-
rencialni rovnice druhého fadu, urcuje spolu s pocatecni polohou a rychlosti zavislost polohy r
na case 7.

Pokud ale r(7 = 0) = (7' = 0) a rychlosti

dr ar’
E(T_O)_@(T —O)7

coz je pfi stejné pocatecni poloze a nulové pocatecni rychlosti splnéno, pak pohyb prvni i druhé
Gastice jsou urceny naprosto stejnymi rovnicemi jen s tim rozdilem, Ze pouzivame pro cas jiné
pismenko, a proto i feSeni, tedy funkce r(7), resp. r(r’) budou v obou p¥ipadech naprosto
shodna az na to, Ze jednou budeme v feseni psat 7 a podruhé 7'. Mnoziny bodf, kterymi
Castice projdou, tedy jejich trajektorie budou v obou pfipadech shodné.

Céstice budou pouze drahu prochézet rozdilnou rychlosti. Ve viech bodech trajektorie bude
platit

ar_ar
dr — dr’
a diky vztahu (10) plati
dr dr’
oS
dr dr’

takze podil rychlosti (které jiz méfime ve stejnych jednotkach) ¢arkované a necdrkované ¢astice
je K.

vvvvv

dr dr’ dr’

je splnéna, pokud jsou rychlosti v poméru K, tedy pocatecni rychlost nemusi byt nutné nulova.
KdyZz maji obé& éastice stejny ndboj, potom podle (10) K = /m//m. Pocateéni kineticka

4) Zde uz jsou nové asové jednotky o’ samozfejmé jiné nez pseudovtefiny o v predeslém vykladu.
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energie T' (vyjadfend ovSem ne v joulech, ale v pseudojoulech, protoze jinak méfime ¢as) prvni

Castice je pak
re Lo () L (g 2L (A
) dr) ~— 2 dr ) dr ’

a kinetické energie obou castic se tedy rovnaji po celou dobu pohybu a rovnost pocatecnich
kinetickych energii je zfejmé podminkou pro shodnost trajektorii. Patrné jsme tedy dospéli
k naprosto stejnym zavérum jako pfi prvnim zpusobu feseni.

Mozna se vam zd4, ze to neni poradny diukaz, kdyz jsme jenom derivovali, a fyzika v pod-
staté zadna. Je tieba si ale uvédomit, ze 2. Newtontiv zdkon formulovany v diferencidlnim tvaru
je zcela fundamentalni zdkon klasické fyziky a podle vsi zkuSenosti feseni pohybové rovnice
jakozto rovnice diferencialni opravdu odpovida skutecné realizovanému pohybu. Vérime, ze
diferencidlni rovnice spravné popisuji nas svét, a proto i zde urcity fyzikalni jev vysvétlujeme
na zakladé matematické dpravy diferencialni rovnice.

Neéktefi z vas uvazovali kromé elektrické i gravitacni silu. Trajektorie riznych ¢astic v tom
pfipadé jiz shodné nebudou. Oba uvedené dikazy podle ocekavani selzou. Rozmyslete si proc.

Mezi vasimi FeSenimi se vyskytly i jinak pojaté diukazy nez uvedené. Naptiklad Michal
Maizner uvazoval, ze pole lze rozd€lit na velmi malé oblasti, pficemz v ramci oblasti je vSude
v podstaté stejnd intenzita E, Tereza Steinhartovd zminila uziteénost principu nejmensi akce
a Hana Sirovd méla zase moc pékné zpracovany druhy z uvedenych zptsobi feseni.

Marek Scholz
mara@fykos.mff.cuni.cz
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