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21. roénik, tloha III.2 ... vytah aZ do nebe (4 body; primér 1,86; tesilo 28 studenti)
Urcete, jaké fyzikalni vlastnosti musi mit material zaveésného lana vytahu, ktery spojuje

povrch Zemé a obéznou geostacionarni drahu. Je viibec takovy material na Zemi dostupny?
Nad efektivnim dopravnikem do kosmu se zasnil Ales Podolnik.

Nejdiive se zamyslime nad hlavni myslenkou vesmirného vytahu. Pro urcitou vysku nad
zemskym povrchem plati, Ze téleso v ni obihajici po kruhové draze bude mit obéznou dobu
rovnou jednomu dni (geosynchronni obézné draha). Tedy jeho thlova rychlost bude stejna jako
thlova rychlost otaceni Zemé w. Vysku této drahy spocteme z rovnosti odstiedivé a gravitaéni
sily.
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kde G je gravita¢ni konstanta a M hmotnost Zemé. Ciselné je R = 35800km nad povrchem
Zemé. Je-li navic tato obézna draha v roviné rovniku, nazyva se geostacionarni a obihajici
satelit se na ni vii¢i povrchu Zemé nepohybuje. Je proto lakavé spojit toto misto s odpovidajicim
mistem na rovniku. Pravdépodobné prvnim, kdo o tom uvazoval, byl Konstantin Ciolkovskij,
myslenku potom zpopularizoval A. C. Clarke v romanu Rajské fontény.

nachazi pod geostaciondrni drahou. Musi se proto uvazovat bud s lanem delSim, nebo s vyne-
senim dodateéného zavazi na vyssi obéznou drahu, které bude lano napinat. My déle budeme
uvazovat prvni moznost.

Dalsi véc je, jak lano bude vypadat. Ve skutec¢nosti nepiijde o vytah v pravém slova smyslu,
protoze kabina nebude lanem vytahovana, nybrz po ném bude splhat vzhiru vlastnimi silami.
Z raznych dalsich divodi (nap¥. minimalizovani pravdépodobnosti srazky s vesmirnym sme-
tim) se ukazuje jako nejlepsi tvar dlouha tenka stuha'). Dale se vSak ukaze, Ze napf. napéti
v lané nezavisi na jeho prufezu.

Jaka je podminka pro to, aby lano vlastnimi silami vydrzelo na geostacionarni obézné
draze? Stejné jako pro bodovy satelit musi platit, Ze vyslednd sila v neinercialni soustavé
spojené s lanem musi byt nulova. Tedy odstfediva sila zptusobena ota¢enim Zemé musi vyrovnat
gravitacni silu. Vypocitejme tedy délku H lana, pro kterou to plati. Na element lana dm piisobi
gravitacni a odstiediva sila

dmM
7.2

dF = dF, — dF, = dmrw® — G : (2)
Vime, ze dm = o dr, kde o je délkova hustota lana. Celkovou pisobici silu ziskdme integrovanim
vztahu (2) pres celou délku lana (od povrchu Zemé do hledané vysky H). Jak jsme diive
zminili, tato sila musi byt nulova. V integralu jsou elementarni funkce, takze jej nebude problém
vypocitat.

1) Viz napiiklad http://www.spaceelevator.com/ .
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Podélime-li rovnici ¢lenem ow? /2, u levé zavorky dostaneme 2R® (vysku geostacionarni ob&zné
drahy, jak jsme vypocitali v (1)). Rozepsanim zavorek poté vyjde kubicka rovnice

H°Rz — H (R + 2R’) + 2R°Rz =0, (4)

jejiz jeden kofen se d& uhodnout (H = Rgz; v lané nulové délky se kupodivu odstfedivad a
gravita¢ni sila vyrovnaji) a zbylé dva dostaneme fesenim kvadratické rovnice. Uvazujeme pouze
ten s kladnou odmocninou z diskriminantu, protoze ten druhy vyjde zaporné.

1 ,  8R3
H2< RZ+RZ —Rz). (5)

Dosadime-li jiz difve vypoéitané veli¢iny a konstanty, vyjde H = 150 - 10®km, coZ je skoro
polovina vzdalenosti k Mésici, ale tim se zatézovat nebudeme.

Ted ptejdeme k hlavni ¢asti ilohy. Musime vypocitat priibéh normélového napéti v lané
v zavislosti na vysce (poéitané od sttedu Zemé). K vysledku se dostaneme podobné jako v pred-
chozim pfipadé. Sila napinajici lano bude celkova sila ptsobici na spodni ¢ast lana.

F(h) = /h (dF, — dF,).

Ry
Pomoci vztahu uvedeného v (2) zapiSeme konkrétni sily a integrujeme stejné jako p¥i pociténi

délky lana.

F(h) = GoM (Riz - %) - %(fﬁ ~R2). (6)

Musime najit extrém této funkce, tedy polozime prvni derivaci podle h rovnou nule,

GMo
2

+how? =0.

Je to opét kubicka rovnice, jejiz jeden kofen uhodneme — derivace F'(h) je nulova pro h = R.
Zbylé dva kofeny jsou imaginarni a nezajimaji nas. Pribéh napinajici sily je znazornén na
obrazku 1.

Velikost maximalni napinajici sily tedy bude (dosazeni h = R do F'(h))

_ 1 1 0’(4)2 2 2
Fmax = (TGM (Riz — E) — T(R — Rz)

Vyuzijeme-li souvislosti délkové hustoty o s objemovou hustotou g (o = 05, kde S je prifez
lana), dostavame

_ Frax o 1 1 O'w2 2 24
. 1 1 aw2 2 2
= QIGM (z? - E) - (B - F2)

Napéti opravdu nezavisi na prifezu lana a po vyéisleni je o, = o - 4,84 - 10" Pa-m®-kg™!.
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Nyni se dostavame k jednomu mensimu problému. Zanedbali jsme totiz, ze se lano vlastni
tihou natahuje, a tudiz se méni jeho hustota v zavislosti na délce. (A to opacné neZ ptisobici
sila. Tam, kde bude F'(h) nejvétsi, bude hustota nejmensi a naopak.) Ale pokud bude mit
material dostatecné velky modul pruznosti v tahu, protdhne se jen minimalné a zanedbani bude
opravnéné. V integralech pro vypocet piisobicich sil bychom museli tuto zavislost zohlednit a
to by nebylo jednoduché. Spokojime se s tim, Ze maximalni dovolené 9ormélové napéti v lané
je pfimo imérné hustoté materidlu a konstanta imérnosti je asi 5 - 10" Pa-m®-kg™".

Jaké materialy tuto podminku

b § F(h)
spliiuji? Snadno ovéfime (a fada
Fesiteld to i provedla), ze zadna
bézna latka by neobstala. Jedinou
svétlou nadéji je lano z uhliko-
vych nanotrubek, jehoz hustota
je asi 1350kg:m?3, a tedy o, =
= 65 GPa. Jejich teoretickd mez
pevnosti je asi dvakrat vétsi, tudiz
nam to dava nadéji do budoucna
(zatim dokézeme vyrdbét pouze 0
kratké trubicky, lano z nich stale
¢ekd na vynélezce).

Dalsi vlastnosti materialu jako tepelna roztaznost, odolnost vici povétrnostnim vlivim a
dalsi se projevi jenom na malém tseku lana (v atmosféfe), a tak jejich silové uéinky mizeme
zanedbat. Problémem by mohla byt pouze skute¢nost, Ze se vzdéalenosti od Zemé klesa elek-
tricky potencidl a takovéto lano by bylo jednim velkym hromosvodem. Zakladna vytahu by tak
meéla byt nékde, kde se moc neblyska, a lano oSetfeno, aby mu zasah bleskem moc neuskodil.
Nicméné jakakoliv ochrana proti bleskim by byla potieba jen v nizkych vyskach, a tak se
hmotnost lana prili§ nezveétsi.

Jak a jestli viibec takovouto konstrukci postavit, nechdme na rozmysleni ¢tenari a dal pak
strycku Samovi.

Ve vasich fesenich se vyskytly dva problémy. Bud jste neprovedli témér zadné vypocty a
avahy pak neméli ¢im podlozit, nebo jste zapomnéli na to, Ze lano musi néco napinat, a silu
pocitali rovnou na geostacionarni draze. Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz

Fmax

Obr. 1. Graf zavislosti sily na vysce
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