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21. roénik, tloha II.3 ... vino tede proudem (4 body; primér 2,08; tesilo 38 studenti)
Vinafi a fidi¢i kamionu dobie znaji sikovné prelévani kapalin z tézkych nadob. Vinaf Ignac
chce stocit vino z jednoho demizonu do druhého. Nejprve polozi prazdny demizon na zem
a plny do vysky A. Potom demiZzony propoji hadickou a trochu z ni zespodu potahne. Vino
zac¢ne samovolné proudit do spodniho demizonu. Za jak dlouho bude vSechno vino stodeno?

Predpokladejte, Zze demizony jsou stejné valce poloméru R a vysky H.
Vymayslel vinar Jano Lalinsky.

Predvedeme feseni tlohy s pouzitim integralniho poctu, ale i bez néj. Pfidrzime se znaceni
ze zadani. Navic plosny prifez demizonu neboli plochu podstavy oznac¢me Sp, ploS$ny prufez
hadicky Su. Aktudlni vysku hladiny ve spodnim demiZonu nazvéme z; vyska hladiny oproti
dnu ve vrchnim demizonu pak je H — z.

Na pocatku prepousténi umistime spodni konec hadicky co nejnize az na dno spodniho
demizonu a dale budeme tento konec drzet ponotfeny pod urovni hladiny. Kazdodenni zkusenost
se stacenim vina nam fika, Ze rychlost precerpavani by méla zaviset na okamzitém rozdilu vysky
hladin v demiZonech, ktery je ddn h = A + H — 2x. Zaroven pokud budou oba konce hadicky
ponofené, nebude zaviset na tom, zda jsou u dna nebo té€sné u hladiny. Tyto postiehy vsak
vyplynou z Bernoulliho rovnice, kterou pouzijeme k popisu problému. Bernoulliho rovnice
v podstaté popisuje proudéni tekutiny v trubici, kterd méni sviij prufez a vysku nad zemi,
a svym zpusobem vyjadfuje zdkon zachovani energie pro kapalinu v tomto systému. I nase
sudy spolu s hadickou tvori takovou trubici kterd méni sviij prifez a vysku nad zemi. Rovnice
v uvedeném tvaru plati za predpokladu, Ze proudéni je ustalené, laminarni a kapalina neni
viskdzni, tedy energie se neztraci tfenim. Blize se o téchto predpokladech zminime na zavér.
Podle Bernoulliho rovnice pro libovolna dvé mista v trubici plati

200} + oghi +p1 = Lov3 + ogha + p2, (1)

kde o je hustota kapaliny. Po fadé v, h, p jsou rychlost kapaliny, vyska nad zemi a tlak
v prislusném misté trubice. Nas nyni zajima rychlost prutoku vina hadickou. Pfedpokladejme
na chvili, ze tsti hadicky ve spodnim sudu je té€sné u dna. Za prvni misto si zvolime bod piesné
na hladiné vrchniho sudu a druhé misto bude bod v hadic¢ce tésné pred tstim ve spodnim sudu,
tedy ve vysce nula. Vino se nestlacuje a objem protekly hadickou je tedy zfejmeé stejny jako
objem vytekly ze sudu, z ¢ehoZ plyne Spvi = Suvz a pro prehlednost

’Ulzk’Uz, k:% (2)
Dosazenim do (1) ziskdme
$0(kv2)® + 0g(A + H — ) + pa = 303 + pa + 09, (3)

kde p, je atmosféricky tlak, ktery je vSsak nad hladinou obou sudi v podstaté stejny, a odecte
se tedy. Mtizeme si zde povsimnout, Ze rovnost vyjde na chlup stejné, at uz jsou konce hadicky
u dna ¢i tésné u hladiny, a nesejde na tom, jak je vysoko nejvyssi bod hadicky. Rovnost podélime
hustotou p a vyjadfime rychlost vina v hadicce jako

29(A+ H -2z
vy = o) HATH —20) - ) (4)
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a rychlost vq, jakou se posouva hladina v demizonu, je

. 29(A+ H — 2z)k?
o= b= \/ HH B (5)

Zapis © znamend derivaci x podle ¢asu. Pokud méme velky demizon a tenkou hadicku, je
faktor k velmi blizky nule a vyraz 1 — k? velmi blizky jednicce a (4) potom p¥echazi ve znamy
vztah pro vytokovou rychlost uvadény ve tvaru v = 1/2gh. Tomu se samoziejmé nedivime,
protoze pii umisténi spodniho konce hadicky do vzduchu tésné nad hladinu mizeme hovorit
o volném vytékani kapaliny otvorem, ktery je v hloubce h = A+ H —2x pod hladinou ve vrchnim
demizonu. Vsimnéme si vSak jedné zrady. Pokud bude Su/Sp = k = 1, pak podle (4) vyjde
rychlost v2 nekone¢na! To ale neni moZné, protoze rychlost padajiciho sloupce kapaliny bude
odpovidat rychlosti pfi volném padu. Problém je v tom, Ze Bernoulliho rovnice v jednoduchém
pouzitém tvaru plati pouze pro ustélené proudéni, tedy takové, ze se rychlost v ¢ase neméni. Jak
se hladiny pfiblizuji, bude se rychlost proudéni ménit kazdopadné, avsak pokud je Sp vyrazné
vétsi nez Su, rychlost se v case méni jen velmi pomalu a Bernoulliho rovnici lze pouzit.

Vime tedy, jak zavisi rychlost vina v hadicce
na vysce hladiny = ve spodnim demiZzonu, a vi-
dime, ze skutecné zavisi na rozdilu vysky hladin H
mezi demizony. Je§té zdiraznéme, ze v rovnici (4)
se v2 a x v ¢ase méni! Obecné tedy neni mozné H+A—-2x
vypocitat ¢as stocCeni tak, Ze objem vina vydélime
objemovym prutokem.

Uvedeme si hned dva zpusoby, jak ze znalosti x
vztahu (4) vypocitat celkovou dobu T, za kterou Z
vSechno vino pretefe z vrchniho sudu do spod- Obr. 1. Schéma pokusu
niho. Prvni zpisob nevyzaduje integrovani.

Podivejme se pozornéji na vztah (5). Vidime, Ze rychlost snizovani hladiny je hrubé feceno
imérna odmocniné vysky hladiny. Pro oby¢ejny rovnomérné zrychleny pohyb plati, ze rychlost
roste hrubé feceno s prvni mocninou ¢asu a drdha roste s druhou mocninou ¢asu a rychlost
je tedy také svym zptisobem timérna odmocniné urazené drahy. Uvazujme nyni obecny rovno-
mérné zrychleny (zpomaleny) pohyb se zrychlenim a. Potom plati

T

z(t) = xo + vot + %atQ ,
coz je kvadraticka rovnice pro cas t, ktery vyjadiime pomoci znamého vzorecku

‘o —vo + /02 + 2a(z — x0)

Dosazenim za t do vztahu v = vg + at a polozenim zo = 0 dostavame

v =14/v2+ 2az. (6)

To je ale velmi podobné vztahu (5). Porovnanim (5) a (6) jisté najdeme takové hodnoty vg
a a, ze dosdhneme rovnosti mezi (5) a (6) a néjaky rovnomérné zrychleny vyvoj vysky x tedy
vyhovuje rovnici (5). Konkrétné
29(A + H)k? k2

a=-—2

PEVTIoe I
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Jediné, co vime o vyvoji hladiny v sudu je pravé vztah (5) a fakt, ze z(t = 0) = 0. Nasli
jsme tudiz takovy casovy vyvoj hladiny, Ze jsou splnény pravé tyto dvé podminky, a proto je
tento Casovy vyvoj ten skutecné realizovany.

Vyska hladiny se méni rovnomérné zpomalené a dobu pfeteceni T" uréime snadno. Automo-
bil jedouci rovnomérné zrychlené ujede urcéitou drahu za stejnou dobu jako automobil jedouci
celou dobu rychlosti rovnou primérné rychlosti prvniho auta'. To snadno ovéiime tieba tak,
Ze si nakreslime graf zavislosti rychlosti na ¢ase a uvédomime si, Ze urazend draha je rovna
obsahu plochy v grafu pod touto zévislosti. Co plati pro auto, plati i pro ptrelévani vina. Na
pocatku z = 0, na konci, kdyz je sud plny, x = H. Ze vztahu (5) snadno uréime pocatecni
a koncovou rychlost, primérna rychlost je pak jejich aritmeticky primér a pro dobu 7' tudiz
plati

2H 1—k2 1
r= \/2g(f;+£)k2 7\/%(?:;)“ = N (\/A-i-H VA - H)

Jak jsme fekli, pouzity postup reseni je korektni pouze pro k < 1 a bez strachu z velké
nepresnosti mizeme psat

_Sp 1
- Su V29

Druhy zpusob. Je tfeba se vyporadat s tim, ze jak se hladiny priblizuji, preteceni urcitého
objemu vody trva postupné déle a déle. Cas T lze dostat tak, ze vidy vezmeme maly kousek
objemu dV a spocteme dobu dT, za kterou tento maly kousek pfetece z jednoho sudu do
druhého. Pretecenim objemu dV se vyska hladiny zméni o maly kousek dx. Pristi kousek
objemu dV uz bude tedy vytékat trosicku pomaleji nez predchozi. Celkovy ¢as T pak dostaneme
souctem jednotlivych dT'. Protoze jsme dil¢i objemy dV volili libovolné malé, suma prechéazi
v integral (dV je tak maly, abychom mohli pfedpokladat, ze béhem jeho protékani se rychlost
prutoku vlastné neméni). Zaroven patrné dV = Sp dz, na pocatku je z = 0, na konci z = H
a objemovy prutok hadickou @ = Suvs. Konecné tedy muzeme psat integral a aplikovat na
néj klasickou matematickou masinerii

T*/T&f VﬂKf/H Spdx _
0 o @ 0 SH\/Zg(A+H72m)/(17k‘2)

1—k:2

(¢A+H—¢A—H)

A+H—2:U

Integral vypocteme uzitim linearni substituce z = A+ H — 2x. Nové meze integralu dostaneme
dosazenim puvodnich mezi do vztahu pro z, tedy

/ /A " gz _
\/A+H 2x H 2\/5_

a celkovy cas vychazi

[ A+H

2|y =VA+H-VA-H

Sp

T =20
Su

W(VA+H7VA7H)

1) Varovani: uvedené plati skuteéné jen pro rovnomérné zrychleny pohyb.
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Pokud A < H, vino nepfetece vSechno a spodni sud se naplni jen do vysky x = (A + H)/2.
Dobu pretékani pak dostaneme jednoduse zdménou horni meze integralu za x = (A + H)/2.
Nakonec jesté sestavme diferencidlni rovnici popisujici ¢asovy vyvoj vysky hladiny . Umoc-
nénim (5) méme
o 2g9(A+ H — 2x)k?
7 =
1— k2

Ted obé strany rovnice zderivujeme podle &asu. Je tieba si uvédomit, ze 2 je sloZena funkce,
jejiz casova derivace je 2&3. Mame proto

_ 4gik®

rx 1—](:27

coz podélime &, lehce upravime a dostédvame vyraz pro zrychleni vysky hladiny = v sudu

.. 'S
PETMI

To je ale evidentné konstanta, ¢imz jsme potvrdili tvahu provedenou b&hem prvniho zpisobu
feSeni. Dobu preCerpani T lze tedy urcit jiz uvedenym zpusobem. Mohla by néas tfeba jesté
zajimat pfimo zavislost x na cCase. Jedina funkce, jejiz druhé derivace je konstantni, je obecna
kvadraticks funkce x(t) = At* + Bt + C. Je tieba jen dopocitat koeficienty A, B, C. Avsak
jisté plati £ = 2A, 2(t =0)= B, z(t =0) =C = 0.

Vratme se k pfedpokladim Bernoulliho rovnice. Otdzku ustdleného proudéni jsme jiz pro-
brali. Velice silnym predpokladem je nulové viskozita vina. Viskozita hrubé feceno vyjadiuje,
jak velké je tfeni mezi dvéma ruzné rychlymi vrstvami tekutiny. Pfi pratoku vina hadickou se
vino tfe o stény hadicky a navic proudéni je pfi sténé hadicky pomalejsi nez uprostied a pomy-
slné vrstvy kapaliny se tfou i mezi sebou. TTenim vznika teplo, a proto v hadi¢ce dochazi ke
ztraté energie a Bernoulliova rovnice piestava platit. Cim je proudéni rychlejsi, tim jsou t¥eni
a ztraty energie vétsi.

Kuprikladu kdyz jsme zkousSeli pfelévat vodu z vysky pil metru tenkou hadickou priméru
ptl centimetru, pak doba prelévani byla pro hadicku dlouhou jeden metr o polovinu delsi
nez pro pulmetrovou hadicku. Rozdil je tedy velice vyrazny, a vypocteny cas T je proto ja-
kymsi nedosazitelnym minimem. Mym osobnim nazorem je, Ze by mozna $la provést korekce ve
vztahu (3) pfidanim na pravou stranu ¢lenu alvz /7, ktery vyjadfuje ztratu energie v hadicce
délky I a poloméru r, pficemz « je néjaka konstanta odpovidajici konkrétni kapaliné. Uvédo-
mme si také, Ze i pfi vstupu kapaliny do spodniho demizonu v dusledku tfeni dojde k jejimu
zbrzdéni na rychlost v; a mechanicka energie se nevyhnutelné ztraci.

Zkusme si také rozmyslet, kdy je proudéni v hadic¢ce nevitrivé. Pfi popisu proudéni se zavadi
takzvané Reynoldsovo ¢islo, definované

kde v je stiedni rychlost proudéni, r polomér trubice a n dynamicka viskozita. Ze zkuSenosti
vime, ze pokud rychlost vody v trubici vzroste natolik, ze Re je priblizné vétsi nez 1000,
proudéni pfejde v turbulentni. Dosazenim konkrétnich hodnot zjistime, ze se to pfi prelévani
vina klidné muze stat. Uvédomme si, ze pfi prelévani demizoni je rychlost v trubicce v idedlnim
pfipadé nezavisla na poloméru a k vifivému proudéni dojde spise pfi pouziti $irsi hadicky.
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Zavérem bych pro vas mél jeden namét k pfemysleni. Uvadi se, ze kapalina se pfi vstupu do
Sirsi casti trubice zbrzdi v disledku vétsiho tlaku v této Sirsi casti. Je tedy spravné uvazovat
. oy . . _ 7
tlak na konci trubicky ve spodnim demizonu p2 = ggx? Marek Scholz

mara@fykos.mff.cuni.cz
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